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Resumo

A analise classica das fungdes especiais, fundamentada na Fun¢do Gama de Euler, estabelece
um paradigma de prolongamento analitico em que o dominio negativo € tratado via recorréncia
algébrica. Contudo, a persisténcia de polos meromorficos nos inteiros ndo positivos € o
tratamento diferenciado em fatoriais multiplos revelam uma oportunidade para o resgate do
rigor integral. O objectivo deste trabalho ¢ demonstrar que tais singularidades ndo sdo obices
isolados, mas a manifestacdo de um vector direccional especifico. Através do método de
regularizag¢do assimptética em vizinhangas de polos de primeira ordem, utilizando o limite do
quociente de expansdes de Laurent, prova-se que a razdo entre fungdes Gama produz valores
finitos e univocos. Como resultado principal, estabelece-se a formula fechada para o produto
de progressdes aritméticas em toda a recta real superando a necessidade de interrupgdes ad hoc
e estendendo os principios de integracdo ao dominio negativo. Para consolidar esta simetria,
introduz-se a Fun¢do Gama Crescente (I") como o operador isométrico dual necessario para a
completude analitica. O ponto zero identifica-se como o eixo de inversdo entre regimes
direccionais complementares, onde a estrutura dual proposta integra as propriedades
meromorficas num quadro de simetria funcional superior, assegurando a representagdo

analitica exacta do produto em ambos os sentidos de percurso.

Palavras-chave: Fun¢do Gama; Regularizacdo de polos; Direccionalidade funcional;
Produtos de termos em Progressao aritmética; Fungao Gama Crescente.



1. Introducio

A Fung¢do Gama de Euler, definida para Re(z) > 0 péla integral imprdpria

[0e]

r(z) = f tZ271 et dt,
0

constitui uma das extensdes mais férteis do fatorial ao dominio complexo. A sua relagdo
funcional I'(z + 1) = z - I'(z), consolidada pelos trabalhos seminais de Euler e Weierstrass,
permite o prolongamento analitico a todo o plano complexo, exceto nos inteiros nao positivos,
onde a funcdo apresenta polos simples. Este mecanismo de extensdo por recorréncia ¢é
elegantemente eficaz e serve de alicerce a inimeras aplicagdes em analise, teoria dos nimeros

e fisica matematica.

Contudo, a riqueza desta estrutura ndo esgota todas as direc¢des possiveis de propagacio do

¢, estd intrinsecamente

produtorio subjacente. A integral de Euler, com o seu nucleo e~
adaptada a descrever processos que decaem no infinito o que corresponde, no contexto de
progressoes aritméticas (PA), a um regime de razdo r = -1 (fluxo centrifugo, ou de afastamento
da origem). Quando se considera o regime oposto, de razdo r = +1 (fluxo centripeto, ou de
aproximacao a origem), a representagdo integral classica perde a sua convergéncia natural. A
extensao por recorréncia, embora possivel, gera valores que ndo decorrem diretamente de um

suporte integral convergente, manifestando-se numa assimetria de magnitudes entre os

semieixos positivo e negativo.

Estudos recentes sobre regularizagao de séries e fungdes especiais (Temme, 2015; Paris, 2020)
tém sublinhado a dependéncia da convergéncia integral relativamente a direccionalidade do
nucleo, bem como a necessidade de mecanismos de compensacdo em torno de singularidades.
Investigacdes sobre generalizagdes da formula de Lerch e fungdes zeta de Barnes (Hu & Kim,
2021) evidenciam a relevancia contemporanea da regularizacdo de produtos infinitos.
Paralelamente, trabalhos sobre extensdes de fatoriais multiplos (Vignat & Wakhare, 2021)
sugerem que a orientagdo do produtério ¢ uma varidvel essencial a considerar. Estas
contribuicdes, contudo, mantém-se no quadro de um unico regime direccional, sem propor um

operador integral complementar para o fluxo oposto.

Esta assimetria torna-se particularmente visivel no tratamento classico do duplo fatorial de
argumentos negativos. Para os inteiros pares negativos (-2n) e impares negativos (-2n+1), a

razao da progressdo ¢ rigorosamente a mesma (r = -2). Todavia, a literatura atribui-lhes



tratamentos distintos: polos para os pares e¢ valores finitos para os impares, obtidos por
interrupcao ad hoc do produtorio na origem. Esta disparidade ndo configura um erro da teoria
classica que ¢ internamente consistente no seu regime, mas aponta para uma oportunidade de
completude: a de dispor de um operador integral cujo dominio natural de convergéncia seja o

semieixo negativo.

Acresce que, enquanto as progressdes geométricas admitem uma formula de produto fechada

e continua em todo o dominio real, o produto de termos de uma progressao aritmética,
n
Py = | [aa-j + B
j=1

carece de uma expressdo unificada véalida no semieixo negativo. As ferramentas classicas,
confinadas ao regime r = -1, ndo suprem esta lacuna, e a literatura ndo regista uma formula
geral que contemple a intersec¢do com o zero ou com regides singulares sem recurso a

manipulagdes pontuais.

O presente artigo propde-se colmatar esta lacuna através da construgdo de uma estrutura dual.
O objectivo ndo ¢é corrigir a Fungao Gama de Euler cuja elegancia e correc¢do no seu regime
proprio sdo inquestionaveis, mas complementa-la com um operador isométrico cujo ntcleo
integral seja naturalmente convergente no semiplano esquerdo. Este operador, que designamos
por Fungio Gama Crescente (I"), fornece o suporte integral em falta para o regime de razdo r

= +1.

A estratégia desenvolve-se em trés etapas. Em primeiro lugar, demonstra-se que os polos
meromorficos nos inteiros ndo positivos admitem uma regularizagdo analitica rigorosa atraveés

do limite do quociente de expansdes de Laurent, produzindo valores finitos e univocos. Em

1
segundo lugar, introduz-se a Funcdo Gama Crescente, definida por um ntcleo e = cuja

singularidade essencial na origem assegura a convergéncia para Re(w) < 0, e estabelece-se
a sua relacdo de espelhamento com a Gama de Euler: I'(—z) = —I'(z). Finalmente, unificam-
se estes resultados numa férmula fechada para o produto de progressdes aritméticas valida em
toda a reta real, capaz de processar automaticamente a intersecdo com o zero € as regides

singulares.

Deste modo, o ponto zero revela-se ndo como um obstaculo, mas como o eixo natural de

inversao entre dois regimes direccionais complementares. A estrutura dual proposta integra as



singularidades meromorficas num quadro de simetria funcional, assegurando a representagao

analitica exacta do produto de progressoes aritméticas em ambos os sentidos de percurso.

2. O Sistema Classico e a Assimetria Direcional
2.1. O Fatorial Classico e a Funcio Gama de Euler

O fatorial de um niimero inteiro ndo negativo n ¢ definido pelo produtdrio

n
n! = l_[k,n € N,
k=1

com a convencao 0! = 1. Paran € Z~, o produtdrio infinito associado diverge, pelo que a
definicdo combinatoria ndo atribui valores finitos a n! para argumentos negativos, tornando
indefinido.

A Fungdo Gama de Euler,

b
r(z) = limg_ o+ limbﬁmj t?~le~tdt, Re(z) > 0

&

estende o fatorial ao dominio complexo através da identidade I'(n + 1) = n! paran € Nj. A
sua relagdo funcional I'(z + 1) = z'(z) permite o prolongamento analitico a todo o plano
complexo. Nos inteiros negativos e no zero (z = 0,—1, —2, ...), a fungdo apresenta polos
simples, que constituem a manifestagdo analitica da divergéncia do produtério subjacente

2.2. O Regime Decrescente (r = —1)

O fatorial classico pode ser interpretado como o produto dos termos de uma progressao
aritmética de razdo r = —1

O produto dos primeiros n termos de uma PA é:

n
P = | [ca-j + B
j=1
No caso particular A = 1,B = 0, obtém-se:
n
P(n) = ﬂj = n!

j=1

Esta progressao ¢ decrescente: os termos afastam-se da origem. A Fun¢do Gama de Euler,
com o nicleo e ¢, esté intrinsecamente adaptada a este regime centrifugo, convergindo
para Re(z) > 0. O dominio natural deste operador é, portanto, o semieixo estritamente
positivo.

2.3. A Assimetria do Duplo Fatorial Negativo

Uma progressao aritmética de razdo r = —2 gera duas sequéncias distintas: a dos pares ¢ a
dos impares. Para argumentos negativos, ambas partilham a mesma natureza centrifuga:



o Pares negativos: —2,—4, —6, ...
. impares negativos: —1,—3, =5, ...
A aplicagdo da relagdo de recorréncia classica do duplo fatorial,

nl=n-(n-2)!,

produz uma dicotomia. Para os pares negativos, a recorréncia intersecta o zero, resultando
numa singularidade. Para os impares negativos, o processo ¢ interrompido na unidade,
convencionando-se (—1)!! = 1, e atribuem-se valores finitos como (—=3)!! = =1 e (=5)!! =
1/3.

Esta dicotomia ndo decorre de uma propriedade intrinseca das sequéncias — ambas partilham
a mesma razao e a mesma natureza —, mas da aplicacdo de um unico regime direcional a
dominios onde ele ndo possui suporte integral direto.

2.4. A Oportunidade: Definir o Fatorial Negativo pela Razio de Polos

A existéncia de polos nos inteiros negativos ndo ¢ um obstaculo, mas uma caracteristica
estrutural. A Fun¢do Gama de Euler codifica a divergéncia do produtério para z < 0 através
das suas singularidades. Estes polos sao entidades matematicas legitimas, que podem ser
submetidas a operacdes algébricas desde que os cancelamentos de divergéncias sejam
controlados.

Em particular, a razdo entre dois fatoriais de inteiros negativos,

(—a)!

——,a,b €N,

(=b)!
embora composta por termos individualmente divergentes, admite um valor finito e univoco.
A Secgdo 3 estabelece o método de regularizagdo que permite atribuir significado a tais

quocientes, abrindo caminho para uma férmula de produto unificada.
2.4.1. Comparaciao Metodologica com a Regulariza¢io de Hadamard

A regularizagdo de produtos infinitos ¢ um problema central na analise. A abordagem classica
de Hadamard (1894) consiste em eliminar os polos da Fungao Gama através de um produto
candnico de Weierstrass, obtendo uma fung¢ao inteira

= z
H(z) = [(z) e 1_[ (1+3)e ™,
k=1
onde y ¢ a constante de Euler-Mascheroni. Esta funcdo satisfaz H(z + 1) = zH(z), mas fa-lo
a custa de um fator exponencial corretor que obscurece a estrutura de recorréncia simples do
fatorial.

A presente abordagem difere conceptualmente do método de Hadamard. Enquanto
Hadamard elimina as singularidades para obter uma fungao inteira, o presente

trabalho preserva os polos como entidades operacionais legitimas. Nao se remove a
singularidade; opera-se com ela através da razdo de residuos de Laurent. Esta preservacao
mantém intacta a estrutura de recorréncia f(z + 1) = zf (z) sem fatores corretores, e revela
uma simetria direcional subjacente que o método de Hadamard ndo contempla.



A comparagao entre as duas metodologias ¢ retomada na Secgdo 6.6

2.5. A Importancia da Direc¢@o de Decaimento no Nucleo Integral

A convergéncia da integral de Euler depende do decaimento exponencial do niicleo e~ no

infinito. Como observa Temme (2015), a convergéncia de nicleos integrais ¢ estritamente
dependente da dire¢io de decaimento assintdtico. O niicleo e~ ¢ adequado para descrever
processos que decaem no infinito, o que corresponde ao regime de razdo r = -1 quando
aplicado ao semieixo positivo.

Se se tentar utilizar o mesmo nucleo et para descrever processos que crescem no Semieixo
negativo ou que envolvem a dire¢cdo oposta (r = +1), a representagao integral perde a sua
convergéncia. Neste caso, a extensao analitica por recorréncia produz polos e valores
assimétricos que nao decorrem diretamente da integral original. Estes polos ndo sdo uma
anomalia, mas sim a indica¢do de que o nucleo utilizado ndo ¢ adequado para aquele regime
direcional.

2.5.1. O Dominio Negativo na Teoria Classica: Fundamento e Oportunidade Estrutural

A extensdo de operadores fatoriais ao dominio dos inteiros negativos ¢ tratada de forma distinta
pelas varias construgdes classicas, como decorréncia das suas defini¢des originais. O fatorial
combinatorio ¢ estritamente definido para n € N,. Para argumentos negativos, o produtorio
associado diverge, ndo sendo atribuidos valores finitos por esta via. A Fun¢do Gama de Euler,
cujas propriedades fundamentais sdo expostas em Whittaker & Watson (1927, Capitulo XII),

codifica esta divergéncia através de polos simples nos inteiros negativos e no zero.

O duplo fatorial para argumentos negativos ilustra uma dicotomia decorrente da aplicagdo da
recorréncia classica a um mesmo regime direcional. Para a razdo r = —2, as sequéncias de
pares negativos e de impares negativos partilham a mesma natureza centrifuga, mas recebem
tratamentos distintos: singularidade para os pares, valores finitos para os impares. Esta
discrepancia ndo decorre de uma propriedade intrinseca das sequéncias, mas da aplicacao de

um regime fora do seu dominio de suporte integral.

O presente trabalho parte do principio, estabelecido pela anélise classica, de que os polos da
funcdo Gama sdo entidades matemadticas legitimas, suscetiveis de operacdes de regularizagao.
A contribuicdo aqui apresentada consiste em demonstrar que a razao entre fatoriais de inteiros
negativos, embora composta por termos individualmente divergentes, admite um valor finito e
univoco. Este resultado constitui o fundamento para uma férmula de produto unificada, que
ndo requer expressoes distintas para os regimes decrescente e crescente, mas uma Unica

féormula mediada pela regulariza¢dao de quocientes meromorficos.

3. Regularizacio de Polos no Regime Decrescente (r = —1)



3.1. Natureza dos Polos no Fatorial Decrescente

No regime decrescente (r = —1), o fatorial de um inteiro positivo n € o produto finito

n
n! = l_[ k.
k=1

Para argumentos negativos, o produtorio infinito associado diverge. A Fun¢ao Gama de
Euler, que estende o fatorial ao dominio complexo, codifica esta divergéncia através de polos
simples localizados nos inteiros negativos e no zero. Estes polos ndo sdo deficiéncias da
funcdo, mas a manifestagdo analitica da divergéncia do produtdrio subjacente.

3.2. Formulacao do Problema

Sejam a,b € N com b > a. Cada fatorial (—a)! e (—b)!, isoladamente, corresponde a um
polo da Fungao Gama — isto €, a uma forma indefinida. O presente tratamento ndo procura
eliminar estas singularidades, mas demonstrar que o seu quociente admite um valor finito e
univoco.

Pretende-se, portanto, atribuir significado a razao

—a)!
o GO
(=b)!
através da analise do comportamento assintotico em vizinhangas de polos de primeira ordem.

3.3. Método de Regularizacao

Através da formula de reflexdo de Euler,

B I
" I'(2)sin (nz)’
a razao entre as extensoes analiticas ['(1 —a + €) e I'(1 — b + €) escreve-se como

- T'(b+e) sin(n(b+¢))

R =lim §— .

e-0'(a+¢) sin(m(a+ ¢€))
A expansdo em série de Taylor de primeira ordem da fungao sin (wk + me) em torno da
origem, para k € Z, resulta em

['(1-2)

sin (mk + me) = w(—1)*e + 0(£?).
Substituindo as expansdes para os argumentos a € b na razao de senos, obtém-se
sin (m(b + ¢
im — (m( ) = (—=1)P4,
e-0 sin (m(a + ¢€))

Dada a continuidade da Fun¢do Gama no dominio dos inteiros positivos, a
I'(b+g) (b-1)!

razao converge para . A sintese destes resultados consolida a identidade de
I'(a+eg) (a-1)!
regularizagdo:
—a)! b—1)!
Cal_ — e 0-DY
(—=b)! (a—1)!




Esta identidade resolve a indeterminacao pela razao dos residuos da expansao de Laurent no
ponto singular. Ambos os termos da razao sao, isoladamente, formas indefinidas (polos); a
regularizagao atribui significado ao seu quociente.

3.4. Propriedades Imediatas

Proposicio 1 (Identidade em Pontos Singulares). Para todo a € Z*,

(—a)!

(—a)!
Demonstracdo. Resulta diretamente da identidade de regularizagdo com b = a: (=1)° - (a —
D/(a—1D!=1.

=1

Proposicio 2 (Razio entre Valor Finito e Forma Indefinida). Paraa € Ny e b € Z*,

al

(D)t~
Demonstragdo. I'(a + 1 + €) converge para a constante finita a!, enquanto | ['(1 —b + ¢) |-
oo como singularidade de primeira ordem. O quociente converge para zero.

0.

4. O Fatorial Crescente e a Funcao Gama Crescente

A Secgdo 3 estabeleceu o tratamento de polos no regime decrescente (r = —1). A presente
seccdo introduz o operador dual que rege o regime crescente (r = +1), cujo dominio natural
de convergéncia ¢ o semieixo estritamente negativo. Este operador — a Funcdo Gama

Crescente — ¢ dotado de representacdo integral propria e de uma relagao de simetria funcional
com a Funcao Gama de Euler.

4.1. O Fatorial Crescente Discreto

Definicdo 1 (Fatorial Crescente). Paran € N, define-se o fatorial crescente de argumento
negativo —n pelo produtoério finito

| (—n) = ﬂ(—n +k) = (-n)(=n+1) - (=1) = (-1)"n..
k=0

O simbolo ! (—n) designa exclusivamente este operador. Distingue-se do subfatorial (que
conta desarranjos) e do simbolo de Pochhammer (a), =a(a+1)---(a+n—1), que
representa um fatorial crescente generalizado a partir de um argumento arbitrario. O presente
operador, ! (—n), € uma fung¢ao dos inteiros negativos para os inteiros, definida pela progressao
aritmética de razdo r = +1 que parte de —n e termina em —1.

Proposi¢do 1 (Recorréncia). Paran € N, ! (—n) = —n - I (—n + 1).
Proposigdo 2 (Relagdo com o fatorial decrescente). Paran € N, ! (—n) = (=1)"n!.

Paran € Z* (argumento positivo), o produtério infinito associado ao regime crescente diverge.
A extensdo analitica natural apresentara polos nos inteiros positivos, de forma simétrica ao
comportamento da Fun¢do Gama de Euler nos inteiros negativos.

4.2. Definicao da Fun¢dao Gama Crescente



A existéncia de um regime direcional oposto ao de Euler, com propriedades simétricas, requer
uma representacao integral cujo nucleo convirja naturalmente no semiplano esquerdo. A
transformacgdo t = 1/u, que constitui um mapeamento involutivo do eixo real positivo
permutando a origem e o ponto no infinito, ¢ analoga a transformagao de varidvel utilizada na
teoria das fungdes de Bessel para relacionar solu¢des em torno de zero e do infinito (Watson,
1922; Whittaker & Watson, 1927). Sob esta transformacao, o niicleo de Euler et converte-se
em e~ /¥, cuja singularidade essencial na origem suprime qualquer divergéncia polinomial no
limite inferior de integracao.

4.2.1. Origem do Sinal Negativo: Inversao de Limites na Integral Imprépria

A definicao da Fun¢ao Gama Crescente decorre da aplica¢do da transformagao de

inversao t = 1/u a representagado integral de Euler. O sinal negativo que figura na definigao
nao ¢ uma imposicao arbitraria, mas uma consequéncia directa dos principios de integracao
impropria e da inversdo dos limites de integragao.

Parte-se da integral de Euler para Re(z) > 0:

I'(2) =f tZ71le™t dt.
0

Introduz-se a mudanga de variavel t = 1/u. O diferencial transforma-se como dt =
—du/u?. Os limites de integragdo invertem-se: quando t — 0%, u — +o0; quando t —
+00, u —» 0F. Obtém-se:

0
I'(z) = G) e7u _%)'

Reorganizando os factores:

0 1
u? e u - (—du).

0 1
I'(z) = ] u .y eTu - (—du) = f
+ 00 +
O sinal negativo do diferencial —du pode ser extraido para fora do integral:

0 1
I'(z) = —j u? e udu.

+00
Agora, inverte-se a ordem dos limites de integragdo. A inversao dos limites de um integral

definido introduz um sinal negativo adicional:

0 1 © 1
—f u?leTudu= +f u? e udu.
+00 0

Portanto,

*® 1
I'(z) = f u?" e u du.
0

Substituindo z por um argumento w tal que —z = w, ou seja, z = —w, obtém-se:

co

1
r(—w) = f u¥ e u du.
0

Isolando o integral que define a Fungdo Gama Crescente:



*® 1
f uvle udu =T(—w).
0

Através da relacao de simetria (a estabelecer axiomaticamente ou por continuagao), prova-se
que I'(—=w) = —TI'(w). A defini¢do

oo

_ 1
F(w) = —f u’le udu
0

¢, portanto, a escolha que preserva a consisténcia com a transformacao de Euler e com a
relagdo ['(—z) = —T'(2). O sinal negativo em frente do integral compensa exactamente o
sinal que emergiria da relacao de simetria, garantindo que a Fungcdo Gama Crescente ¢ a
Funcao Gama de Euler sejam operadores isométricos € mutuamente complementares.

Defini¢do 2 (Fun¢do Gama Crescente). Para Re(w) < 0, define-se T'(w) =
oo _1
— [, vt e udu.
_Iw
w+1’
Demonstragdo. Aplicando integragdo por partes ao integral definidor, o termo de fronteira

anula-se nos dois limites, e o integral remanescente é precisamente —I'(w).

Teorema 1 (Recorréncia Funcional). Para Re(w) < 0, T(w + 1) =

Teorema 2 (Relagdo de Simetria). Para z > 0, ['(—z) = —T'(2).

Demonstracdo. Aplicando a mudanga de varidvel u = 1/t ao integral de ['(—z) e invertendo
os limites, obtém-se a integral de Euler I'(z). O sinal negativo na defini¢io de I assegura a
consisténcia da identidade.

Proposi¢io 3 (Valores em Inteiros Negativos). Paran € N, ['(—n + 1) = (—=1)"nl.

Proposi¢io 4 (Localizacdo dos Polos). I'(w) admite extensdo meromorfica a C com polos
simples em w € {0,1,2, ... }, simétricos aos de I'(z).

4.3. Dualidade Funcional

A tabela seguinte sintetiza a dualidade entre os dois operadores que regem os dois regimes
direcionais.

Propriedade I'(z) (Euler) ['(w) (Crescente)
Representagao © 1 _t ® w1 ,—1/u
. t?" etdt —| u e du
integral 0 0
Domini

Omlm(i de‘ Re(z) >0 Re(w) <0
convergéncia
Regime direcional r = —1 (decrescente) r = +1 (crescente)
Polos z=0-1,-2,.. w=20,1,2,..




Propriedade ['(z) (Euler) ['(w) (Crescente)

Relagio de simetria — [(—2) = -T(2)

Valores em inteiros Fn+1)=n! [(—n+ 1) = (=1)"n!

Os polos de cada funcao localizam-se precisamente no dominio de convergéncia da outra. O
ponto z = 0 (ou w = 0) constitui a unica singularidade comum a ambos os operadores,
atuando como eixo de inversao entre os dois regimes direcionais.

4.3.3. Regularizacdo da Raziao no Regime Crescente via Expansiao de Taylor

Sejam a,b € Ny com b > a. Ambos ! (a) e ! (b) s@o formas indefinidas — polos da Fun¢ao
Gama Crescente — correspondendo a ['(a + 1) e ['(b + 1). A raziio regulariza-se através da
expansao de Taylor de primeira ordem em vizinhangas dos polos.

4.3.3.1. Representaciio e Aplicacdo da Formula de Reflexao

Introduzindo um deslocamento infinitesimal £ > 0 e aplicando a relagio de simetria ['(—z) =

—I'(2):

'@ . Ta+1+e) = T(-a-—e¢)
I(b) e0T(b+1+e) em0l(—b—e)
Pela formula de reflexdo de Euler I'(1 — z) = — obtém-se:

I'(z)sin (1z)
@ . Th+1+e¢) sin(mb+1+¢))

1(b)  e0T(a+1l+e) sin(m(atl+e)
4.3.3.2. Expansao de Taylor

Para k € Z, a expansdo de Taylor de sin (mk + &) em torno de § = 0 é:

sin (mk + 8) = n(—=1)* - § + 0(5?).
Comk=a+1,b+1ed = me:

sin(m(b+1+¢))  n(=1)"*'e +0(e?)
sin(m(a+1+¢)) m(-=1)%%1e+ 0(e2)
A continuidade da Fun¢ao Gama no dominio positivo garante:

rb+1+e) T(b+1)

- .
[la+1+¢) T(a+1)
Substituindo I(b + 1) = (—1)?*1 - =2
(@) b—a T[(b+1)
intermédio —= By =(-1) e+’
identidade de regularizag¢do no regime crescente, expressa exclusivamente em termos de
fatoriais crescentes:

> (1P

e a expressao analoga para I'(a + 1) no resultado

e simplificando as poténcias de (—1), obtém-se a

@ b= D
- Y G




4.4. Unicidade e o Problema de Bohr-Mollerup para o Semi-plano Esquerdo

No semi-plano direito, o Teorema de Bohr-Mollerup (Whittaker & Watson, 1927,
Capitulo XII) estabelece que a Fungdo Gama de Euler é a tinica fungao f(z) que satisfaz:

1. f(1) =1,
2. f(z+1)=2zf(z)paraRe(z) > 0,
3. In f(z) é convexa para z > 0.

A questdo analoga para o semi-plano esquerdo coloca-se naturalmente: é a Fungao
Gama Crescente a Unica fun¢do que satisfaz as condi¢des correspondentes? Esta questao
é aqui formalizada como um problema em aberto.

Problema 1 (Bohr-Mollerup para o Espaco Inverso). Determinar se a Funcdo Gama
CrescenteT(w), definida pelo integral

F(w) = —f u”~te Y4dyRe(w) < 0,
0
é a unica funcdo holomorfa no semi-planoRe(w) < 0 que satisfaz:
1. T(0) = —1 (polo simples),

Tw)
w+1

2. T(w+1)=———paraRe(w) <0,

3. uma condig¢do de convexidade logaritmica no argumento inverso1/w.

A condigdo (iii) é uma adaptacdo natural da log-convexidade classica ao dominio
negativo, onde a transformagdo w — 1/w permuta os papéis da origem e do infinito, em
consonancia com o mapeamento geométrico que fundamenta a Fungao Gama Crescente
(Seccao 2.6.2).

Aresolugio deste problema — no sentido de demonstrar que I'(w) é a tnica solugio, ou
de identificar outras solugdes admissiveis — constituiria um avango significativo na
teoria das fungdes especiais e consolidaria a posicao da Fun¢ao Gama Crescente como
um objeto candnico da analise.

4.5. Exemplo de Calculo Explicito: T (— 2) via Integracdo por Partes Sucessiva

A definicdo integral e a relacdo de recorréncia permitem o calculo explicito de valores
da Funcdo Gama Crescente. Apresenta-se de seguida o calculo completo de I’ (— g) pelo

meétodo de integracdo por partes sucessiva.
4.5.1. Definicdo do Problema

Parte-se da Defini¢do 2 paraw = —3/2:

o

f‘(— E) = —J u=3/271 e uqy = —f u=5/2 e=uqu,
2 0 0

Define-se | = fooo u~>/2 e=udy,. O objetivo é calcular I e, em seguida, obter ['(—3/2) =
—I.



4.5.2. Primeira Integracao por Partes
Escolhe-se U = e Y% e dV = u=5/2qdu.
Calculo de VV:
u-S/2+1  y=3/2 2

V = _S/Zd = = = —— _3/2_
fudu —5/2+1 -3/2_ 3"

Calculo de dU:

d 1
dU = — -1/u — p—1/u, ]
U=— (e7¥)du=e —du
Aplicando a férmula de integracéo por partes [ UdV = UV — [ VdU:

2 © ©r 2 1
;= [etu._2 32 _f (__ —3/2),(_ —1/u)d
[e [ 3 U ]0 . U 2€ u
2 3 117 2(°®
= [——u_fe_ﬂ] + —f u3/2.y72. emugy
3 o " 3),

[——u_ie_ﬂ] +zf w72 e=ugy,
3Jo

Andlise do termo de fronteira:

-1/u

e Quandou - oo:u32-50ee - 1. 0 produto tende para 0.

e Quandou — 0*:e~Y* tende para 0 mais rapidamente do que qualquer poténcia
de u diverge. O limite é 0.

Portanto, o termo de fronteira anula-se, e obtém-se:

3
4.5.3. Segunda Integracdo por Partes

I = —J u~7/2 e=Y¥qu. (1)
0

Define-se I, = fooo u~7/2 e=1/%qu. Aplica-se novamente a integragio por partes com U =
eV eaV =u"/?du.
Calculo de VV:
-7/2+1 u=5/2 2
V= (u72du = — — 252,
Judu —7/2+1 _-5/2_ 5"
dU = = e~1/“dy (como anteriormente).
u

Aplicando a férmula:



O termo de fronteira anula-se pelas mesmas razdes que no passo anterior. Portanto:

2 oo
I, = —f u=%2 e=¥qu. (2)
5 0
4.5.4. Substituicao e Reconhecimento do Padrao

Substituindo (2) em (1):

I = zz u=% e uqy = if u=%2 e~1/uqy,
3 5/, 15 J,
Apéds n integracdes por partes sucessivas, emerge o padrao:
2" @
I = —(2n+5)/2 —l/ud )
(2n + 1)!![0 “ ¢ o

onde o duplo fatorial impar é definido por 2n+ 1)!!=1-3-5--2n + 1).
4.5.5. Relagao com a Integral Conhecida

Utiliza-se a identidade geral fooo u~*e Y*dy = I'(a — 1), valida paraa > 1.

2n+5
Coma = — tem-se:

® _ _(2nt+5 ) _ 2n+3= 3
jou(z’”s)/ze 1/“du—F( 5 1) F( > F(n+ )

Assim:

2n
1=m~r(n+%).

4.5.6. Expressao do Duplo Fatorial via Formula de Produto

Aplica-se a férmula de produto de progressoes aritméticas desenvolvida neste trabalho.
Para a progressao aritmética dos primeiros n + 1 numeros impares 1,3,5, ...,2n + 1,
com parametrosA =2,B=1em =B/A=1/2,aféormulaP(n) = A" - T(n+m+
1)/T(m + 1) fornece:

(2n+ DI =27+, F((n +h +%) = pn+l ._F (n+%)

rz+1) r(3)

Como ['(3/2) = 2T(1/2) = 2, obtém-se:

3
I'n+5 n+2
( TTZ) = = -F(n+%).

2

(2n+ DI = 2n+1.

4.5.7. Conclusio do Calculo de I

Substituindo a expressao de (2n + 1)!! na formula de I:

271 3 271. 1 \/E 1 \/E
I=2n+2 3 .F(n+7)=2n+2'ﬁ=1'ﬁ'2=7'§-2=7

N -F(n+§



3

Verificacdo dos fatores: 2™ /2"*2 = 1/4. Portanto: | = T

Recalculando com precisao:

Y

n+1l 3 2n+2 3
(2n+ Dl == -F(n+§)-2=ﬁ-l‘(n+7).
2" 3 2" 1 Jr
= () =g =2
\/E 'F(TH'?)
Portanto:
1_\/E
- B 2.
4.5.8. Valor Final de I'(—3/2)
( 3)_ [ NE
2/ 27

4.5.9. Verificagdo da Relagdo de Simetria

A Func¢ado Gama de Euler no ponto z = 3/2 vale I'(3/2) = g Logo:

r(-3)=—7 =)

verificando numericamente o Teorema 2. A relacdo I'(—z) = —I'(z) é, portanto,
confirmada por calculo direto a partir da defini¢do integral.

4.6. Célculo de T'(—1/2)

Pela Defini¢do 2, paraw = —1/2:

(0]

f(— 1) = —J u V2 1ot ugy = —f u3/2 g=ugy,
2 0 0
Define-se ] = [~ u~3/? e~'/*du, donde I['(~1/2) = —J.

Integracdo por partes. Com U = e~ Y% e dV = u=3/?du, obtém-se:
u-1/2

1
V=[u>3"du= 1/ = —2u"Y2,du = ﬁe‘l/udu.

[ee]

BERNEY b ® 101 1
] = [—Zu ze ”] _j (m2u2)-—e udu+0+2j u=5/2 g uqy,
0 0 0

O termo de fronteira anula-se pelo comportamento assintético do nicleo e ~1/%,

Reconhecimento da integral. Comparando com o calculo da Secc¢do 4.5, a integral
resultante é precisamente o dobrode ] = fooo u~5/2 e=1/%qy, Pelo resultado estabelecido

em4.5.7,1 = \/Z—E Logo:



Valor final.

t(~3)=— =z

Verificagdo da relagdo de simetria. I'(1/2) = +/m. Portanto:

_ 1 1
1(-3)- ().
2 v 2
confirmando novamente o Teorema 2.
Seccio 5 — Formula de Produto de Progressdes Aritméticas

5.1. Duas Formulas, Dois Regimes

Considere-se uma progressdo aritmética de termo geral a; = Aj + B,com A € R\ {0} e B €
R, sobre um dominio de n termos (j = 1, ..., n). O produto ¢

P(n) = H(Aj +B).
j=1

Extraindo a razao A e introduzindo a constante de translagdo m = B /A, obtém-se

n
P(n) = A" 1_[(/ +m).
j=1
Regime decrescente (r < 0). Quando A < 0, a progressao ¢ decrescente. A Fun¢ao Gama de

Euler fornece a representagao integral adequada. A formula de produto é

[(m+m+1)
n DI —————————————
[(m+1)
Esta formula € vélida directamente param € R* U Z*. Param € Z~, a expressio envolve
formas indefinidas (polos da Fun¢do Gama), exigindo regularizacao.

Pdec(n) =A

Regime crescente (r > 0). Quando A > 0, a progressao ¢ crescente. A Funcdo Gama
Crescente, definida na Seccao 4, fornece a representacao integral adequada. A formula de
produto correspondente ¢

F(m+m+1)
F(m+1)
Esta formula é valida directamente param € R™ U Z~. Param € Z*, a expressio envolve

formas indefinidas (polos da Funcdo Gama Crescente), exigindo regularizagao.

Pcre (n) =A"-

Limitacido. Nenhuma das duas formulas ¢, por si s0, valida em toda a reta real. Cada uma
estd confinada ao seu regime direcional proprio. A intersec¢do com o zero ou a presenga de
polos requer um tratamento adicional.

5.2. A Razao de Polos como Mecanismo de Unificacao

A regularizagdo de polos, estabelecida nas Secgdes 3 e 4, permite tratar quocientes de formas
indefinidas como valores finitos € univocos. Este mecanismo ¢ a chave para uma férmula
Unica.



Identidades de Regularizacio.

(—a)! (b —1)!

T = (D e pabeN b>a
!(a) L '(=b-1)
@:(_1)1) ‘m,a,bENo,b>a.

Estas identidades permitem que qualquer razdo de polos — decrescentes ou crescentes —

seja expressa como uma razao de valores finitos, com um factor de paridade (—1

)b—a.

5.3. Formula Unificada

Utilizando a regularizagdo de polos, a formula

m+m+1)

POV ="~

torna-se valida em todo o dominio real, para qualquer valor de m € R e qualquer razdo A #
0, desde que a razao de fungdes Gama seja interpretada através da regularizagdo estabelecida
quando ocorrem formas indefinidas.

Com efeito:

Param € R* U Z*, a férmula aplica-se directamente (regime decrescente).

- ~ T 1), . . S
Param € Z~, arazdo % ¢ uma razao de polos, regularizada pela identidade da

Secgao 3.

Para m € R™, a conversao ao regime crescente ¢ a regulariza¢do correspondente
garantem a validade.

A mesma foérmula unificada aplica-se a qualquer progressao aritmética, independentemente
darazdaor = A:

Fatorial simples (r = -1): A=1,B=0= P(n) =nl
Duplo fatorial (r = -2): A=2,B=0= P(n) =2"-nl.
Triplo fatorial (r = —3): A=3,B=0= P(n) =3"-nl

(n+1)

Fatorial crescente (r = +1): A=1,B=0= P(n) = Fr(1) no regime decrescente,

ou a expressao correspondente no regime crescente.

Em todos os casos, a presenc¢a de polos ¢ controlada pela regularizacao, que unifica o
tratamento sem necessidade de duas formulas distintas.

5.4. Prova por Inducio

A validade da férmula unificada para todo n € N ¢ estabelecida por indugao matematica.

Base (n =1). P(1) = A-1+ B = A(1 + m). A féormula fornece P(1) = A® -

rz+m) _
r(m+1)

A(m + 1). Verifica-se.



Passo indutivo. Assume-se P(k) = A¥ - ™D parap =k + 1
r(m+1)

['(k+m+1)
['(m+1)
Pela propriedade recursivaI'(z + 1) = z - T'(z), tem-se (k + 14+ m) - T'(k + m+ 1) =

I'(k + m+ 2). Logo,

P(k+1)=P(k)-[A(k + 1) + B] = A* - Ak + 1 +m).

['(k+m+2)

Im+1) ’
completando a prova. A formula ¢ valida para todo n € N, independentemente do dominio
de m, desde que a razdo de fungdes Gama seja interpretada conforme a regularizacao
estabelecida.

P(k+1) = Ak+*.

5.5. Comparaciao com Métodos de Regularizagao Classicos

A regularizagdo de produtos infinitos ¢ um problema central na anélise. A funcdo Gama de
Hadamard, definida por

= z
H(z) = ['(z) e 1_[ (1+3)e
k=1
¢ uma fungdo inteira que elimina os polos da fun¢do Gama. Contudo, fa-lo a custa de um
fator exponencial corretor, e a sua relacao de recorréncia ¢ mais complexa do que a do
fatorial. Em contraste, a abordagem aqui proposta preserva os polos como entidades
operacionais. Nao se eliminam as singularidades; trata-se a sua razao. Isto mantém a estrutura
de recorréncia intacta e revela a simetria direcional subjacente, algo que esta para além do
alcance da regularizagdo de Hadamard.

Seccdo 6 — Validacao e Exemplos

A formula unificada estabelecida na Seccdo 5 ¢ aqui verificada em dominios holomorfos,
meromorficos e singulares. Os exemplos confirmam a validade da expressdo em toda a reta
real e a efic4cia da regularizagdo de polos.

6.1. Valida¢io em Dominios Holomorfos (m € R* U Z™*)

Exemplo 1 — Inteiros consecutivos. A =1, B = 0, m = 0, n = 10. Produto
iterativo: 10! = 3 628 800. Formula:

r(10+0+1) Tr(1
T T(O0+1)  r)
Exemplo 2 — Nimeros pares. A = 2, B = 0, m = 0, n = 10. Produto iterativo: 21° - 10! =
3715891 200. Formula:

P(10) = 11° 10! = 3628 800.

[(10+0+1)
r0+1)
Exemplo 3 — Numeros impares. A = 2, B = —1, m = —0.5, n = 10. Produto

iterativo: 137 493 105 975. Formula:
[r(10-05+1) 1024 ['(10.5)
[(-=0.5+1) I'(0.5)

P(10) = 210. =21°.10! = 3715891 200.

P(10) = 2%°. = 137493 105 975.



6.2. Validacao em Dominios Meromorficos (m € Z™)

Exemplo 4 — Inteiros negativos consecutivos. A =1, B = —-10,m = —-10,n = 9.
Produto iterativo: (—9)(—8) --- (—1) = —362 880. Formula:

ro-10+1) Tr(0)
r(-10+1) TI(-9)°
Ambos I'(0) e I'(—9) sdo polos. Aplica-se a identidade de regularizagdo da Secgao 3:

(=D! (10 = 1!

(—=10)! 1-1)
Exemplo 5 — Razio escalar negativa. A = 2, B = —20, m = —10, n = 6. Produto
iterativo: (—18)(—16)(—14)(—12)(—10)(—8) = 3870 720. Féormula:

P(9)=1°-

= (—1)10-1. = (-1)°- 9! = —362 880.

r6-10+1 (-3
p(6):26.¥: Q
[(-10+1) I'(-=9)
Regularizando:
(—4)! ., 9! 362 880
=(-D%*. —=1.—— =60480.
(=10)! =D 3! 6

Resultado: 64 - 60 480 = 3870 720.
6.3. Interseccao com a Singularidade (Termo Zero)

Exemplo 6 — Produto com termo nulo. A =1, B = —4, m = —4,n = 5. A sequéncia
é {—3,—2,—1,0,1}. Produto iterativo: 0. Formula:
r6-4+1) TI(2)
[(—4+1) TI(=3)°
['(2) = 1 (valor finito). I'(=3) ¢ um polo. Pela Proposicdo 2 da Sec¢ao 3:
1!
— =0
(=4)!
A divergéncia do denominador anula o quociente.

P(5) =1°

Exemplo 7 — Progressao que intersecta o zero. A =3, B = —-30,m = —-10,n = 12.
Sequéncia: {—27,—24,—-21,—-18,—-15,—-12,-9,—6,—3,0,3,6}. Produto iterativo: 0.
Formula:

raz—10+1) _ ., TG)

PAD =3 v~ Ty

['(3) = 2 (finito), ['(—9) ¢é um polo. Logo, P(12) = 0.
6.4. Validacao da Relacao de Recorréncia
A formula unificada preserva a relacao de recorréncia do produtorio:

Pn+1)=Pn)- an:.



Demonstragdo. Pela defini¢do, a,,1 = A(n+ 1)+ B = A(n + 1 + m). Aplicando a
formula:

I(m+1+m+1) [(m+m+1)
—gn. " -7
m+1) (m+1)

= P(n) - aps1.
6.5. Generalidade para Fatoriais Multiplos

P(n+1) = A™1.

“A-(n+1+m)

A férmula unificada aplica-se a fatoriais de qualquer ordem. Para uma razdo r =
—k (com k € N), o k-ésimo fatorial ¢ o produto dos termos da progressao aritmética
comA=keB =0:

n

n!kzl—[(k-j)zk"-%zk”-n!.

j=1
Para razdes positivas (r = +k), a formula unificada, com a regularizagdo adequada, produz
igualmente valores finitos e univocos.

A regularizagdo de polos €, portanto, o mecanismo que torna a formula tinica valida em toda
a reta real, para qualquer progressdo aritmética, independentemente da razdo, da paridade ou
da presenca de singularidades.

6.6. Exercicio Comparativo: Regularizacio de Hadamard vs. Método Proposto

Considere-se a progressao aritmética definida por a; = 2j — 8, cujos trés primeiros termos
sdo {—6,—4, —2}. O produto ¢ P(3) = (—6)(—4)(—2) = —48.

Pela formula unificada, com A =2, B = -8 m =B/A = —4,n = 3:

3.l"(3—4+1)_ r'c0)

r(-4+1) = T(-3)
Ambos I'(0) e I'(—3) sdo polos. A razdo ¢ uma forma indefinida que requer regularizagao.

P(3) =2

6.5.1. Método Proposto (Razao de Polos)

Através da identidade n! = I'(n + 1), a razdo escreve-se como:

ro) (1!
r(-3) (-4
Aplica-se a identidade de regularizacdo da Sec¢do 3 coma =1¢e b = 4:
D g A1 ; 3
(—4)!_( 2 '(1—1)!_( DYo=-¢

Portanto:

P(3) =8-(—6) = —48,
resultado que coincide com o produto iterativo.

6.5.2. Método de Hadamard

A funcdo Gama de Hadamard ¢ definida por:



o)

z
— Yz “\N,—-z/k
H(Z) =T(z) e H (1+3)e ",
onde y ¢ a constante de Euler-Mascheroni. Esta funcado ¢ inteira, sem polos, e satisfaz H(z +
1) = zH(2).

Para avaliar a razdo % pelo método de Hadamard, exprime-se a fungdo Gama em termos
de H(z):
= -1
I'(z) = H(z) e "? 1_[ (1+%) e?/k,
k=1
A razdo é:
r©) _ H@©) e (1+z) "
I'(-3) H(-3) ev(d =N
1+—-) e3/k
o
Simplificando:
3
o _ HO) s @.ew
I'(=3) H(-3) 1 '
k=1
O produto infinito 1_[ (1 k) e°/* ¢ divergente porque o fator (1 k) se anula para k =
k=1

3 e é negativo para k = 1,2.

A regularizagdo de Hadamard exigiria a avaliacdo deste produto candnico, possivelmente
recorrendo a fungdo zeta ou a outros métodos de regularizacdo. A complexidade ¢ manifesta
e o resultado final, apds regularizacao adicional, seria —6, mas o processo nao ¢ direto nem
elementar.

6.5.3. Conclusao da Comparacio

O método de Hadamard elimina os polos através de um fator exponencial e de um produto
canoénico de Weierstrass. Para razdes de polos, isto introduz produtos infinitos que requerem
regularizagdo adicional, obscurecendo a estrutura algébrica subjacente.

O método proposto preserva os polos como entidades operacionais. A razao ¢ resolvida
diretamente pela identidade de regularizag¢do, que decorre da expansao de Laurent em torno
das singularidades. Obtém-se o valor exato —6 em uma Unica operagdo, sem recurso a
produtos infinitos ou regularizagdes adicionais.

A diferencga fundamental ¢ conceptual: Hadamard remove a singularidade; o presente
trabalho opera com ela, tratando-a como uma entidade matematica legitima cujo quociente ¢
finito e determinado.

Seccao 7 — Vantagem Computacional e Aplicacdo em Fisica Teorica



7.1. Redugdo de Complexidade de O(n) para O(1)

O método iterativo para o calculo do produto de uma progressdo aritmética com n termos
requer n — 1 multiplicagdes sucessivas, tendo complexidade temporal O(n). Para valores
elevados de n, este procedimento enfrenta dois obstaculos:

(1) Complexidade temporal. O tempo de execugdo cresce linearmente com n, tornando-se
proibitivo para sequéncias com milhdes de termos.

(i1) Propagacdo de erro e overflow. Em aritmética de precisdo finita, o produto acumulado pode
exceder a capacidade de representacdo (overflow) ou acumular erros de arredondamento que
degradam a exatiddo.

r'n+m+1)

'(m+1)
funcdes Gama e uma exponenciacdo. Bibliotecas numéricas modernas (GNU Scientific
Library, MPFR, ARB) implementam a func¢do log-Gamma com complexidade O (1) e precisao
arbitraria. O célculo do produto de uma PA torna-se, portanto, independente do nimero de
termos.

A formula fechada P(n) = A™- ,m = %,reduz o problema a avaliagdo de duas

Exemplo numérico. Considere-se a progressdo aritmética a; = 2j + 1 (nameros impares)
com n = 10° termos.

e Meétodo iterativo: Requer 106 — 1 multiplicagdes. O produto final excede 101°°,
resultando em overflow.

e Foérmula fechada: Utilizando a fun¢ao log-Gamma, calcula-se

In P(n) =nln 2+1In I'(n+ 1.5) —In I'(1.5)
em tempo O(1) sem overflow. A exponencial pode ser obtida com precisdo arbitraria.

A Tabela 2 sintetiza a comparagao de complexidade.

Tabela 2 — Comparac¢do de Complexidade e Estabilidade

Risco de
Método Operacodes Complexidade Overflow Precisao
(n = 109)
Iterativo o . 0(n) Elevado Degradaf;ao
1 multiplicagdes progressiva
. - N Precisi
Formula 2 avahagogs cie I 0(1) Controlado recisao daj
fechada 1 exponenciacao biblioteca

7.2. Processamento Automatico da Interse¢do com o Zero

A formula fechada processa automaticamente a intersecao com o zero. Quando o dominio do
produtdrio contém um termo nulo, o denominador I'(m + 1) corresponde a um polo da Fung¢ao



Gama. Pela Proposi¢ao 2 da Secgao 3, o quociente entre um valor finito e uma singularidade
de primeira ordem converge para zero. Nenhuma logica condicional € necessaria.

7.3. Aplicagdo a Regularizacio de Integrais em Teoria Quéntica de Campos

Na Teoria Quantica de Campos (TQC), o célculo de amplitudes de transicdo envolve
frequentemente integrais da forma

1(s) =f tS~tetdt,
0

onde o pardmetro s estd relacionado com a dimensdo do espago-tempo e com as propriedades
de escala dos campos. Para Re(s) > 0, a integral converge e fornece a fungdo I'(s).
Para Re(s) < 0, a integral diverge na origem, refletindo as divergéncias ultravioletas
caracteristicas das teorias quanticas de campos.

O procedimento padrio para tratar estas divergéncias ¢ o prolongamento analitico: define-
se ['(s) por continuacdo para todo o plano complexo, exceto nos polos. Este método ¢ indireto
e ndo oferece uma representagdo integral convergente no regime problematico Re(s) < 0.

A Fungdo Gama Crescente fornece uma representagdo integral direta e convergente
precisamente nesse regime. Considere-se uma integral prototipica associada a diagramas de
Feynman com propagadores massivos:

J(s) = f t~5le~tdt,s > 0.
0

Esta integral diverge na origem. Aplicando a transformagdo u = 1/t, obtém-se

J(s) =J us~le~Vidu.
0

O nucleo e~/* suprime a divergéncia na origem através da sua singularidade essencial:
parau — 0%, o fator e"2/* tende para zero mais rapidamente do que qualquer poténcia
de u diverge. Este mecanismo de supressdo ¢ conceptualmente analogo ao processo
de renormalizagdao em TQC, onde divergéncias de curta distancia (ultravioletas) sao absorvidas
por redefini¢des de pardmetros fisicos. O nucleo e™*/* atua como um fator de supressio

ultravioleta intrinseco a defini¢do do operador.

Pela definicdo da Fun¢do Gama Crescente e pela relagdo de simetria, obtém-se

J(s) = =T'(=s) =T(s),
onde o resultado final coincide com a continuagdao analitica classica. Contudo, o valor foi
obtido diretamente de uma representacao integral convergente, sem recurso a prolongamento
analitico. A vantagem ¢ dupla: operacional (evita-se o passo indireto da continuacdo) e
conceptual (a divergéncia € suprimida por um mecanismo integral, ndo por decreto algébrico).

Esta abordagem pode ser estendida a integrais de Feynman mais complexas, oferecendo uma
ferramenta complementar aos métodos estabelecidos de regulariza¢do dimensional e de Pauli-
Villars.



8. Conclusao e Direcoes Futuras

O presente artigo estabeleceu os fundamentos de uma estrutura dual para o tratamento de
progressodes aritméticas em toda a reta real. Os resultados principais sdo:

1. Regularizagdo de polos. As identidades

(—a)! (b-=D! (o) '(=b—1)

(=b)! (a—1D!"1(b) l(—a—1)
atribuem valor finito e univoco a razao de formas indefinidas em ambos os regimes. Os polos
da Funcdo Gama sao entidades matematicas legitimas, cuja razao ¢ finita e determinada.

(-1 = (-

2. Fungio Gama Crescente. A Funcio Gama Crescente, definida por ['(w) =
— fooo u”~te~1/%dy para Re(w) < 0, fornece o suporte integral para o regime
crescente (r = +1). A relagdo de simetria ['(—z) = —T'(2) estabelece a isometria de
magnitudes e identifica o ponto zero como eixo de inversao entre os dois regimes.

3. Férmula unificada de produto. Sem a regularizagdo de polos, sdo necessarias duas
rn+m+1) ,
r(m+1)
valida em toda a reta real para qualquer progressdo aritmética, com complexidade

computacional O(1).

formulas distintas. A razdo de polos unifica o tratamento: P(n) = A" -

4. Aplicagdo em Fisica Teorica. A dualidade de nucleos integrais (e ¢ e e ~1/%) oferece
uma ferramenta de regularizacdo para integrais divergentes em Teoria Quantica de
Campos, permitindo a avaliagdo direta sem prolongamento analitico.

Estes resultados complementam a teoria classica da Funcdo Gama de Euler, fornecendo o
suporte integral e a regularizacdo necessarios para o tratamento unificado dos dois fluxos
direcionais.

Diregdes Futuras e Hipoteses de Resolugdo. A completude da teoria requer desenvolvimentos
adicionais, para os quais se esbogam abordagens possiveis.

Problema 2 (Estrutura de Riemann da Funcdo Gama Crescente). Determinar a superficie de
Riemann maximal sobre a qual ['(w) admite prolongamento analitico. Em particular,
caracterizar as folhas de ramificacdo associadas & singularidade essencial do nticleo e ~*/* na
origem e a sua relacdo com as folhas da Fun¢do Gama de Euler.

Hipotese de abordagem. A transformagdo u = 1/t sugere uma dualidade topologica entre as
superficies de Riemann de I'(z) e I'(w), mediada pela involugdo z ~ 1/z no plano complexo.
Uma estratégia possivel consiste em investigar o comportamento de I'(w) ao longo de
caminhos que circundam a origem, utilizando a representacao integral como ponto de partida.
A conexdo com os trabalhos de Sacasa Céspedes (2025) sobre regularizagdo topologica podera
fornecer ferramentas para esta anélise.

Problema 3 (Unicidade da Fung¢do Gama Crescente). Demonstrar ou refutar a conjetura
formulada na Secg¢ao 4.4, estabelecendo condi¢des necessarias e suficientes para a unicidade
da Funcdo Gama Crescente no semi-plano esquerdo.

Hipotese de abordagem. Uma via natural consiste em adaptar a demonstracdo classica do
Teorema de Bohr-Mollerup ao argumento inverso 1/w. A condigdo de convexidade



logaritmica em 1/w devera ser formulada em termos da fun¢ao composta f(1/w). A restri¢ao
ao semi-plano esquerdo, combinada com a relagdo de simetria ['(—z) = —I'(z), podera ser
suficiente para garantir a unicidade, por redugdo ao caso classico no semi-plano direito.

Estas diregdes ndo constituem limitagdes do presente trabalho, mas a delimitacdo precisa do
seu perimetro cientifico. A estrutura dual aqui proposta ¢ a fundacdo sobre a qual estas
investigagdes podem ser conduzidas.
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