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Résumé

Cet article se propose de présenter une nouvelle théorie mathématique autour du concept que nous
appelons « somme récursive ». la notion de somme récursive a notre sens, est définie comme le processus
de réduction d’un entier a un chiffre unique compris entre 0 et 9 par 1’addition répétée de ses chiffres. Une
fois définie, nous explorons les propriétés arithmétiques fondamentales de cette opération, notamment sa
périodicité, sa relation avec la congruence modulo 9 et la congruence modulo 3 et la détermination d’un
nombre premier. En outre nous définissons pour un entier a entre 0 et 9, un autre concept en relation avec la
somme récursive appelée « récursivité inverse » définie comme I’ensemble de tous les entiers dont la somme
récursive est égale a a. Nous discutons des implications théoriques de ces concepts et de leur relation avec
I’arithmétique des nombres. Enfin, nous présentons des exemples pratiques illustrant 1I’application de cette

théorie dans la résolution de problemes mathématiques .

Mots clés : Somme, Récursive, Récursivité.

Introduction

Dans le domaine des mathématiques, les propriétés des entiers et leur manipulation jouent un réle fon-
damental dans la compréhension des structures numériques. Parmi ces propriétés, la notion de somme
récursive des chiffres d’un entier que nous appelons « réduit », induit plusieurs résultats qui méritent d’étre
étudiés. Dans cet article, nous introduisons notre théorie sur la somme récursive en mettant en lumiere

quelques propriétés arithmétiques.
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La somme récursive des chiffres d’un entier, également connue sous le nom de “réduit d’un entier”, est
un concept qui trouve ses racines dans la théorie des nombres et 1’arithmétique modulaire [5]. Ce processus
consiste a additionner les chiffres d’un nombre jusqu’a obtenir un résultat compris entre 0 et 9. Cette tech-
nique est souvent associée a la réduction numérique, une méthode utilisée en numérologie et en psychologie
pour interpréter les nombres. [4]

Plusieurs études ont exploré les propriétés arithmétiques de cette opération. Par exemple, la somme des
chiffres d’un nombre a été liée a sa congruence modulo 9, une propriété qui permet de déterminer si un
nombre est divisible par 9. Des chercheurs comme [9] ont examiné les implications de cette relation dans
le cadre des systemes de vérification de la divisibilité.

D’autres travaux, tels que ceux de [7] ont abordé les implications combinatoires de la somme des
chiffres, en se concentrant sur les distributions de ces sommes dans divers ensembles de nombres.

Cependant, malgré 1’intérét croissant pour ce concept, peu d’études se sont concentrées spécifiquement
sur la notion de “somme récursive” telle que définie dans notre théorie [6].

Dans cet article, nous présentons une définition de deux concepts (somme récursive et récursivité in-
verse) et nous explorons outre les propriétés arithmétiques des sommes récursives, la liaison de ce concept
avec la congruence modulo 3 et I’identification d’un carré ou d’un cube parfait.

Par ailleurs, I’on définit des ensembles particuliers pour les chiffres compris entre 0 et 9. Ce concept
que nous désignons par “récursivité inverse” est définie pour un entier a compris entre 0 et 9 comme un
ensemble des nombres dont la somme récursive est a. Plusieurs propriétés de ces ensembles sont étudiés et

leur implications dans les calculs des puissances des nombres sont explorées.

1 Somme récursive des entiers

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1 (Somme récursive d’un entier positif)
Soitn € N, on appelle reduit de n et on note Sr(n), la somme récursive des chiffres constituant n jusqu’a

I’obtention d’un entier compris entre O et 9.

Définition 1.2 (Somme récursive d’un entier négatif)

Soitn € 7Z._, on définit le réduit de n par :
Sr(n) =9 — Sr(—n)

Remarque : On déduit de la définition précédente que pour tout entier n, Sr(n) + Sr(—n) =9

Exemple 1.1 Calculons les réduits de 19 et —19

% Déterminons Sr(19)

Par définition on a :

Sr(19) = Sr(14+9) = Sr(10) = Sr(1+0)=Sr(1) =1



Donc Sr(19) =1car0<1<9

% Déterminons Sr(—19)

Par définition on a
Sr(—=19) =9 —Sr(—(-19)) =9 —-5r(19)=9—-1=38

Donc Sr(—19) =8 car(0 <8 <9

1.2 Premieres propriétés
Proposition 1.1 Le réduit d’un entier non nul est périodique de période 9.

Preuve
Soitn € Z*, montrons que Sr(n +9) = Sr(n)

— Supposons dans un premier temps que 7 est un entier naturel
Procédons par récurrence sur n
ePourn=1,ona:
Sr(l) =1
Sr(14+9)=5r(10)=Sr(1+0)=5r(1) =1
e Soitn € N*, supposons que Sr(n + 9) = Sr(n). Montrons que Sr((n + 1) +9) = Sr(n+ 1)
11 suffit pour cela de poserm =n + letona:
Puisque n € N* m > 1
D’ou Sr((n+ 1) +9) = Sr(m+9) = Sr(m) d’apreés ’hypotheése de récurrence
D’ou Sr((n+1)4+9) =Sr(n+1)
Donc Vn € N*,Sr(n+9) = Sr(n)
C’est a dire que St est périodique de période 9
— Supposons que n est négatif
Puisque S7(n) =9 — Sr(—n) et —n € N* alors

Srn+9)=9—Sr(—(n+9))
=9 —Sr(—n—9)
=9 — Sr(—n) car Sr est périodique de période 9 donc de période aussi -9
dans le cas des entiers positifs

= Sr(n) Par définition de réduit d’un entier négatif

D’ou Vn € Z*,Sr(n+9) = Sr(n)

Proposition 1.2 Soient a,b € Z*,n € N*
1) Sr(a+b) = Sr(Sr(a) + Sr(b))
2) Sr(a x b) = Sr(Sr(a) x Sr(b))



3) Sr(a") = Sr((Sr(a))")

Preuve
Soient a,b € Z*,n € N*
1) Montrons que S7(a + b) = Sr(Sr(a) + Sr(b))
Par définition, on a :
0<Sr(a) <9et0<Srb) <9
D’ou

= Sr(a+0b) = Sr(Sr(a) + Sr(b) + 9k)

a = Sr(a)[9)]
= Sr(b)[9]
— a+ b= Sr(a)+ Sr((b)[9)]
— Jk € Z: a+b=Sr(a)+ Sr(b) + 9%k
(
(

D’ou Sr(a + b) = Sr(Sr(a) + Sr(b))

2) Montrons que S7(a x b) = Sr(Sr(a) x Sr(b))
De méme, puisque 0 < Sr(a) < 9et0 < Sr(b) <9
Ona

a)[9]

Sr(
Sr(b)[9]

= a x b= Sr(a) x Sr(b)[9]
= 3k € Z: axb= Sr(a) x Sr(b) + 9k

= Sr(a x b) = Sr(Sr(a) x Sr(b) + 9k)

+ Sr(b)) car Sr est périodique de période 9

(
= Sr(Sr(a) x Sr(b)) car Sr est périodique de période 9

D’ou Sr(a x b) = Sr(Sr(a) x Sr(b))
3) Montrons que Sr(a™) = Sr((Sr(a))")

Procédons par récurrence
e Pourn = 0onaSr(a”) = Sr(1) = Let Sr((Sr(a))®) = Sr(1) =1
e Supposons que Vn € N, Sr(a") = Sr((Sr(a))")



Montrons que Sr(a"™) = Sr((Sr(a))**!). On a

Sr(a™*) = Sr(a x a™)
= Sr(Sr(a) x Sr(a™)) d’apres?2
= Sr(Sr(a) x Sr((Sr(a))™) d apres I’hypothese de récurrence
= Sr(Sr(Sr(a)) x Sr((Sr(a))")) car Sr(Sr(a)) = Sr(a)
= Sr(Sr((Sra) x (Sr(a))"))
= Sr(Sr((Sr(a))"))
= Sr((Sr(a))™)

D’ou Sr(a") = Sr((Sr(a))")

Proposition 1.3 Généralisation

Soit (a;)o<i<n une famille d’entiers relatifs. Alors

1) Sr (i al-) =Sr (i Sr(aﬂ)

2) Sr (ﬁ ai> =Sr (ﬁ Sr(ai)>

Preuve

Soit (a;)o<i<n une famille d’entiers relatifs.

1) Montrons que Sr (Z ai> = Sr (Z 57”(%))
i=0

i=0
Procédons par récurrence

e Pour n = 2, c’est la propriété 1) de la proposition 1 2.
e Soit n > 2 un entier naturel. Supposons que Sr Z a; | =Sr Z Sr(a;)

n+1 n+1 = =
Montrons que Sr (Z ai> = Sr (Z Sr(ai)>
=0

=0



Ona

n+1
Sr (Z ai> =Sr

1=0

= Sr
= Sr
=Sr
= Sr

= Sr

2) Montrons que ST (H a;

=0

n
E a; + Any1
i=0

Sr Z ai> + Sr(anﬂ)) d’apres la proposition 1.2

=0

Sr Z Sr(aﬁ) + Sr(an+1)> d’apres I’hypotheése de récurrence
i=0

Sr Z sr(ai)> + Sr(Sr(anH))) car Sr(Sr(a)) = Sr(a)

Z Sr(a;) + Sr(an+1)> d’apres la proposition 1.2
i=0

n+1
Z Sr(aﬁ)

) i (H SW)

Procédons une fois encore par récurrence

e Pour n = 2, c’est la propriété 2) de la proposition 1.2.

n

e Soit n > 2 un entier naturel. Supposons que Sr H ai) =Sr H Sr(a;)
i=0

n+1

=0

Montrons que ST (H a;

Ona

= Sr

=Sr

=Sr

=Sr

= Sr

=0

) = Sr <H Sr(ai)>

n
H a; X Ap41
i=0

n

Sr Hai> X Sr(an+1)) d’apres la proposition 1.2

=0

Sr H Sr(ai)> X Sr(an+1)) d’apres I’hypothése de récurrence
i=0

Sr HST(@Q) X ST(Sr(an+1))> car Sr(Sr(a)) = Sr(a)

H Sr(a;) X Sr(an+1)> d’apres la proposition 1.2
i=0

H Sr(ai)>



2 Calcul des sommes récursives

On présente dans cette section, quelques propriétés permettant de déterminer plus simplement la somme

récursive d’un entier

Proposition 2.1 Pour tout entier relatif a, on a :

1) Si Sr(a*) = 4 alors Sr(a) = 7 ou bien Sr(a) = 2
2) Si Sr(a®) = 7 alors Sr(a) = 5 ou bien Sr(a) = 4
3) Si Sr(a®) = 1 alors Sr(a) = 1 ou bien Sr(a) = 8
Preuve
Soita € Z

1) Supposons que Sr(a?) = 4
Montrons que Sr(a) = 7 ou bien Sr(a) = 2
Procédons par absurde. Supposons que Sr(a) ¢ {2,7}
Alors

(Sr(a))® ¢ {4,49}
=5r((Sr(a))?) ¢ {4}
—Sr((Sr(a))?) # 4
—Sr(a?) # 4

Ce qui absurde car contredit I’hypothese
D’ou Sr(a) =2o0u Sr(a) =7
2) similaire a 1)
3) similaire a 1)

Proposition 2.2 Soita € 7Z

a est un multiple de 9 si et seulement si Sr(a) =9 ou Sr(a) =0

Preuve

Soita € Z

(=) Supposons que @ est un multiple de 9.
Montrons que Sr(a) =9 ou Sr(a) =0



1) supposons que a est un multiple positif de 9

a est un multiple positif de 9
= Jk € N'/a =9k
— 3k € N*/Sr(a) = Sr(9k)
—dk € N*/Sr(a) = Sr(Sr(9) x Sr(k))
—dk € N*/Sr(a) = Sr(9 x Sr(k))
Or Sr(k) € {1,2,3,...,9}
=9 x Sr(k) € {9,18,27,...,81}
= S5r(9 x Sr(k)) € {9}
= Sr(9x Sr(k)) =9

D’ou 3k € N*/Sr(9 x Sr(k)) =9

2) Supposons que a est un multiple négatif de 9.

Montrons que S7(a) =0

a est un multiple négatifde 9 — Ik € N*/a = -9k
— 3k € N*/Sr(a) = Sr(—9k)
= Jk € N*/Sr(a) = Sr(9k)
= Jk € N*/Sr(a)
— Sr(a) =0

—9 dapres 1

(<=) Supposons que Sr(a) = 9 ou Sr(a) = 0. Montrons que a est un multiple de 9

Puisque a = Sr(a)[9] alors 3k € Z/a = Sr(a) + 9k

Cestadire 3k € Z/a=9+ 9k oua =0+ 9k

Dot 3k € Z/a=9(1+k)oua =9k

Donc 3K =1+kouk' =k € Z/a=9K

D’ou a est un multiple de 9

Remarque

La proposition 2.2 précédente donne une condition nécessaire et suffisante pour déterminer les multiples
de 9. En effet pour tout entier a € Z, la proposition 2.2 indique que si Sr(a) ¢ {0,9} alors a n’est pas
multiple de 9.

3 Utilisation des sommes récursives en arithmétique

3.1 Détermination d’un carré parfait et d’un cube parfait

Proposition 3.1 Soita € N*



1) Si a est un carré parfait alors Sr(a) € {1,4,7,9}

2) Si a est un cube parfait alors Sr(a) € {1,8,9}

Preuve
Soita € N*

1) Supposons que a est un carré parfait.
Montrons que Sr(a) € {1,4,7,9}

a est un carré parfait non nul = 3k € N*/a = k*
= 3k € N*/Sr(a) = Sr(k?)
= 3k € N*/Sr(a) = Sr(Sr(k)?)
Or Sr(k) € {1,2,...,9} = (Sr(k))* € {1,4,...,81}
— Sr(a) = Sr((Sr(k))?) € {1,4,7,9)

2) Supposons que a est un cube parfait.
Montrons que Sr(a) € {1,8,9}

a est un cube parfait nonnul = 3%k € N*/a = k*
= Jk € N*/Sr(a) = Sr(k?)
= 3k € N*/Sr(a) = Sr(Sr(k)?)
Or Sr(k) € {1,2,...,9} = (Sr(k))*> € {1,8,27,...,729}
= Sr(a) = Sr((Sr(k))*) € {1,8,9}

Remarque
1) Les réciproques des deux propriétés de la proposition 3.1 sont fausses.

2) La proposition 3.1 précédente permet de montrer qu’un nombre n’est pas un carré ou un cube parfait.

En effet poura € Z,si Sr(a) ¢ {1,4,7,8,9} alors il ne peut étre un carré ou un cube parfait.

3.2 Congruence modulo 3

Proposition 3.2 Soient a,b € Z | Sr(a) = Sr(b) alors pour tout m,n € N deux entiers naturels de

méme parité, on a : a™ = b"[3]

Preuve

Considérons a,b € Z / Sr(a) = Sr(b)

Montrons que ¥V m,n € N deux entiers naturels de méme parité, on a : ™ = b"[3].
Soient m,n € N

e Supposons que m, n sont pairs



Alors dp,q € N/m =2p, n=2q
Ainsi " — V" = a* — b

Puisque, par hypothese Sr(a) = Sr(b), 3k € Z*/ a=b+ 9k

Dot a” — b" = (b + 9k)* — b*
=P -0+ 9k K € Z
=*" - (b*)1+ 9K K € Z

Or
b = 1[3] D’aprés la petit théoréme de Fermat
Ou
v = 0[3]
Donc
©* = 13
Ou
() = 0[3]
D’ou
a”—=b" = 1-1+0[3]
Ou
a”—=b" = 0—-0+0[3]
Finalement
a™ —b" = 0[3]
C’est a dire
a™ =0b"[3]

e Supposons que m, n sont impairs
Alors dp,qg € N/m=2p+1, n=2¢q+1
Ainsi a™ — b" = o* Tt — pPatd

Puisque, par hypothese Sr(a) = Sr(b), 3k € Z*/ a =b+ 9k

D’ot a™ — b" = (b + k)T — p2att
— b2p+1 . b2q+1 + 91{?/ k, c 7,
= b0 = V) + K K € Z

Or d’apres ce qui précede,
b — %1 = 0[3]

10



D’ou

Donc

C’est a dire

3.3 Somme récursive et exposants

Proposition 3.3 Soit a un entier relatif qui n’est pas multiple de 3. Alors pour tout entier naturel m
S’il existe k,n € N tels que m = 6n + k alors Sr(a™) = Sr(a")

Preuve

Soient a un entier relatif qui n’est pas multiple de 3, m entier naturel.
Supposons qu’il existe n, k € N tels que m = 6n + k.

Montrons que Sr(a™) = Sr(a*).

Puisque a n’est pas multiple de 3 alorsa =3p+1loua=3¢9+2, p,q € Z

— Supposons que a = 3p + 1, 0n a

N
=
S
=
I
N
=

(a)fF)
Sr(a®) x Sr(a k))
Sr((3p+1)"") x Sr(a"))
((3p)°" + Cg,(3p) " + C(3p)°" ™2 + -+ + G~ (3p) + 1) x Sr(a"))
Sr((3p)™ + Cg,(3p)™" ™ + Cg,(3p)°" ™ + -+ + Cgn ™ (3p) + 1) x Sr(a"))
Sr(9X 4+ 1) x Sr((a)*))
1 x Sr(a®))
)

a*)

<

I
<
N N N

nn
3

<

<

I
g

Il
CQO)O)C/J%QCQCQCQ
CQ

<

<
/\/\/\/\/-\/-\

Q
o
~—
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— Supposons que a = 3p + 2, 0n a

Sr(a™) = Sr ((a)®*)
Sr (Sr(a®) x Sr(a®))
= Sr (Sr((3p+2)°") x Sr(d"))
Sr(Sr((3p)" + Ch(3p)™1 x 2+ C2,(3p)"2 x 9% 4 -+ + O (3p) x 2071 4 207)
x Sr(a®))

= Sr(Sr(9\ 4 2°") x Sr((a)*))
= Sr(2°" x Sr(a"))

= Sr(Sr(Sr(2°)™) x Sr(a*))
= Sr((Sr(Sr(64))") x Sr(a"))
= Sr((Sr(1))" x Sr(a*))

= Sr(1 x Sr(a*))

= Sr(Sr(a"))

= Sr(a")

D’olt Sr(a™) = Sr(a*) pour tout a entier relatif non multiple de 3.

Application : Détermination de la somme récursive d’une expression des nombres entiers
Soit I’entier relatif M = 21 x ¢" + 9k + 17avecq,k € Zetm € N
Déterminons Sr (M),

Ona

M =21 xq"+9+17
=3xT7Txq¢"+9k+15+2
=3(7¢" +3k+5) +2
=3\+2 avecA=T7¢"+3k+5

Ainsi M n’est pas un multiple de 3.

D’apres la proposition précédente on donc

12



Or Sr(3X) € {0,3,6,9}

Dot Sr(3)\)+2 € {2,5,8,11}
Etdonc Sr(Sr(3X)) € {2,5,8}
Donc Sr(M* 1) € {2,5,8}

Corollaire 3.1 Pour tout entier relatif a non multiple de 3 on a Sr(a®) =1, Vn € N

Preuve
D’apres la proposition 3.3, Sr(a®") = Sr(a®*%) = Sr(a®) =1

3.4 Tableaux de Calcul de réduits des nombres particuliers

3.4.1 Nombre de la forme (9k + 2)"

En utilisant la proposition 3.3, I’on peut déterminer le réduit de plusieurs nombres écris en exposant.

Un exemple de ces tableaux est le tableau 1 ci-dessous

TABLEAU 1 — Tableau de réduit des nombres de la forme (9% + 2)"

n Sr((9%k +2)")
6q
6g +1
6q + 2
6q + 3
6q +4
6q + 5

QU J |00 || DN+

3.4.2 Nombre de la forme (9k + 4)"

Grace a la formule du biome de Newton, Le calcul des réduits de plusieurs nombres est facilité. Ainsi,

le réduit des nombres de la forme (9% + 4)" est donné par tableau 2 ci-dessous

TABLEAU 2 — Tableau de réduit des nombres de la forme (9% + 4)"

n Sr((9%k +4)")
3q 1
3qg+1 4
3q + 2 7

Preuve
1 suffit de montrer que Sr((9k + 4)*7"™) = Sr(4™), Vm € N

13



Soient m,q € Netk € Z,ona:

Sr((9k + 4)%7T™) = Sr(9X + 4°7T™)  Par la formule du bindme de Newton

7(4%t™)  Grace a la périodicité de Sr

(
Sr(
Sr(Sr(4*7) x Sr(4™)) D’apres la proposition 1.2
Sr(Sr((Sr(4%)%) x Sr(4™))
= Sr(Sr((Sr(64))F) x Sr(4™))
Sr(Sr(1
Sr(
Sr(
Sr(

(

(

( )

r(Sr(1%) x Sr(4™))

r(1 x Sr(4™))

r(Sr(4™))
)

r(4™
Ainsi on en faisant varier m € {0, 1,2} on obtient :

Sr((9k + 4)%1) = Sr(4%) = Sr(1) =
Sr((9k + 4)%71) = Sr(4") = Sr(4)
Sr((9k + 4)%77?) = Sr(4%) = Sr(16) = Sr(1+6) = Sr(7) =7

3.4.3 Nombre de la forme (9k + 5)"

Le réduit des nombres de la forme (9% + 5)" est donné par tableau 3 ci-dessous

TABLEAU 3 — Tableau de réduit des nombres de la forme (9% + 5)"

n Sr((9k +5)")
6q
6qg +1
6q + 2
6qg + 3
6q + 4
6q + 5

DN |~ |00 || Ct|

Preuve
De méme, 11 suffit de montrer que Sr((9k + 5)%*™) = Sr(5™), Vm € N

14



Soient m,q € Netk € Z,ona:

Sr((9k + 5)%t™) = Sr(Sr(9k + 5)%7™ x Sr(9k + 5)™) D’aprés la proposition 1.2

= Sr(Sr(9\ + 5°) x Sr(9N +5™)) D’apres la formule du bindme de Newton
= Sr(Sr(5%7) x Sr(5™)) Grace a la périodicité de Sr

= Sr(Sr((Sr(5%))%) x Sr(5™))

= Sr(Sr((Sr(15625))%) x Sr(5™))

=95 (1

(
(
(
(
r(Sr(1¥) x Sr(5™))
(
(
(

Sr(l x Sr(5™))
= Sr(Sr(5™))
Sr(5™)

Ainsi on en faisant varier m € {0,1,2,3,4,5} on obtient :

Sr((9k +5)%) = Sr(5°) = Sr(1) =1
Sr((9k + 5)%t) = Sr(5') = Sr(5) =5
Sr((9k 4 5)%72) = Sr(5%) = Sr(25) = Sr(2+5) = Sr(7) =7
Sr((9k + 5)%%3) = Sr(5%) = Sr(125) = Sr(1 +2+5) = Sr(8) =
Sr((9k + 5)%%4) = Sr(5%) = Sr(625) = Sr(6 +2+5) = Sr(13) = Sr(1 + 3) = Sr(4) =
Sr((9k + 5)%7%%) = Sr(5°) = Sr(3125) = Sr(3+6 +2+5) = Sr(11) = Sr(1+1) = Sr(2) =

3.4.4 Nombre de la forme (9k + 7)"

Le réduit des nombres de la forme (9% + 7)" est donné par tableau 4 ci-dessous

TABLEAU 4 — Tableau de réduit des nombres de la forme (9% + 7)"

n Sr((9k+7)")
3q 1

3¢+ 1 7

3q + 2 4

Preuve

Similaire aux cas précédents

3.4.5 Nombre de la forme (9k + 8)"

Le réduit des nombres de la forme (9% + 8)" est donné par tableau 5 ci-dessous

15



TABLEAU 5 — Tableau de réduit des nombres de la forme (9% + 8)"

n Sr((9k +8)")
2q 1
2¢+1 8

Preuve

Similaire aux cas précédents

Proposition 3.4 Soient a et b deux entiers naturels de méme parité tels que Sr(a) = Sr(b). Alors
Vo € Z, Sr(z®) = Sr(zb)

Preuve

Soient a et b deux entiers naturels de méme parité tels que Sr(a) = Sr(b).
Montrons que Y € Z, Sr(z®) = Sr(a?)

Supposons d’abord que a, b pairs.

e Soit z € Z tel que x non multiple de 3

Puisque a, b pairs, 3p,q € N/a =2p,b=2q

Puisque Sr(a) = Sr(b) alors il existe & € N/a =9k +b

Ainsia =9k +b=2petb=2q

En remplacant b dans a on a donc a = 9k + 2q = 2p

Or 9k + 2q est pair si et seulement si £ est pair.

Ainsi 3 k" € Ntel que k = 2k’

Finalement a = 9(2k") + 2¢ = 18k" + 2q = 6(3k) + 2¢

Donc Sr(z?) = Sr(x°CF)20) = §r(2%) = Sr(z*) D’aprés la proposition 3.3

e Maintenant si x = 3w avec o € Z

(3
(30&)2 9k’+q))
(

((3)18'+29)
(

r((3a)*™) =9k +¢
(
(

Q

r 32m )

(9™ x o )

Or-Sim=0alorsk’ =0,g=0eta=18% +2¢=0, b=2¢=0
D’ou Sr(z®) = Sr(z°) = 1 = Sr(ab)
-Sim € N*alors Ona Sr(z%) = Sr(9™ x a*™) =9 Car 9™ x o™ est un multiple positif de 9.
De méme Sr((3a)?) = S7r(3%7 x a®?) = Sr(9? x a??) =9 Car 97 x a*? est un multiple positif de 9.
D’ou Sr(z®) = Sr(z")
Supposons cette fois que a et b sont impairs
Alors dp,q € NJa=2p+1, b=2¢+1
Puisque Sr(a) = Sr(b) alors il existe k € N/a =9k + b
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Ainsia =9k +b=2p+1letb=2q+1

En remplacant bdans aonadonca =9k +2¢+1=2p+1
Or 9k + 2q + 1 est impair si et seulement si k est pair.

Ainsi 3 k" € Ntel que k = 2k’

Finalement a = 9(2k') +2¢+ 1 =18k +2¢+ 1letb=2¢+ 1
e Si z n’est pas multiple de 3, on a :

!
18k +2q+1)

(

ST’(:Uﬁ (3K") +2q+1)

= Sr(2*?™')  d’apres la proposition 3.3
Sr(

r :cb)

D’out Sr(x®) = Sr(2b) pour z # 3a, a0 € 7Z
e Supposons que x est un multiple de 3 alors 3\ € Z tel que ©z = 3\

Et
Sr(z®) = Sr((3/\)18k,+2q+1)
_ Sr(g%’ > (3)2q+1 x )\18k’+2q+1)
B 0 st A<0
9 siA>0
De méme

Sr(z®) = Sr((3)\)%7™)
= Sr(97 x (3)' x A%t

o sia<o
19 siA>0
4 Somme récursive et nombres premiers

Dans cette section, 1’on utilise les sommes récursives pour savoir si un nombre entier est premier ou pas.

4.1 Propriétés préliminaires
Les propriétés suivantes sont admises.

Proposition 4.1

— Tout entier naturel n s’écrit comme produit de deux autres entiers naturels a et b;

17



— Tout nombre premier strictement supérieur a 2 est impair;
— Le produit de deux entiers a et b est impair si et seulement si a et b sont tous deux impairs;
— Sin=axbalorsa/netb/n;

— La somme deux entiers naturels a et b est impair si et seulement si a et b sont de parité différente.

c’est a dire soit a est pair et b impair ou bien a est impair et b est pair.

4.2 Détermination d’un nombre premier en utilisant les sommes récursives

Soit n un entier naturel strictement supérieur a 2.
D’apres la proposition 4.1 précédente, Ja,b € Ntelque n = a x b.
n=axb= Sr(n)=Sr(axb)=Sr(Sr(a) x Sr(b)).
Ora =9p+ Sr(a) etb =9q + Sr(b)
Puisque n = a x b, les valeurs de p sont telles que

n
—=kk eR
a
o n— Sr(n)
Ainsi, I’on cherche les valeursde p € <0,1,2,..., 9 telles que

n
—=kk eN
a

et on a les criteres de vérification suivantes ;
n— Sr(n)

— S’il existe p € {0,1,2,..., 5

n

} tel que — = k,k € N\ {1} alors n n’est pas premier.
a

n — Sr(n)

> SiVp € {0,1,2,..., 5

n

}, —=k,k ¢ N\ {1} alors, n est un nombre premier.
a

Remarque

L’ on ne connait pas a priori, dans I’écriture n = a x b les valeurs de a et b. Mais on sait que Sr(a), Sr(b) €
{0,1,2,...,9}. Le calcul de Sr(Sr(a) x Sr(b)) Sr(a) est donc facilité par les tableaux ci-dessous dits

« tableaux de réduit ».

TABLEAU 6 — Tableau de réduit de Sr(a x b) en supposant que Sr(a) = 1

Sr(b) 1[2]3]4
Sr(a) x Sr(b) | 1
Sr(a xb) 11234
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TABLEAU 7 — Tableau de réduit de Sr(a x b) en supposant que Sr(a) = 2

Sr(b) 1 s 567809
Sr(a) x Sr(b) | 2 $/10]12]14]16] 18
Sr(a x b) 2 8/ 1 3|5 | 7109

TABLEAU 8 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que Sr(a) = 3

Sr(b) 1234567809
Sr(a) x Sr(b) |36 9] 12| 15|18 |21 | 24 | 27
Sr(axb) [3]6/9/3/6|9|3]6]09

TABLEAU 9 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que Sr(a) = 4

Sr(b) 12134567809
Sr(a) x Sr(b) | 48| 12] 16|20 |24]28]32]36
Sr(axb) |48 3|7 [2][6|1]5]09

TABLEAU 10 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que Sr(a) =5

Sr(b) 1123456789
Sr(a) x Sr(b) | 510 | 15|20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45
Sr(axb) |51 |6 273|849

TABLEAU 11 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que S7(a) = 6

Sr(b) 12345678109
Sr(a) x Sr(b) | 6 [ 12| 18 |24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54
Sr(axb) 639639639

TABLEAU 12 — Tableau de réduit de Sr(a X b) en supposant que Sr(a) =7

Sr(b) 123456 |7|8/|09
Sr(a) x Sr(b) | 7] 14| 21|28 35|42 4956 | 63
Sraxb) | 7|53 |1[8[6|4]2]09

TABLEAU 13 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que Sr(a) = 8

Sr(b) 1123 [4[5/6[7]8]9
Sr(a) x Sr(b) | 8 |16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72
Sraxb) |8] 716|543 2]1]09
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TABLEAU 14 — Tableau de réduit de S7(a x b) en supposant que Sr(a) =9

Sr(b) 1123 [4[5/6[7]81]9
Sr(a) x Sr(b) | 918 |27 (36|45 | 54| 63|72 81
Sr(axb) |99 19/9[9[99]9]09

Ces différents tableaux sont utiles pour déterminer la forme d’écriture des entiers a et b et ainsi recher-

cher les valeurs possibles de p ou g.

Exemple 4.1 Vérifions si 149 est un nombre premier ou non.

149 étant un entier naturel, a,b € N tels que 149 = a X b.

Or Sr(149) = Sr(1+4+49) = Sr(14) = Sr(1 +4) = Sr(5) = 5.

Ainsi a et b sont tels que Sr(a x b) = Sr(Sr(a) x Sr(b)) = 5.

En utilisant donc les tableaux de réduits précédents, on remarque les tableaux ou I’on trouve Sr(a x b) = 5
sont les tableaux 6, 7, 9, 10,12, et 13.

On déduit donc que a et b sont de la forme

a = 9p+1 a = 9p+2 a = 9p+4
ou ou
b = 99+5 b = 99+7 b = 9¢+8

Selon les valeurs dep € {0,1,2,...,16}, on a les tableaux de division de 149 par a suivant :

1

TABLEAU 15 — Tableau de division de 149 par a selon les valeurs de p

D 1 3 5 7 9 11 | 13 | 15
a=9p+4| 13 31 49 67 85 | 103 | 121 | 139
a=9p+2 11 29 47 65 83 | 101 | 119 | 137

149

11,46 | 4,8 | 3,04 | 2,22 | 1,73 | X X X
I9p+14
149

13,54 | 5,13 | 3,17 | 2,29 | 1,75 | X X X
9p + 2

TABLEAU 16 — Tableau de division de 149 par a selon les valeurs de p

D 2 4 6 8 10 12 14 16
a=9+5| 23 41 59 77 95 | 113 | 131 | 149
149
6,47 [3,6312,511,93 | 1,73 | x | x | 1
I9p+5

Les tableaux 15 et 16 permettent de voir que la seule valeur de a diviseur de 149 est a = 149 et donc

b= 1. D’ou149 est un nombre premier

1. En tenant compte du fait que a et b jouent des roles symétriques
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5 Récursivité inverse d’un entier naturel (compris entre 0 et 9)

5.1 Définition de la récursivité inverse

Soient a un entier naturel compris entre 0 et 9, n un entier relatif.
On pose P,(n) = 9n + a, on alors Sr(P,(n)) = a.
Ainsi P,(n) est I’ensemble des entiers ayant pour réduit I’entier naturel a.

Définition 5.1 P,(n) est appelé récursivité inverse de a

5.2 Propriétés

Proposition 5.1 Soientb € NN [0,9]et A € Z.Ona
Si Sr(X) =balors 3m,n € Z/ Py(n) =9m + A

Preuve

Soientb € NN [0,9]et A € Z. Supposons que S7(A\) = b
montrons que 3m,n € Z/ Py(n) =9m + A

Puisque, par hypothése Sr(\) = b

Ik € Z/N =9k +b
— 3k € Z/X\ = Py(k)
— 3k € Z/IK + A=K + P(k) VK € Z
=3k € Z/OK' + X=9K'+9k+b VK € Z
— 3k € Z)OK + A=k +k) +b VK € Z
— 3k € Z/OK +\=Py(k+K) VK €7

11 suffit ainsi de prendre m = k' etn = k + &

Proposition 5.2 Soita € 7, alors
Vm,n € Z,Py_gr@)(m) + Psp@ay(n) = 9(m+n+1)

Preuve
Soient a,m,n € 7Z
Py_sr(@)(m) + Psry(n) =9(m+n+1) =9m+9 — Sr(a) + In+ Sr(a) =9(m +n +1)

Proposition 5.3 Soient a,b € NN [0,9], pour toutn € 7Z
1) 3m € Z: Py(n) 4+ Py(n) = Psratp)(m)

2) 3p € Z: Pu(n) x Py(n) = Psriaxs)(p)

Preuve
Soienta,b € NN[0,9]etn € Z
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1) Cherchons m € Z: P,(n) 4+ Py(n) = Psyats)(m)
On a

P,(n)+ P(n)=9n+a+9n+b
=9(2n)+a+b
=9(2n)+ Sr(a+b)+9% k € Z
=92n+k)+ Sr(a+b) k € Z
P,(n) + Py(n) = Psyats)(2n + k)

Il suffitdonc de prendre m =2n+ k, k € Z

2) De méme, cherchons p € Z: P,(n) x Py(n) = Psy@axp)(P)

P,(n) x pp(n) = (In+a) x (In+b)
=9(nb+an+9In?) +a xb
=9(mb+an+9n?) + Sr(axb)+9% k € Z
=9mb+an+9n* +k)+Sr(axb) k €Z

P,(n) x Py(n) = Psyaxp)(nb+ an + 9n® + k)

Il suffit donc de prendre p = nb +an+ 9’ +k, k € Z

Proposition 5.4 Soient a,b € NN|0,9]
Si a =blc] alors P,(n) = Py(n)[¢], Vn € Z

Preuve

Soient a,b € NN 0,9

Supposons que a = b[c| et Montrons que P,(n) = B,(n)[¢], Vn € Z
Puisque, par hypotheése a = b[c|, Ik € Ztelque a = b+ ck

Ainsi 3k € Z/a4+In=b+9In+ck, Vn € Z

Cestadire 3k € Z/P,(n) = Py(n)+ck VYn € Z

D’ou P,(n) = B(n)[c] Vn € Z

6 Discussion

La théorie des sommes récursives que nous avons développée repose sur deux concepts fondamentaux :
le réduit d’un entier et la récursivité inverse d’un entier. Ces notions nous ont permis d’explorer les pro-
priétés arithmétiques des entiers d’'une maniere nouvelle et enrichissante.

Le concept de “réduit d’un entier” correspond a la somme récursive des chiffres d’un entier, simplifiée
jusqu’a obtenir un chiffre unique compris entre 0 et 9. Ce processus est similaire a la réduction modulo 9,

qui a été largement étudiée dans la littérature mathématique. Cependant, notre approche met 1’accent sur
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les propriétés nouvelles, sur la récursivité et I’itération des opérations de somme.

Nos résultats concernant la condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre soit multiple de 9 s’ins-
crivent dans le cadre des travaux antérieurs, notamment ceux de [10], qui a exploré la congruence modulo
9. Toutefois, notre démonstration apporte une perspective différente en reliant directement cette condition
a la notion de somme récursive, renforcant ainsi 1’intuition derriere la divisibilité par 9.

La récursivité inverse d’un entier, définie comme 1’ensemble de tous les nombres dont la somme ré-
cursive est égale a un chiffre, ouvre de nouvelles perspectives sur la structure des entiers. Bien que des
travaux antérieurs aient abordé des concepts similaires, tels que les classes d’équivalence en arithmétique
([2]), notre approche systématique permet une classification plus fine et une exploration des relations entre
les différents ensembles.

Nous avons également établi un lien entre la somme récursive et la congruence modulo 3. Alors que les
résultats dans la littérature se concentraient principalement sur la congruence modulo 9, notre travail montre
comment cette relation s’étend aux multiples de 3. Cette généralisation est particuliecrement pertinente dans
le contexte de I’arithmétique modulaire et pourrait avoir des applications dans le domaine de la théorie des
nombres.

Un autre résultat significatif de notre théorie est 1’établissement de criteres pour identifier les carrés
parfaits et les cubes parfaits. Bien que des travaux antérieurs aient exploré les propriétés des carrés et cubes
parfaits ([1]), notre approche axée sur la somme récursive offre une méthode systématique qui pourrait
simplifier les vérifications dans ce domaine.

Nous avons démontré que la somme récursive de la somme et du produit d’une famille d’entiers suit
certaines propriétés prévisibles. Ce résultat s’inscrit dans la lignée des travaux de [3] sur les propriétés
additives des entiers, mais notre approche récursive apporte une nouvelle dimension a ces résultats en
élucidant les mécanismes sous-jacents

Enfin, notre exploration de la liaison entre somme récursive et nombres en exposant constitue une contri-
bution a la théorie des nombres. Bien que certains résultats aient été obtenus dans ce domaine par des au-
teurs comme [8], notre perspective basée sur les sommes récursives permet une meilleure compréhension

des relations entre les puissances et leurs représentations numériques.

Conclusion

En définitive, notre théorie des sommes récursives non seulement s’inscrit dans un cadre mathématique
déja riche, mais elle apporte également des perspectives nouvelles et intéressantes sur des concepts bien
établis. Les résultats que nous avons obtenus offrent des outils supplémentaires pour I’analyse arithmétique
et ouvrent la voie a de futures recherches dans le domaine. Dans cette perspective, d’autres recherches
peuvent explorer ces idées et poursuivre 1’étude des propriétés fascinantes des entiers a travers le prisme

des sommes récursives.
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