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Abstract : 

     Since the Syracuse problem has remained unsolved for 80
years, it is possible that it is formally unsolvable. This text offers
an « approximate » proof. Using the concepts of inverse graph
and an original logical trick (the axis of verified integers), the
Collatz conjecture is progressively verified, although no definitive
conclusion is reached. Other approaches can build upon the ideas
presented in this text to achieve an even more accurate
approximation. The text is in French, and an English version is
expected to be completed within two months.

Presentation of the problem
Part I : Definitions related to the Collatz problem
Part II : Organization rules for the set of verified integers
Part III : The axis of verified integers
Part IV : Bounded trajectories without non-trivial cycles are
verified
Part V : Inverse graphs
Part VI : The question of non-trivial cycles
Part VII : The question of divergent trajectories
Part VIII : Conclusion

2



3



Présentation du problème

     Le probleme de Collatz (ou probleme (3n + 1), ou probleme de
Syracuse) a ete propose pour la premiere fois par Lothar Collatz dans
les annees 1930. Son enonce est extremement simple : l'application de
Collatz associe a tout entier positif n un entier unique n' tel que n' =
n/2 si n est pair, et n' = (3n + 1)/2 si n est impair. Les resultats des
iterations successives de l'application de Collatz a partir d'un entier n
quelconque sont appeles "trajectoire de Syracuse de n". 

     Le probleme de Collatz consiste a demontrer si oui ou non toutes
les trajectoires de Syracuse, a partir de n'importe quel entier positif,
atteignent la valeur 1 en un nombre fini d'iterations. La conjecture de
Collatz est l'hypothese que la solution au probleme de Collatz est
positive, c'est a dire que toutes les trajectoires de Syracuse tendent
vers 1. 

     Malgre son enonce tres simple ce probleme est irresolu depuis plus
de 80 ans. La difficulte principale vient du fait que les operations de
multiplication par (3n + 1)/2 ou de division par 2 selon la parite des
entiers obtenus lors des iterations successives de l'algorithme, sont
difficiles a prevoir en fonction de la valeur de depart, et produisent des
resultats imprevisibles, se rapprochant de phenomenes aleatoires. 
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     L'approche proposee dans ce texte est de nature algorithmique et
propose, grâce a divers procedes logiques (notamment le concept
d'ensemble des verifies) et a une utilisation des notions de graphe
inverse, de donner une reponse positive au probleme de Collatz.
L'interet de ce texte est que certaines demonstrations, obtenues par
d'autres moyens, peuvent eventuellement se rajouter aux diverses
techniques proposees, et confirmer le resultat du texte par d'autres
procedes. 

5



PARTIE I 

Définitions liées au problème de Collatz

1)   L'application de Collatz ou Syracuse

     Definissons l'application C, dite de Collatz, ou de Syracuse, qui
associe a tout entier n € N* un unique entier C(n) € N* tel que : 

     si n est pair, C(n) = n / 2 

     si n est impair, C(n) = (3n + 1) / 2 

2)   Les trajectoires  Tn

     Quels que soient n € N* et i € N, nous allons definir une suite Tn

(trajectoire de Syracuse ayant pour valeur de depart n) composee
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d'entiers que l'on representera sous la forme Si (n) € N* avec : 

     S0 (n) = n 

     Si+1 (n) = C(Si (n))  C etant l'application definie precedemment. 

     Nous pouvons donc exprimer Tn  de la maniere suivante : quels que
soient n et i appartenant a N* 

      Tn  = { n ; S1 (n) ; ... ; Si (n) ; Si+1 (n) ; ...} 

     Nous avons par exemple : 

     T1 = { 1; 2 ; 1 ; 2 ; 1 ; ...} 

     T3 = { 3 ; 5 ; 8 ; 4 ; 2 ; 1 ; 2 ; ... } 

3)   L'ensemble des entiers vérifiés V

     Nous definirons n comme etant « un entier verifie », s'il existe un
entier k tel que Sk (n) = 1 

     Nous appellerons V l'ensemble des entiers verifies. 

4)   Vérification d'une trajectoire

     La verification d'une trajectoire Tn  consiste a determiner si cette
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trajectoire converge vers 1, c'est a dire s'il existe un entier k tel que Sk

(n) = 1.

5)   Itérations paires et impaires

     Dans la suite du texte, les termes generaux « iteration impaire » ou
« iteration paire » designeront une valeur, respectivement impaire ou
paire, d'un Sk (n) quelconque appartenant a un Tn  quelconque (amenant
donc une iteration impaire de la forme C(Sk (n)) = (3Sk (n) + 1) / 2 ou
une iteration paire de la forme C(Sk (n)) = Sk (n) / 2 dans la trajectoire
Tn , suivant la parite de Sk (n)). Dire « il y a trois iterations paires
successives dans cette trajectoire », signifie que trois valeurs paires se
sont succedees, entrainant trois iterations de type « pair » dans cette
trajectoire de Syracuse. 
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PARTIE II 

Règles d'organisation de l'ensemble des
vérifiés 

     Nous pouvons initialiser l'ensemble des verifies V en verifiant
successivement les trajectoires pour les premiers entiers a partir de 1 :

T1 = { 1 ; 2 ; 1 ; 2 ... } 
T2 = { 2 ; 1 ; 2 ; 1 ... }
T3 = { 3 ; 5 ; 8 ; 4 ; 2 ; 1 ; 2 ... }
T5 = { 5 ; 8 ; 4 ; 2 ; 1 ; 2 ... }
T7 = { 7 ; 11 ; 17 ; 26 ; 13 ; 20 ; 10 ; 5 ; 8 ; 4 ... }
T9 = { 9 ; 14 ; 7 ; 11 ; 17 ... }
T11 = { 11 ; 17 ; 26 ; 13 ... }

     Pour les 11 premieres trajectoires, on constate que l'ensemble des
verifies est egal a : (1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5; 6 ; 7 ; 8 ; 9 ; 10 ; 11 ; 13 ; 14 ; 17).
On constate que les trajectoires 4 ; 6 ; 8 et 10 n'ont pas besoin d'etre
etudiees, car leur valeur initiale etant paire, elles sont des la premiere
iteration divisees par 2, et rejoignent la trajectoire d'une valeur verifiee
precedemment. De plus T5 n'avait pas besoin d'etre calculee egalement
car la valeur 5 est apparue dans T3 . Nous savons donc l'evolution que
donnera la valeur 5, il suffit de voir comment a evolue T3 .
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     Nous allons formaliser ces quelques remarques. En effet l'ensemble
des verifies comporte des regles internes :

1)  Toute valeur d'une trajectoire véri f iée est
automatiquement considérée comme vérifiée

     Nous avons : 

    T1 = { 1 ; 2 ; 1 ; 2 ; 1 ; ...}

     T1 est appele le cycle trivial, car des qu'une trajectoire est egale a la
valeur 1, alors elle rentre dans ce cycle trivial, alternance de 1 et de 2.

     Supposons que n € V. Cela veut dire qu'il existe un entier k tel que
Sk (n) = 1.

     Nous avons donc Tn = { n ; S1 (n) ; … ; Sk-1 (n) } + T1

     Tous les Sp (n) avec p € [1 ; k-1] appartiennent a V

     En effet, comme tous les Sp (n) sont des entiers uniques, clairement
determines et ordonnes par l'algorithme de Collatz, nous avons   :
    TSp(n) = { Sp (n) ;  Sp+1 (n) ; … ; Sk-1 (n) } + T1

     Par consequent nous obtenons le theoreme suivant :

THEOREME 1 
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     Si n € V cela implique qu'il existe un entier k tel que Sk (n) = 1.
L'ensemble des entiers Sp (n), quel que soit p € [1 ; k-1], appartient a
V. 

     Note : pour prendre un exemple, 

     T3 = { 3 ; 5 ; 8 ; 4 ; 2 ; 1 ; 2 ; ... }. 

     L'entier impair 5 apparait dans T3 qui atteint 1 en un nombre fini
d'iterations. Donc 5 est un entier verifie, on sait que T5 atteint 1 en un
nombre fini d'iterations, il n'y a donc pas besoin de calculer les termes
successifs de T5  pour obtenir la certitude que T5  est verifiee. 

2) Quand une trajectoire non-vérifiée est égale à un entier
vérifié, elle est automatiquement vérifiée

     Quels que soient n € N* et j € N, si Sj (n) = n' avec n' € V, alors il
existe un entier fini m tel que : 

     T n' = { n' ; S1 (n') ; ... ; Sm-1 (n') } + T1  

     D'ou 

    T n = { n ; S1 (n) ; ... ; Sj-1 (n) } + { n' ; S1 (n') ; ... ; Sm-1 (n') } + T1

  

     j et m sont des entiers, donc T n  atteint l'entier 1 en un nombre fini
d'iterations. n est donc un entier verifie. 

     Par consequent nous obtenons le theoreme suivant : 

THEOREME 2 
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     Quels que soient n € N* et j € N*, si Sj (n) = n' avec n' € V, alors n
€ V. 

     Note : pour prendre un exemple, T9 = { 9 ; 14 ; 7 ; 11 ; 17 ... }. 7
est un entier verifie car T7 est verifie. T9 atteint un entier verifie en un
nombre fini d'iterations. 9 est donc un entier verifie : nous n'avons pas
a poursuivre les calculs jusqu'a atteindre 1 pour obtenir cette certitude.

3)   Chaque entier vérifié multiplié par l'ensemble des 2d est un
entier vérifié

     Supposons n € V. Cela implique qu'il existe un entier k tel que Sk

(n) = 1. 

     Quel que soit d un entier appartenant a N*, on a : 

Tn·2
d = { n·2d  ; n·2d -1 ; ... ; 2n } + { n ; S1 (n) ; … ; Sk-1 (n) } + T1 

     k et d sont des entiers d'ou Tn·2
d atteint en un nombre fini

d'iterations l'entier 1. 

     Par consequent, nous obtenons le theoreme suivant :

THEOREME 3
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     Quels que soient n et d € N*, si n € V , alors n·2d € V. 

4)  Décomposition de l'ensemble des vérifiés 

     Nous allons decomposer l'ensemble des verifies V en trois sous-
ensembles :

 

a)  un sous-ensemble fini A(n) constitue d'un bloc de depart [1 ; n]
d'entiers verifies (les calculs sur ordinateur ont par exemple permis de
montrer que tous les entiers inferieurs a n = 1020 verifient la conjecture
de Syracuse). 

b)  un sous-ensemble fini B(n) d'entiers impairs verifies appartenant a
[n+1 ; +∞[ (B(n) est constitue d'entiers impairs verifies, qui sont
superieurs a n, et qui sont apparus lors des verifications successives
des trajectoires de A(n), voir le théorème 1). 

c) un sous-ensemble infini C(n) d'entiers pairs verifies appartenant a
[n+1 ; +∞[ (C(n) est constitue de l'ensemble des entiers verifies
appartenant a A(n) et B(n) multiplies par l'ensemble des 2d , d € N*,
voir le théorème 3). 

     Nous pouvons remarquer que V est un ensemble infini. De plus,
chaque nouvelle trajectoire verifiee genere une infinite de nouveaux
entiers verifies. 
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PARTIE III  

  L'axe des vérifiés

     Considerons l'ensemble N*, comme un axe vertical, partant de 1 et
allant jusqu'a l'infini, constitue d'un empilement de carres egaux,
chaque carre, ou case, etant caracterise par sa valeur numerique
donnant son positionnement dans N*. 

     Nous allons appeler « axe des verifies » un tel axe, defini de la
maniere suivante : 
     La case pour une valeur numerique donnee est blanche si la valeur
en question n'appartient pas a V. La case en question est dite non-
verifiee.
     La case pour une valeur numerique donnee est noire si la valeur en
question appartient a V. La case en question est dite verifiee.
     Une case non-verifiee peut devenir verifiee. 
     Une fois qu'une case est verifiee, elle le reste en permanence.

     Si une trajectoire lors de ses iterations est egale a une case verifiee,
alors toutes les cases de la trajectoire sont verifiees et deviennent
noires (théorèmes 1 et 2). L'ensemble des cases qui ont une valeur
egale a 2d multipliee par la valeur d'une case verifiee sont verifiees,
pour tout entier d. (théorème 3)
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     En fonction de la parite des resultats des iterations, les suites
montent (grâce a une ou des iterations Impaires successives) ou
descendent (grâce a une ou des iterations Paires successives) le long
de l'axe des verifies.

     Au fur et a mesure des verifications successives des Tn , le nombre
d'entiers verifies le long de l'axe augmente (théorème 1).

     Considerons cet axe comme dote d'un ensemble de depart A(n).
Puisque cet axe a un ensemble de depart A(n), il est egalement dote
d'un ensemble fini B(n) et d'un ensemble infini C(n) (voir le point II
4)). 
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PARTIE IV

Les trajectoires majorées et sans cycles non-
triviaux sont vérifiées. 

     Prenons l'hypothese dans un premier temps que les trajectoires de
Syracuse que nous analysons sont toutes majorees et qu'elles n'ont pas
de cycles non-triviaux. Le probleme de l'axe des verifies se transforme
alors en un probleme de crible, de nature algorithmique.

     Le cas des cycles non-triviaux sera aborde par la suite (Partie VI).

     Le cas des trajectoires non majorees sera egalement analyse par la
suite (partie VII) : nous prendrons pour hypothese qu'il existe une
trajectoire divergente, donc, non-majoree, et nous etudierons les
probabilites d'existence d'une telle trajectoire.

1)  Le majorant M

     Supposons que l'axe des verifies est dote d'un ensemble de depart
A(n). Considerons la trajectoire ayant pour valeur de depart n', entier
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non-verifie. Nous supposons que la trajectoire de Syracuse de n' est
majoree par M.

2)   L'intervalle [n,M] contient des entiers vérifiés

     
     Sur l'intervalle [n ; 2n], tous les entiers pairs sont verifies, car tous
les entiers de A(n) sont verifies.
     Sur l'intervalle [2n ; 4n], la moitie des entiers pairs sont verifies.
     Sur l'intervalle [n·2i-1 ; n·2i], une proportion de 1/2i -1 de tous les
entiers pairs sont verifies.

     Ainsi l'intervalle [n ; M] contient au moins ces entiers verifies, tout
du moins pour ceux inferieurs a M. 

3)  Utilisation du crible des vérifiés

     On prend comme hypothese qu'il n'y a pas de cycle non-trivial dans
la trajectoire consideree. Ainsi la trajectoire de n' evolue entre 3 et M,
sans rentrer dans un cycle. 

     Par definition de l'application de Collatz, C(n) ≠ n pour tout entier n
€ N*. Comme la trajectoire est majoree par M et que nous avons
suppose qu'elle n'a pas de cycle non-trivial, la trajectoire va prendre
des valeurs a chaque fois differentes dans l'intervalle [3 ; M].

     Puisqu'il y a un nombre non nul d'entiers verifies dans l'intervalle
[n ; M], la trajectoire de Syracuse de n' n'a alors que trois choix : 
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a) Soit elle devient egale a un entier verifie de [n ; M] et est donc
verifiee. 

b) Soit, elle descend en dessous de n, devient egale a une valeur de
A(n), et est donc verifiee. 

c) Soit elle continue ses iterations, jusqu'a epuiser les possibilites
d'entiers non-verifies contenus dans [n ; M]. En effet, la trajectoire ne
peut pas etre egale a une constante, car C(n) ≠ n, et elle ne peut pas
etre egale deux fois a la meme valeur, sinon, nous serions en presence
d'un cycle non-trivial, car chaque trajectoire emprunte un chemin
clairement defini qui, s'il revient sur une valeur deja prise, rentrera
forcement dans un cycle non-trivial.
     Quand toutes les possibilites d'entiers non-verifies contenus dans
[n ; M] sont epuisees, l'etape suivante pour la trajectoire consiste a etre
egale a un entier verifie et donc a etre verifiee. 

Nous arrivons donc au resultat suivant :

THEOREME 4

     Considerons un axe des verifies avec un ensemble de depart verifie
A(n). Si la trajectoire de Syracuse de n', entier non-verifie quelconque,
est majoree, et qu'elle n'a pas de cycle non-trivial, alors elle est
verifiee.

     Nous pouvons deduire de ce theoreme que tant qu'il n'y a pas de
trajectoire non-majoree, c'est a dire divergente, et tant qu'il n'y a pas
de cycle non-trivial, les trajectoires avec des valeurs de depart
superieures a A(n) sont successivement et automatiquement verifiees.
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Les seuls problemes qui peuvent empecher ce processus de
verification sont donc la possibilite de trajectoires divergentes et de
trajectoires avec des cycles non-triviaux. Nous allons examiner les
probabilites d'existence de telles trajectoires (parties VI et VII). Pour
cela nous allons d'abord, dans la partie V, aborder la question des
graphes inverses.
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PARTIE V 

Les graphes inverses

1)   Présentation du problème

     Nous pouvons constater que l'application de Collatz n'est pas
injective car, pour ne prendre qu'un exemple, C(3) = C(10) = 5. Cela
veut donc dire que certaines valeurs peuvent avoir plusieurs
antecedents. 

     Definition : si nous appelons z l'antecedent de n par l'application de
Collatz, nous avons C(z) = n. 

     Ainsi 3 et 10 sont des antecedents de 5. Tout entier n admet au
moins un antecedent, venant d'une iteration paire, c'est le double de
l'entier en question. En effet C(2n) = n. Par contre, selon certaines
conditions que nous allons analyser, l'entier n peut avoir un antecedent
d'une valeur inferieure a n, venant d'une iteration Impaire.

     Prenons l'exemple de l'entier verifie 5 :
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     A partir du 5, en multipliant par les puissances de 2, le 10, le 20, le
40 et le 80 sont par exemple automatiquement verifies. Et certaines de
ces valeurs ont des antecedents impairs : 
on a par exemple C(3) = 5 ; C(13) = 20 ; C(53) = 80. Puisque les
entiers 3, 13 et 53 amenent par l'application de Collatz a un entier
verifie, ils sont verifies (théorème 2). Eux-meme auront des
antecedents, et ainsi de suite. Le 10 et le 40 n'ont pas d'antecedents
impairs, ils n'ont que des antecedents pairs.

     Nous voyons donc qu'a partir de l'entier 5, des antecedents sont
connus : 3, 10, 20, 40, 80. Ces antecedents ont eux-meme des
antecedents : 13, 53... Nous pouvons donc, a partir d'un entier
quelconque n, creer une infinite d'antecedents, car nous aurons au
moins l'infinite des n·2d comme antecedents.

2)   La construction des graphes inverses

     Nous allons presenter plus en detail ce que nous pouvons appeler le
graphe inverse de Collatz : 

    Supposons que nous partions d'un entier n, et que nous cherchions a
savoir si n a un antecedent impair m = 2k +1 tel que (3m + 1)/2 = n.

     On obtient facilement m = (2n – 1)/3. 

     D'ou 2k + 1 = (2n – 1)/3 et n = 3k + 2

 

     Donc, si n = 3k +2, n admet un antecedent impair de la forme m =
2k + 1.

     Si n = 3k, 2n – 1 = 6k – 1 qui n'est jamais divisible par 3.
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     Si n = 3k + 1, 2n – 1 = 6k + 1 qui n'est jamais divisible par 3.

     Donc, si n = 3k ou n = 3k + 1, n n'admet pas d'antecedents impairs.

     Nous pouvons alors definir la relation inverse de Collatz de n, qui
donne les antecedents de n, et que nous appellerons I :

 

    Definition :      Nous pouvons definir la relation de Collatz inverse I
qui associe a tout n, les entiers I(n), les antecedents de n, definis par : 

     I(n) = {2n} si n = 3k ou n = 3k + 1

     I(n) = {2n ; (2n – 1)/3} si n = 3k +2

     Nous voyons donc que I(n) nous donne les antecedents de n par
l'application de Collatz. A partir de la relation I, nous pouvons
constituer par iterations successives, le graphe inverse de Collatz d'un
entier n quelconque, que nous appellerons G(n).

     Definition :     A partir d'un entier n quelconque, nous recherchons
I(n), c'est a dire les antecedents de n. A la premiere etape, les elements
du graphe inverse G1(n) sont alors egaux a I(n). 

A la deuxieme etape, nous recherchons les antecedents des
antecedents que nous avons obtenus a la premiere etape. A la
deuxieme etape G2(n) est egal a G1(n) auquel on ajoute les nouveaux
antecedents que l'on vient de trouver.

A la (k+1) etape, nous recherchons les antecedents des antecedents
trouves a l'etape k . Gk+1(n) est egal a Gk(n) auquel on ajoute les
antecedents que l'on vient de trouver a l'etape (k+1).

     En reproduisant le processus d'une maniere infinie, nous obtenons
G(n), le graphe inverse de n. 

     Cela veut dire que toute trajectoire de Collatz, ayant comme point
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de depart tout entier appartenant a G(n), graphe inverse de n, amenera
forcement a n.

     Nous pouvons detailler ce processus de cette maniere :

     Supposons que I(n) = {n1 ; n2}

     On a alors G1(n) = {n1 ; n2}

     Supposons que I(n1) = {n3} et I(n2) = {n4 ; n5}

     On a alors G2(n) = G1(n) U { n3 ; n4 ; n5}

     Supposons que I(n3) = {n6 ; n7}, I(n4) = {n8} et I(n5) = {n9 ; n10}

     On a alors G3(n) = G2(n) U {n6 ; n7 ; n8 ; n9 ; n10}

     Et ainsi de suite.

     Prenons l'exemple de n = 17 :

     17 est de la forme 3k + 2. Donc I(17) = {34 ; 11}.

     On analyse ensuite I(34) = {68}   I(11) = {22 ; 7}

     Puis I(68) = {136 ; 45}   I(22) = {44}   I(7) = {14}

     Nous voyons donc que le graphe inverse G(17) est successivement
egal a :

     G1(17) = {11 ; 34}

     G2(17) = {7 ; 11 ; 22 ; 34 ; 68}

     G3(17) = {7 ; 11 ; 14 ; 22 ; 34 ; 44 ; 45 ; 68 ; 136}

     Toutes les valeurs de G3(17) ont des trajectoires qui menent a 17.
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     S3 (136) = 17

     S3 (44) = 17

     S2 (7) = 17

3)   Premiers résultats

a)   Tout d'abord, le graphe inverse d'un entier n inclut les graphes
inverses de tous les elements qui constituent le graphe inverse de n.
En effet, on calcule progressivement tous les antecedents de n, puis les
antecedents de ces antecedents, ceci d'une maniere infinie. Les
antecedents de chacun de ces antecedents, c'est a dire le graphe
inverse de chacun de ces antecedents, seront inclus dans le graphe
inverse de l'entier n de depart.

     Si G(n) = {n1 ; n2 ; … ; ni ; ni+1 ; ... } alors nous avons 

     G(n) = G(n1) U G(n2) U... U G(ni) U G(ni+1) U ...

     Nous obtenons donc le resultat suivant :

THEOREME 6

     Le graphe inverse d'un entier n inclut tous les graphes inverses des
elements qui composent le graphe inverse de n.
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b)     D'autre part, nous pouvons remarquer que le graphe inverse de
n'importe quel n est un ensemble infini. En effet, selon la construction
des graphes inverses, chaque graphe inverse G(n) comporte au moins
une infinite de valeurs correspondant a l'ensemble des 2d , quel que
soit d, multiplies par n.

     Nous obtenons donc le resultat suivant : 

THEOREME 7

     Le graphe inverse de n'importe quel entier n est un ensemble infini.

c)     De plus, supposons que nous cherchions le graphe inverse d'un
entier verifie n. Puisque chaque trajectoire de Syracuse ayant un
element du graphe inverse comme point de depart, amene a n, toutes
ces trajectoires sont verifiees (voir le théorème 1 et 2). Nous pouvons
donc dire que si n est verifie, tout le graphe inverse de n est verifie.

     Ainsi, nous obtenons le resultat suivant :

THEOREME 8

     Tous les elements du graphe inverse d'un entier verifie sont
verifies.

d)   Enfin, nous pouvons dire que si un seul element d'un graphe
inverse d'un entier quelconque est verifie, alors tout le graphe est
verifie.
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     En effet, toutes les trajectoires ayant une valeur de depart du
graphe inverse d'un entier quelconque n menent a cet entier n. Si une
des valeurs de ce graphe inverse est egale a un entier verifie, cela veut
dire que sa trajectoire mene a 1. Ainsi, la trajectoire egale a un entier
verifie mene a n, mais aussi a 1. Cela veut donc dire que n converge
vers 1, et que donc n est verifie. Comme n est verifie, tout son graphe
inverse est verifie (théorème 8)

     Nous arrivons donc au resultat suivant : 

THEOREME 9 

     Si un element d'un graphe inverse d'un entier quelconque est
verifie, alors tout le graphe inverse est verifie.

4) Application des résultats à G(1)

     Nous pouvons remarquer que tous les graphes inverses des entiers
verifies sont inclus dans le graphe inverse de 1, c'est a dire G(1), car,
par definition, toutes les valeurs de ces graphes inverses ont des
trajectoires qui menent a 1.

     Les graphes inverses des differents entiers verifies s'ajoutent sur
l'axe des verifies et viennent le noircir : chaque nouvel entier verifie
diminue le nombre de cases blanches, c'est a dire non-verifiees. Cela
se fait d'une maniere automatique, au fur et a mesure des iterations
permettant de decouvrir, avec l'algorithme decrit precedemment, de
nouveaux elements des graphes inverses des entiers verifies. 

     La question qui se pose est la suivante : est-ce que la reunion de
tous les graphes inverses de tous les entiers verifies, c'est a dire G(1),
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couvre N* ? Cela voudrait dire que G(1) remplit progressivement l'axe
des verifies, ne laissant plus aucun entier non-verifie. La conjecture de
Collatz peut d'ailleurs se reformuler de la maniere suivante : prouver
que le graphe inverse G(1) est egal a N*, ce qui equivaut a dire que
toutes les trajectoires convergent vers 1.

     Les verifications experimentales sur ordinateur prouvent que toutes
les trajectoires des entiers jusqu'a 102 0 convergent, sans exception,
vers 1. Cela veut dire que tous ces entiers jusqu'a 1020 sont contenus
dans G(1). Cela veut donc aussi dire que G(1) est au moins la reunion
de tous les graphes inverses des entiers jusqu'a 1020 sans exception.
Comme un graphe inverse contient une infinite de valeurs, on
comprend que la reunion de tous ces graphes inverses va remplir l'axe
des verifies en verifies, et que cet axe va s'obscurcir progressivement,
et d'une maniere irreversible. G(1) est deja, selon l'avancement de nos
connaissances, extremement grand, puisqu'il couvre completement
tous les entiers jusqu'a 1020, et inclut tous leurs graphes inverses.

        Les temps de vol maximum pour les entiers jusqu'a 102 0  ne
depassent pas 3000, cela veut dire qu'il faut un maximum de 3000
iterations pour une trajectoire de Syracuse pour aller d'un point de
depart quelconque dans [1 ; 1020 ]  jusqu'a 1 (voir sur le site internet de
Eric Rosendaal : ericr.nl « 3x+1 delay records »). Cela veut donc aussi
dire, dans le sens inverse, qu'un maximum de 3000 iterations du
graphe inverse de 1 suffisent a couvrir entierement l'intervalle [1 ; 1020

] en verifies.  

      Cependant le graphe G3000(1) s'etend, sans aucun doute, bien au-
dela de la limite de [1 ; 102 0 ], ou tous les entiers sont verifies d'une
maniere sûre, et que l'on pourrait identifier a l'ensemble de depart
A(n) (voir partie II point 4)). Au dela de cette limite se melangent
des entiers appartenant a G3000(1) et des entiers pas encore verifies. Ce
melange de verifies et de non-verifies est present depuis la borne
superieure de A(n), qui est de 1020  environ pour G3000(1), comme nous
venons de le voir, jusqu'a 23000  qui est la borne superieure de G3000(1). 
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     On peut noter qu'aux alentours de 23000  il y aura peu d'elements de
G3000(1). Au contraire, si on appelle n' le premier entier non verifie au
dessus de la borne superieure de A(n), il est tres probable que cet
entier n' soit entoure de beaucoup de verifies et que l'ensemble des
non-verifies, c'est a dire l'ensemble des cases non-verifiees restantes
dans les alentours de n', soit extremement discontinu. Plus A(n)
deviendra grand et plus l'ensemble des entiers non-verifies au dessus
de la borne superieure de A(n) risquera de devenir discontinu. Les
valeurs non-verifiees restantes seront en quelque sorte les derniers
elements attendant d'etre verifies lors des prochaines iterations de
G(1), cet ensemble devenant de plus en plus enorme et remplissant
progressivement l'axe des verifies. 

     Cette forte concentration en entiers verifies dans la proximite de la
borne superieure de A(n) risque de rendre difficile les debuts d'une
eventuelle trajectoire non-verifiee. En effet, une trajectoire non-
verifiee doit aller d'entiers non-verifies a entiers non-verifies sans
jamais etre egale a un entier verifie. Dans ce contexte, les premieres
iterations de n', le premier entier non-verifie au dessus de A(n),
risquent d'etre rapidement egales a un entier verifie.

         Quand on voit que 3000 iterations de construction de G(1)
suffisent a verifier l'ensemble des entiers sur des centaines de milliards
de milliards d'entiers, on peut se demander quelle sera la borne
superieure de A(n) lorsque des milliards et des milliards d'iterations
construisant chaque graphe inverse de chaque entier verifie seront
appliquees : il est tres probable que plus le nombre d'iterations
appliquees a G(1) augmentera, et plus l'ensemble de depart A(n)
couvrira progressivement des intervalles de plus en plus grands de N*.

     Nous devons noter que la construction des graphes se fait d'une
maniere algorithmique. Cette approche est donc dependante du temps.
Cependant, nous pouvons considerer l'ensemble du graphe inverse de
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1, ou de n'importe quel autre entier, comme deja existant : l'ensemble
de ces valeurs amenant a 1 sont, a un niveau philosophique, existantes,
deja presentes, vraies, reelles, meme si nous n'avons pas la
confirmation algorithmique et numerique exacte de toutes ces valeurs
au moment present. L'approche algorithmique ne fait que reveler pas a
pas l'etendue infinie et reelle de chaque graphe inverse, et notamment
celui de G(1). 

5)   Hypothèse que G(1) ne couvre pas tout N*

     Nous avons vu que la reunion de milliards de milliards de graphes
inverses d'entiers deja verifies rend l'axe des verifies de plus en plus
sombre. Ceci laisse a penser que G(1) couvre tout N*.
 
     Supposons que G(1) ne couvre pas tout N*. Cela signifierait qu'il
existe des entiers dont la trajectoire ne converge pas vers 1. Cela
voudrait dire que les entiers qui ne rentrent pas dans G(1) font partie
d'une trajectoire divergente, ou d'un cycle non-trivial (en effet ce sont
les seuls cas qui restent, car une trajectoire majoree et sans cycle non-
trivial est automatiquement verifiee, voir la partie IV). 

     Quel est, alors, le sens des cases blanches restant sur l'axe des
verifies, au dessus de A(n), symbolisant les hypothetiques derniers
entiers non-verifies ayant echappe a la reunion de plus en plus enorme
des milliards de milliards de graphes inverses d'entiers verifies ? Il
faut avouer que ces cases blanches sur l'axe des verifies, de plus en
plus rares et de plus en plus discontinues, ont de moins en moins de
sens. En effet, comment rejoindre entre eux ces entiers non-verifies de
plus en plus isoles ? Toute trajectoire partant de la valeur de depart n',
premier entier non-verifie superieur a A(n), aura de tres grandes
probabilites de rencontrer un entier verifie avant de rejoindre un autre
entier non-verifie. En effet, au fur et a mesure des iterations
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construisant les graphes inverses de tous les entiers verifies,
l'ensemble des non-verifies devient de plus en plus discontinu. Plus le
nombre d'iterations menant d'entiers non-verifies a entiers non-verifies
doit etre long, et plus les probabilites de l'existence d'une telle
trajectoire vont en diminuant. Peu de solutions sont proposees aux
entiers non-verifies, a part se transformer en entier verifie. 

     Plus nous verifions d'entiers grâce aux iterations de G(1), et plus
les probabilites pour les trajectoires de Syracuse restantes de
rencontrer un entier verifie augmentent, ce qui les amenent a etre de
plus en plus rapidement verifiees, et a ainsi creer encore plus de
verifies. En effet, toutes ces trajectoires verifiees et tous ces graphes
inverses n'evoluent que sur un seul et meme axe, l'axe des verifies,
qui, au fur et a mesure de chaque verification de trajectoire ou
d'avancee de G(1), se remplit en entiers verifies.

     Nous pourrions resumer cela de la maniere suivante : les dernieres
hypothetiques cases blanches, symbolisant les entiers non-verifies et
restant a verifier, se verifient en quelque sorte d'elles-memes, car ces
entiers non-verifies qui restent sont de plus en plus entoures d'entiers
verifies : les trajectoires qui auraient pu « soutenir » l'evolution de ces
valeurs non-verifiees vers une divergence, ou un cycle non-trivial (en
effet, ce sont les seuls cas qui restent, voir la partie IV et le
théorème 4), ne peuvent pas se deployer, sans rapidement etre egales
a un entier verifie, car ceux-ci sont omnipresents (comme le montrent
les verifications experimentales couvrant tous les entiers jusqu'a 1020

pour G3000(1)). Ainsi, les dernieres trajectoires comportant des entiers
non-encore verifies se verifient d'une maniere de plus en plus rapide,
quasi-automatiquement, car il y a un manque de non-verifies.
Certaines approches « probabilistes » du probleme de Syracuse,
amenent a la conclusion que presque toutes les trajectoires convergent
vers 1 (voir par exemple T.Tao : Almost all orbits of the Collatz map
attain almost bounded values). Dans l'optique de l'axe des verifies, de
telles trajectoires avec des possibilites de divergence, ou comportant
des risques de cycle non-trivial, et qui ont des probabilites quasiment
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nulles d'exister, n'auraient en quelque sorte pas assez « d'espaces
libres », de cases blanches, c'est a dire d'entiers non-verifies, pour se
« deployer ». Cela va etre le theme des prochaines parties VI et VII.
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PARTIE VI

La question des cycles non-triviaux

     Dans la partie IV nous avons montre que toutes les trajectoires
majorees et qui n'ont pas de cycles non-triviaux, sont verifiees. Nous
allons maintenant examiner l'hypothese qu'une des trajectoires puisse
avoir un cycle non-trivial. Si nous prenons comme hypothese qu'il
existe un cycle non-trivial dans une des trajectoires, alors, cette
trajectoire est majoree, car la trajectoire ne peut pas a la fois rentrer
dans un cycle non-trivial et diverger. Les deux propositions sont
contradictoires. En effet, des qu'une trajectoire rentre dans un cycle
non-trivial, elle continue a repeter ce cycle d'une maniere infinie. La
trajectoire est majoree par la valeur maximale M du cycle non-trivial,
ou par la valeur maximale M' prise par la trajectoire avant de rentrer
dans le cycle non-trivial. Dans les deux cas la trajectoire ayant un
cycle non-trivial est majoree et evolue sur un axe des verifies de plus
en plus rempli en verifies.

     On peut remarquer egalement que s'il existe une trajectoire avec un
cycle non-trivial, alors il existe une infinite de trajectoires avec un
cycle non-trivial. En effet, considerons le graphe inverse de n'importe
quelle valeur de la trajectoire ayant un cycle non-trivial. Toutes les
valeurs de ce graphe inverse auront des trajectoires qui meneront a la
trajectoire ayant un cycle non-trivial. De plus, le graphe inverse de
n'importe quel entier est infini (théorème 7). 
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     Nous obtenons donc le resultat suivant : 

THEOREME 10

     S'il existe une trajectoire avec un cycle non-trivial, alors il existe
une infinite de trajectoires avec un cycle non-trivial.

     Aucun element du graphe inverse des valeurs du cycle non-trivial
ne peut avoir de valeurs egales a un entier verifie (théorème 9) car si
une seule de ces valeurs est egale a un entier verifie, cela veut dire
qu'au moins un terme du cycle non-trivial converge vers 1, ce qui
serait contradictoire avec le fait que la trajectoire a un cycle non-
trivial.

     Nous obtenons donc le resultat suivant : 

THEOREME 11

     Si une seule des valeurs de la reunion des graphes inverses de tous
les termes d'un hypothetique cycle non-trivial est egale a un verifie,
alors le cycle ne peut pas exister et toutes ces valeurs convergent vers
1.

     En plus du théorème 11, les caracteristiques d'un cycle non-trivial
dans une trajectoire de Syracuse font que ceux-ci sont soumis a
diverses contraintes. Une analyse effectuee par S. Eliahou sur la
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structure des cycles non-triviaux dans les trajectoires de Syracuse (S.
Eliahou : The 3x+1 problem : new lower bounds on non-trivial cycle
lengths) affirme que si les 252  premiers entiers sont verifies (ce qui est
le cas, puisque les 26 8  premiers entiers sont verifies) alors la borne
inferieure pour le nombre d'iterations d'un cycle non-trivial sera de
187363077. Nous savons egalement que plus l'ensemble de depart des
entiers verifies A(n) augmente, plus la borne inferieure pour le
nombre d'iterations d'un cycle non-trivial augmente. Si la borne
superieure de A(n) est superieure a 21000, alors la borne inferieure pour
le cycle non-trivial sera approximativement de 3,45·10500 .

     Nous sommes donc en face d'une double contrainte : plus
l'ensemble croissant que constitue la reunion des multiples graphes
inverses de tous les entiers deja verifies (au fur et a mesure des
iterations successives de ces graphes) remplit l'axe des verifies, et
moins il y a d'entiers non-verifies disponibles sur l'axe des verifies.
Cela amene, selon toute probabilites, a un ensemble A(n) de plus en
plus grand. Or, plus l'ensemble de depart des entiers verifies A(n)
augmente et plus la borne inferieure pour le nombre d'iterations d'un
cycle non-trivial augmente, jusqu'a prendre des valeurs extremement
grandes.

     Un cycle non-trivial doit necessairement, car il ne peut pas tendre
vers 1, aller d'entiers non-verifies a entiers non-verifies. Il semble
difficile d'imaginer des cycles non-triviaux d'une longueur minimale
de plusieurs centaines de millions d'entiers non-verifies sans etre
egaux a un entier verifie, dans le contexte d'un ensemble des verifies
de plus en plus enorme, amenant a une disparition progressive des
entiers non-verifies. Nous avons estime dans la partie V point 4), que
les intervalles proches de A(n) etaient denses en verifies. Un eventuel
cycle non-trivial devra lui aussi passer a travers ces intervalles denses
en verifies, sans jamais etre egal a un verifie.

    Nous pouvons rajouter que ces entiers verifies constituant la
longueur minimale d'un cycle non-trivial devraient etre, non pas pris
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au hasard, mais parfaitement ordonnes selon les proportions propres
aux caracteristiques des trajectoires de Syracuse. Cela reduit d'autant
les probabilites d'existence d'un tel cycle non-trivial. De plus, le
théorème 10 nous montre que s'il existe un cycle non-trivial, une
infinite de trajectoires avec des cycles non-triviaux existe, et rend
cette possibilite encore plus improbable. Cela voudrait dire qu'une
infinite d'entiers non-verifies existent, ce qui est en contradiction avec
le fait, montre par diverses approches probabilistes, ainsi que par les
graphes inverses, que la probabilite d'existence d'entiers ne verifiant
pas la conjecture est quasi-nulle. Le caractere de plus en plus
discontinu de l'ensemble des non-verifies, rend fortement improbable
l'hypothese de l'existence d'un cycle non-trivial d'un minimum de
plusieurs centaines de millions d'iterations avec des entiers non-
verifies. De plus, le théorème 11, impose a toutes les valeurs des
graphes inverses des valeurs d'un hypothetique cycle non-trivial de ne
jamais etre egales a un entier verifie.  

     Nous obtenons donc le resultat suivant :

RESULTAT 1

       La probabilite pour qu'il existe une trajectoire de Syracuse avec
un cycle non-trivial est extremement faible.
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PARTIE VII

La question des trajectoires divergentes

    Dans la partie IV nous avons montre que si toutes les trajectoires
sont majorees et qu'elles n'ont pas de cycles non-triviaux, alors elles
sont verifiees. Nous venons d'examiner l'hypothese que les trajectoires
peuvent avoir des cycles non-triviaux. Nous en avons conclu que la
probabilite pour qu'une trajectoire ait un cycle non-trivial est tres
faible.
     Nous allons examiner maintenant la deuxieme partie des
hypotheses laissees irresolues dans la partie IV, c'est a dire le fait
qu'une trajectoire puisse etre divergente, c'est a dire qu'elle ne puisse
pas etre majoree.

     Nous pouvons remarquer dans un premier temps que s'il existe une
trajectoire divergente, alors il en existe une infinite. Considerons le
graphe inverse de n'importe quelle valeur de la trajectoire divergente.
Toutes les valeurs de ce graphe inverse auront des trajectoires qui
meneront a la trajectoire divergente. De plus, le graphe inverse de
n'importe quel entier est infini (théorème 6). 

     Nous obtenons donc le resultat suivant : 

THEOREME 12
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    S'il existe une trajectoire divergente, alors il existe une infinite de
trajectoires divergentes.

     S'il existe une trajectoire divergente, cela veut dire que chaque
majorant atteint par la trajectoire est depasse par d'autres majorants, et
cela d'une maniere infinie. Cela veut dire que la trajectoire evolue
dans les limites d'un majorant, comme nous l'avons vu dans la partie
IV, sans etre egale a un verifie, puis depasse ce majorant, evolue dans
les limites d'un nouveau majorant sans etre egale a un entier verifie,
puis le depasse de nouveau, et ainsi de suite d'une maniere infinie. Le
probleme que nous avions a trouver plusieurs centaines de millions
d'entiers non-verifies pour esperer reunir les conditions minimales
pour l'existence d'un cycle non-trivial, est le meme pour trouver une
infinite de valeurs non-verifiees en ce qui concerne une trajectoire
divergente. La encore, il y a une difficulte : realiser une infinite
d'iterations en allant d'entiers non-verifies a entiers non-verifies, sans
jamais etre egale a un entier verifie, dans le contexte d'un ensemble
des verifies en augmentation constante, et avec une probabilite quasi
nulle d'existence d'entiers ne verifiant pas la conjecture. C'est un peu
comme si l'ensemble de plus en plus discontinu des entiers non-
verifies ne pouvait pas « soutenir » une infinite de trajectoires
divergentes qui necessiteraient une infinite de non-verifies, sans
jamais etre egales a un entier verifie.

     Nous arrivons donc au resultat suivant :

RESULTAT 2

     La probabilite pour qu'il existe une trajectoire de Syracuse
divergente est extremement faible. 
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PARTIE VIII

Conclusion

     Nous avons montre dans la partie IV que toutes les trajectoires de
Syracuse qui etaient majorees et sans cycle non-trivial etaient verifiees
sans exception. Nous avons vu dans les parties VI et VII que les
probabilites pour qu'une trajectoire de Syracuse soit divergente ou ait
un cycle non-trivial sont extremement faibles. Ceci est dû
principalement a deux causes : d'une part, les graphes inverses, et
d'autres approches probabilistes, nous montrent que les probabilites
d'existence d'entiers ne verifiant pas la conjecture de Syracuse sont
faibles. D'un autre côte, un seul entier ne verifiant pas la conjecture
implique l'existence d'une trajectoire divergente, ou d'un cycle non-
trivial, et donc l'existence d'une infinite d'entiers ne verifiant pas la
conjecture. En effet tous les elements des graphes inverses de tous les
termes du cycle non-trivial ou de la trajectoire divergente devront etre
non-verifies. Ce decalage entre un nombre estime assez faible d'entiers
ne verifiant pas la conjecture, et la necessite d'avoir une infinite
d'entiers non-verifies pour soutenir une hypothetique trajectoire
divergente ou un hypothetique cycle non-trivial d'une longueur
minimale de plusieurs centaines de millions de termes, amene a penser
que les probabilites d'existence d'une trajectoire divergente ou d'un
cycle trivial sont extremement faibles. 
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     En resume, nous sommes face a deux hypotheses contradictoires : 

a) Premiere hypothese, il n'y a pas de trajectoires divergentes, ni de
cycles non-triviaux, toutes les trajectoires rentrent dans le cadre de la
partie IV, et sont donc verifiees. La conjecture de Collatz est verifiee,
nous avons la confirmation que G(1) = N*, car toutes les trajectoires
tendent vers 1.

b) Deuxieme hypothese, il y a au moins un entier non-verifie, ce qui
veut dire qu'aucun element des graphes inverses d'un minimum de
plusieurs centaines de millions d'entiers non-verifies ne doit etre egal a
un entier verifie. 

    L'etude que nous venons de mener montre que les probabilites que
G(1) = N* sont extremement fortes, et que les probabilites de
l'existence d'une suite divergente ou d'un cycle non-trivial sont
extremement faibles.

     L'interet theorique de l'axe des verifies est que de multiples
recherches peuvent se greffer sur ce concept. Nous avons vu par
exemple que certains resultats sur la structure des cycles non-triviaux
permettent de placer des contraintes qui rendent l'existence de tels
cycles difficiles. En croisant divers resultats, qu'ils viennent du
domaine des graphes inverses, d'approches probabilistes, de
verifications statistiques, ou de bien d'autres domaines, nous pouvons
progresser dans notre certitude que la conjecture est verifiee. Moins il
y a de cas theoriques ne verifiant pas la conjecture, et moins les
trajectoires de ces cas theoriques de plus en plus rares auront d'espace
libre sur l'axe des verifies pour se mouvoir : en effet, il faut deja, dans
l'etat actuel de nos connaissances, un tres grand nombre d'entiers non-
verifies pour pouvoir esperer mettre en place une trajectoire
possiblement non-verifiee.

      L'interet des graphes inverses est que ceux-ci sont accessibles au
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calcul. Un programme tout simple permettrait de calculer les graphes
inverses de n'importe quel entier. Il semble beaucoup plus interessant,
au niveau de la rapidite de calcul, de calculer directement les valeurs
successives de G(1), plutôt que de verifier une a une toutes les
trajectoires de l'intervalle [1 ; 1020 ]. En effet, moins de 3000 iterations
de G(1) permettent de verifier l'ensemble des entiers de l'intervalle [1 ;
1020 ] (voir partie V point 4)). 

     En realisant ce travail d'iterations sur G(1), nous pourrions
examiner la vitesse d'evolution de cet ensemble, et notamment de
l'ensemble de depart des entiers verifies A(n) qui le constitue. Nous
pourrions egalement examiner la structure de l'ensemble des entiers
non-verifies au dessus de la borne superieure de A(n) afin d'evaluer
les difficultes qu'auraient les trajectoires non-verifiees restantes, a
s'extraire de la zone dense en verifies qui se situe au dessus de A(n),
sans etre egales a une valeur verifiee.

     De plus en plus de demonstrations tendent a prouver que la
conjecture est verifiee. Il s'agirait de mettre bout a bout toutes ces
demonstrations pour acquerir la quasi-certitude que la conjecture de
Collatz est verifiee. Cela serait une solution approchee au probleme en
attendant une hypothetique solution definitive, sûre et certaine. Il est
cependant tres possible que le probleme de Collatz soit indecidable
(voir J.H Conway : on unseattleable arithmetical problems). Cela
expliquerait peut-etre pourquoi aucune solution definitive a ce
probleme n'est trouvee depuis plus de 80 ans.
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