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内容摘要 本文采用一个标准的方法严格证明，在整个复平面上黎曼 Zeta 函数方程都没有非平凡零

点，平凡零点只出现在实轴上。将黎曼 Zeta 函数方程中的各个量都写成实部和虚部相加的形式，令

),(),)( 21 baibaiba   （ ，代入 Zeta 函数方程的两边进行比较，得到关于 a和b的一个方程

组。本文证明该方程组只有平凡零点解，没有非平凡零点解。因此 Zeta 函数方程非平凡零点只能出

现在 ),1 ba（ 和 ),(2 ba 同时等于零的情况下。利用无穷级数的比较方法，本文证明 ),1 ba（ 和

),(2 ba 不可能同时等于零。因此黎曼 Zeta 函数方程没有非平凡零点，黎曼猜想不成立。
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一 前言

作者在文章《黎曼 Zeta 函数方程的不一致性问题》中证明，黎曼 Zeta 函数方程的值在复平面的

实轴上存在严重的矛盾。导致这种不一致性的原因在于，黎曼 1859 年的推导 Zeta 函数方程的原始

论文中，存在四个基本的错误，以至于黎曼 Zeta 函数方程是不成立的，因此黎曼猜想也就变得没有

意义【1】。

目前在黎曼 Zeta 函数零点的计算中，一般都采用级数展开的近似方法。Zeta 函数方程的实部和

虚部经常被混在一起，使问题变得复杂化。由于解析函数需要满足的柯西—黎曼定理被破坏，得到

的非平凡零点实际上都不是严格的 Zeta 函数真正的零点【1】。

本文假设黎曼 Zeta 函数方程仍然成立，继续讨论黎曼 Zeta 函数方程的零点问题。文中提出一种

标准的方法，将 Zeta 函数方程的实部和虚部完全分开。然后将方程两边的实部和虚部分别进行比较，

严格证明 Zeta 函数方程在整个复平面上没有非平凡零点，平凡零点都位于实轴上。在实轴 2/1a 的

点上，Zeta 函数的值是无穷大，而不是零，由此证明黎曼猜想不成立。

黎曼 Zeta 函数有两种形式，一种是级数求和形式，另外一种是积分形式。Zeta 函数的级数求和

形式是更基本的，写为：
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其中 ibas  是一个复数。在（1）式的基础上，黎曼引入 )(s 函数和复变函数围道积分，导出以

下 Zeta 函数代数方程（简称 Zeta 函数方程）【2】【3】【4】：
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按照（1）式的定义，有：
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就可以将（2）式写为：

)1()1()2/sin()2(2)( 1 ssss s    1)Re( s （4）

按照目前一般的理解，（4）式被认为是考虑到复延拓后 Zeta 函数的新定义，其定义域从（1）

式的 1)Re( s 延拓到除了 1)Re( s 点外的整个复平面。然而仔细考察黎曼的推导过程，就会发现，

（4）式中的 )(s 只是一种简化符号表述形式，它的原始形式应当是（2）式。因此（4）式并不是

Zeta 函数新的定义，而是黎曼发现的 Zeta 函数 )(s 和 )1( s 之间的一种关系。由于 )(s 仍然用

（1）式来描述，（4）式的定义域仍然应当是 1)Re( s ，而不是黎曼认为的 1)Re( s 。

在（4）式的基础上，黎曼进一步引入函数【5】：
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（5）

利用雅可比函数的性质 )/1()( xxx   ，黎曼证明这个函数具有对称性 )1()( ss   。由于 )(s
和 )(s 被认为有相同的非平凡零点，黎曼猜想的讨论一般采用（5）式。

黎曼在 1859 年的原始论文中提出，Zeta 函数方程的所有非平凡零点可能都落在复平面

2/1)Re( s 的临界线上。一百多年来，数学家对黎曼猜想做了大量的研究，试图证明或者证伪黎

曼猜想，但都不成功，黎曼猜想成了世界难题。

作者在论文【1】中证明，在复平面的实轴上，黎曼 Zeta 函数方程的两边是不相容的。（2）式

的左边是一个有限值时，右边可能是一个无穷大，反之亦然。文章同时还证明，在复平面的实轴上，

黎曼 Zeta 函数方程只在 2/1a 的点上成立【1】。然而在这个点上，黎曼 Zeta 函数方程的值是无

穷大，而不是零，黎曼猜想不成立意义。

导致 Zeta 函数方程不成立的原因在于，黎曼原始论文的推导过程存在四个基本错误，它们是：

1. 黎曼在推导 Zeta 函数积分形式时，忽略了绕坐标原点的严格积分项。该项在 Re(s)>1 时收敛，

在 Re(s)<1 时是发散的。经过复延拓后，黎曼 Zeta 函数没有改变其级数求和形式的发散性，在 Re(s)>1

时仍然是没有意义的，因此黎曼 Zeta 函数方程（2）和（4）式不成立。

2. 黎曼在推导 Zeta 函数积分形式时，采用了一个求和公式。该公式在积分下限 0x 是无穷大，

因此这个公式不能用，Zeta 函数的积分形式不成立。

3. 由于黎曼 Zeta 函数积分的下限为零，被积函数不是一致收敛的，积分号与求和号是不可以交

换的。然而黎曼把它们看成是可交换的，导致 Zeta 函数的积分形式不成立。

4. 黎曼在论文中使用了雅可比函数公式 )/1()( xxx   ，该公式成立的条件是 0x 。由于

黎曼的推导过程涉及到积分的下限是 0x 【5】。因此这个公式也不能用，黎曼 Zeta 函数的对称性

关系 )1()( ss   不存在。

文中讨论了黎曼 Zeta 函数的零点计算问题。目前通过人工计算和计算机数值方法证明，在复平

面 2/1a 的直线上存在非常多的b能使 Zeta 函数等于零，数目已经超过十万亿个【6】。文章指出

这种计算采用的都是近似方法，比如将（5）式展开成称为黎曼-西格尔公式的无穷级数，然后计算

不同项数的多项式的零点【7】。这种做法破坏了解析函数需要满足的柯西—黎曼公式，得到的都不



是严格的 Zeta 函数真正的零点。

本文假设黎曼 Zeta 函数方程仍然成立，从更一般的角度来讨论 Zeta 函数方程的零点问题。具体

的做法是，将（5）式中的每个部分都写成实部和虚部分离的形式，令 021   i 和

021   i 。各项相乘后将方程的实部和虚部彻底分离，再分别讨论实部和虚部的零点。

首先假设 01  和 02  ，但 01  和 02  ，由此得到关于 a和b的一个方程组。本文证明

该方程组的零点是 1a 和 0b ，它只是平凡零点，不是非平凡零点，因此方程（5）没有非平凡零

点。采用相同的方法证明，在 01  和 02  的条件下，方程（4）也没有非平凡零点，平凡零点

在实轴 na 2 （  2,1,0n ）和 0b 的点上。

因此为了得到（4）和（5）式的非平凡零点，唯有令 1 和 2 同时等于零。利用无穷级数比较的

方法，本文证明 1 和 2 不可能同时等于零。因此黎曼 Zeta 函数方程没有非平凡零点，黎曼猜想不

成立。

二 黎曼 Zeta函数方程（5）没有非平凡零点的证明

以下假设（4）和（5）式仍然成立，先讨论（5）式的零点，下一节再讨论（4）式的零点。

定理 1. 在复平面上，如果 Zeta 函数 )(s 的实部和虚部都不等于零，Zeta 函数方程（5）式就没

有非平凡零点，平凡零点在实轴 1a 和 0b 的点上。

证：将（5）式的 )(s 和 )(s 写成实部与虚部分离的形式，令：
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),(),()( 21 baibas   （7）

1 和 2 是实函数， 1 和 2 也是实函数。利用公式
tet ln ，有：
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就有：
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1G 和 2G 都是实函数。此外，实数的 Gama 函数定义为【8】：
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令 ibasa  ，就得到复延拓的 Gama 函数。在（5）式中，我们有：
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1 和 2 也都是实函数。（5）式就可以写为：
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按照（6）式，将（16）式的虚部和实部分开，就有：
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如果（5）式有零点，它的实部和虚部就必须同时等于零。令 01  ， 02  ，得：
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设 01  和 02  ，从（19）式解出：
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代入（20）式，得：
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由于是两项的平方和，（23）式的解只能是两项同时等于零，即：

01221  GG （24）
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从（25）式得 1221 /GG  ，代入（24）式，得 02
2

2
1 GG 。同样地，我们有 01 G 和 02 G 。

按照（11）式，就有：
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把（26）和（27）式平方后相加，得：
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（28）式意味着 0)1( 2  baa 和 0)12( ab ，其解是 10，a 和 0b 。显然它们都是平凡的

零点，而且都在 0b 的实轴上。除此之外，就没有非平凡零点。事实上，由于 02/ s ，这个解

就是令（9）式等于零的结果。对于 0)1( ss ，令其实部和虚部同时等于零，得 0)1( 2  baa
和 0)12( ab ，其解就是 10，a 和 0b 。显然，黎曼猜想的 1/2a 不是（28）式的解。

以上结果与 )(s 函数无关，我们还要考虑 )(s 函数的零点问题。显然在 0b 的情况下，用（15）

式表示的 ),(1 ba 和 ),(2 ba 是不相等的，除非 )ln4/( tb  ， 2/2sin(blnt)cos(blnt)  。然

而b是一个常数， t是一个积分变数，因此 )ln4/( tb  因此 sin(blnt)cos(blnt)  ， ),(1 ba 和

),(2 ba 不可能同时等于零（如果它们有零点）。也就是说与实的 )(a 函数一样，经过复延拓的 )(s
函数也是没有零点的。

已知在 0b ， 02/ a 或 0a 时 )2/(a 收敛。在  ,2,1,02/a ，或  ,4,2,0a
时， )2/(a 发散【7】。因此考虑 )2/(s 函数后，（28）式在 0a 时的零点被消除，（5）式的

平凡零点是 1a 和 0b 。定理 1 证毕。

除此之外，要使 0)( s ，还存在 1 和 2 同时等于零的可能性。这就涉及 Zeta 函数级数求和

形式是否能够等于零的问题，我们将在第五章中讨论。

三 Zeta函数方程（4）没有非平凡零点的证明



定理 2. 在复平面上，如果函数 )1( s 的实部和虚部不同时等于零，Zeta 函数方程（4）式就

没有非平凡零点。平凡零点位于 0b 和 na  （  4,3,2,1,0n ）的实轴上。

证：令 )()( ss   ，将（4）式写为：
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按照现在的理解，方程左边的 )(s  是经过复延拓的 Zeta 函数，其形式与（1）式可以不一样。但方

程（4）右边的 )1( s 仍然具有（1）式的形式，这是由于黎曼在推导过程的最后一步用了（3）式。
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令：  2ln2/)1( baA   2ln2/)1( baB  （33）

可以将（32）式写成：
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  BiBeAiAe bba sincossincos)2( 2/2/1 

 







  BeAeiBeAe bbbba sinsincoscos)2( 2/2/2/2/1  （34）

）（ BeAeG bba coscos)2( 2/2/1
1

  

）（ BeAeG bba sinsin)2( 2/2/1
2

  
（35）

A，B， 1G 和 2G 都是实函数。按照复延拓的 Gama 函数的定义，有【7】：










 
0

ln

00

)1( dtetedtttedttes tibatibatst



  ),(),()lnsin()lncos( 21
0

baibadttbitbte at  



（36）





0

1 )lncos(),( dttbteba at 



0

2 )lnsin(),( dttbteba at
（37）

1 和 2 也都是实函数。（4）式就可以写为：

   21212121  iiiGGi 

    2122112211   GGGG

    



  2221111221  GGGGi （38）

将虚部和实部分开，就有：

    21221122111   GGGG （39）

    22211112212   GGGG （40）

如果黎曼 Zeta 函数有零点，它的实部和虚部就必须同时等于零。令 01  ， 02  ，按照相同的程

序，同样可以得到：

01221  GG （41）

02211  GG （42）

从（42）式得 1221 /GG  ，代入（41）式，得 02
2

2
1 GG 。由于

2
1G 和

2
2G 都不可能是负数，因

此唯有 01 G 和 02 G 。按照（35）式，就有：

0coscos 2/2/  BeAe bb 
（43）

0sinsin 2/2/  BeAe bb 
（44）

把它们各自平方后相加，得：

)(cos2 BAee bb  
（45）

将它们各自平方后相减，得：

)cos(22cos2cos BABeAe bb  
（46）

将（33）式代入（45）和（46）式，得：

)(cos2  aee bb 
（47）

)2ln2cos(2)2ln2cos()2ln2cos(   bbaebae bb  
（48）

如果 0b ，将
be 和

be 展开成级数，可证 2  bb ee 。然而 2)(cos2 a ，（47）式不成立。



因此（47）式的解是 0b 和 na  ， n是奇数时取正号， n是偶数是取正负号。它代表 Zeta 函数

的平凡零点，而且都在实轴上。在这种情况下，（47）式和（48）式变成一样，有相同的解。

如果 2/1a ，b取任意值，则有 0)2/(cos2  ，但 0  bb ee ，（47）式仍然不成立，

因此 2/1a 不是（4）式的零点。事实上，由于 0)2( is ，这个解就是在（29）式中令 0)2/sin( s
的解，也与函数无关。

但如果在（37）式中令 0b 和 1 aa ，则在 0a 时 1 。由于 aa  1 ，这意味

着在 1a 和 0b 时 1 。因此在  6,4,2a 时，（4）式相应的零点会被消除。Zeta 函数

方程（4）式的平凡零点只出现在 0b 和 na  （  ,3,2,1,0n ）的点上。定理 2 证毕。

因此如果方程（4）式存在非平凡零点，只能考虑 1 和 2 同时等于零的情况。与（5）式的情况

一样，涉及到 Zeta 函数的求和形式本身是否有零点的问题。按照（1）式，有：

),1),1)1( 21 baibas  （（ 

  sss n111

1
3
1

2
11

  nibaibaiba enee ln13ln12ln1 321

  )lncos()3lncos(3)2lncos(21 111 nbnbb aaa

  )ln(sin)3ln(sin3)2ln(sin2 3-2-1- nbnbbi aaa
（49）

就有：

  )lncos()3lncos(3)2lncos(21),1( 111
1 nbnbbba aaa （50）

 )ln(sin)3ln(sin3)2ln(sin2),1( 3-2-1-
2 nbnbbba aaa （51）

我们在下一章讨论（50）和（51）式的零点问题。

四 黎曼 Zeta函数的级数求和没有零点的证明

4.1 Zeta函数级数求和公式的收敛性

为了讨论 Zeta 函数级数求和形式的零点，需要先讨论它的收敛性。如果（1）式中 as  是实数，

1a 时级数发散，就没有零点。当 1a 时级数收敛，求和结果大于零，（1）式也没有零点。证明

摘录如下【8】。设 1)Re(  as ，采用欧拉素数乘积公式，有：









  

p

aa

p

a

p
pppa )1ln(exp11)(

11
 （52）

其中 p是素数（ 1p ）。对于任意 0x ，有 xx  )1ln( 。由于  ap 是收敛，就有：

0exp)( 







  

p

apa （53）

如果 ibas  是复数，情况就比较复杂。目前没有严格的证明，使我们确信 0)( s 。以下来讨论

这个问题。按照复变函数级数的收敛性判断公式，对（1）式采用绝对值进行比较，有：



1
1/1
1lim

)1(
limlim 1 














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
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iba

niba

iba

n
n

n

n nn
n
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u

（54）

收敛半径等于 1，无法判断（54）式的收敛性。利用欧拉公式 = cos sinibe b i b ，将（1）式写成：

  ibaibaiba n
s 1

3
1

2
11)(

  )lncos()3lncos(3)2lncos(21 nbnbb aaa

   )ln(sin)3ln(sin3)2ln(sin2 nbnbbi aaa
（55）

将实部与虚部分开，有：

  )lncos()3lncos(3)2lncos(21),( nbnbbbau aaa
（56）

   )ln(sin)3ln(sin3)2ln(sin2),( nbnbbbav aaa
（57）

利用公式 )/11ln(ln)1ln( nnn  ，考虑（56）和（57）式的收敛性，我们有：

   
)lncos()/11

)/11ln(lncoslim
)lncos()1(

)1ln(coslimlim 1

nbn
nbnb

nbn
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u
u
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
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1
)lncos(
)lncos(lim 

 nb
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n
（58）

  1
)lnsin(
)lnsin(lim

)lnsin()1(
)1ln(sinlimlim 1 









 nb
nb

nbn
nbn

v
v

na
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n
n

n
n

（59）

收敛半径也等于 1，（56）和（57）式的收敛性仍然不确定。由于公式中包含三角函数，其中各项

即可以是正的，也可以是负的，就不能保证求和的结果一定大于零。这个结果与 a和b大于零还是

小于零无关，与 s是实数的情况是不同的。

4. 2 一般解析函数的零点

在复变函数理论中，函数的解析性是非常重要的。如果一个函数是非解析的，许多定理都不能。

例如，留数定理仅对解析函数有效。另一方面，一个复变函数总可以将实部和虚部分开，写成：

),(),()( yxivyxuzf  （60）

其中 iyxz  ，如果 )(zf 是解析函数，它的实部和虚部就不是独立的， 二者必须满足以下柯西—

黎曼方程【7】：

y
v

x
u








x
v

y
u








（61）

在目前的黎曼 Zeta 函数零点计算中，采用的是近似方法，（61）式被忽略，得到的都不是严格

的 Zeta 函数的真正的零点。需要强调，在讨论解析函数的零点问题时，我们有必要将实部和虚部分

开。因为有可能出现实部或虚部等于零，但二者不同时等于零的情况。在这种情况下得到的零点不



是真正的零点。在目前的对黎曼猜想的讨论中，经常是将实部和虚部混在一起，使问题变的含糊不

清。

4. 3 黎曼 Zeta函数级数求和公式没有零点的证明

定理 3. 黎曼 Zeta 函数级数求和公式在整个复平面上没有零点。

证： 利用
naa en ln ，将（50）和（51）式改写为：

  )3lncos()2lncos(1),(),1( 3ln)1(2ln)1(
1 bebebauba aa （62）

   )3ln(sin)2ln(sin),(),1( 3ln)1(2ln)1(
2 bebebavba aa （63）

容易证明，（62）和（63）式满足（61）式，因此用（1）式表示的黎曼 Zeta 函数是解析函数。以

下证明（62）和（63）式不可能同时等于零。

先讨论最简单的情况，取（49）式的头两项并令它等于零，按照（62）和（63）式，就有：

0)2lncos(1 2ln)1(   be a
（64）

0)2ln(sin)1(  be a
（65）

设a是一个有限值，（65）式的解是 nb 2ln 。当 n是偶数时 1co sn ，代入（64）式，得：

01 2ln)1(  ae 或 )1ln(2ln)1( a （66）

由于 a是实数，  iei  ln)1ln( 不是实数，因此 n是偶数时（64）式无实数解。 n是奇数时

1co sn ，代入（75）式，得：

01 2ln)1(  ae 或 01ln2ln)1( a （67）

因此（64）和（65）式的解是 1a 和 2ln/)12(  nb , (  ,2,1,0n )。如果 1a ，（64）和（65）

式就不能同时等于零。

再来讨论（49）式的前三项的零点。将（49）式的前三项乘上
ss  11 32 ，并令其等于零。利用

naa en ln ，
nibib en ln ，得：

032)32( 3ln12ln1)32ln(1   ibaibaiba eee （68）

利用欧拉公式，并将虚部与实部分开，得：

  03lncos32lncos232lncos)32( 111   ）（）（）（ bbb aaa
（69）

  03lnsin32lnsin232lnsin)32( 111   ）（）（）（ bbb aaa
（70）

将（70）式改写为：

0)3ln
2

cos3)2ln
2

cos2)32ln(
2

cos)32( 111 





 






 






   bbb aaa 

（71）

可以看出，（69）和（71）式完全对称，余弦函数前的系数完全一样。由于 a和b是相互独立的，

要使它们对任意的 a和b能同时成立，唯有令：



)32ln(
2

)32ln(  bb  2ln
2

2ln bb 
 3ln

2
3ln bb 


（72）

或：
)32ln(4 


b

2ln4


b
3ln4


b （73）

显然，（73）式的三个关系是不可能同时成立的，因此（69）和（70）式不可能同时为零。

当然，对于项数有限的级数，以上的证明不是真正严格的。然而对于无穷级数，这种方法却是

标准的方法。对于：

01
3
1

2
11)1( 111   s

n
ss p

s （74）

将（74）式乘上 )ln(1
132

1 132)()32( nn ppppiba
nn

s
n eppppp 


  ）（）（ ，得：
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nn eppppeppp ）（

（75）

对于无穷级数，令 np 。将实数部分与虚数部分分开，与（69）和（71）式类似，就有:

 )ln(cos)( 132
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（77）

从无穷级数理论知道，当求和项数趋于无穷时，要使（76）和（77）式同时成立，除了 a ，唯

有令对应项一一相等，就有：

)ln(4 132 
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nppp
b 

)ln(4 232 nn pppp
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


（78）

如此等等。显然这是不可能的，因此（76）和（77）式不可能同时成立，Zeta 函数 )1( s 的无穷

级数求和形式没有零点。对于 )(s 令 ss  1 ，结果有一样，定理 3 证毕。

以上结果与a的取值无关，只要 a ，不论 1a 还是 1a 。如果令 0b ，即在实轴上，（51）

式等于零，但（50）式不等于零，有：

0321)1()1( 111
1   aaa naa  （79）

如果取 2/1a ，则 2/11  a 。作者在论文【1】中证明，只有在这种情况下，（2）式两边才恰

好完全相等。但结果不是零，而是无穷的大，没有意义：


n

1
3

1
2

11)2/1( （80）

由于 Zeta 函数方程（4）和（5）式都没有非平凡零点，也就无所谓黎曼猜想了。至此，我们完整地

阐述了黎曼猜想是否存在的问题，得到以下定理 4。

定理 4：黎曼 Zeta 函数方程（4）和（5）式在整个复平面上没有非平凡零点，黎曼猜想不成立。

五 结论

黎曼 Zeta 函数方程有两种形式，它们被认为具有相同的零点。黎曼猜想认为 Zeta 函数方程的零

点全部位于复平面 2/1)Re( s 的临界线上，但这个论断一直无法得到证明。黎曼猜想对素数分布理

论及其重要，在假定它是正确的基础上，已经证明了一千多条定理【9】，并被应用于更为广阔的数

学和物理学领域【10, 11, 12, 13, 14】。如果黎曼猜想不成立，后果是及其严重的，数学界对这个问

题应当有一个明确的结论。

在作者此前的论文《黎曼 Zeta 函数方程的不一致性》中，业已证明黎曼 1859 年的原始论文存

在四个基本错误。因此黎曼 Zeta 函数方程不成立，黎曼猜想没有意义。

目前采用人工和计算机计算 Zeta 函数零点，采用的都是近似的方法，破坏了柯西—黎曼定理，

得到的实际上不是真正的零点。此外，这类方法没有将 Zeta 函数方程的实部和虚部分开，计算过程

过于复杂导致混乱。

本文假设黎曼 Zeta 函数方程仍然成立，采用一个标准而严格的方法，将 Zeta 函数方程分解成实

部和虚部，然后分别进行比较。由此证明黎曼 Zeta 函数方程的两种形式都没有非平凡零点，黎曼 Zeta

函数本身的级数求和形式也没有零点，由此证明黎曼猜想不成立。
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