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对一般五次方程没有根式解问题的重新认识

梅 晓 春

理论物理与纯粹数学部 福州原创物理研究所

内容摘要 本文证明，阿贝尔和伽罗华关于五次方程没有根式解的证明是无效的。由于阿贝尔和伽罗

华的工作，数学界普遍认为一般的五次以及五次以上代数方程没有根式解。然而近年来汤健儿等人

证明，某些特殊形式的五次方程存在根式解，阿贝尔和伽罗华的理论无法解释这种结果。另一方面，

历史上高斯等人用多种方法证明了代数基本定理。该定理认为任何 n 次代数方程都有 n 个解，就不

能排除存在根式解，因此代数基本定理与阿贝尔和伽罗华的理论是有矛盾的。由于以上原因，有必

要对阿贝尔和伽罗华的证明进行重新审查。本文仔细分析了阿贝尔的原始论文，发现存在严重的错

误。为了证明他的代数方程一般解对三次方程有效，阿贝尔把三次方程的解当做前提，来计算他提

出的方程解的参数，因此他的证明是一个逻辑循环论证。阿贝尔还把代数方程的变量和系数（常数）

混为一谈，把一个有 14 项的展开式写成 7 项，遗漏了 7 项，因此阿贝尔的证明不成立。伽罗华的理

论与其说是证明，不如说是假说。伽罗华根据 5S 置换群没有真正规子群，断言五次方程没有根式解，

但这两个问题实际上没有必然的逻辑关联。为了证明自同构扩域群对三、四次方程的有效性，伽罗

华理论实际上用方程的根的某些代数关系，来代替方程的根本身。这违背自同构算符的原始定义，

不但概念混肴，而且引入任意性。本文还证明，对于一般的三次和四次代数方程，实际的求解过程

不满足伽罗华可解群的塔式结构。其预解式关系也不存在伽罗华可解群的对称性，用可解群理论来

判断高次方程是否有根式解是无效的。本文的结论是，n 次代数方程的根与系数之间只存 nS 置换对

称性，不存在伽罗华的可解群对称性，伽罗华实际上并没有证明高次方程无根式解。数学家需要摆

脱阿贝尔和伽罗华理论的约束，继续寻找高次代数方程的一般根式解。

关键词 五次方程，根式解，阿贝尔，伽罗华，高斯定理，拉格朗日预解式，扩域，自同构算符

一 前言

所谓的五次方程求根式解问题，通俗地说就是找到一个通用的公式，将任意五次方程的解用方

程的系数的根号形式统一地表示出来。在公元 7 世纪，人们就已经知道如何解二次方程。经过历代

数学家的努力，三次和四次方程的一般解在四百多年前也找到了。但求五次和五次以上代数方程（以

下简称高次方程）的一般解却至今是个大难题。尽管对于某些特殊形式的五次方程，也找到一些特

殊解。

历史上欧拉、达朗贝尔，拉格朗日和高斯等人都做过努力，试图求五次方程解，却都没有成功。

1824 年阿贝尔发表文章，证明五次方程没有一般的解【1】。继阿贝尔之后，伽罗华利用群论证明

了相同的结果【2】。伽罗华给出一般代数方程的可解性判别准则，其证明被认为是更一般、更严格

的。至此，这个著名的问题被认为得到完美的解决，此后大多数数学家都不再考虑这个问题。
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阿贝尔的论文实际上是证明一般的五次方程没有解，而不是证明没有根式解。伽罗华引入了根

式扩域概念，把求解五次方程问题转化为五次方程是否有根式解的问题。阿贝尔和伽罗华的说法有

细微的差别，但伽罗华的说法往往会导致误解。五次方程没有根式解是一种技术性的说法，更准确

的说法应当是，我们找不到一个通式，来描述一般五次方程的解。

另一方面，按照高斯代数学基本定理，任何一元 n次方程有 n个解，因此一定可以将方程写成：
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其中 Qaaa n ,, 21 是有理数， nxxx ,, 21 是方程的根。如果我们加上一条限制，假设方程（1）是

所谓的 Q 上不可约的，即方程没有有理数解，按照代数基本定理它仍然有解，就一定存在无理数和

复数解。

然而，按照阿贝尔和伽罗华的理论，如果 )(xf 是Q上不可约的五次方程，它就没有根式解。

也就是说我们不能用系数 naaa ,, 21 的根号形式把方程解 nxxx ,, 21 来表示，即 ix 一般不能写成

jk aa  和
5 3

kji aaa  之类的形式。考虑到复数
iezibaz  的绝对值

22 baz 
也是用根号来表示的，没有根式解实际上也排除了存在复数解的可能性（如果 z 是一个无理数）。

因此高次方程没有根式解的结论是很奇怪的。众所周知，已知的数域分为有理数，无理数，复

数和超越数。所谓的没有根式解，实际上意味着方程的根不可能是无理数。由于我们已经约定 )(xf
在Q上不可约，即方程的解不可能是有理数，考虑到超越数不可能是代数方程的根，如果不可能用

根号形式表示，就只剩下不含根号的复数这种可能性了。

此外，数学上已证明，代数方程的复数根具有共轭性，任何一个奇数次的实系数多项式方程至

少有一个实数根【3】。五次方程有四个复数根和一个实数根，或者有两个复数根和三个实数根。如

果这些实根即不是有理数，也不是无理数，更不可能是超越数，又会是什么数呢？

显而易见，高次方程没有根式解的结论与代数学基本定理是互相矛盾的，二者中必有一个是错

误的。高斯本人曾提出三，四种方法来证明代数定理，高斯之后有更多的人研究这个问题，至今为

止已经有一百多种证明【4】。这说明代数基本定理是可靠的，因此高次方程没有根式解的论断是值

得怀疑的，需要做进一步的深究。

本世纪以来，求解五次方程的研究获得一些重要的进展。上海财经大学应用数学系教授汤健儿

2012年1月在《高等数学研究》上发表文章，证明有五类特殊的五次方程存在根式解【5】。盛兴平、

范军和孔志宏也做了类似的工作【6】【7】。郑良飞（石泉）则用特殊方法，解出大量的数字系数

五次方程【8】。用阿贝尔理论和伽罗华理论，无法解释这些结果。考虑到五次方程的求解是代数学

中最基本的大问题之一，笔者认为有必要对阿贝尔和伽罗华的证明进行重新审查。

本文的研究发现，阿贝尔关于五次方程没有根式解的证明是不成立的。阿贝尔的计算中存在逻

辑混乱和基本概念错误，导致他的文章难以理解。他提出的代数方程的解的基本形式与三次和四次

方程的解的形式不符合，没有理由认为五次方程的解会具有阿贝尔提出的形式。

尽管伽罗华的群论是数学上的一个伟大的发现，但他的可解群理论仍然没有解决高次方程的可

解性问题。伽罗华的理论与其说是证明，不如说是假设。伽罗华根据五次方程的 5S 置换群没有真正

规子群，来证明五次方程没有根式解。然而没有真正规子群不等于方程没有根式解，二者之间没有

必然的逻辑关联。伽罗华的根式扩域理论与实际的解方程过程也是不匹配的。
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本文的更详细内容要点如下：

1. 介绍汤健儿的计算方法和两个特殊五次方程的根式解。比如对（1）式中 15 a ， 024  aa ，

1
2
3 5aa  的情况，汤健儿给出的五次方程的解与三次方程的解有类似的结构。汤健儿计算的这五类

方程满足的 5S 置换群，没有真正规子群，不存在伽罗华可解群，但它们仍然有根式解。

2. 分析阿贝尔关于五次方程没有根式解的证明，指出其中存在的严重的错误。为了证明他提出

的一般代数方程的解的形式对三次方程有效，阿贝尔把三次方程的解当成前提来计算他的方程的参

数。因此阿贝尔的证明是一个逻辑循环论证，没有意义。

3. 阿贝尔在计算中把方程的变量和常数系数混为一谈，一个有 14 项的展开式被写成 7 项，遗

漏了 7 项。本文证明三次方程和四次方程的解都不满足阿贝给出的形式，没有理由认为高次方程的

解也能满足阿贝尔提出的形式。

4. 伽罗华的可解群理论牵强附会，其结论与前提是相互矛盾的。伽罗华理论承认方程的根和系

数的对称性可以用置换群 nS 来描述。只是由于 5S 群是单群，没有真正规子群，就认为不可能有根式

解。然而这样的论证是理由不充分的。既然认为根和系数的对称性可以用置换群 5S 来描述，实际上

已经承认方程的解是存在的，只不过这个解没有真正规子群的对称性罢了。

5. 伽罗华理论用根式扩域自同构映射的方法来构建伽罗华群。自同构映射群算符的作用是将代

数方程的根变成相同方程的其他根，或保持根自身不变。然而为了证明这种方法对三、四次方程有

效，在实际计算过程中，伽罗华理论却是用方程的根之间的某种代数关系来代替方程的根本身。这

不但是偷换概念，而且引入任意性，导致唯一性被破坏。

6. 伽罗华的根式扩域理论与实际的解方程过程不匹配，实际的解方程过程并不遵守伽罗华群的

塔式结构。解高次方程的过程不是通过对多重根式一层一层地进行添加来进行的，而是可以按照 nS
置换群的降阶过程来进行的。对 n次方程，先找的一个解，原方程降为 1n 次方程，根与系数的对

称性降低到 1-nS 。因此实际的解方程过程与伽罗华可解群的塔式结构无关，伽罗华根式扩域理论只

是一个形式上的东西，没有实际意义。

7. 一般的三次和四次方程的预解式只能部分地满足可解群的对称性，不能满足全部的对称性。

比如对于三次方程，预解式关系只对 3S 群的正规子群 3A 的 )123( 置换保持不变，不能对 )132( 置换

保持不变。

总之，代数基本定理证明高阶方程一般解的存在，汤健儿等人已经明确地找到一些特殊的五次

方程的根式解。伽罗华理论并没有对这类特殊方程给出限制，证明它们是伽罗华可解群的例外。n

次代数方程的根与系数之间只存 nS 置换对称性，不存在伽罗华的可解群对称性。

因此，数学家有必要摆脱阿贝尔和伽罗华理论的约束，继续寻找高次代数方程的一般根式解。

二 某些特殊的五次方程的根式解

盛兴平最早给出一元四次方程的矩阵解法【6】。受到盛兴平的启发，范军和孔志宏用这种方法

求解三类特殊的实系数一元六次方程【7】。该方法将六次方程降阶为三次方程，从而可以直接求解，

但这种方法不能用来求解五次方程。

按照这种方法，汤健儿提出用五个变量代替原方程的单个变量，给出五类特殊的五次方程的根

式解，具有一般的意义。将一元五次方程写成以下形式：

0235  srxqxpxx （2）
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将五次分圆方程 015  的单位根写为：

5
2sin

5
2cos5/2   iei  （3）

引入变数 vuzy ,,, ，利用五阶循环行列式，汤健儿证明存在以下恒等式【5】：

 vuzyxsrxqxpxx jjjj

j

432
4

0

235  


（4）

（2）式的系数 srqp ,,, 与 vuzy ,,, 的关系则为：

)(5 zuyvp  （5）

)(5 2222 vuuyzvyzq  （6）

)(5 3333222 yzuvuvyuvzzyuzyvr  （7）

zvuyuzuvyvuzys 3335555 555 

vzyuvzzvuyvuyzv 222222223 55555  （8）

按照（2）式，（4）式意味着：

0432  vuzyx jjjj  （9）

一元五次方程的 5 个解就是：

vuzyx jjjj
j

432   4,3,2,1,0j （10）

如果能从（5）~（8）式中用 srqp ,,, 来表示 vuzy ,,, ，从（10）式就得到五次方程的五个解。汤健

儿在论文中给出五个具体的例子，本文以下引用其中的两个。

（I） 在（2）式中令 0q ，得到只有奇数次的五次方程：

035  srxpxx （11）

按（6）式，对于 0q ，可令 0y ， 0v 。代入（5），（7）和（8）式，得到：

zup 5 （12）

225 uzr  （13）

55 zus  （14）

从（12）和（13）式可得 rp 52  ，从（12）式得到 )5/( upz  ，代入（14）式，得到：
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psuu （15）

上式的解是：
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pssu （17）

按照（12）式计算，可得：
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pssz （18）

因此，在满足（15）式的情况下，（11）式的解（ 0j ）为 uzx 0 ，或：
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psspssx （19）

考虑（14）式，可以直接验证（19）式是（11）式的解，另外四个解则由（10）式确定。

另一方面，对于三次方程：

03  spxx （20）

其解为：
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psspssx （21）

因此（19）式是很有趣的，它表明如果五次方程（11）式的系数 p和 r满足关系 rp 52  ，其解与

三次方程（20）式的解具有相似的结构。

（II）在（2）式中令 0p ，即：

025  srxqxx （22）

在（5）式中取 0 vu ，代入（6）~（8）式，得到：

25yzq  或 qyz
5
12  （23）

zyr 35 或 rzy
5
13  （24）

55 zys  （25）

以上三式满足以下关系：
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（26）

利用（23）~（25）式，也可以将（26）式写为：

0525 34  rqrsq （27）
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从（23）和（24）式解出：

5/12

5 
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qz （28）

因此按照（10）式，（22）式的一个解（ 0j ）是：

5/135/12

0 255 


















r
q

q
rzyx （29）

另外四个解也由（10）式确定。可以用一个具体的数值来验证，对于方程：

0
2

15510 25  xxx （30）

我们有 0p ， 10q ， 5r ， 2/15s ，它们满足（26）式。按照（28）式可得
5/12y ，

5/18z 。

按照（29）式得 6451.082 5/15/1
0 x ，可以直接验证它满足（30）式。

注意到（19）和（29）式都是用根式来表示方程的解。虽然它们是特殊情况下的解，但阿贝尔

和伽罗华的理论无法说明在这种条件下为什么它们可以有解，因此所谓的五次方程没有根式解的结

论不成立。

三 阿贝尔的证明简介

3. 1 阿贝尔 1824年的证明

本章内容引用阿贝尔 1824 年的论文第一部分和 1826 年发表的论文，存在的问题在第四章讨论。

在 1824 年的论文中，阿贝尔将一般的五次方程写为【1】：

02345  edycybyayy （31）

阿贝尔假设（31）式的解可以写成由 edcba ,,,, 的根式组成的量的函数，具有以下形式：

mm
m

mm RpRpRppy /)1(
1

/2
2

/1
1


 （32）

其中 m是素数， ,,,, 21 pppR 是与 y 有相同形式的函数。按照这种方法继续下去，直至得到

edcba ,,,, 的有理函数。

阿贝尔同时认为，可以用
mpR 1/ 代替 R，令 11 p ，将（32）式简化成：

mm
m

mm RpRpRpy /)1(
1

/2
2

/1 
 （33）

将（33）式代入（31）式，得到：

0/)1(
1

/2
2

/1
1  


mm

m
mm RqRqRqq （34）

其中 121,,  mqqqq 是 edcba ,,,, 和 Rqp 2, 的有理函数。然后，阿贝尔采用反证法，证明为了使方

程（34）式能够成立，必须有:

0121  mqqqq （35）

证明如下：令 mRz /1 ，考虑（34）式，就得到两个方程：

0 Rzm （36）
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m

m zqzqzqq （37）

如果 121,,  mqqqq 不等于零，（36）和（37）式必有一个或多个公共根。若这些根的个数为 k ，就

能够找到一个 k 次方程，其根就是所提及的 k 个根。令这个方程是：

02
21  k

k zrzrzrr （38）

它的所有根与方程（36）式的根相同，其系数 krrrr 21,, 为 121,,,  mqqqqR 的有理函数。这个方程

的根具有形式 z ，  是方程 01m
 的一个根。将（38）式的 z用 z 替换，得到 k 个方程：

02
21  k

k zrzrzrr
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2

2
1  k

k
k zrzrzrr 

......

01
2

2
2

211  
k

k
k
kkk zrzrzrr  （39）

从这 k 个方程，总可以得到表示成量 krrrr 21,, 的有理函数 z的值。由于这些量本身是 Redcba ,,,,, ，

21,, ppp 的有理函数，可以推出 z也是这些量的有理函数。然而按照定义 mRz /1 ，z一般不可能

是一个有理数，因此导致矛盾。要使（37）式成立，只能得到（35）式的结果。至于（35）式的结

果与方程解的基本形式（33）式有什么关系，阿贝尔 1824 年的文章中没有任何说明。

然后，阿贝尔设 myyyy ,,, 321 代表m次方程的根， 是方程 0121   xxx mm
的根，

同时令：
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1
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2
2/11 


   （40）

在（40）式的基础上，阿贝尔考虑不同的解之间的交换对称性。利用柯西发表在综合工科学校杂志

上的一篇文章的结果【9】，阿贝尔声称m不能等于或大于 5，由此证明五阶和更高阶代数方程没有

根式解。

3. 2 阿贝尔 1826年的补充证明

在阿贝尔 1824 年的论文中，没有对公式（33）~（35）式的有效性进行具体计算。在 1826 年的

论文中，阿贝尔对三次方程进行了计算，利用（35）式的关系，得出（33）式有效的结果【10】。

证明如下：

对于三次方程，令 0c ，（31）式变成：

03  edyy （41）

令 3m ，（33）式是：

3/2
2

3/1 RpRpy  （42）
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阿贝尔认为，对于三次方程（41）式，应当在（42）式中取 0p ，证明如下。方程（41）式的三

个根是：

3
1

323
1

32

1 322322 



















































deedeey （43）

3
1

32
2

3
1

32

2 322322 



















































deedeey  （44）

3
1

323
1

32
2

3 322322 



















































deedeey  （45）

其中是三次分圆方程 013 y 的根，存在关系 01 2   。将（43）~（45）式相加，按照

韦达公式，得到：

3
1

32
2

321 322
)1()



























deeyyy （

0
322

)1(
3
1

32
2 



























dee （46）

因此阿贝尔认为对于（42）式，也有：

03)1()1(3 3/2
2

23/12
321  pRpRpyyy  （47）

由此证明 0p ，就可以将（42）式写为:

3/2
2

3/1 RpRy  （48）

将（48）式代入（41）式，并写成（34）式的形式，阿贝尔得到：

0)3()3) 3/2
2

2
2

3/1
2

23
2  RdpRpRdRpeRpR （（ （49）

将上式改写成：

03/2
2

3/1
1  RqRqq （50）

按照（35）式，就应当有：

023
2  eRpRq （51）

03 21  dRpq （52）

03 2
2
22  dpRpq （53）
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从（52）式得到 ）（ Rdp 3/2  ，代入（53）式，右边恰好等于零。将 ）（ Rdp 3/2  代入（51）

式，得：

  03/ 32  deRR （54）

这是一个关于 R的二次方程，它的两个解是：

32

322















deeR
32

322















deeR （55）

从 ）（ Rdp 3/2  可得：

3/13/23/2
2 33





  RdR

R
dRp （56）

方程（54）式的两个根与系数的韦达公式为：

eRR    33/dRR  （57）

利用（56）和（57）式，就可以将（48）式写成：

3/13/13/13/13/2
2

3/1

3




  RRRdRRpRy （58）

（58）式与（43）式一样，令 1RR  ， 2RR  ，恰好就是三次方程的解。因此阿贝尔认为，他

提出的代数方程一般解的形式对三次方程是正确的。

四 阿贝尔的证明存在的问题

阿贝尔的证明存在概念含糊，逻辑混乱的问题，使他的证明难以理解。以下证明，对于二次方

程外，（35）式一般不成立。对三次和四次方程，（33）式不成立的，（35）式更不可能成立，因

而（40）式不成立。

I ) 对于二次方程：

02  edyy （59）

令 2m ，按照（33）式，可以有两种结果：

2/1Rpy  （60）

和：
2/1

12
2/1 RpRpRpy 

RpRpp 2
2/1

1)1  （ （61）

如果直接解（59）式，结果是：

2/1
2

2
4

2
Rpeddy 


 （62）

其中： 2/dp  4/)4( 2 edR  （63）

可知（60）式成立，（61）式不成立，我们只需讨论（60）式。
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将（60）式代入（59）式，得到：

02
2/1

1  RqRqq （64）

其中： edppq  2 dpq  21 12 q （65）

将（63）式的 2/dp  代入（65）式，得：

edq  4/2 01 q 12 q （66）

阿贝尔认为必须有 021  qqq ，这显然是不成立的，我们有 02 q 。由于方程系数 d 和 e是独

立的，我们可以有 ed 2 ，因此一般而言 0q 。对于二次方程，阿贝尔推导的（35）式不成立。

II) 对于三次方程，阿贝尔的（35）式是显然是不可能的。将（49）式展开，一共有 7 项，结果

是：

033 23
2

3/52
2

3/4
2

3/2
2

3/1  RpRpRpRRdpdRe （67）

将（42）式代入（41）式，进行同类项合并后，实际的结果是：

02
6

3/5
5

3/4
43

3/2
2

3/1
1  RqRqRqRqRqRqq （68）

其中：

edppq  3 dpq  2
1 3 22

2
2 33 dppppq 

23 61 ppq  2
224 33 pppq  2

25 3pq  3
26 pq  （69）

因此（68）式实际上有 14 项，阿贝尔的（49）和（67）式漏掉了包含 p的另外 7 项。将（68）式

写成（42）式的形式，结果是：

0)()) 3/2
52

3/1
41

2
63  RRqqRRqqRqRqq （（ （70）

按照（35）式，就得到三个方程：

0)3( 23
2

232
63  RpRdpedppRqRqqq （71）

0)1(33 22
2

411  RpppdpRqqq （72）

0333 2
222

2
522  RpdppppRqqq （73）

(71)，（72）和（73）式是关于未知变量 R， p和 2p 的三元三次方程组，其形式比（41）式复杂得

多。假设我们能够解这个方程组，得到的结果是 ),( edRR  ， ),( edpp  ， ),(22 edpp  。由于

系数 d 和 e是任意的，一般而言有 0),( edp 。因而一般有 ）（ Rdp 3/2  ，也就不可能有（54）

和（55）式，三次方程的解一般不可能具有（42）式的形式。在一般情况下，我们有 0q ， 01 q ，

02 q 。对于三次方程，阿贝尔的证明（35）式不成立。

可以看出，阿贝尔对(47)式的证明是一个循环论证，他把需要证明的结果当作前提。（47）式

意味着存在以下关系：

3/2
2

3/1
1 RpRpy  （74）
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3/2
2

23/1
2 RpRpy   （75）

3/2
2

3/12
3 RpRpy   （76）

将以上三式相加，就得到（47）式。然而，阿贝尔需要先证明，（75），（75）和（76）也是三次

方程的解，但他并没有做出证明。他的做法实际上是令（43）和（48）式相等，得：

3/1
2

3/1
1

3/2
2

3/1 RRRpRp  （77）

然后在上式中直接令
1/3
1

3/1 RR  和
3/1

2
2/3

2 RRp  ，就得到 0p 的结果。显然，这样的证明是没有

意义的。

除此之外，阿贝尔还将方程的自变量与系数混为一谈。在三次方程（41）式中， y是一个未知

的自变量，通过解方程可以将它表示成系数 ed , 的函数。用（42）式来表示 y后，自变量就变成
1/3R 。

因此（42）式中的 2, pp 应当是 ed , 的函数，不可能包含 R。这是解代数方程需要遵守的基本规则，

否则会引起混乱，导致严重的错误。

III) 对于四次方程：

0234  edycybyy （78）

按照（33）式，取 4m ，阿贝尔的解可以写为：

4/3
3

4/2
2

4/1
1 RpRpRppy  （79）

另一方面，令：

ebdc 1232
1  ceebdbcdc 72272792 223

2  （80）

3/1

3/12
2

3
12

3/12
2

3
12

1
3/1

23
]4[

]4[3
2








 （81）

（78）式的四个解可以写为【11】：






3/24/4
84

3
2

42
1

3
2

42
1

4 2

322

1
cb

dbcbcbcbby






3/24/4
84

3
2

42
1

3
2

42
1

4 2

322

2
cb

dbcbcbcbby






3/24/4
84

3
2

42
1

3
2

42
1

4 2

322

3
cb

dbcbcbcbby






3/24/4
84

3
2

42
1

3
2

42
1

4 2

322

4
cb

dbcbcbcbby （82）

令 4/bp  ， 2/121  pp 以及


3
2

4

2

1
cbR （83）
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3/24/4
84

3
2

4 2

32

2
cb

dbcbcbR （84）

由于 1R 和 2R 包含对 edcb ,,, 四则运算的开方，它们都不是 edcb ,,, 的有理函数。更重要的是， 1R
和 2R 不具有对称性。（82）式可以简写为:

2/1
22

2/1
111 RpRppy  2/1

22
2/1

111 RpRppy 

2/1
22

2/1
113 RpRppy  2/1

22
2/1

111 RpRppy  （85）

另一方面，取 4m ，（40）式则变成：

4/3
3

4/2
2

4/1
11 RpRpRppy 

4/33
3

4/22
2

4/1
12 RpRpRppy  

4/3
3

4/23
2

4/12
13 RpRpRppy  

4/32
3

4/2
2

4/13
14 RpRpRppy   （86）

（86）式与（85）式是不一样的。因此对于四次方程，阿贝尔假设的解（33）和（40）式也不成立。

事实上，阿贝尔的证明要求（32）式中m是素数，因此我们至少可以认为，阿贝尔的证明不具有普

遍性，因为它对最高项 2m 偶数次方程都不适合。

V) 由于（33）式对三次和四次方程都不成立，对于一般的五次和五次以上方程，我们没有理由

认为其解可以用（33）和（40）式表示。可以想象的是，五次方程的解的形式会比四次方程复杂的

多。二次方程，三次方程和四次方程的解的基本形式都不一样。因此五次方程的根式解的基本形式

是难以预测的，除非我们通过解方程真正地得到它。

VI ) 阿贝尔导出的（36）和（37）式也是有问题的。（36）式实际上是定义，或者说是一个恒

等式，其中的 z 和 R 都是未知的量。作为一个有意义的方程，必须同时包含已知量和未知量。通过

方程，我们用已知量来表示未知量，但（36）式不是这样的方程。

阿贝尔认为（36）和（37）式有共同的根，这里存在概念的混肴。事实上，（37）式只不过是

（34）式利用了（36）式的变数替换。通过求解（37）式，我们可以确定 z，等于确定了 R。因此（37）

可以独立求解，根本不需要（36）式。将它们进行联合求解没有意义，（38）和（39）式不存在。

因此一般而言，（33），（34）和（35）式都不成立，阿贝尔 1824 年文章的第一部分是错误的。

阿贝尔文章第二部分的证明建立在（33）和（40）式的基础上，其推导就没有意义，本文不再讨论。

五 伽罗华理论简介

5.1 一般代数方程的系数与根的对称性

对于一般的n次代数方程，可以将它写为首系数为 1 的形式，即令：

0)( 01
2

2
1

1  



 axaxaxaxxf n

n
n

n
n

（87）

其中系数 Qai  一般为有理数。按照高斯代数基本定理，存在 n个根 nxxx 21, ，就可以将（87）
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式改写为：

0)())()(( 121   xxxxxxxx nnn （88）

将（88）式的连乘展开并与（87）式进行比较，得到方程根与系数的关系，即韦达公式【12】：

1-321 nn axxxx 

1423213121  nn axxxxxxxxxx

......

0321 )1 axxxx n
n  （ （89）

以上诸式的右边是常数，将左边的 nxxx 21, 进行任意代换，比如令 21 xx  ，或 ki xx  ，结果

是不变。用置换群的语言， n次代数方程的根与系数间存在 nS 置换对称性。

5. 2 伽罗华可解群 nG

伽罗华理论通过引入根式扩域概念，将 nS 置换对称性变成伽罗华根式扩域群的塔式结构对称

性，在此基础上讨论高次方程的根式解问题。伽罗华定理认为，一个代数方程可根式解的充要条件

是，该方程对应的伽罗华群是可解群。可解群的定义如下【12】。设 nS 是一个有限的置换群，且存

在的一个正规子群系列：

IGGGGS rnn  21~ （90）

其中 I 是群的单位元， 1iG 是 iG 的正规子群。如果系列中每个商群 1/ ii GG 都是可交换群，则称该

系列为可解群系列， nG 就称为可解群。按照伽罗华理论，（90）式的正规子群塔式结构等价于将（87）

式分解成（88）式的各个单项相乘形式。

由于五次方程对应的 5S 置换群是单群，它没有真正规子群，不存在（90）式的塔式分解，不是

可解群，伽罗华就认为五次方程没有根式解。由于 5n 时 nS 群都有 5S 的子群，因此伽罗华认为五

次以上方程也不存在根式解。

5.3 伽罗华根式扩域理论

为了能将可解群理论应用于代数方程的求解，需要引入根式扩域理论【12】【13】。需要指出

的是，伽罗华最初的文章中并没有真正用到根式扩域的概念，但存在这种思想。严格的根式扩域理

论，以及本文引用的扩域理论的大多实际应用，都是后人对其理论进行完善的结果。作为数域的概

念，扩域还需要满足某些规则，本文就不赘述。

用伽罗华理论讨论的，一般是 )( iaQ 上不可约多项式。方程的求根过程被认为是根域的扩张过

程，或者说是在 )( iaQ 中逐步添加方程的根的过程。假设通过解方程得到一个非有理数解，例如

bx ~1 。将它加入 )( iaQ ，变成 ),( baQ i ，就把 ),( baQ i 称为 )( iaQ 的扩域。继续解方程，得

到多重根，比如 bgx ~2 ，根域被再次扩大为 ),,( bgbaQ i  ，如此等等。最后得到方

程的所有根 nxxx ,, 21 ，根域就用 ),,( 21 nxxxEE  来表示。

按照伽罗华理论，如果一个方程能够进行根式扩域，就认为有根式解。如果不能进行根式扩域，

就认为没有根式解。五次方程被认为无法进行根式扩域，就没有根式解。
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5.4根式扩域自同构映射群 QGalE /

引入根式扩域概念后，为了与置换群建立关系，还需要引入根式扩域自同构映射概念。在此基

础上建立自同构群 QGalE / 。然后通过伽罗华对应定理，将 QGalE / 群与可解群 nG 对应，或者说

用 nG 代替 QGalE / 。通过考察 nG 是否具有塔式结构，来证明高次方程是否有根式解。因此根式扩

域自同构映射是伽罗华理论的核心概念，是理解伽罗华理论的关键，我们有必要搞清楚这里的逻辑

关系。

自同构映射用符号 表示，它不改变代数方程中的系数，但将方程的根变为相同方程的其他根，

或者保持原来的根不变【12】。设 ix 是（87）式的一个根，即 0)( ixf 。令 E是方程的根域，定

义：

Exxxx jiji  ,)( （91）

则有： 0)()()(
111

 


k
j

n

k
k

k
i

n

k
k

k
i

n

k
ki xaxaxaxf  （92）

按照这种方式，如果方程的根已知，就可以得到算符 的具体形式。同时证明自同构映射成群，称

为根式扩域的伽罗华自同构群，用 QGalE / 表示。

通过复杂的论证过程，可以证明自同构群 QGalE / 与置换群 nS 等价【12】。更繁复的论证证明，

QGalE / 与 nS 的某些子群 nG 等价（比如 3S 的正规子群 3A ）【13】。我们无法在此复述这种证明，

但对于一些简单的情况，可以用实例来说明。

比如对最简单的二次方程:

0)( 2  baxxxf (93)

它的两个根是：

）baax 4(
2
1 2

1  )4(
2
1 2

2 baax  （94）

根式扩域过程为 )4,,(),( 2 babaQbaQ  。设 I 是恒等变换，群元 ）（12 代表置换 21 xx  ，则有

 ）（12,~ 2 IS  。显然， QGalE / 与 2S 等价。

再比如对于四次方程：

0)))( 22  bxaxxf （（ （95）

有四个根 ax 1 ， ax 2 ， bx 3 ， bx 4 。设 I 是恒等变换，群元 ）（12 代表 21 xx  ，

群元 ）（34 代表 43 xx  ，则有  ））（ 34)(12(),34(,12,~ I ，它就是 4S 群的克莱因子群 4V 【12】。

一般而言， QGalE / 的具体形式是很难计算的，因为需要事先知道方程的解的具体形式。由于

高阶方程的求解是非常困难的，我们实际上无法求出自同构群 QGalE / 的具体形式。

因此就提出所谓的伽罗华对应关系【13】，直接用伽罗华可解群 nG 来代替根式扩域自同构

QGalE / 群。并用 nG 是否能进行塔式结构分解，来说明方程是否能进行根式扩域。由于五次方程

的 nS 群没有真正的正规子群， 5G 不是可解群，没有塔式结构，就认为五次方程的根式扩域过程不

可能，因此没有根式解。

六 伽罗华的理论存在的问题
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6.1 伽罗华理论存在的一般性问题

以下证明，伽罗华实际上只是假设五次方程没有根式解，并没有真正证明五次方程无根式解。

伽罗华理论通过自同构算符对方程的根的作用，来建立自同构群。但为了证明对三次和四次方程有

效，却不得不用方程的根之间的某种关系代替根本身。这种做法违背了自同构的定义，是不合法的，

导致证明的无效。根式塔扩域理论也与实际的解方程过程不符，只是一种形式的东西，没有实用性。

用可解群理论描述三次四次方程的预解式关系是不成功的，伽罗华关于高次方程没有根式解的证明

是不成立的。

伽罗华的可解群理论本身就是一个逻辑悖论。既然证明伽罗华扩域群 QGalE / 与置换群 nS 的真

正规子群等价，就等于承认方程的根与系数之间存在 nS 群的对称性，就等于承认方程的根的存在。

如果只是由于 5S 群没有真正规子群，就认为不可能有根式解，这样的论证是没有根据的。没有正规

子群只意味着方程的根之间没有正规子群的对称性，并不意味着方程的根式解不存在，除非证明 5

次方程的韦达公式和 5S 群都不存在。

事实上，伽罗华只证明了交错群 nA （ 5n ）是单群，以及 5S 是单群。但没有证明 nS （ 5n ）

也是单群。比如 5S 是 9S 的真正规子群，含有非素数阶循环群作为子群的置换群 nS 一定不是单群。

我们怎么可以说次数 5n 的方程都没有根式解呢？

6.2 不能解释汤健儿得到的五次方程解

显然，伽罗华可解群理论不能解释汤健儿得到的五次方程根式解。以（11）式为例，该方程用

（10）和（19）式表示的五个解仍然满足韦达公式（89），根与系数之间仍然存在 5S 群的对称性。

虽然方程的两个系数存在关系 rp 52  ，但这不改变 5S 群的对称性。由于 5S 群没有真正规子群，不

存在（90）式的可解群塔式结构，按照伽罗华理论，（11）式就应当没有根式解，然而汤健儿明确

给出（11）式的根式解。

6.3数字系数高次方程的解

伽罗华理论讨论的是Q上不可约方程，然而现实中存在大量的数字系数高次方程，除了某些特

殊的情况外，一般难于判断它们是否是Q上不可约的。按照伽罗华理论，一般都将它们判定为不可

根式解，这与实际完全不符。例如，郑良飞书中给出以下五次方程：

01417491873 2345  xxxxx （96）

并根据方程根与系数之间的关系，求出一个解，将五次方程降低为四次方程。然后再求解四次方程，

得到的五个解是【7】：

3
2

1 x 2132 ，x 2
35

54
ix 

， （97）

因此（96）式有三个实数解，两个复数解。三个实数解中，两个无理数，一个有理数。由于存在一

个有理数解，方程（96）是Q上可约的。然而如果方程没有解出，我们就无法判断它是Q上可约的

还是不可约的。在一般的情况下，判断方程是否可约的过程实际上就是解方程的过程，因此假定某

个高次方程Q上可约实际上是没有意义。

已知数学上有一个艾森斯坦判据，可以用来判断方程是否Q上可约【12】。然而这个判据只是

https://baike.baidu.com/item/%E4%BC%BD%E7%BD%97%E5%8D%8E
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一个充分条件，不是必要条件，其应用范围很有限。比如对方程（96）式，我们有 140 a ， 171 a ，

492 a ， 183 a ， 74 a ， 35 a 。按照艾森斯坦判据，如果能够找到一个素数 p，它能够

整除 43210 ,,,, aaaaa ，但不能整除 5a ，同时
2p 不能整除 0a ，则（96）式就是Q上可约的。显然对

（96）式我们找不到这样素数，就无法判断它是Q上是否可约。然而，实际解方程的结果证明，（96）

式有一个有理数解 2/31 x 。

因此目前我们并没有一个通用的有效方法，来判断一般的代数方程是否Q上可约。按照流行的

看法，五次方程没有根式解。如果要解（96）式，首先就碰到伽罗华理论的拦路虎。一般都会就断

定它没有根式解，实际上认为它不可解。

关于数字系数高次方程的求解，中国学者郑良飞（石泉）做了大量的工作，写出一本专著《一

元五次方程的破解》。书中提出一些相当有效的方法，对各种不同的情况，解出大量的数字系数五

次方程。按照郑良飞的看法，任何数字系数的高次方程，不管是否Q上可约，原则上都是可解的。

6. 4 高次分圆多项式方程的根式解

我们将方程 01nx 称为分圆多项式方程，它可以按以下方式进行分解：

0)1(11 21   nnn xxxx ）（ （98）

因此它是一个Q上可约多项式， 1x 是有理数解。该方程的根被称为本源根，可以统一写为：

nkinkex nkik
k /2sin/2cos/2    1,2,1,0  nk （99）

取 6n ，（98）式可写成两个方程，即 01x 和一个五次方程：

012345  xxxxx （100）

（100）式的解是：

)6/2sin()6/2cos( kikx k
k   5,4,3,2,1k （101）

因此 kx 一般不是有理数，比如 2/32/11 ix  。这说明（100）式的根式解是存在的，它是可以

扩域的。然而，（100）式的韦达公式满足的是 5S 置换群，它是一个可换的循环群。按照伽罗华理

论，它不是可解群，没有根式解，因此伽罗华理论对（100）式的五次方程无效。

6. 5 一般三次方程的根式扩域理论是无效的

以下分析指出，伽罗华的根式扩域理论只是一个形式化的东西，实际的解方程过程并不遵守该

理论的根式塔添加程序。根据作者所见，虽然有大量的文献讨论二次方程和某些可约的三、四次方

程的根式塔构造，却很少有文献讨论一般的不可约的三和四次方程的根式塔构造问题。

以下是作者从文献【12】中引用的，构造一般三次方程伽罗华根式塔的过程。从中可以看出这

个证明牵强附会，逻辑混乱，存在严重的问题。将一般的三次方程写为：

0)( 3  qpxxxf (102)

系数 Qqp , 是有理数，它的三个解是：

3
32

3
32

1 )3/()2/(2/)3/()2/(2/ pqqpqqx  （103）



17

3
322

3
32

2 )3/()2/(2/)3/()2/(2/ pqqpqqx   （104）

3
32

3
322

3 )3/()2/(2/)3/()2/(2/ pqqpqqx   （105）

其中：

2/3i2/13/2sin3/2cos3/2    iei

2/32/1)2/3i2/1( 23/42 iei   （106）

（102）式的韦达公式对应的置换群是 3S ，它有六个群元，即：

 )132(),123(,23(),13(),12(,3 ）IS  （107）

3S 唯一的真子群是 3A ，它是正规子群，有三个群元：

 )132(),123(,3 IA  （108）

其中 )123( 和 )213( 是偶置换。按照伽罗华理论，可解群的塔式结构为：

IAGS  333 ~ （109）

那么我们该怎么描述伽罗华的根式扩域过程呢？从（109）式可知，按照可解群理论， IG 3

只有两个步骤。然而按照根式扩域理论，却需要三次根式添加。如（103）式所示，第一次扩域是考

虑第一层根号，令：

 32
1 )3/()2/(,,),( pqqpQqpQ  （110）

第二次扩域引入第二重根号，有：
















3
32

21 )3/()2/(2/,, pqqqpQQ （111）

第三次扩域如（104）和（105）式所示，要同时引入虚数和根号 3i~ ，即：
















3
32

32 )3/()2/(2/,3,, pqqiqpQQ （112）

因此根式扩域的塔式结构实际上是 EQQQQ  321 ，显然与伽罗华理论的（109）式不一致。

为了使扩域过程满足伽罗华理论，文献【12】给出以下繁复且漏洞百出的证明：

1. 一开始就把 3~ i 加到方程的基域F 中，令：

)3,,,( iqprFF  （113）

方程的根域则是：

),,,3,,,(),,( 321321 xxxiqprFxxxEE  （114）

2. 于是就有伽罗华群 3)/( SFEG  ，根式塔结构为 IASG  33 ，它是一个可解群。相应

的塔式扩域结构为 ),,()3,,,( 321 xxxEBiqprF  。其中 3InvAB  ( Inv 意指不变的）
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)/(3 BEGA  是三阶循环群。设 B是 F 的正规扩域， E则看成是 B的一个阶数为 33 A 的三次

循环扩域。

3. 引入三次方程判别式:

))()(( 133221 xxxxxx  (115)

在  )132(),123(,3 IA  的偶置换下不变，因此 B 。但是在 3S 的奇置换下不能保持不变，

因此 F 。令
2D ，由于D在奇置换下仍然不变，因此 FD  。可以证明：

apqD  222 427 （116）

4. 由于 F ， B ，因此就构成 F 的扩域 )(F ，意味着 BFF  )( 。然而，由于

FaD  2
，是方程 02  ax 的根，故所以 2]:)([  FF 。又由于 /)/()/( FEGFBG 

33 /)/(/)/()/( ASBEGFEGFBG  ，可得 2/)/(]:[ 33  ASFBGFB ，因此就证明

)( FB 。

5. 如果所有的三个根 321 ,, xxx 都属于 B，则有 EB  ，这是矛盾的。因此可设 Bx 1 ，就可构

造 BxBB  )( 1 。由于 33 A ，在 IA 3 中间就不能插进其它子群，意味着 ExB )( 1 。于是就

有根域的塔式结构 EBF  ，可以更明确地写为：

),,,3,,,(),,3,,,()3,,,( 32132 xxxiqprExxiqprBiqprF  （117）

于是就完成了一般三次方程的根式塔构造，证伽罗华理的有效性。

显然，这样的扩域过程有严重的问题。首先，将 3~ i 加到基域 F 中根本不合理。伽罗华扩

域理论的前提是，基域是有理数域，不含根号和虚数。之所以要把基域用（113）式表示，是因为三

次方程的解包含了多重根和虚数，但 3S 群的对称性只能容纳一个中间域，无法按伽罗华理论的模式

进行扩域。于是就只好把 3i 加入到基域，使理论能自圆其说。

其次，这种做法没有说明如何通过自同构映射得到 3A 群。按照以上方式，中间域 B中包含 32 , xx ，

不包括 1x 。自同构映射意味着自同构群中只含 32 , xx 之间的置换 )23( ，不包含 1x 与 32 , xx 的交换，

也就不包含群元 )123( 和 )132( 。然而 3A 恰恰包含 )123( 和 )132( ，不包含 )23( 。事实上，由于 3A 群

同时包含指标 3,2,1 ，第一次扩域就无法将三个解的任何一个排除在外，所谓的根式多层塔式扩域

是不可能的。

除此之外，为什么要引入（116）式的关系，则是无法解释的。 02  ax 与扩域过程没有关系，

用它的根来建造中间域是不合法的。实际的解方程过程是，先找到一个解 1x ，然后再按照（103）和

（105）式得到其他两个解，过程与以上描述不一样。由此可见，伽罗华的扩域理论对一般的三次方

程是无效。

6. 6实际扩域过程置换群对称性的改变

按照三次方程的解（103）~（105）式，设解方程得到的第一个解是 1x 。因此第一次扩域是从有

理数域扩充到无理数域，有：
















3
32

1 )3/()2/(2/,,),( pqqqpQqpQ （118）

然后再得到第二和第三个解 2x 和 3x ，第二次扩域就从实数域扩充到虚数域：
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3
32

21 )3/()2/(2/,3,, pqqiqpQQ （119）

通过两次扩域，（119）式右边包含了方程的全部根，扩域过程的塔式结构是 EQQQ  21 。这

说明三次方程的实际求解过程不是通过一次一次的多重根号的添加来完成的，而是一次性地得双重

根的根式，然后再进入虚数域并添加 3i 。

更一般地看，假设我们解三次方程得到一个根 1x 后，就可以将（102）式改写成：

0))( 2
1  baxxxx（ （120）

将上式展开，得：

0)()( 11
2

1
3  bxxaxbxxax （121）

与（102）式比较，就有 01  xa ， paxb  1 ， qbx 1 。得到 1xa  ，
2
11/ xpxqb  。

为了求方程的另外两个解，按照（120）式有：

02  baxx （122）

（122）式是二次方程，其韦达公式满足 2S 的对称性，即 )}12(,{2 IS  ，而不是 3A 群。因此在实际

的解方程过程中， 3A 子群不起作用。方程的系数与根的对称性变化应当是 ISS  23 ，而不是

IAS  33 ，伽罗华的可解群理论与实际过程不匹配。

6. 7用根之间的关系代替根本身来构造自同构映射是不合法的

许多教科书在证明伽罗华理论的有效性时，都犯了一个普遍而致命的错误。在构造自同构扩域

群时，不是按照（92）式的定义，将自同构算符作用于方程的根，而是作用于方程不同的根之间的

某种关系。因此这种证明是无效性的，遗憾的是这个问题被一直被忽视。

以下以四次方程为例，来说明这个问题。同时也用这个例子证明，伽罗华理论对四次方程的无

效性【14】。将四次方程写为：

0)( 24  qpxxxf (123)

其中 Qqp , 。令 y2 x ，上式就变成二次方程 02  qpyy 。它的两个解是：

2
42

1
qpp

y



2

42

1
qpp

y


 （124）

因此（123）式的四个解是：

2
42

1
qpp

x



2

42

2
qpp

x




2
42

3
qpp

x



2

42

4
qppx 

 (125)

为了证明这个过程满足伽罗华理论，考虑两个解的关系 021  xx 和 043  xx 。这两个关系

式对以下 8 个置换保持不变性，被称为最早的伽罗华群【14】：
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 )1324(),1423(),23)(14(),24)(13(),34)(12(),34(),12(,IB  （126）

另外，从（125）式得：

qpxx 422
3

2
1  （127）

qpxx 422
4

2
2  （128）

由于
2
2

2
1 xx  ，

2
4

2
3 xx  ，可以验证（126）的前四个置换 )34)(12(),34(),12(,I 使（127）式不变。将

（127）式右边的关系添加到方程（113）的初始域 ),( qpQ 中，得到扩域：

)4,,(),( 2 qpqpQqpQ  （129）

然而（126）式的后四个置换 )1324(),1423(),23)(14(),24)(13( 却不能使（127）式保持不变。

为了证明扩域理论的有效性，文献【14】构造新的关系:

2
42

2

43
qppxx 

 （130）

它对置换 I 和 )12( 不变，可以认为这个两个置换是 B的一个子群。将（130）的右边添加到域Q中，

构成新的扩域：

 )4,,( 2 qpqpQ )2/)4(,4,,( 22 qppqpqpQ  （131）

然后再令：

2
4

2
2

21
qpp

xx


 （132）

它对置换 )34(,I 保持不变。（131）式的根域被进一步被扩张，得到方程（123）的根域，有：

)2/)4(,4,,( 22 qppqpqpQ 

EqppqppqpqpQ  )2/)4(,2/)4(,4,,( 222
（133）

由此认为伽罗华理论对四次方程成立。

同样，以上论证存在许多问题。

1. 首先，方程（123）式只是一个特殊的四次方程，其本质仍然是二次方程。对于一般的四次

方程（78）式，其解（83）式非常复杂，用伽罗华的塔式添加扩域理论是根本无法描述的。

2. 四次方程的根与系数满足的韦达公式具有 4S 的对称性，它有 24 个群元，即：

 ),124(),132(),123(),23)(14(),24)(13(),34)(12(),34(),24(,23(,14(),13(),12(,4 ））IS 

)1432(),1423(),1342(),1324(),1243(),1234(),243(),324(),143(),134(),142( （134）

按照正规子群的定义，伽罗华可解群的塔式结构为：

IVAGS  444 ~ （135）
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其中 4A 是 4S 的最大的正规子群，它有 12 个群元：

 ),132(),123(),23)(14(),24)(13(),34)(12(,4 IA 

)243(),324(),143(),134(),142(),124( （136）

V 则是克莱因群，有四个群元：

 )23)(14(),24)(13(),34)(12(,IV  （137）

显然（126）式的 B不属于（134）式中的任何一个子群，它甚至不是正规子群，因此用（126）式的

置换对称性来证明伽罗华理论是无效的。

3.对（126）置换不变的 021  xx 和 043  xx 与方程（123）的求解一点关系也没有。按照

伽罗华的根式扩域理论，自同构映射算符将方程的根变成方程的根。然而 21 xx  和 43 xx  都不是原

方程的根，比如将 21 xx  代入（123）式，得 0)()( 2
21

4
21  qqxxpxx 。因此用 021  xx ，

043  xx 来构造（121）式的伽罗华群没有意义的。同样， 21 xx  和 43 xx  也不是方程（123）式

的根，用自同构算符对它们作用没有意义，用添加（130）和（132）式的右边来扩域，即不符合自

同构映射理论，也与实际的解方程过程没有关系。

4. 用方程的根的代数关系的置换对称性来代替根的置换对称性，被普遍地用来证明伽罗华理论

的有效性。这种做法是概念混淆的结果，然而如果不这样做，就不能证明伽罗华理论的有效性。这

种做法同时破坏了理论的唯一性。一个方程的不同解可以任意构造不同的关系，比如用 4321 ,,, xxxx
还可以构造 21xx ， 2

2
1 xx 和 43

2
1 xxx  等等。我们没有理由只用其中的某些关系，不用其他关系。

5. 事实上，用这种方法仍然无法构成伽罗华群的塔式结构。（127）和（128）式的根式扩域满

足的置换群是：

 )34)(12(),34(),12(,1 IB  （138）

（131）和（133）的根式扩域满足的置换对称性是

 )12(,2 IB   )34(,3 IB  （139）

它们与（126）式的关系不是正规子群链的关系，显然不满足（135）式的伽罗华群的塔式结构。因

此这种扩域理论即不能正确描述方程的求解过程，也不能证明伽罗华根式扩域理论的有效性。

由于三、四次方程的扩域理论与实际的解方程过程不匹配，我们就没有理由认为，伽罗华可解

群理论对五次方程也有效。对于高次方程，解方程过程可能的置换群对称性链应当是：

ISS nn   21 S （140）

也就是说对于代数方程，一般而言系数与根之间只存在 nS 置换对称性，与 nS 的正规子群链对应的伽

罗华群 nG 及其塔式结构在解方程的实际过程中不存在。

6. 8三次方程预解式

1770 年拉格朗日发表论文“关于方程的代数解法的思考”，将置换群的概念引入解代数方程，

提出用预解式来解代数方程【12】。二次方程比较简单，它的对称置换群 2S 只有两个群元，没有必

要讨论。对于三次方程（102）式的预解式，按照文献【15】，构造以下两个函数：
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3
2

21 xxx   （141）

）2
2

31( xxx   （142）

其中 321 ,, xxx 是方程的三个根，用（103）~（105）式表示。已经证明以
3 和

3 为根的二次方程，

是三次方程的拉格朗日预解式。我们有：

3
2

2
31

3
3

2
21

33 ）（）（ xxxxxx  

321
3

3
2
11

2
33

2
22

2
1

23
2

3
2

3
1 12)32 xxxxxxxxxxxxxx  ）（（）（  （143）

考虑到 01 2   ，则 12  ，从（143）式可得：

]63[2 3213
2
11

2
33

2
22

2
1

3
321

33 xxxxxxxxxxxxxx  ）（）（

3213
2
11

2
33

2
22

2
1 123 xxxxxxxxxxx  ）（

）（）（ 3
2
11

2
33

2
22

2
1

3
221 92 xxxxxxxxxxx 

]3)([92 321321323121
3

321 xxxxxxxxxxxxxxx  ）（）（ （144）

）（ 2
2

313
2

21 )( xxxxxx  

）（（）（ 133221
22

2
2
2

2
1 ) xxxxxxxxx  

）（）（）（ 133221133221
2

321 2 xxxxxxxxxxxxxxx  （145）

三次方程（102）的根与系数的韦达公式是：

0321  xxx pxxxxxx  323121 qxxx 321 （146）

从（145）和（146）式得：

q2733   （147）

p3  333 27 p (148)

因此
3 和

3 可以看成是以下以 y为变量的二次方程的根：

02727 32  pqyy （149）

解（149）式，得：

2
2742727 322

3 pqq 
 （150）

2
2742727 322

3 pqq 
 （151）
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就有：

3
1

32

322
3






























pqq （152）

3
1

32

322
3






























pqq （153）

再按照定义：

0321  xxx （144）

  3
2

21 xxx （155）

  2
2

31 xxx （156）

从以上三式就可以得到三次方程的解（103）~（105）式。

6. 9 用伽罗华理论解释三次方程预解式的有效性问题。

如何用伽罗华可解群理论证明三次方程预解式的有效性？本文作者查阅了许多文献，发现对这

个问题的表述都是含含糊糊的。

问题主要涉及伽罗华群对预解式作用的有效性。已知三次方程（102）式对应的置换群是 3S ，

用（108）式表示。它唯一的真子群是 3A ，用（109）式表示，其中的群元 )123( 和 )123( 是偶置换。

因此有些文献就认为，只要证明三次方程预解式的解
3 和

3 具有 3A 置换不变性，就等于证明伽罗

华理论对三次方程的预解式有效。然而情况并非如此。

容易证明，
3 对群元 )123( 的置换是不变的，有：

3
1

2
32

3
3

2
21

3 )123()123( ）（）（ xxxxxx  

3
1

2
32

3
3

2
21

3 ]([ ））（ xxxxxx  

33
13

2
2 ](   ）xxx （157）

然而，如果用群元 )132( 对
3 作用，结果却是：

3
2

2
13

3)132( ）（ xxx  

3
2

2
13

3
2

2
13

3 ]([ ））（ xxxxxx  

33
21

2
3 ](   ）xxx （158）

而且容易看出，
33)132(   。事实上，将置换 )23( 作用于

3 ，结果是：

33
2

2
31

3 ()23   ）（ xxx （159）

然而问题是，置换 )23( 不属于 3A ，因此（159）式恰恰证明伽罗华可解群的无效性。
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此外，由于
3 和

3 都不是三次方程的根，而是二次方程（149）式的根。三次方程的根是

321 ,, xxx ，用
3 和

3 来代替 321 ,, xxx 是偷换概念。虽然用它们来构造三次方程的根式是有效的，

但并不能证明伽罗华理论的有效性。按照伽罗华根理论，应当用自同构算符对 321 ,, xxx 的作用来建

立伽罗华自同构群 QGalE / ，而不是用二次方程的根来构造三次方程的伽罗华群。

6. 10四次方程的预解式

在现有的文献中，用伽罗华理论构造四阶方程预解式的方法是同样混乱的。它有多种版本，比

如欧拉和费拉里（Ferrari）提出的方法，但没有一种能够严格按伽罗华理论得到预想结果。本文以

欧拉提出的方法为例来说明，其它版本存在相同的问题，就不赘述。将四次方程写为【15】：

024  cqxpxx （160）

设 4321 ,,, xxxx 是（160）式的四个根式解，用它们构造以下三个函数：

2
4231

2 )(
16
1 xxxx  （161）

2
4132

2 )(
16
1 xxxx  （162）

2
2143

2 )(
16
1 xxxx  （163）

按照（161）~（163）式，利用方程（160）式的韦达公式，可得：

2
4321

222 ][
16
3  ）（ xxxx  

pxxxxxxxxxxxx
2
1)

2
1

434232413121  （

2
434232413121

22222 )
16
1  xxxxxxxxxxxx  （

cpxxxx
4
1

16
1

4
1 2

4321  （164）

qxxxxxxxxx
8
1)

8
1  432421321  （ （165）

因此
2 ，

2 和
2 是以下 y为变量的三次方程的根，也称为四次方程的预解式：

0
64
1

4
1

16
1

2
1 2223 






  qycppyy （166）

解这个三次方程，得到三个根。将它们开平方，就得到 ， 和 。它们各有两个值，考虑到（165）

式的限制关系，先选定 和  ，然后确定 ，于是得到 ， 和 的四组解。任选一组，利用（161）

~（163）式和韦达公式，即有：

04321  xxxx （167）

 )(
4
1

4231 xxxx （168）

 )(
4
1

4231 xxxx （169）
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 )(
4
1

2143 xxxx （170）

利用（167）~（170）式，就可以得到四次方程的一组解( )8/(1 q ):

 1x  2x

 3x  4x (171)

6. 11 用伽罗华理论解释四次方程预解式存在的问题。

假设按照伽罗华的扩域理论，得到方程（160）的第一个根式解后，第一次根式扩域使方程的对

称性从（134）式的 4S 变成（136）式的 4A ，（161）~（163）式应当满足 4A 的置换不变性。然而

情况并非如此。容易验证，在 4A 置换下
2 能够保持不变，但

2 和
2 却不能保持不变。例如用 4A

的群元 )124( 作用，结果是：

22
1214

2 )(
16
1)124(   xxxx （172）

22
4213

2 )(
16
1)124   xxxx（ （173）

如果用 4S 的群元 )12( 和 )1342( 作用于
2 ，得到以下结果：

22
4132

2 )(
16
1)12(   xxxx （174）

22
2143

2 )(
16
1)1342(   xxxx （175）

然而我们知道，置换 )12( 和 )1342( 不属于 4A ，因此也不属于V 。

同样的道理
2 ，

2 和
2 都不是四次方程的根，而是三次方程（102）式的根。四次方程的根

是 4321 ,,, xxxx ，用
2 ，

2 和
2 来代替 4321 ,,, xxxx 是偷换概念。虽然用它们来构造四次方程的预

解式是有效的，但并不证明伽罗华理论的有效性。对于四次方程的预解式关系，伽罗华自同构根式

扩域群理论也是无效的。

六 结论

阿贝尔和伽罗华被认为是数学史上的悲剧人物，命运多舛，生命短暂。他们生前未能看到自己

的理论被世人认可，身后却声名盖世。他们关于五次方程没有根式解的证明被认为是一座丰碑，至

今无法超越。为了解决五次方程的求解问题，在前人的工作的基础上，伽罗华提出比较完整的群论

体系，将传统代数推进到近世代数，为现代数学的发展做出重要的贡献。

自从阿贝尔和伽罗华的文章发表之后，五次以及五次以上方程没有根式解的看法成为定论。主

流数学家们似乎不再关心这个问题，尽管阿贝尔和伽罗华的理论与高斯代数基本定理是矛盾的。然

而科学的发展往往难以意料，近年以来不断有人解出某些特殊的五次和六次方程，而且大多都是用

根式表示的，阿贝尔和伽罗华的理论无法解释为什么这些方程是可解的。

为了了解事情的真相，作者对阿贝尔和伽罗华的理论做了深入的研究，结果发现情况与想象的

完全不一样。阿贝尔对五次方程没有根式解的证明是完全错误的，他提出的代数方程的普遍解的形

式与实际不符。三次方程和四次方程的解都不具有阿贝尔的解的形式，因而没有理由认为阿贝尔对
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五次方程没有根式解的证明是正确的。事实上，阿贝尔的证明是一个循环论证，存在许多逻辑混乱，

概念误用和初级计算错误，他的证明是不成立。

虽然伽罗华的群论是一个重要的发现，但伽罗华用群论来证明一般五次方程不可根式解却是不

成功的。伽罗华的理论与其说是一个严格的证明，不如说是一个猜想。而且这个猜想证据不足，证

明过程牵强附会，实际上是在拼凑结果。

按照高斯等人提出的代数基本定理，任何 n 次方程都有 n 个解，其中必然会包含根式解。因此

伽罗华的理论与代数基本定理的矛盾的。代数基本定理的证明是严格的，而且可以从许多方面进行

证明。我们有理由认为代数基本定理是正确的，就只能认为伽罗华理论是错的。

事实上，伽罗华的可解群理论与五次方程是否可解没有关系。五次方程的根与系数对应的关系

用 5S 置换群来表示，这个事实本身就说明了五次方程的根的存在。五次方程没有可解群，只不过说

明方程的根与系数的关系不满足可解群的对称关系，并不能说方程没有根式解。

为了构造伽罗华根式扩域群，并在扩域群与可解群之间建立联系，需要引入自同构映射概念。

按照伽罗华理论的定义，自同构算符对方程的根作用不改变根自身，或者将它变成相同的方程的其

他根。然而为了证明伽罗华群对三次和四次方程的有效性，在实际计算过程中，却将自同构算符作

用于方程的根之间的某些关系。这直接违背了自同构算符的原始定义，导致证明无效。而且由于根

之间的关系可以任意设定，使这种结果缺乏唯一性和普遍性。

高次方程的实际求解过程也不满足伽罗华可解群的塔式结构，或者说伽罗华的根式扩域理论与

解方程的过程不一致。为了达到一致性，就不得不编造出某些中间过程。但这种中间过程实际上不

存在，导致伽罗华扩域理论无效。由于同样的原因，用伽罗华理论求解一般的三次和四次方程的预

解式也是无效的。

关于五次方程的一般解问题，在阿贝和伽罗华之后仍然有一些进展。1858 年法国数学家埃米而

特和德国数学家罗克内克等分别独立地证明，一般五次方程可以用一类称为椭圆模函数解出。1870

年，法国数学家约当证明，利用这类函数可以解出任意次的多项式方程【10】。然而这类解都用无

穷级数来表示，是很不直观的。由于无穷级数的求和是困难的，很难从中得出有实际意义的结果，

不可能用它们来代替方程的根式解。

因此本文的结论是，阿贝尔和伽罗华并没有证明五次方程和高于五次的方程没有根式解。数学

家们应当继续努力，去寻找五次方程和高于五次方程的一般解。
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