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内容摘要 本文揭示黎曼的原始论文中存在的三个基本问题，证明黎曼猜想没有意义。1. 黎曼在推

导 Zeta函数的积分形式时，采用的一个求和公式。这个公式的可使用条件是 0x ，在 0x 处该公

式没有意义。然而黎曼的计算过程中涉及到积分的下限是 0x ，由此导致 Zeta 积分形式的发散和

函数方程的不一致性。2. 在复平面的实数轴上，黎曼 Zeta 函数方程的左边有限时，右边可能为无穷

大，反之亦然。在实数轴上，黎曼 Zeta 函数方程只在 2/1)Re( s 点上成立。然而在这个点上 Zeta

函数等于无穷大，而不是零。因此黎曼 Zeta 方程不成立。3. 黎曼在证明 Zeta 函数方程的对称性时，

使用了雅可比函数的一个公式   )/1( xxx   。该公式成立的条件也是 0x ，如果 0x ，该公

式没有意义。同样由于计算过程涉及到积分的下限是 0x ，这个公式也不能用。本文最后讨论黎曼

Zeta 函数零点的计算，指出现有的计算采用的都是近似方法，原复变函数的解析性被破坏，柯西-

黎曼方程无法得到满足。虽然在复平面 Re(s)=1/2 的直线上找到的大量非平凡零点，但它们都不是

Zeta函数真正的零点。
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一 前言

黎曼 Zeta 函数是现代数学中一个很重要的函数，被用于素数的研究。黎曼猜想是关于黎曼函数

的零点问题的猜想，黎曼 1859年提出，至今无法得到证明。本文仔细分析了黎曼推导 Zeta 函数积

分形式和 Zeta 函数方程的过程，发现黎曼原始论文中存在三个基本错误。由此揭示黎曼猜想问题长

期无法解决的本质原因，证明黎曼猜想没有意义。

黎曼 Zeta 函数有两种形式，级数求和形式和积分形式。级数求和形式是最初始的，定义为[1]：
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其中 s a ib  是复数。如果 0b  ， 1a  时级数收敛， 1a  时级数发散。比如：
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原文发表于Mathematics Letters, 2019; 5(2): 13-22., doi: 10.11648/j.ml.20190502.11



其中 )1( 是调和级数， )2( 是欧拉公式。如果 0b  ，一般认为 s的实部 ( ) 1Re s  时（1）式收敛，

( ) 1Re s  时（1）式发散，没有意义。

为了使（1）式在 ( ) 1Re s  的区间也有意义，黎曼利用 Gama 函数，把（1）式的级数求和形式

用以下的积分形式来表示（ x R ）【1】，【2】，【3】：
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为了计算（3）式，黎曼将它延拓为复平面的积分，得到：
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  ( ) 1Re s  （4）

函数的定义域从（3）式的 ( ) 1Re s  扩展到（4）式的 ( ) 1Re s  。利用留数计算方法，黎曼从（4）

式导出以下 Zeta函数方程：
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再考虑（1）式，（5）式一般被写为：
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（6）式被认为在复平面上除了 ( )=1Re s 的点外都成立【2】。黎曼然后引入变换【1】【4】：
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证明存在对称关系：

)1()( ss   （8）

由于函数 ( )s 和 )(s 有相同的零点，对 Zeta 函数的零点计算实际上是在（7）式的基础上进行的。

按照（7）式， 2s k  （  ,3,2,1,0k ）时， ( ) 0s  时。对于 2s k  的情况，零点被称为 Zeta

函数的平凡零点。对于 +2s k 的情况，目前的理论一般不予讨论。

除了平凡零点，Zeta 函数被认为还有很多零点，称为非平凡零点【5】【6】。由于素数的分布性

质被认为与 Zeta函数的零点有关，零点判断就成了一个重要的问题。黎曼猜想认为，Zeta 的函数的

所有非平凡零点都位于复平面Re( )=1/ 2s 的直线上，但一百多年来一直无法证明【6】【7】。

本文重新分析了黎曼推导 Zeta函数方程的原始论文，发现存在以下三个问题。

1. 黎曼在推导 Zeta 函数的积分形式时，使用了以下级数求和公式（黎曼的原始论文没有列出这

个公式，但实际上用了这个公式）【8】：
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该公式的适用条件是 0x ，在 0x 点该公式是没有意义的。然而黎曼的计算过程中涉及到积分的

下限是 0x ，因此这个公式不能用。正是由于使用了这个公式，导致黎曼 Zeta 函数方程的不一致

性，得出许多互相矛盾的，没有意义的结果。

2. 比如，经过复延拓后得到的（5）和（6）式被认为在复平面上除了 ( ) 1Re s  （ 1a  ）点外

的其他点上都成立，然而情况并不是这样。在复平面 0b 的实数轴上，（5）式在 2/1a 的点成立。

但此时 Zeta函数方程的两边都等于无穷大，而不是等于零。因此在实轴上 2/1a 的点是黎曼 Zeta

函数的无穷大点，而不是零点。

又比如，对于 a是非整数的情况，当 1a 时，如果函数方程的左边是收敛的，方程的右边则

是无穷大，反之亦然。当 10  a 时，方程的两边都是无穷大，没有意义。

3. 黎曼在证明（8）式时，使用了雅可比函数公式   )/1( xxx   【9】。该式成立的条件是

0x ，否则 x/1 没有意义。由于证明过程中涉及到积分的下限是 0x ，这个公式也不能用，

Zeta函数的对称性关系 )1()( ss   不存在。

本文最后讨论黎曼 Zeta 函数的零点计算问题。目前通过人工计算和计算机技术，已经找到黎曼

Zeta函数大量的非平凡零点，但它们都不是 Zeta函数的真正的零点。原因在于黎曼 Zeta函数零点的

计算采用的是近似方法，解析函数满足的柯西-黎曼方程被破坏，得到的零点都不是严格的 Zeta 函数

真正的零点。

二 黎曼 )(s 函数方程的推导

2.1 黎曼 Zeta函数积分形式的推导

黎曼 1859年的原始论文写得非常简略，后人做了许多补充。为了看出存在的问题，我们首先详

细复述黎曼原始论文的内容。黎曼从 )(s 函数推导 Zeta函数的积分形式【1】，【2】,【3】。 )(s 函

数的定义是：
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其中 Rx 是实数， Cibas  是复数，且 0)Re( s 。令 nxx ，可得：
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然后，黎曼将（9）式代入（12）式，并利用（1）式，得到：
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下文我们将看到，由于（9）式在 0x 时是不能用的，而（13）的积分下限是零，就导致黎曼 Zeta

函数方程的一系列相互矛盾的结果。



为了计算（13）式，黎曼将对实数的 x积分扩展到复数 Ciyxz  ，定义函数 )(zI ，令：
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函数的定义域从原来的 1)Re( s 扩大到除 1s 点之外的整个复平面【2】。积分路径 L如图 1所示，

先沿 x轴下方的直线 B从 x 到 x ， 是一个小量。然后沿半径为  22 yx 的圆周 绕

过原点，再沿 x轴上方的直线 A从 x 到 x 。

图 1. 黎曼 Zeta函数积分形式的推导

按照图 1，（14）式可以写成三项：


 


























dx
e
xdz

e
zdx

e
xsI x

s

z

s

x

s

1
)(

1
)(

1
)()(

111

（15）

黎曼的原文没有对（15）式做具体计算，而是直接给出以下结果：
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可知黎曼的计算实际上令（15）式右边的中间项等于零，即：
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利用欧拉公式：
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将（18）和（16）代入（13）式，得到：
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再利用关系：
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以及（14）式，从（19）式得到黎曼 Zeta 函数的积分形式：
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利用定义（1）式，（21）式一般被写为：
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然而我们应当记住，（22）式左边的 )(s 是用（1）式定义的，其本意是（21）式。这在以下讨论

Zeta函数方程的一致性问题时是非常重要的。

2.2 黎曼 Zeta函数方程的推导

为了计算（22）式的右边，黎曼考虑图 2的围道，并利用了留数定理。留数定理是：设C为分

段光滑的闭合曲线，函数 )(zf 在C内除去有限孤立奇点外是单值解析的，且在C上也没有奇点。

设
)(

1
ka 为 )(zf 的第 k个奇点的留数，则有关系【10】：
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图 2. 黎曼 Zeta函数的留数积分

按照留数定理，图 1的积分线路被改为图 2的在复平面上的积分围道。C的半径趋于无穷大时，

沿大圆 0C 的积分为零。按照柯西定理，就可以将图 1 的积分用图 2中绕 inz  奇点的留数之和

来表示。被积函数在 niz 2 处有无穷多个极点（  ，3,2,1n ），图 2画出其中的三个。在奇

点的邻域将 )(zf 展成罗朗级数，通过积分得到留数。

对黎曼 Zeta函数，留数计算公式如下【1】【2】【3】：
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上式对 0z 的坐标原点不适用。考虑到：
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按照留数定理，得：
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将（26）式代入（21）式，就得到：
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考虑（1）式的定义，就有：
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（29）就是黎曼 Zeta 函数方程，又被称为黎曼 Zeta 函数代数关系式，它在 )(s 与 )1( s 间建立关

系。在（29）式的基础上，黎曼提出 Zeta 函数的零点在 ibs  2/1 的直线上的猜想。

目前一般认为，经过黎曼的复延拓，（29）式右边变成是 Zeta 函数的新定义，因此（29）式的

左边的 )(s 就不再是（1）式的形式。

然而实际情况不是这样，从（27）式得到（29）式时，最后必须用到（1）式和（28）式。因此

必须记住，（29）式的原型是（27）式，它只是（27）式的符号简化表示方式。我们以下在（27）式

的基础上讨论黎曼 Zeta 函数方程的一致性问题。

三 黎曼 )(s 函数方程在复平面实轴上不成立的证明

按照复变函数理论，复延拓是将原来定义在实数域的函数 )(xf 扩展到复数域，即令 )(xf
)()( iyxGzG  。扩展后的复函数虽然超出原先函数的定义范围，但在实数域内必须与原来的函

数一致，在 0y 时应当有 )()( xfxG  ，否则就不是原函数的复延拓。

按照这种定义，在复平面 0b 和 1a 的实轴上，Zeta函数方程（27）式也应当成立。由于在

黎曼的推导过程中 Zeta 函数的定义是非常明确的， )(s 和 )1( s 由（1）和（28）式描述。在复

平面的实轴上，（27）式就变成：
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我们以下证明，（30）式的两边是自相矛盾的。

I) 对于 a是整数的情况，取 2a ，（30）式的左边是无穷大：
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右边则等于零：
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如果取 4a ，（30）式的左边是一个有限的确定值：
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右边则是不确定的：
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因此对于 a是整数的情况，（30）式两边是明显地矛盾的。

II) 对于 a是非整数的情况，取 2/1a ，即黎曼猜想的非平凡零点值，（30）式左边为：
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考虑到  )2/1( ， 2/24/sin  ，（30）式右边则为：
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因此（30）式两边完全相等，没有矛盾。但结果是无穷大，而不是零。

III) 如果 1a 且是非整数，比如取 5.3a ，（30）式左边是一个收敛的级数：
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根据 Gama函数负延拓公式，有 15/8)5.2(  ，以及 7091.02/sin3.5  ，可知（30）式

的右边是发散的，有：
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因此（30）式的等号两边是不相容的。

IV) 如果 0a 且是非整数，比如取 5.3a ，情况则相反。（30）式左边发散，有：
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考虑到 16/105)5.4(  ， 7091.0)2/3.5sin(   ，（30）式的右边却是收敛的，有：
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V) 如果 10  a ，比如取 2.0a ，（30）式左边是发散的，有：










4
1

3
1

2
11

4
1

3
1

2
11 2.02.02.0

1n

an （41）

按照 Gama函数的解析延拓公式， 1643.18.0/)8.1()8.0(  ， 3087.0)1.0sin(  ，（30）式的

右边也是发散的，有：
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因此（30）式是没有意义的，我们无法认为方程的两边严格相等。

总之，在a是非整数且 1a 的情况下，黎曼 Zeta函数方程在复平面的实数轴上是不一致的。

方程总是一边为无穷大，另外一边为有限值。在 10  a 的情况下，方程两边都是无穷大，没有意

义，无法证明它们严格相等。

只有在 2/1a 的点上，方程两边严格相等，这也许就是黎曼猜想认为 2/1a 的根本原因。但

结果仍然无穷大，而不是零。也就是说 2/1 as 不是黎曼 Zeta函数方程的零点，而是无穷大点。

四 黎曼 Zeta函数积分形式中不可忽略的项

4. 1 1)Re(  as 时(17) 式不等于零。

以下证明，在 1)Re(  as 的情况下，（17）式的积分不但等于零，而且是一个发散值。在绕原

点的小圆周 上
 iez  ，  deidz i ， idzdz / 。由于 1 ，按照台劳级数公式，有：
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式中 ik 是展开式待定系数。将（43）式代入（17）式的左边，得：
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先计算右边第一项，有：
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将 ibas  代入（45）式，利用
 lni ibb e ， )2sin2(cos2222 aiaeeee baibsi   

，得：
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0 时， ln ， )lnsin( b 和 )lncos( b 是不定式。如果 1a ，当 0 时 01 a ，（46）

式收敛。如果 1a ，则 0 时 1a ，（46）式发散，（44）式就不等于零。

（44）式右边第二项的计算结果是：
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如果 0a ，当 0 时 0a ，（47）式收敛。如果 0a ， 0 时 a ，（47）式发散。

因此，（44）式积分的最后结果应当是：
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（48）

如果 1a ， 0 时 )(Q 。可见与级数求和形式一样，Zeta函数的积分形式在 1)Re(  as
时仍然是发散的。因此在 12/1 a 时，讨论黎曼 Zeta函数的零点是没有意义的。

在现有的一些文献中，对 1a 的情况也做了近似计算，都认为（17）式等于零，可以忽略。但

对 1a 的情况，就没有做更深入的计算。事实上，如果那些文章的作者对 1a 的情况也做深入的

计算，就会得出与本文相同的结论【2】【11】。

4. 2 发散项的数值计算

为了对（48）式发散问题有更清楚的了解，我们来做具体的数值计算。由于（15）式的中间项不

可忽略，就有：
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按照（14）和（49）式，得：
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如果 0 ,就有：
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另一方面，在复平面的实轴上 0b ，作为近似估计，按照（46）式，有：
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如果 1a ，当 0 ，我们有 0)( Q ，就得到黎曼原始论文的结果：
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如果 1a , 例如取 4/3a , 按（52）式，得：
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若 0 , 取 410 , 有 1022)( Q , (50) 式变成
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(55) 式就有一个附加项 1022  。 令
4010 , 我们有

101022)( Q ,（50）式变成：


















 

 



10
1

10

1

1022
1

)(
)sin(2

1
140 L

z

s

x

s

dz
e
z

si
dx

e
x


（56）

附加项具有
1010 的数量级。事实上，对于 1)Re( s ，只要令 足够小，就可以使 )(Q 足够大，

以至于：
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因此我们有：
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如果取 0 ， 1)Re( s ，则有 )(Q ，即：
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在这种情况下，黎曼 Zeta函数积分形式没有改变其级数形式的发散性，实际上仍然没有意义。

4. 3 级数求和公式的适用条件

以下讨论导致 Zeta 函数方程不一致性和 1)Re( s 时 Zeta 函数积分形式无穷大的原因。按照

)(s 函数的定义，当 0)Re( s 时（9）式的积分在下限 0x 处是有限的。黎曼在推导（13）式时

使用了（12）式。需要注意的是，（12）成立的条件是  x0 ，这在一般的数学手册中都可以查

到（令
xex  ， 1x ）【9】。在 0x 的点（12）式两边都变成无穷大，是没有意义的，我们有：
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此时按照（12）式，还会得到互相矛盾的结果。比如  x0 时，我们有：
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如果令 0x ，（61）和（62）式就变成：

 1000 和  1000 （63）

这样的结果显然是荒谬的，因此 0x 时（9）式不能用，（13）式不成立。在黎曼的原始论文中，

求和公式（9）和适用条件  x0 没有被提及。

事实上，除了（9）式在 0x 时不能用外，我们找不到在（59）式右边引起无穷大的原因。也

正是由于采用了（9）式，通过复变函数的围道积分，变成对被积函数在 niz 2 处奇点的留数求

和，最后变成求和形式 )1( s ，导致与方程左边的 )(s 互相矛盾的结果。

五 雅可比公式的适用条件

关于 Zeta 函数方程在替换 ss 1 下不变的问题，黎曼原文的证明写得比较简略，以下给出详

细推导过程。并证明由于不正确地使用了雅可比公式，这个不变性实际上不存在。与（9）式有所不

同，黎曼采用以下 Gama函数做计算【1】【2】【3】：
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在上式中令 xnx 2 ，得：
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利用 Zeta 函数的定义，将（66）式写成：
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为了计算（68）式，黎曼引入雅可比函数【8】：
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并利用了雅可比函数的性质【8】【12】：
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将（69）式写成：
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利用（72）式，就有【1】【12】：
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令 yx /1 ，有：
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在（75）式右边令 xy ，并考虑（74）式，（73）式就变成：
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于是就可以将（68）式写成：
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（77）式的右边在 ss 1 的替换下是不变的，因此左边在替换下也应当是不变的。令【13】【14】：
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就意味着存在对称性：
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从（78）和（79）式可得：
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利用 Gama函数互补公式：
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可以将（80）式写成：
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另一方面，黎曼根据（9）式得到（13）式。将（13）式延拓到复数平面，用留数定理计算，导

出的 Zeta 函数的函数方程（5）式。如果两种计算方法是一致的，（82）和（5）式应当相等，就有：

)1()2(2
2

1
2

1 12/3s sss s 





 







    （83）
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根据 Gama函数的 Legendre 加倍公式：
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在（85）式中令 2/)1( ss  ，就得到（84）式，由此证明（83）式成立，表示两种计算方法的结

果一样。但如果考虑 1)Re( s 时（5）式存在一个被忽略无穷大的项，两种计算方法就是不一致的。

以上推导存在一个严重的问题，即雅可比函数公式（70）的适用条件是 0x 。如果 0x ，

x/1 ，（70）式是没有意义的。由于（73）和（74）式中积分下限是 0x ，因此（77）式不成

立，Zeta函数的对称关系（79）式不存在。如果不用雅可比函数公式，按照（9）计算，我们不可能

得到（77）和（78）式，也不可能得到（79）式的对称关系。



六 Zeta函数零点计算问题的讨论

通过人工计算和采用计算机技术，至今找到黎曼 Zeta 函数大量的非平凡零点。据称已经达到十

万亿个，它们都分布都在 ibs  2/1 的直线上【15】【16】。然而，它们实际上都不是严格的 Zeta

函数真正的零点。以下讨论这个问题。

1. 对于一般的复变函数 )()( iyxfzf  ，总可以将实部与虚部分开，写成如下形式：

),(),()( yxivyxuzf  （86）

0)( zf 意味着 0),( yxu 和 0),( yxv 。如果 )(zf 是解析函数，则要求 )(zf 处处可导。或者说

除了要求函数及其导数连续外，还要求 )(zf 对 x的偏导数与对 y的偏导数一样。结果导致 )(zf 的

虚部与实部不是相互独立的，二者必须满足以下柯西-黎曼方程【10】：
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（87）

由于黎曼 Zeta 函数被认为是解析函数，（7）式也可以写成：

),(),()( baivbaus  （88）

),( bau 和 ),( bav 需要满足（87）式， 0)( s 意味着 ),( bau 和 ),( bav 同时等于零。然而在黎曼 Zeta

函数的零点计算中，实际上没有严格地将函数写成（86）式的形式，然后同时计算 ),( bau 和 ),( bav
的零点。计算采用的都是近似方法，这种方法使 Zeta 函数原来具有的，满足柯西-黎曼方程的对称性

被破坏。

2. 比如取 ibs  2/1 ，将（7）式改写成以下形式【15】【17】：
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4/1)2/(lnRe ibebeib ibsis  （89）

计算机实际计算的是 Zeta函数在零点附近符号的改变。如果 Zeta函数从正好变成负号，或者从负号

变成正号，就认为出现一个零点。上式第一个括号内的项总是负的，零点计算只需考虑第二项，令：

)2/1()( 4/)2/(lnlnIm ibebZ ibsi    （90）

将 )(Z b 级数展开成渐进形式，得到黎曼-西格尔公式：
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 （91）

黎曼函数的零点计算采用的是（91）式，其中的 )(b 和 )(bR 是非常复杂的函数。然后计算不同阶

的 )(Z b 的零点，比如第一项取 )(cos2)(Z bb  ，得到第一个零点 5.14b ，再考虑 )(R b ，将它

修正成 1345.14b ，如此等等。

显然按照（91）式，Zeta 函数已经从复函数变成实函数。 )(Z b 即不是 Zeta 函数的实部，也不是

它的虚部。对级数的任意单项而言，柯西-黎曼方程的限制（87）式不存在，或者说函数的解析性被

破坏。（91）式是一个包含三角函数的单变量无穷阶级数，它不但有零点，还可以有无穷多的b满足

0)(Z b ，但它们都不是（7）式真正的零点。

3. 目前所有关于黎曼函数零点的计算机计算，都是事先假定 2/1)Re( s 。由于前提已经假定



2/1)Re( s ，我们就不能说计算机证明 2/1)Re( s ，只能说明在直线 2/1)Re( s 上存在零点。

4. 事实上，按照（1）和（28）式， )(s 和 )1( s 已经是级数展开形式。我们直接讨论它们

的零点就可以了，根本没有必要将它再展开成级数（91）式的形式。黎曼-西格尔公式除了引起误差，

还把问题复杂化，实际上是没有必要的。

七 结论

黎曼猜想是希尔伯特在 2000年世界数学大会上提出的二十三个数学难题之一，它在二十世纪没

有被解决。进入二十一世纪后，美国克莱因数学研究所将它选为千禧年的八个数学难题之一。黎曼

猜想问题之所以如此著名，还因为它已经成为现代素数分布理论的基础。由于黎曼的工作，传统的

素数分布理论的研究从实数域被延拓到复数域。据统计至今为止，在假定黎曼猜想正确的前提下，

数学家们已经证明了近千条定理，可见它对现代数学的影响之深。

由于黎曼猜想长期无法得到证明，就使有些数学家相信它是不成立的。但大多数数学家仍然相

信它是成立的，也希望它能成立。然而本文给出了第三种结果，证明黎曼猜想没有意义，这是出乎

大多数人的意料的。

问题在于黎曼 1859年的原始论文有错，黎曼得到的 Zeta 函数的积分形式和函数方程本身有问

题。黎曼不适当地采用了两个公式，忽略了它的适用条件，导致黎曼 Zeta函数方程的不一致性。黎

曼在推导 Zeta 函数积分形式时，还遗漏了一个绕坐标原点的积分项。该项在 1)Re( s 时导致无穷大，

因此 Zeta 函数的积分形式没有改变其级数求和形式的收敛性。

由于黎曼 Zeta 函数的积分形式、函数方程和对称关系 )1()( ss   都是不成立的，建立在 Zeta

函数方程基础上的黎曼猜想没有意义。数学家们就应当考虑，在黎曼 Zeta函数基础上研究素数分布

是否有意义的问题。或者说应当考虑素数分布理论是否应当回归传统，回到实数域进行研究的问题。
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