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量子力学普适动量算符的定义 

与微观粒子自旋的本质 

——揭示贝尔不等式得不到实验支持的真正原因  

梅  晓  春   

福州原创物理研究所 理论物理与纯粹数学部，福州大学 

内容摘要 现有量子力学中动量算符的定义存在一些非常基本问题，需要做进一步改善。例如采用动

能算符和动量算符计算微观粒子的动能，得到的结果一般不一样。本文对量子力学的动量算符进行

重新定义，提出普适动量算符概念，很好地解决以上问题。普适动量算符只改变粒子动量的方向，

不改变粒子的动能和能量。由于这两种动量算符的计算值存在粒子运动方向的差别，就导致附加动

量和附加角动量。本文给出附加角动量与微观粒子自旋之间的关系，阐明微观粒子自旋的本质。证

明自旋与量子力学角动量算符不能描述的那部分角动量有关，与狄拉克方程的推论达到一致，使用

薛定锷方程的描述与狄拉克方程的描述达到统一。所谓电子的自旋不是绕自身的旋转，而是绕原子

核的最外层 s 轨道的转动。微观粒子的自旋算符 /2~ˆ S 是一个量子数，用它可以方便地做计算。在

此基础上证明，贝尔不等式得不到实验支持的真正原因是量子力学对自旋投影概念的理解有误，推

导贝尔不等式过程中采用的公式 1)()(  ba BA 不成立。 

关键词  量子力学，普适动量算符，普适角动量算符，厄密算符，自伴算符，非本征态波函数，非

本征值，自旋的本质，贝尔不等式，隐变量, EPY 动量徉谬，定域性和因果律 

——————————————————————————————————————————— 

原文发表于 Journal of Modern Physics, 2012, No.6, p.451（http://www.scirp.org/journal/jmp/）， 

本修正版对普适动量算符的定义做了修正，并增加了对动量算符完备性和自伴算符的讨论。 

一 前 言 

自量子力学建立以来，它的正确性已经被大量的实验所证实。但物理学家对其物理意义的理解

存在严重的分歧，可以说量子力学至今还没有被很好地解释。然而量子力学的数学结构一般被认为 

是完备的，我们似乎很难在其中添加些东西。 

然而事实并非如此。本文指出，由于以下几个原因，现有量子力学动量算符的定义存在一些非

常基本问题，需要进行修改。 

1. 对于非自由粒子波函数，采用动量算符计算，得到的动量是一个虚数，这是非常不合理的。

采用动能算符和动量算符计算微观粒子的动能，得到的结果一般是不一样的，也就是说量子力学的

动量算符与动能算符不是一一对应的。 

2. 曲线坐标系中，我们可以很好地定义量子力学的动能算符，但却一直无法合理地定义动量算

符。或者说除了直角坐标系外，一般的曲线坐标系中量子力学动量算符的定义仍然是一个没有解决
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的问题。 

3. 量子力学的算符都是厄密算符，将厄密算符用于本征态波函数，得到的本征值是一个常数。

如果将算符作用于非本征态波函数，得到的结果一般是复数，可称之为算符的“非本征值”。对于非

本征态波函数，量子力学算符就不是厄密算符，其平均值一般也是复数。由于复数非本征值及其平

均值没有物理意义，目前的量子力学不得不将非本征态波函数按算符的本征态波函数展开，并将坐

标空间的波函数变换到动量空间描述。 

4. 在动量空间中计算，对于动量连续谱分布的情况，动量算符平均值的复数问题解决了，但坐

标算符的复数平均值问题却出现了。可见问题并没有被真正解决，而是被转移了。对于动量分立的

情况，动量空间中动量算符的复数平均值问题仍然存在，实际上不可能被消除。 

此外，由于物理过程的描述与表象的选择无关，坐标空间的平均值是复数，动量空间的平均值

是实数，这个结果本身就存在不一致的问题。事实上狄拉克在他的名著《量子力学原理》中只提实

算符或线性实算符，不提复算符，遗憾的是其他物理学家似乎至今都没有意识到这里存在的问题。 

5. 由于角动量算符是坐标算符与动量算符的矢量积，量子力学中角动量算符的定义也存在类似

的问题。事实上微观粒子的自旋是一个物理图像不清的概念，我们至今没有弄清微观粒子自旋的本

质，而这恰恰与角动量算符的定义有关。目前物理学在处理实际问题是，实际上把电子的自旋看成

绕电子自身的转动，是没有实验根据的和完全错误的。 

6. 事实上，物理学从来没有在实验上证实自由电子具有自旋角动量。将自由电子束穿过一个磁

场，是不可能使电子束分裂成两束的。1922 年斯特恩和格拉赫证明电子存在自旋的实验，实际上不

是用电子，而是用银原子来做的。它只能证明，在银原子的最外层的 s 轨道上，存在两个绕原子核

运动且角动量相反的电子，而不是两个绕自身转动的电子。 

7. 按照现有的量子力学，由于角量子数 0l ，原子中 s 轨道的角动量是零，但这是根本不可能

的。如果 s 轨道上的自旋电子只是绕自身转动，而不是绕原子核转动，就必然会掉入原子核。就如

地球如果只有自转，没有绕太阳公转，就必然在太阳引力的作用下掉入太阳。这个问题在目前的量

子力学中是一直被掩盖的，量子力学提出一百多年来，物理学家竟然一直没有看出这里存在的问题，

是一件非常奇怪的事。 

8. 由于需要将非本征态波函数按本征态波函数展开，量子力学还要求算符是自伴算符。自伴算

符是具有完备集本征波函数的算符，但量子力学的算符有可能不存在完备集本征波函数，因而不是

自伴算符，这将大大限制算符的适用性。比如 J. M. Domingos 等证明，广义坐标中的动量算符一般

不是自伴算符  1 。 

9. 量子力学中有些算符根本没有本征态波函数，比如直角坐标中的角动量算符 xL̂ ， yL̂ 和 yL̂ ，

我们就无法将任意波函数按它们的本征态波函数展开。将它们作用到任意波函数上，以及用它们计

算角动量的平均值，结果都是虚数， 

但我们能说 xL̂ ， yL̂ 和 zL̂ 没有意义吗？或许我们可以说它们没有确定值，但它们不可能是虚数

值。虽然在球坐标系中 zL̂ 有本征函数和本征值，但其他两个分量却没有。况且实际物理过程与坐标

系选择无关，不论采用直角坐标系还是球坐标系，结果应当是一样的。如果理论描述与坐标系有关，

只能是理论本身有问题。 

因此现有量子力学的动量算符实际上不能很好地代表微观粒子的动量，需要进行修正。量子力

学必须采用实算符值（非本征值为实数），才能到达逻辑一致。本文提出普适动量算符的概念，试图
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解决以上问题。将普适动量算符作用于任意非本征态波函数，得到的非本征值都是实数。它只改变

微观粒子的动量的方向，不改变粒子的动能和能量。采用普适动量算符，得到修正的薛定谔方程，

由于粒子的能量不变，得到的波函数是薛定谔方程的能量简并态波函数。 

在曲线坐标系中，我们也能够合理地定义动量算符。坐标表象中普适动量算符的平均值和动量

表象中坐标算符的平均值也都是实数。由于采用普适动量算符后没有必要非将任意波函数按算符的

完备集本征态波函数展开，也就没有必要要求量子力学算符是自伴算符。 

引入普适动量算符后，我们就能定义普适角动量算符。由此引入附加动量和附加角动量，并给

出附加角动量与微观粒子自旋之间的关系，阐明微观粒子自旋的本质。证明量子力学中引入自旋算

符是为了弥补角动量算符的缺陷，或者说自旋与量子力学角动量算符不能描述的那部分角动量有关。

由此就可以使非相对论的量子力学的角动量，与相对论的狄拉克描述的角动量达到一致。 

因此电子的自旋不是电子绕自身的旋转，而是绕原子核的最外层 s 轨道的运动。微观粒子的自

旋算符 /2~ˆ S 只是一个量子数，用它可以方便地做计算。本文的计算结果是，氢原子 s 轨道的角动

量不是零，也不是 /2 ，而是  SLs 2 。此结果与氢原子光谱在磁场中分裂的塞曼效应实验

完全符合，可以逻辑一致地解释自旋轨道回旋磁比率是轨道角动量回旋磁比率两倍的事实。 

通过对微观粒子自旋本质的阐明，能够解释贝尔不等式得不到实验支持的真正原因。这是由于

现有量子力学对自旋投影的概念理解有误，自旋所代表的角动量在磁场方向的投影等于 2/ ，在

其他任意方向就不可能等于 2/ 。在真实的物理空间中，不可能存在任意方向的投影都一样矢量。

因此推导贝尔不等式过程中采用的公式 1)()(  ba BA 是不成立的，结果导致贝尔不等式不成立。

贝尔不等式得不到实验支持与隐变量是否存在无关，也与微观过程的定域性是否破坏无关。 

本文最后讨论量子力学的 EPY 动量佯谬问题。指出在边界有限的条件下，微观粒子的动量是分

立的。但自由粒子的动量连续谱分布波函数定义在无限空间中，在边界有限的空间中不存在动量连

续谱分布。因此我们无法将动量分立的波函数用动量连续谱分布的波函数来代替，否则就是自相矛

盾。文中通过具体计算表明，无限势阱波函数变换到动量空间，采用动量连续谱分布波函数描述后，

动能算符的平均值为无穷大。因此在无限深势阱中粒子的动量不可能是连续谱分布，EYP 动量徉谬

被彻底消除。 

 

二 引入量子力学普适动量算符的必要性 

2.1用动量算符和动能算符计算动能结果的不一致 

量子力学采用厄密算符代表物理量，厄密算符对其本征函数的作用结果是一个常数。动量算符

及其本征态波函数为： 

 ip̂              
)(

),(
Etxp

i

Aetx







                 （1） 

我们有 ),(),(ˆ txptxp


  ，因此动量 p

是一个常数。然而量子力学更为一般的情况是，波函数不是

算符的本征态。动量算符对非本征态波函数的作用结果为 ),(),(),(ˆ txtxptxp


  ，此时 )(xp


不是

常数，我们称它为动量算符的非本征值。 

如果 )(x


 描述单个微观粒子，按照动量算符的定义， )(xp


应当是粒子的动量。由于动量是坐
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标的函数，这种表示方式是否违背测不准关系呢？或者说用 )(xp


表示动量是否有意义呢？这其中涉

及到对测不准关系真实意义的理解，我们在下文中会仔细讨论这个问题。本节中我们证明，采用动

量算符和动能算符计算微观粒子的动能，得到的结果一般是不一样的。 

以量子力学中最简单的氢原子基态波函数 )(100 r


 和线性谐振子基态波函数 )(0 x 为例，我们有： 
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式中 )/( 22
0 mea  是氢原子的第一玻尔轨道半径。 / m ， 是谐振子振动的角频率。将动

量算符 p̂ 作用于 100 ，得到： 
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然而上式的 )(1 rp


不可能是氢原子中基态电子的动量。除了 )(1 rp


是虚数不合理外，它与用动能算

符计算得到的值也是不一样的。事实上如果（4）式是 )(1 rp


是电子的动量，动能就变成负数： 
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这显然是不可能的。除此之外，如果将动能算符作用到基态波函数 100 上，得到的结果是： 
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因此氢原子中基态电子的动能为： 
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（7）式与（5）式显然是不同的。（7）式是基态电子的能量守恒式，其中 1E 是基态电子的总能量，

)(rU 是电子的势能。若按照（5）式，则有 11 ET  ，动能等于（7）式中的总能量，这显然是不可

能的，因此（5）式肯定是错的。 

若将动量算符作用于线性谐振子基态波函数 0 ，得到： 
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动量 p 也是一个虚数。按照上式得到的动量，粒子的动能为： 
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粒子的动能是一个负数，这显然也是不可能的。如果用动能算符计算，我们有：  
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式中 0E 是谐振子基态能量。显然用两种方法计算得到的动能也是不一样的，（9）式的动能实际上是

谐振子的势能加上一个负号，即 )(xUT  ，这个结果肯定是错的。 

事实上这个问题在量子力学中普遍存在，动能算符与动量算符不能一一对应。由于动能算符的

计算结果是正确的，动量算符的计算结果肯定错的。我们需要对动量算符进行修正，使之对波函数

的作用与动能算符一致。 

2.3 曲线坐标中动量算符的定义存在的困难 

    在现有量子力学中，曲线坐标系中动量算符的定义是一个未解决的问题。目前已有几种定义方

法，但都是不自洽的  3 。如果要求曲线坐标系中动量算符各分量互相对易，球坐标系中动量算符的

定义就是： 
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但容易证明 rp̂ 和 p̂ 不是厄密算符，它们对氢原子波函数的作用也是复数。更主要的是从（11）式

不能得到球坐标系中正确的动能算符。经典力学中自由粒子的哈密顿量在球坐标系中的形式是： 
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按照量子力学与经典力学的对应原理，如果动量算符用（11）式表示，动能算符就应当是： 
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然而量子力学中球坐标系的动能算符实际上是： 

                   













































2

2

2

2

2

2

sin

1
sin

sin

1

2
ˆ




r
r

rmr
T


            （14） 

显然（13）式与（14）式不相等。球坐标系中量子力学动量算符的另一种定义是  4 ： 

               










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

rr
ipr
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ˆ         















2
ˆ






c t g
ip         







 ip̂        （15） 

将（15）式代入（12）式，得到： 
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
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

 
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
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
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

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2

2

2

2

2

2

2
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sin1
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1
sin

sin

1

2
ˆ

r
r

rmr
T


      （16） 

结果比（14）式多出一项，因此（15）式的定义也是不自洽的。 

    还有人建议采用微分几何的协变微分算符 iD 来定义曲线坐标系中的动量算符  5 。算符 iD 对标

量 和矢量 jV 的作用形式是： 
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                       
i

i
q

D



                 k

k
ijj

i

ji VV
q

VD 



              （17） 

上式中 k
ij 是联络，重复指标不是求和。对于度规为 ji

ij dqdqgds 2 的曲线坐标，联络是： 

                               



















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

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ij

i

ij

i

ijijk
ij

q

g

q

g

q

g
g

2

1
                          （18） 

按照这种定义，曲线坐标中的动能算符可以写为： 

                              
























k

k
ij

ji

ij

qqq
g

m
T 

22

2
ˆ 

                        （19） 

在球坐标中得到的结果就是量子力学的（14）式。但也有人批评这种定义，认为算符对标量场的作

用与对矢量场的作用存在不自洽性  6 。此外按（17）式， iD 对标量场的作用实际上是（15）式。其

中的 rp̂ 和 p̂ 对非本征函数的非本征值和平均值仍然可能是虚数，直角坐标系中动量算符的所有问

题在球坐标中都同样存在。 

2.4 动量算符的复数非本征值和复数平均值问题 

量子力学中采用厄密算符描述物理量，算符的本征值是一个实的常数，但前提是算符必须作用

在本征函数上。如果波函数不是算符的本征算符，算符对非本征态波函数作用得到的结果一般是复

数数。动量算符对非本征态波函数的平均值一般也是复数，由于量子力学中物理量的测量值被认为

是算符的平均值，这样的结果在物理上是不能接受的。 

为了避免这个问题，目前量子力学将非本征函数按算符的本征态波函数展开，然后再求算符的

平均值。对于动量算符，这种做法实际上是将波函数变换到动量空间。下文证明这种做法存在两个

问题。一是如果动量连续谱分布，动量算符平均值的虚数问题可以消除。但如果动量是分立谱，算

符的复数平均值问题是无法消除的。二是虽然在动量空间中计算，动量算符的复数平均值问题消失

了，坐标算符的复数平均值问题又出现了。问题并没有被消除，只是被转移。事实上由于物理过程

的描述与表象的选择无关，坐标空间的平均值是复数，动量空间的平均值是实数，这里就已经存在

不一致的问题。 

设 ),( tx


 和 ),( tx


 是坐标空间的任意波函数，按照量子力学的定义，如果算符 F̂ 满足以下关系： 

                            xdtxtxFxdtxFtx
 33 ),(),(ˆ),(ˆ),( 

                    （20） 

则称 F̂ 为厄密算符。由于（20）式中 ),( tx


 和 ),( tx


 可以是不同的波函数，这种对厄密算符的定义

实际上存在问题。比如哈密顿算符对波函数的作用 ),(),(ˆ txEtxH


  ， ),(),(ˆ txEtxH


  ，能

量 E 和 E 是实数。如果 ),(),( txtx


  ，就有  EE  ，因此（20）式对哈密顿算符不成立，然而

我们能说 Ĥ 不是厄密算符，不满足量子力学的要求吗？还有能量算符 Eti ˆ/  ，对于定态我们有

 Eti  / ，  Eti  / ，也是不满足（20）式的。因此我们实际上应当在（20）式中令

),(),( txtx


  ，厄密算符正确的定义应当是： 
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                            xdtxtxFxdtxFtx
 33 ),(),(ˆ),(ˆ),( 

                   （21） 

设厄密算符的本征方程为 ),(),(ˆ txFtxF


  ，容易证明本征值 F


是一个实的常数，我们有： 

                          xdtxtxFxdtxFtx
 33 ),(),(),(ˆ),( 

     

  xdtxtxFxdtxtxF
 33 ),(),(),(),(ˆ 


                   （22） 

考虑到（21）式，就得到  FF


 。此时算符对波函数的平均值 F̂ 也是一个实数，我们有： 

           



 













  FxdtxFtxxdtxtxFxdtxFtxF ˆ),(ˆ),(),(),(ˆ),(ˆ),(ˆ 333 

   （23） 

设 )()(ˆ
11 xxF


  ， )()(ˆ

222 xxF   ，从： 

                               dxxxFdxxFx )()(ˆ)(ˆ)( 2112  
                    （24） 

有：                              0)()()( 1212  
 dxxx                       （25） 

由于 12   ，就有： 

                                  0)()( 12 
 dxxx                           （26） 

因此算符具有不同本征值的本征态波函数是正交的。然而如果算符作用的是非本征态波函数，情况

就完全不同。设量子力学算符对非本征态波函数的作用结果是 ),(),(),(ˆ txtxFtxF


  ，我们称它为

算符 F̂ 的非本征值方程，称 )(xF


为算符 F̂ 的非本征值。以下证明此时算符就不是厄密算符，我们有： 

         xdtxtxFxdtxtxFtxxdtxFtx
 333 ),(),(),(),(),(),(ˆ),(          （27） 

               xdtxtxFxdtxtxtxFxdtxtxF
 333 ),(),(),(),(),(),(),(ˆ 


        （28） 

式中几率密度 ),(),(),( txtxtx


  是实数。可见如果 ),( txF


是复数，（27）和（28）不相等，F̂ 就

不是厄密的。由于 ),( txF


不是实数，算符的平均值也就不是实数，除非平均值等于零，我们有： 

                
 xdtxtxFxdtxFtxF

 33 ),(),(),(ˆ),(ˆ  实数             （29） 

由于量子力学算符的平均值是具有测量意义的物理量，平均值为复数在物理上是没有意义的。 

为了解决这个问题，量子力学一般将非本征态波函数按算符的本征态波函数展开。动量算符的

波函数展开式就是傅里叶变换，我们有： 
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pdepx
xp

i







 3

2/3
)(

)2(

1
)(



 


                     （30） 

动量算符的平均值为： 

                 ( ) / 3 3 3

3

1ˆ ( ) ( )
(2 )

i p p x

pF p p p e d xd pd p 


       

                        3 3( ) ( ) ( )p p p d p p p d p                          （31） 

上式实际上等于将动量平均值变换到动量空间计算， ),( tp


 是一个实数。可见动量平均值的复数问

题消失了。然而问题并没有被解决，动量空间中坐标算符的复数平均值问题却出现了。坐标空间中

坐标和动量的地位互换，坐标算符变为 pix ~ˆ ，对动量空间波函数的作用结果是： 

),(),(),(),(ˆ tptpxtpitpx p





                       （32） 

与坐标空间的动量算符对非本征函数的作用结果类似，一般而言 ),( tpx


是复数。动量空间坐标算符

的平均值一般也是一个复数，我们有： 

            3 3

3 3

1 1
ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(2 ) (2 )
x p t x p t d p x p t p t d p  

 

               （33） 

坐标的平均值为复数也是没有意义的。可见问题依然存在，我们只是将坐标空间中动量算符的问题

转化成动量空间中坐标算符的问题，非本征值的虚数问题以另外一种方式体现出来罢了。事实上如

果物理过程与表象无关，在坐标空间与动量空间中的计算结果应当一样，不应当存在一个是实数另

一个是复数的问题。 

2.5 动量算符的厄密性与边界条件 

量子力学中采用厄密算符描述物理量，然而厄密算符的定义与边界条件有关。考虑一维情况，

如果按照厄密算符（20）式的定义，对动量算符我们有： 

)(ˆ
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xdiididx
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L

L

L

L
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

  

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

 
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
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






2

11

22

11

2

ˆ          （34） 

因此动量算符是厄密算符的条件是，波函数在边界上为零。如果这个条件不满足，动量算符就不是

厄密的。对动能算符和角动量算符等，都存在这种边界条件。然而在有些情况下，波函数在边界上

是不为零的。比如对于自由粒子波函数： 

xp
i

Aex
1

)(                    
xp

i

Bex
2

)(                 （35） 

在 x 时波函数不等于零。此时动量算符就不是厄密的，动量算符具有不同本征值的本征函数

就不正交。将（35）式代入（34）式，可得： 
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12 












 idxpp        即        0




 dx           （36） 

然而我们总是将（35）式看成动量算符的本征函数，根本不考虑在这种情况下动量算符实际上已经

不是厄密算符了。即使按照（21）式的定义，令  ，问题仍然存在。 

为了避免这个问题，量子力学不得不采用箱归一化。箱归一化后粒子的动量是分立的，在边界

上波函数可能不等于零，动量算符也就不是厄密的，可见问题重重。事实上狄拉克在他的名著《量

子力学原理》中只提实算符或线性实算符，从来不提厄密算符。他似乎看出这里存在的问题，遗憾

的是其他物理学家似乎至今都没有意识到这里存在的问题。 

算符的厄密性与边界条件有关，这会导致许多麻烦，这对量子力学不是好事情。它会使我们不

自觉地犯错误，却不知道错在那里。以下我们证明，在空间有限且粒子动量分立的情况下，如果将

非本征波函数按动量算符的本征函数展开，动量算符的平均值一般是复数。此时（30）式为： 

xp
iN

k

kk

k

epAx


 




1

)()(                            （37） 

为简单讨论一维情况，波函数只考虑两项，我们有： 

xp
i

xp
i

epAepAx
21

)()()( 2211


                       （38） 

如果边界无限，可以证明动量算符的平均值是实数。利用 函数性质，我们有： 
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11 ppppApAppppApAppAppA      （39） 

考虑到 21 pp  时 0)( 21  pp ，就得到： 

2

2

221

2

11 )()(~)(ˆ)( ppAppAdxxpx 




                  （40） 

如果边界有限，无法利用 函数的性质，情况就完全不一样，我们有： 

xppAAAAAAAAxx )cos()()()( 1221212211   


 

xppAAAAi )sin()( 122121  
                     （41） 

令 111 ibaA  ， 221 ibaA  ，设粒子坐标被限制在 21 ~ LL 的空间范围内，归一化公式为： 
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
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

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1)cos()cos()( 1121122112 







 LppLppbaba              (42) 

因此 212121 ,,,, ppbbaa ， 六个参数中可以有五个是独立的。将动量算符作用于（38）式，可得： 

xpppAApAApAApAAxpx )cos()()(ˆ)( 12121221222111   


 

xpppAApAAi )sin()( 12121221  
                     （43） 

动量算符的平均值为： 
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
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
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


 1122122121 )cos()(cos)( LppLppbbaai   









 1122121221 )sin()sin()( LppLppbabai                  (44) 

可见边界有限的情况下，不论边界上波函数是否为零，动量算符的平均值一般不是实数。由于我们

只讨论边界条件的影响，可以假设 01221  baba 和 02121  bbaa 。要使平均值是实数，只有令

LLL  21 和 nLpp  )( 12 ，得动量分立值： 

L

n
pp


 12           或       

L

m
p


2 ，

L

k
p


2         （45） 

其中 nmk ,, 都是整数。然而问题在于按照归一化公式（43）式，我们没有理由要求存在对称的边界

条件 21 LL  ，因而也没有理由要求动量满足（45）式的形式。事实上物理过程与坐标系的选择无

关，我们不可能通过坐标变换改变物理结果。假设开始时我们选择任意的边界条件 21 LL  ，动量

算符的平均值出现复数。我们不可能通过移动坐标系使 21 LL  ，达到消除复数平均值的结果。问

题出在理论本身，而不是坐标系的选择。 

然而在边界有限的情况下，动能算符却没有复数平均值的问题。因为动能算符对一般波函数在

作用结果都是实数，不论边界是否有限，动能算符的平均值都是实数。这个事实告诉我们，算符是

否是厄密算符实际上不是本质的，重要的是算符对波函数的作用结果必须是实数。如果算符对波函

数的作用结果是实数，按（21）式的定义，它一定是厄密算符。 
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2.6非本征态波函数按动量算符本征态完备集展开的问题 

按照量子力学的基本原则，如果波函数不是算符的本征态函数，为了解决算符非本征值的虚数

问题，就应当将波函数用算符的本征函数展开。为了使展开式成为可能，数学上还要求算符具有完

备的本征函数集。我们将具有完备集本征波函数的算符称为自伴算符，量子力学不但要求算符是厄

密算符，还要求算符是自伴算符
 7 。狄拉克在他的《量子力学原理》一书中就只提实数算符，不提

厄密算符。 

如前所述，量子力学算符一般都是定义在无限空间的无界算符，其本征波函数完备集也是定义

在无界空间的。然而自伴算符却与边界条件有关，条件要苛刻得多。事实上 J. M. Domingos 等证明，

广义坐标中的动量算符一般都不是自伴的。例如在（15）式的球坐标中，只有 p̂  是自伴算符，其

他两个都不是  1 。如果要求算符是自伴算符，必将大大限制量子力学算符的有效性。 

比如在边界有限的空间内，我们需要对波函数采用箱归一化，边界条件导致自由粒子的动量是

分立的。在箱体内我们就不能将动量分立的波函数按动量连续谱波函数展开，因为后者定义在无限

空间中的。量子力学中著名的 EPY 动量徉谬恰恰与此有关。在边界有限的无限势阱内，如果将坐标

空间中动量分立的波函数按动量连续谱自由粒子波函数展开，就导致自相矛盾。 

还有其他严重的问题是，对于某些量子力学算符，我们并不是总能找到合适本征态波函数。比

如对于直角坐标系中的角动量算符 xL̂ ， yL̂ 和 yL̂ ，至今没有合适的本征态波函数，我们就无法将任

意波函数按它们的本征态波函数展开。将它们作用到任意波函数上，得到的结果都是虚数。用它们

计算角动量的平均值，结果都是虚数。或许我们可以说 xL̂ ， yL̂ 和 zL̂ 没有确定值，但我们不可能说

它们的平均值数虚数。虽然在球坐标系中 zL̂ 有本征函数和本征值，但其他两个分立却没有。况且物

理实质与坐标系选择无关，如果与坐标系有关，只能是理论本身有问题。 

将非本征态波函数按算符的本征态波函数展开还会带来另外的问题。比如量子力学认为波函数

)(x


 可以描写一个粒子，对于处于位形势阱中的一个基态粒子，如果将其波函数按（30）式展开，

并在动量空间中计算动能算符的平均值，结果是无穷大。这个问题涉及量子力学 EPY 动量佯谬，我

们将在本文的最后部分详细讨论这个问题。 

再比如氢原子中的一个基态电子，将基态波函数按动量算符本征态展开，（30）式就代表单个电

子在氢原子中的动量分布。有实验表明氢原子中的电子似乎满足这种分布
 4
，但实验使用大量氢原

子，用电子轰击氢原子使之电离，然后测量电离电子的动量。实验并不是测量一个绕核运动的非自

由电子在不同时刻的动量，更不意味着氢原子中的一个非自由电子可以用无穷多个自由电子来代替。

事实上氢原子定态波函数不是动能算符的本征函数，但我们一般没有必要将它们按动能算符本征函

数召开。动能算符对氢原子定态波函数的作用结果是实数，这才是问题的关键。在两种表象中氢原

子动能算符的平均值都是实数，我们才能说量子力学的描述与表象无关。 

可见对于非本征态波函数，现有量子力学动量算符的定义有缺陷。要真正解决动量算符非本征

值和平均值的复数问题，只有对动量算符进行改造。改造后动量算符对任意非本征态波函数作用，

得到的非本征值必须是实数，动量算符在坐标表象中的平均值以及坐标算符在动量表象中的平均值

都应当是实数。我们就没有必要将非本征态波函数按算符的完备集本征态波函数展开，也就没有必

要要求算符是自伴算符，由此就可以避免自伴算符的麻烦，同时使量子力学的逻辑基础更完备。 
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2.7 量子力学算符不对易性引起的测量问题 

量子力学中动量算符和坐标算符是不对易的，我们有 ipx ]ˆ,[ 。令 xxx  和 ppp  ˆ ，

其中 x 和 p 是粒子坐标和动量的平均值，有所谓的测不准关系: 

                                2/)()(  ppxxpx                        （46） 

按照量子力学对的测不准关系的解释，微观粒子的坐标和动量就不能同时精确确定。因此从公式

),(),(),(ˆ txtxptxp


  得到的函数关系 )(xp


没有意义，或者说 )(xp


不代表粒子的动量。 

然而 )(xp


是数学计算结果，如果动量算符和波函数的定义都没有问题，我们怎么可以认为计算

结果没有意义呢？按照公式 )()()(ˆ xxpxp


  计算，我们根本不需要测量动量，只要知道波函数的

形式就可以确定动量，有什么理由认为粒子的坐标和动量不能同时具有确定值呢？在引入普适动量

算符之前，我们有必要先简单讨论一下，量子力学的测不准关系到底意味着什么。 

首先，我们用波函数 ),( tx 描述 t 时刻粒子在 x点出现的几率。因此 x 是粒子理论上的精确坐标，

不是测量值，因为测量值总是有误差的。由于 x 是坐标 x的平均值，因此 xx 不是坐标的测量偏差，

而是 t 时刻粒子的精确坐标与平均坐标的差值。它实际上是坐标关于平均值的涨落，其定义与经典统

计物理学中的涨落定义是一样的。 

同样， pp  是 t 时刻粒子理论上的精确动量与平均动量的差值，或动量关于平均值的涨落，不

是动量的测量偏差。在经典统计力学中，涨落代表某种不确定性。它与大量粒子系统的统计性质有

关，与测量无关。在这种意义上，（46）式就不是目前量子力学理解的，对单个粒子的测不准关系。 

其次，量子力学中有严格证明的测不准关系不是（46）式，而是下式： 

 
4

))(()()(
2

222222 
 ppxxpx       或     

2
)()(

2222 
 ppxx     （47） 

（47）式右边只包含平均值 2x ，
2

x ， 2p̂ 和 
2

p ，代表的是坐标和动量的涨落均方偏差的乘积关系。

因此（47）式不是单次事件的关系，而是对大量事件的统计平均关系。对于每个单次事件，我们即

可以有 2/ px ，也可以有 2/ px ，以及 0 px 。只不过对于大量事件进行统计平均

后，其结果满足（47）式罢了。 

由于（47）式不包含 x和 p，它的物理意义与（46）式完全不同。量子力学将（47）式简化为

（46）式，然后再推演出所谓的测不准关系，这是毫无道理的。把测不准关系看成量子力学的基本

原理更是误解，（47）式是量子力学的导出结果，不是量子力学的基本假设。 

另一方面，按照量子力学，微观粒子的坐标和时间算符是对易的，它们可以同时确定。粒子动

量的定义是 Vmp


 ，速度的定义是 dtxdV /


 。我们只要在不同的时刻测量微观粒子的坐标，就可

以确定粒子的速度，从而确定动量。也就是说我们可以通过计算确定粒子的动量，完全不需要测量。 

粒子坐标测量越精确，粒子的动量也越精确。从这种意义上，哪来的测不准关系？ 

在量子力学中，这种悖论普遍存在，而且问题比我们想象的要严重的多。量子力学动能算符为： 

                       
2

22

22

ˆˆ 
mm

p
T


                           （48） 

将动能算符作用于单粒子波函数，得到： 
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               ),(),(),(
2

),(ˆ 2
2

txtxTtx
m

txT


                  （49） 

容易证明动能算符与坐标算符是对易的，我们有： 

)],([ˆ),(ˆ),(]ˆ,[ txxTtxTxtxTx


   

            xTtxtxTxtxTx
 ˆ),(),(ˆ),(ˆ       

                    0
2

),( 2
2

 x
m

tx


                         （51） 

因此即使按照量子力学现有的理解，微观粒子的动能和坐标可以同时确定，将粒子的动能写成

),( txTT


 的形式是有意义的。粒子的动能已知后，就自然得到它的动量 ),(2),( txmTtxp


 。由于

动量算符与动能算符也是对易的，我们有： 

                                     0]ˆ,ˆ[
2

]ˆ,ˆ[ 2
2

 pp
m

Tp


                      （51） 

因此动能和动量可以同时确定。由于粒子的动能是坐标的函数，坐标确定后动能就确定。只要动能

确定，我们就能确定动量，这等于说我们可以通过测量粒子的坐标来确定它的动量。 

再比如微观粒子的能量算符，将它作用于一般的单粒非本征态波函数，得： 

                               ),(),(),(),(ˆ txtxEtx
t

itxE





 



                   （52） 

容易看出 Ê与算符 p̂ ， T̂ 和 x̂都是对易的，因此粒子的总能量，动能和势能也是可以同时确定的。

对于单个定态粒子，总能量可以写为： 

                                       )(
2

)(2

xU
m

xp
E



                            （53） 

其中 )(xU


是粒子的势能。按照上式，只要知道粒子任意时刻的坐标 x

，我们不需要测量就能同时知

道粒子的动能，势能和动量。另一方面，动能算符与势能算符一般不对易，我们有： 

                    0)()(
2

)(
2

),()(]ˆ),(ˆ[ 2
2

2
2









 rUr

m
r

m
rUrTrU


           （54） 

例如对于最简单的基态氢原子，势能为算符 rqrU /)(  ，我们有： 

0)()/1()( 22  rqrqrU


                        （55） 

如果按照现有量子力学的理解，动能和势能就不能同时确定（即存在量子隧道效应），（53）式就没

有意义。然而（53）式也是按照标准量子力学的原则得到的，我们怎么能说它没有意义呢？如果不

能同时确定，就没有氢原子光谱的精细结构。微观粒子的能量守恒关系就不能成立，量子力学的所

有理论和实验都变得没有意义。 

量子力学实际上是关于大量微观过程的统计性理论，所有的测量过程都涉及对大量微观过程，

我们不可能通过一次测量就确定一个物理过程。一旦考虑到统计平均结果，量子力学中许多的矛盾

都能得到合理解释。这些问题的存在说明我们目前对量子力学的理解可能存在根本性偏差，现有量

子力学的标准解释需要做某些根本性的改变。 

本文主要讨论量子力学普适动量算符的定义。关于对测不准关系的正确理解和量子力学正统解
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释存在的问题，作者将另文讨论。以下的讨论中我们将不考虑测不准关系的限制，认为量子力学算

符对非本征态波函数直接作用，得到的结果是有物理意义的， ),( txp


代表粒子的动量。 

三 量子力学普适动量的定义 

3.1 坐标空间普适动量算符的定义 

以上我们证明，量子力学必须采用实算符（非本征值是实数），才能到达逻辑一致。为了使动量

算符对任意波函数作用的非本征值都是实数，需要对现有的动量算符进行重新定义。 

已知用薛定谔方程描述的量子力学运动方程不是完全准确的，采用量子场论的狄拉克方程计算

氢原子的能量，比用薛定谔方程的计算多出了几个修正项，而且能够自动得到粒子自旋角动量。这

些都是薛定谔方程不能描述的，说明薛定谔方程需要修正。 

本文只考虑动量算符的修正，不考虑薛定谔方程的能量的修正。但我们知道，物体运动速度方

向的改变不影响动能的数值。假设现有量子力学动量算符除了虚数作用值的问题外，也不能正确描

述粒子的真实运动速度方向，对粒子动量算符的修正还包含对粒子速度方向的修正。在直角坐标系

中，将普适动量算符的分量定义为： 

                )(ˆ xG
x

ip


 



 



                              （56） 

3,2,1 是分量指标。式中 )(xG


 一般而言是一个复数，具体形式待定。（56）式满足以下关系： 

               )()()()()(ˆ xxpxxG
x

ixp





 





















                  （57） 

其中 p 是用动量算符作用于波函数 得到的动量值，它是一个实数，同时包含了粒子运动速度方

向的修正。如果动量算符作用的是动量算符的本征态或自由粒子波函数，就取 0)( xG


 。 

3.2 普适动量算符中未知函数的确定 

在一般的情况下，波函数即可以是处于某个特定状态的波函数 )()( xx n


  ，也可以是 )(xn


 

的叠加态。令： 

               )()()()( xxiBxAx
x

i


  







                      （58） 

            )()()( xiDxCxG


                               （59） 

其中 A ， B ， C 和 D 都是实数。如果波函数已知， A 和 B 可以通过计算（58）式得到。将（58）

和（59）式代入（57）式，得： 

            piDCiBA                              （60） 

将（60）式的实部与虚部分开，得到： 
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         pCA         0  DB                           （61） 

按照（57）式的定义，单个微观粒子修正的动能算符T ˆ 对波函数 )(x


  的作用变为： 































3

1

2
3

1

2

2

2
2

3

1

2

2

1

2

1
ˆ

2

1ˆ















  p
m

G
x

Gi
x

G
i

xm
p

m
T    （62）  

将（58），（59）式和  BD  代入（62）式，得： 































3

1

22

2

2
2 2

2

1ˆ











 BCCA
x

B

xm
T      








 



















 



3

1

2

2

1
3 p

m
BCBA

x

C
i                     （63） 

考虑到（63）式右边是实数，方程左边虚数项为零，可得： 
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采用普适动量算符，设 )(xU


是粒子的势能，修正的薛定谔方程变成： 
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假设不考虑动量算符的修正，用动能算符计算，粒子的动量是 p ，采用修正的动能算符计算，

粒子的动量是 p ，二者的关系是： 

  pp                               （66） 

一般而言，  是一个小量。我们有： 

2

33

2

22

2

11

3

1

2 )()()( 


 


pppp  

2

2

2

2

2

1332211

2

3

2

2

2

1 )(2   pppppp              （67） 

如果只考虑粒子动量方向的改变，动能不变，就有： 
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（65）式就变成： 
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如果不考虑普适动量算符引入的修正，令 
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（69）式就变成现有量子力学的薛定谔方程： 
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因此，采用普适动量算符，薛定谔方程应当用（69）式表示。其中的未知函数 C 满足（70）式

的关系，式中的 A 和 B 可以通过（58）式求得。但由于波函数 满足的是（69）式，如果不知道

A 、 B 和 C ，就不知道 。考虑到引入的修正是微小的，我们可以用现有薛定谔方程（71）式

的解 来近似地代替波函数 ，通过（58）式求得 A 、 B ，再通过（70）式求出函数 C 。将它

们代入（69）式，得到修正的波函数 。 

（64）式包含三个 321 ,, CCCC  ，但只有一个求和公式。因此我们可以分别令： 
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（72）式是关于 C 的一阶偏微分方程，由于 A 和 B 已知，它是容易求解，从而确定 C 。普适动

量算符对波函数的作用公式变成： 
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它对任意波函数的作用值都是实数，且不改变粒子的动能，但对粒子的速度方向有一个微小的改变。

在波函数 和 G 函数已知的情况下，可以通过（73）式计算出量子力学的动量算符与普适动量算

符作用值 p 和 p 的差值  。 

由此证明，我们原则上总可以找到一个合适函数 G ，使量子普适动量算符对波函数的作用结果

是一个实数，并且与用动能算符作用的结果一致。最后可以把修正的薛定谔方程简写为： 
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A 、 B 和 C 满足（72）式的关系。这种修正只改变微观量子的动量方向，不改变粒子的能量，得

到的修正波函数 是原来波函数 的简并态波函数。 

3.3 曲线坐标中普适动量算符的定义 

以下给出球坐标系中普适动量算符的定义。与（56）式的定义类似，令： 
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其中 ),,( rGr ， ),,(  rG 和 ),,(  rG 是复数，其形式待定。同样假设： 

             rrr iDCG           iDCG            iDCG              （79） 
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将以上普适动量算符作用到一般的球坐标动量非本征态波函数上，得到非本征值都是实数，有： 

                            
rrrrrr piDCiBAp̂                      （81） 

                            
 piDCiBAp̂                     （82） 
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 piDCiBAp̂                     （83） 

从而得到： 

rrr pCA           0 rr DB     

 pCA           0  DB      

 pCA           0  DB                       （84） 

以下来我们确定 rG ， G 和 G 的形式。将（76）~（78）式代入曲线坐标的动能算符，得： 
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将修正的动能算符对波函数作用，并将（80）式代入，得到： 
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将方程两边的实部与虚部分开，球坐标中修正的薛定谔方程变成： 
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同样只考虑动量方向的改变，粒子的动能不变，（87）式中的能量 EE  ，同时要满足条件： 
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考虑到坐标  ,,r 的独立性，可以将上式分成三个公式： 
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假设粒子的动量方向的改变很小，能量不变，可以现有用薛定谔方程的波函数 近似地代替（87）

式的 ，通过（80）计算出  BBBAAA rr ,,,,, ，代入（90）~（92）式，解出  CCCr ,, ，最终

确定修正的薛定谔方程（87）式的形式。 

至此我们完成了球坐标系的普适动量算符的定义，并解决了现有量子力学曲线坐标系动量算符

定义的一致性问题。按照同样的方法，我们可以得到任意曲线坐标的普适动量算符，本文就不赘述。 

四 普适角动量算符的定义和微观粒子自旋的本质 

4.1 原子基态 S 轨道角动量为零的不合理性 

按照目前的量子力学，氢原子中电子的轨道角动量计算公式是： 

              
22 )1(  llL              3,2,1,0l              （93） 

角量子数 0l 的轨道被称为 s 轨道，在 s 轨道上运动的电子被称为基态电子或 s 电子。然而按照（93）
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式，s 轨道的电子的角动量等于零。角量子数 1l 的电子则被称为 p 电子，角量子数 2l 的电子被

称为d 电子，角动量都不等于零。 

另一方面，按照量子力学的计算，氢原子 s 轨道半径为： 
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                                （94） 

它是一个常数，被称为玻尔第一轨道半径，表示 s 轨道是一个圆。于是就导致一个很奇怪的结果，

基态电子在原子核中心力场中的 s 轨道中运动，角动量却为零，这是根本不可能的。如前文所述，

根据斯特恩和格拉赫实验，量子力学认为电子存在内秉自旋角动量。但却没有解决原子 s 轨道角动

量为零，导致电子落入原子核的问题。就如地球只有自转，没有绕太阳的公转，就必然会落入太阳。 

考虑量子力学动量算符的计算值与真实的动量存在差距，引入附加动量和附加角动量的概念，

通过阐明附加角动量与微观粒子自旋的关系，就可以阐明微观粒子自旋的本质，解决量子力学这个

被长期掩盖的基本问题。证明氢原子 s 轨道角动量是  SLs 2 ，与氢原子光谱在磁场中分裂的

塞曼效应完全一致。 

4.2 普适角动量算符的定义 

量子力学的角动量算符与动量算符密切相关，定义为 prL ˆˆˆ  。由于动量算符与动能算符不一

致，也会导致粒子的动能T 和与角动量L

不一一对应。 

如果认为微观粒子的动量不是可以直接观察的物理量，它的具体数值不重要，微观粒子的角动

量就与原子的磁矩相关，磁矩却是一个可以直接测量的物理量。由于现有量子力学动量算符可能导

致虚的动量，将角动量算符作用在波函数上，也有可能导致虚的角动量和角动量平均值。因此量子

力学的角动量算符也需要修正。 

在直角坐标系中，量子力学的角动量算符定义为： 
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采用球坐标，上式变成： 
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其中 zL̂ 是氢原子波函数 nlm 的本征算符，本征值是 m 。量子力学中我们知道 xL̂ 和 yL̂ 都不是 nlm 的

本征算符，将 xL̂ 和 yL̂ 作用到 nlm 上，得到的 xL 和 yL 一般都是虚数值。 xL̂ 和 yL̂ 对 nlm 的平均值 xL

和 yL 一般也是虚数。但角动量算符的平方是： 

                   






























2

2

2

222222

sin

1
sin

sin

1ˆ





 zyx LLLL           （97） 

将 2L̂ 作用在氢原子波函数 nlm 上，得到实数值 )1(22  llL  。将对动量算符重新定义后，就得考虑
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角动量算符的重新定义问题。为了使算符 xL̂ 和 yL̂ 对一般的波函数作用都能得到实数值，按照（56）

式的原则，将（95）式的角动量算符重新定义为： 

                      


























 zyx G

z
iG

y
iL ˆ                     （98） 

                      


























 zzy G

x
iG

z
iL ˆ                     （99） 

                      


























 yxz G

y
iG

x
iL ˆ                     （100） 

将修正的角动量算符作用在一般非本征态波函数上，得到： 

   )(ˆ
zyx ypzpL       )(ˆ

xzy zpxpL       )(ˆ
yxz xpypL         （101） 

按照这种定义，普适角动量算符对一般的非本征态波函数作用的非本征值和平均值都是实数。 

按照这种方法，与球坐标系中动量算符类似，我们可以构造曲线坐标中的普适角动量算符的形

式，使球坐标中角动量算符的平方 2L̂ 和 ˆ
zL 的形式保持不变，本文就不具体讨论了。 

4.3 附加动量和附加角动量 

令 0p̂ 代表现有量子力学中微观粒子的动量算符， 0p


是动量算符的计算值（不考虑虚数）。前文

已证明， 0p


实际上也不能代表微观粒子的真实动量。令 p̂ 代表上文定义的普适动量算符，它作用在

波函数上，得到的是一个实数 p

，代表微观粒子真实的动量值，即  pp


ˆ 。前文指出，普适动

量算符只改变粒子动量的方向，不改变粒子的动能和能量，因此就有 pp


0 。 

 

 

 

 

 

                 图 1. 动量算符对应的动量、普适动量与附加动量 

令 hp̂ 代表二者之差，或称为附加动量算符， hp


是附加动量的值，即  hh pp


ˆ 。三者的关系

如图 1 所示，我们有： 

hppp ˆˆˆ
0                                （104） 

令： 

                        00
ˆˆˆ prL                     hh prL ˆˆˆ                     （105） 

其中 hL̂ 是附加动量引起的附加角动量，微观粒子真实的角动量算符就应定义为： 

                           hhp LLpprprJ ˆˆ)ˆˆ(ˆˆˆˆ
00                      （106） 

其中 pĴ 是考虑到附加角动量后新的总角动量， 00
ˆˆˆ prL  是现有量子力学中定义的角动量算符，

hh prL ˆˆˆ  是附加角动量算符，它们之间的关系如图 2 所示。 
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                        图 2. 附加角动量、自旋和磁矩的关系 

微观粒子的附加角动量算符 hL̂ 与自旋算符 Ŝ 有关，以下讨论它们之间的关系。我们将证明，量

子力学中引入自旋算符是为了弥补角动量算符的缺陷，或者说自旋与现有量子力学角动量算符不能

描述的那部分角动量有关，由此就能弄清微观粒子自旋的本质。 

4.4 微观粒子自旋的本质 

量子力学中，为了解释光谱的精细结构，必须假设电子存在一个称为自旋的物理量 Ŝ 。电子自

旋在空间任何方向上的投影只能取两个值，即 2/S 。自旋好像是角动量，又不完全像角动量。

有时将自旋理解为粒子绕自身的对称轴自转，但却会导致电子表面切向速度是光速的 137 倍的荒谬

结果  9 。从经典力学的角度，微观粒子的自旋概念是难以理解的，它没有经典的对应物理量。虽然

量子力学诞生至今已经得到很好的发展和应用，微观粒子自旋的本质仍然是个谜。 

按照现有的量子力学，原子在磁场中由自旋引起的磁矩为： 

                                       S
mc

e
s


                                  （107） 

由角动量 0L

引起的磁矩为： 

                                      00
2

L
mc

e 
                                 （108） 

原子物理学中将原子磁矩与角动量的比值称为回转磁比率。按照（108）式 )2/(/ 00 mceL  。如果

将 Ŝ 也视为角动量，按照（107）式则有 00 /2// LmceSs   。也就是说自旋的轨道回旋磁比率是

轨道角动量回旋磁比率的两倍，因此自旋被认为不是一般的角动量。 

设带电粒子在磁场中的总磁矩是

，如图 2 所示，它绕着总角动量 J


进动。因此


被认为不是

一个可直接测量的物理量，物理上可测量的是

在 J


方向的分量 g ，我们有： 

                                      gJ
mc

e
g

2
                                （109） 

式中 g 是朗德因子。令 pJ


是本文考虑到附加角动量后引入的新的总角动量，假设 pJ


和 J

的关系为： 

JgJ p


                                  （110） 
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上式给出朗德因子新的物理意义。按照新的总角动量定义，粒子在磁场中的磁矩变为： 

       gpp Jg
mc

e
J

mc

e




22

                         （111） 

可见粒子的磁矩在引入新的总角动量后不变，并且磁矩的方向与角动量方向变得一致，我们就不必

再假定

绕着总角动量

pJ


旋进。由于粒子的角动量是不可直接观察的，实验上能测量的是粒子的磁

矩，我们实际上是通过测量磁矩来求粒子的角动量，新角动量的引入在实验上不会产生任何不一致。

相反地，它使角动量理论变得更合理。 

以下来求出附加角动量与自旋的关系。由于在有心力场中物体的轨道运动被局限在一个平面上，

可以假设 pS


、 J

、 pJ


、 0L


和 hL


均在一个平面上。如图 2 所示，有以下关系： 

                                cos2 0
2
0

22 JLLJS                            （112） 

                                cos2 0
2
0

22 LJLJL pph                            （113） 

                                cos2222
0 hphp LJLJL                           （114） 

                                cos2222
0 JSSJL                              （115） 

从（110），（112）和（113）得： 

                            
22

0
2 )1()1( gSLgJggLh                         （116） 

从（114）和（115）式，得： 

                         
2/1

22
0

2

22
0

2

)1()1(2

)12(
cos














gSLgJggJ

SLJg
                    （117） 

通过量子力学可以求出 J 、 S 和 0L ，朗德因子 g 可以从实验中求出，因此从（116）和（117）式，

hL 和  可以被确定。例如当 00 L , 2g ， SJ  时，有 SLh 2 和 0 。此时的 hL 就是氢原子

基态电子的角动量。也就是说对于基态电子 00  lL ，正是角动量 hL 使基态电子绕核做稳定运动，

免于落入原子核。此时由附加角动量引起的磁矩是： 

                      S
mc

e
L

mc

e
hh




2
        或       SLh 2                  （118） 

这就解释了自旋的轨道回旋磁比率是轨道角动量回旋磁比率的两倍这一事实。也就是说对于在原子

中运动的电子，附加角动量 hL 才是真正的角动量。自旋不是真正的角动量，我们只能将其视为某种

量子数，从它可得到电子真正的角动量 pJ


。如图 2 所示，有如下关系： 

                                 hp LLSLgJ


 00 )(                           （119） 

事实上量子力学中，我们用泡利方程描述氢原子光谱在磁场中分裂的塞曼效应，运动方程是
）（10
： 

                         1111
2

2

)ˆ(
2

)(
2







EL
c

eH
rU z  


                  （120） 

                         2222
2

2

)ˆ(
2

)(
2







EL
c

eH
rU z  


                 （121） 
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式中
11 )1()ˆ(    mLz
， 22 )1()ˆ(    mLz ，角动量在 z 轴方向上的分量与自旋算符产

生  是并列的。这个结果实际上已经说明，电子自旋算符对应的真实角动量是  ，而不是 2/ 。

之所以要将电子的自旋算符在任意方向上的投影写成 2/S ，只是一种方便的数学表示方法。正

确地说，我们应当将 2/S 看成一种量子数，利用它我们能够得到微观粒子正确的角动量。 

在一般的情况下 00 L ，粒子的角动量就比较复杂。以氢原子的 2/12P ， 3/22P 和 3/22D 态为例，

按（116）和（117）式分别计算 hL ，  和 pJ 的值，结果如下： 

2/12P :       
3

2
g          hL         20 L      

2

3
S  

                       


87.0
2

3
J        44125           74.0pJ  

            3/22P :       
4

3
g         2hL          20 L        

2

3
S  

                                    94.1
2

15
J        '3623               60.2pJ  

            3/22D :      
5

4
g         

5

152 
hL      60 L      

2

3
S  

                        94.1
2

15
J            135            82.2pJ       （122） 

由此我们就可以揭示微观粒子自旋概念的真正含意。自旋不是真正的角动量，虽然它与微观粒子的

角动量相关。之所以需要引入自旋，是由于量子力学角动量算符的不完备。 

对于微观粒子而言，自旋 S

，角动量 L


和附加角动量 hL


实际上都只是一种有用的数学工具，

我们用它们来构造微观粒子真实的总角动量 pJ


。附加角动量 hL

不能自动地出现在量子力学中，引

入 hL

后微观粒子总角动量与磁矩的关系就变得正常了，我们也不必再假定磁矩绕着总角动量旋进。

对微观粒子而言，只有一个真实的角动量 pJ


，不存在单独的 0L

， hL


和 S


。 

五 贝尔不等式得不到实验支持的真正原因 

5.1 贝尔不等式的推导 

贝尔不等式得不到实验支持的原因有两点，一是微观粒子满足的是量子统计方法，贝尔不等式

的推导采用的是经典统计方法；二是量子力学对微观粒子自旋角动量投影概念的理解有误。 

我们先简述贝尔不等式的导出过程
 11

。设两个自旋为 2/ 的粒子组成总自旋为零的系统，̂ 是

自旋算符, 取 2/ 为单位。令代表 aA 代表粒子 1 在a

方向自旋的测量值， bB 代表粒子 2 在b


方向自

旋的测量值。按照量子力学， ba BA  是关联算符 babaE ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆ 21   对波函数的平均值，计算可得： 

 babaEbaEBA ba
ˆˆˆˆ)ˆˆ(ˆ)ˆˆ( 21               （123） 

系统的波函数为： 

                            







  )()()()(

2

1
BABA                     （124） 

可得：                                babaE ˆˆ)ˆˆ(                               （125） 
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当 ba ˆˆ  时，得 1)ˆˆ( baE ，这是量子力学的结果。如果存在描述微观粒子确定性运动的隐变量，

设粒子的自旋由隐变量描述，隐变量对应的系综分布函数是 )( ， )( 是归一化的，有： 

1)(   d                              （126） 

将关联算符对隐变量做统计平均，就有： 

 dBAbaE ba )()()()ˆˆ(                        （127） 

如果理论是定域的，没有超距作用，对粒子 1 的测量只依赖于和 â ，与 b̂ 无关。对粒子 2 的测量

也只依赖于和 b̂ ，与 â 无关。对于任意的 â 和 b̂ ，就有： 

)()())((  baba BABA                          （128） 

由于两个粒子的自旋方向相反，当 â 和 b̂ 在同一个方向时，按照（125）式就有 1)ˆˆ( aaE ，就有： 

)()(  aa BA          或         1)()(  aa BA             （129） 

令 ĉ是另外一个方向矢量，如果 1)()(  ba BA ，就有： 

 dBABAcaEbaE caba )()()()()()ˆˆ()ˆˆ(  







   

  dBABABA cababa )()()()()()()( 







   

       dBABA caba )()()(1)()( 







                  （130） 

再考虑到 1)()(  ba BA ，代入上式就得到贝尔不等式： 

)ˆˆ(1)()()(1)ˆˆ()ˆˆ( baEdBAcaEbaE ca 







           （131） 

从上式可以证明隐变量的关联可能与量子力学的关联相矛盾。令 â ，b̂ 和 ĉ 是三个共面矢量，â 和 b̂

之间的夹角是 060 ， b̂ 和 ĉ 之间的夹角也是 060 ， â 和 ĉ 之间的夹角就是 0120 。 

量子力学关联 2/160cos)ˆˆ()ˆˆ( 0  cbEbaE  ， 2/1120cos)ˆˆ( 0 caE 。如果令

)ˆˆ()ˆˆ( baEbaE   代入（131）式，就得到 2/11 的荒谬结果，也就是说贝尔不等式与量子力学是

不可能完全一致的。 

贝尔不等式建立后，物理学家做了大量实验，结果大多支持量子力学，不支持贝尔不等式。因

此目前一般认为隐变量是不存在的，对微观粒子不可能进行确定性的描述。 

5.2 贝尔不等式得不到实验支持的真正原因 

按照本文有两个原因导致贝尔不等式不成立，这两个原因实际上都与隐变量无关。 

1. 微观粒子遵从量子统计规律，（108）式是粒子统计平均的结果。然而对关联算符 )ˆˆ(ˆ baE  求
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统计平均时，采用的（112）式实际上是经典统计力学的公式。由于两种统计平均计算方法不一致，

肯定会引出结果的不一致，这种不一致与是否存在隐变量无关。 

2. 现有量子力学对自旋投影的概念理解有误，以下对此做详细分析。 

自旋被认为是角动量，角动量是矢量。按照现有的量子力学对自旋的理解，自旋在空间任意方

向的投影分量均等于 1 （取 2 做为单位）。然而这样的矢量在真实的几何空间是不可能存在，设

矢量 kAjAiAA zyx


 kAz


 ，模为 A


。如果 A


在 k


方向的投影为 A


 ， A


在 i


和 j


方向的投影

只能是零，不可能有任何真实的物理量在不同空间方向的投影都一样。 

事实上由于自旋一般总是与磁场耦合成相互作用哈密顿量，对微观粒子自旋的正确的理解应当

是，如果我们选择磁场的方向为 z 轴，自旋在磁场方向的投影就为 2/ 。也就是说是我们实际上

是假设自旋在磁场方向的投影为 2/ ，而不是在任意方向（包括在 z 轴方向的投影）为 2/ 。更

明确地说，量子力学中自旋是以 2/ 的数值与磁场耦合形成相互作用能的。如果磁场的方向确定，

自旋与磁场的耦合也就确定，在其他方向上不可能观察到自旋的物理效应。 

事实上现有量子力学是用矩阵算符来描述自旋的，其形式为： 
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ˆ
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


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01
ˆ

z        （132） 

将它们作用在自旋波函数 2/12/1  和 2/12/1  上，我们有： 

2/12/1ˆ x     02/1ˆ2/1 x    2/12/1ˆ x      02/1ˆ2/1  x  （133） 

2/12/1ˆ  iy     02/1ˆ2/1 y    2/12/1ˆ iy     02/1ˆ2/1  y  （134） 

2/12/1ˆ z      12/1ˆ2/1 z    2/12/1ˆ z    12/1ˆ2/1  z  （135） 

因此只有（135）式才是自旋算符 z̂ 的本征方程，本征值为 1 。 y̂ 和 z̂ 都不是 2/1 和 2/1 的本征

算符，都没有确定的本征值，甚至还会出现算符作用值为虚数，就不能认为微观粒子的自旋在空间

任意方向的投影都是 1 。 

量子力学实际上是将自旋与轨道角动量等价对待，将自旋的平方定义为： 

)1(
4

3
)(

4

2
2

222
2

2  ssS zyx 


                   （136） 

粒子的自旋实际上是： 

)1(
2

3
 ssS           

2

1
s                  （137） 

因此将S 看成是一种量子数，而不是自旋角动量本身是更合适的。需要注意的是，以上只是对粒子

自旋角动量的一种方便的描述方法，自旋的真正物理意义已经在上节给出。严格按照数学规则，作

为物理矢量的自旋算符̂ 在空间任意 â 方向的投影应当是 zzyyxx aaaa ˆˆˆˆˆˆˆˆ   。因此自旋

在 z 方向的投影是 zz âˆ  ，它与方向余弦 cos 有关，其数值不等于 2/ 。在计算（125）式时，就

是这样考虑的，采用的是以下结果： 
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其中 xa ， ya 和 za 是单位矢量 â 在 x， y和 z 轴方向的投影，我们有： 

 cossinxa          sinsinya        cosza              （139） 

上式意味着自旋算符在空间任意方向的投影根本不是 1 ，而是在 1~1  之间任何值。比如在 z 轴方

向的投影是 cos ，而不是 1 。计算 âˆ
1  对单粒子波函数的作用和平均值时，我们有： 

   cosˆˆ
1 zaa          c o sˆˆ

1 zaa   

 cosˆˆ
1   zaa            cosˆˆ

1   zaa          （140） 

 sinsincossinˆˆ
1 iiaaa yx    

                     sinsincossinˆˆ
1 iiaaa yx                      （141） 

量子力学对关联函数的计算结果就是以（140）和（141）式为前提的。按照（140）式，自旋算符对

单粒子波函数的期望值是 cos ，因而可以取 1~1  之间任何值。 

然而在推导贝尔不等式的时候，却令 1)()(  ba BA 。意味着粒子的自旋在空间任意方向上的

投影只能取 1 ，这样的结果除了与（139）~（141）式不一致外，在物理和数学上也都是不可实现

的。贝尔不等式与量子力学不一致，不可能得到实验的支持也是必然的。贝尔不等式实际上是一个

数学上的误会，与物理隐变量假设无关。它不但不可能与量子力学一致，而且也不可能与经典力学

和任何数理逻辑达到一致。 

   事实上按照本文，自旋不是真实的可直接测量的物理量，实验上能进行测量的是磁矩。而磁矩

与附加角动量直接关联，按照（119）式附加角动量在 a

方向的投影为： 

                    
2

)1()1( 00


gaLgaSgaLgaLh                  （142） 

考虑到 2
0L̂ 的本征值等于 2)1( ll ，假设 0L


和a


之间的夹角为 ，上式变为： 

                            
2

cos)1()1(2










 gllgaLh                       （143） 

取 2 为单位，设 0 ，对于原子中的 2/12P 态电子，有 64.1aLh


或 27.0 ，对于 3/22P 态电子，

27.2aLh


或 39.0aLh


，对 3/22D 态电子 78.1aLh


或 10.0 ，对于基态电子 0l ，

22  SaLh


。故在一般的情况下我们有 1aLh


。若令 ah AaL ~


 和 bh BbL ~ˆ


bB~ ，则有

1)()(  ba BA ，不可能得到贝尔不等式。 

E. P. Wigner 还提供了一种贝尔不等式的证明，可以不依赖于隐变量假设
 12

，而被认为仅依赖于

定域性等爱因斯坦提出的三个基本假设。然而这个证明也是建立在假定单个粒子自旋在空间任意方

向的单次测量值等于±1 的基础上的，因而它得不到实验支持也是必然的。 

5.3 光子的极化偏振与贝尔不等式 

目前大多数用来检验贝尔不等式的实验都与测量光子的偏振极化相关性有关
 13

。在这类实验的

贝尔不等式推导过程中，当光子穿过偏振器时被认为具有极化值 1 ，当光子未穿过偏振器时被认为
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极化值 1
 14

。由此导出的贝尔不等式同样得不到实验的支持，其原因与采用自旋投影概念有类似

之处。光的极化或偏振是个宏观概念，对单个光子而言，谈论其极化是没有意义的。我们仅能从宏

观统计平均的角度来谈论光的极化问题，因为极化或偏振代表电磁场的振动方向，而电磁场的振动

是一个宏观概念，反映了大量光子的统计平均行为。 

在经典光学中我们知道，光的偏振方向被定义为电场的振动方向，一个线偏振光通过偏振器后

电场的振动方向会发生改变。比如一束线偏振光进入方解石晶体后，变成 e 光和 o 光，两种光的电

场的振动方向都与原先不同。因此如果非要给每个光子定义极化概念的话，只能认为每个光子的极

化方向等于电场的振动方向。光子通过方位角为 偏振器后，电场的方向转过一个角度 ，我们应

当认为光子的极化变成 cos 。对于未穿过偏振器的被反射光子，则按被反射光的电场振动方向的变

化定义光子的新的极化值。也就是说光子极化值在任意方向上的投影与偏振器的方位角以及是穿过

还是被反射有关，不可能都等于 1 。 

然而在推导贝尔不等式时，却假设单个光子的偏振都是 1 ，所犯错误与计算粒子自旋相关时的

错误是一样的。用单个光子极化为 1 的前提推导贝尔不等式不可能是正确的，得不到实验支持也是

必然的。事实上用量子力学计算光子偏振关联时，所使用的公式也与（140）和（141）式类似，都

与方向角有关。 

由于贝尔不等式不被实验支持，目前人们认为隐变量不存在。同时认为微观领域定域性因果关

系受到破坏，量子力学与狭义相对论不相容。然而按照本文以上讨论，贝尔不等式不被实验支持的

原因在于现有量子力学对微观粒子自旋和光子极化概念的理解有误，与是否存在隐变量和微观过程

定域性是否被破坏无关。 

六 量子力学 EPY 动量徉谬的消除 

量子力学中的 Einstein-Pauli-Yukawa 动量徉谬是令人困惑的基本问题，它实际上量子力学波函

数的箱归一化有关。我们知道自由粒子波函数如果采用箱归一化，粒子动量的连续谱就会变成分立

谱。变换到动量空间描述，也会产生 EPY 动量徉谬问题。以下先简述这个徉谬，然后讨论如何消除

它。考虑一维无限深势阱内粒子的运动，势阱的形式是： 
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              （144） 

通过量子力学运动方程，得到的势阱内粒子的能量为： 
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m 是粒子的质量，在 axa  的取域，的波函数是： 
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            （146） 

在 ax  的区域 0n ，基态波函数也能写成： 
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将现有量子力学的动量算符 dxdi / 作用其上，得到动量本征值 1p 。结果表明基态波函数似乎可

以看成两个动量 )2/(1 ap  的粒子波函数的叠加。因此爱因斯坦，泡利和汤川秀树等人认为基

态中粒子只有两个独立的动量 1p 和 1p ，出现的几率各为 2/1 。 

另一方面，将（147）式变换到动量空间，就有： 
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在动量空间，基态波函数的几率是： 
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上式不是 1p 几率各为二分之一的分布，就出现矛盾，即所谓 EPY 动量徉谬。由于这个矛盾一直无

法解决，有人因此认为量子力学的逻辑基础存在不自洽性
 15

。 

EPY 动量徉谬的关键问题在于，势阱是一个边界有限的区域，在其中运动的粒子动量是分立的，

波函数就不可能有连续谱分布。如果边界无限，（148）式的积分区域从  到 ，就不存在矛盾，

我们有： 
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然而量子力学中我们知道，箱体内自由粒子的波函数是箱归一化的，粒子的动量是分立的。设立方

体的边长是 L，归一化的波函数为： 
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一维无限势阱的波函数和动量与上式基本一样，只不过空间维数不同罢了。这个事实告诉我们，在

空间有限的区域中是无法定义动量连续谱波函数的。然而我们在将（148）式变换到动量空间的时候，

却采用动量连续谱的形式，由此产生了矛盾，导致动量佯谬。 

事实上如果采用动量连续谱波函数，还会产生更严重的问题。按照算符几率平均计算方法，考

虑到对称性，在动量空间中粒子动量算符的平均值为零，动量算符平方的平均值为： 
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上式被积函数在 1pp  处存在奇点，我们来证明积分结果是无穷大。我们有： 
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令 1ppu  ，得： 
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设 是一个很小，但不等于零的数，我们有： 
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（154）式右边的第二项是有限的，计算如下。令： 
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设  gp1 ，我们有： 

   










gg

du
u

pua
du

puu

puapu
2

1
2

2
1

2

1
22

1 )/)(cos

)2(

)/)(cos)( 
 








ggu g

1111
~ 有限值                    （157） 

而（156）式等号右边第一项的积分则是有限的，即： 
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同理可证，（153）式右边第一项的积分也是无限的。因此（152）式的积分无穷大，动能算符在动量

空间的平均值为无穷大，不可能等于（145）式。由于能量是可测量值，与参考系无关，无限势阱内

粒子的动量只能是 1p ，不可能是（149）式的连续分布。 

    这个问题不仅在无限势阱中存在，在其他边界有限的量子力学过程中都存在。在一个边界有限

的区域中，如果粒子的动量是分立的，我们就无法将有分立谱的非自由波函数写成动量连续谱的自

由平面波的叠加形式。 

    我们来讨论边界有限情况下，无限深势阱中粒子的动量算符。将量子力学动量算符对波函数

（146）式作用，坐标空间的非本征值 )(1 xp 是一个虚数，我们有： 
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按本文以上讨论，一维情况下我们无法合理定义动量算符，但粒子的动量可以通过动能来计算，为

了确定粒子的动量算符，我们考虑二维空间无限深势阱。设势阱的长和宽都是 a ，势阱的形式是： 
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解量子力学运动方程，基态波函数和基态能量是： 
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按照（64）式 )()()( xibxaxG


  ，考虑波函数及（159）式，就有 0)( xb
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从（65）和（66）式得到：  
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将（164）式代入（165）式，解偏微分方程，就可以得到 )(xQx


和 )(xQy


。结果将是很复杂的，本

文就不具体计算。然后再由（68）式和（160）式确定 )(xgx


和 )(xg y


，我们有： 
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在二维空间中量子力学动量算符的形式就被确定。用动量算符作用在波函数上，得到非本征值 )(xQx



和 )(xQy


。但它们不是真正的动量，二维无限势阱中粒子的动量是 app y 2/11x  。 

可见在边界有限的势阱中，虽然（148）式的傅里叶变换在数学上合法，在物理上却是不合理的。

在边界有限的区域内，动量分立的波函数不可能按边界无限空间中自由粒子动量连续谱分布的波函

数展开。在边界有限的无限势阱内（148）式及其几率密度（149）式不成立，EPY 动量佯谬被消除。 

七 结 论 

现有量子力学动量算符对非本征态波函数作用，得到的非本征值一般都是复数。用动量算符和

动能算符计算微观粒子的动能，得到的结果是不一样的。因此量子力学的动量算符与动能算符不是

一一对应的，产生这种不一致性的原因至今没有得到解释。曲线坐标系中动量算符一直无法合理定

义。量子力学的角动量算符也存在类似的问题。这些问题涉及量子力学逻辑基础的自洽性，但没有

引起物理学家的注意，我们必须认真对待。 

本文通过对动量算符的重新定义，引入普适动量算符后，以上所有问题都能得到合理的解决。

普适动量算符对一般非本征态波函数作用得到的非本征值都是实数，并假设动量算符只改变粒子的

动量方向，不改变量粒子的动能，得到修正的薛定谔方程和能量简并态的波函数。对于自由粒子波
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函数，普适动量算符就退化为现有的形式。在此基础上还能解决曲线坐标系中动量算符的定义问题，

使量子力学的逻辑基础更完备。 

考虑普适动量算符后，就引入附加动量和附加角动量的概念。本文给出附加角动量与微观粒子

自旋之间的关系，阐明微观粒子自旋的本质。证明量子力学中引入自旋算符是为了弥补角动量算符

的缺陷，或者说自旋与量子力学角动量算符不能描述的那部分角动量有关。 

微观粒子的自旋算符 /2~ˆ S 只是一个量子数，用它可以方便地做计算。计算结果显示，氢原子

s 轨道的角动量不是零，也不是 /2 而是  ，与氢原子光谱在磁场中分裂的塞曼效应一致。由此

解释了自旋轨道回旋磁比率是轨道角动量回旋磁比率两倍的事实，以及为何角动量量子数 0l 为零

的 s 轨道基态电子能稳定运动，不落入原子核的原因。 

由于贝尔不等式不被实验支持，目前人们认为隐变量不存在。同时认为微观领域定域性因果关

系受到破坏，量子力学与狭义相对论不相容。然而按照本文以上讨论，贝尔不等式不被实验支持的

原因在于现有量子力学对微观粒子自旋和光子极化概念的理解有误，与是否存在隐变量和微观过程

定域性是否被破坏无关。 

本文还证明，在边界有限的空间内，动量分立的波函数不可能按边界无限空间中动量连续谱波

函数展开，EPY 动量徉谬被彻底消除。经此改造，量子力学的逻辑基础变得更为完善。 
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