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Ce document fait partie d’une série d’explorations exposant des méthodes
permettant de diviser les produits tensoriels déformés par des cubes de nombres.
Ici, la discussion se focalise sur les espaces de dimension trois et les cubes anti-
symétriques sur leurs indices bas; c’est-a-dire en fait sur des produits vectoriels
déformés. La méthode livre seulement les parties principales des divisions. Elles
se répartissent en deux classes. Les autres documents de la collection complétent
cette investigation.
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1 Données élémentaires sur la notion de division.

1.1 Une question simple mais piégeante.

Un moyen simple et pédagogique de présenter 1’idée sous-jacente & ma quéte
tient peut-étre dans cette petite histoire. Admettons que je pose a 'improviste
et sans préalable la question : « Que vaut six divisé par deux? » Je parie que
la grande majorité des réponses fusant depuis 'auditoire sera : « trois » Certes,
c’est vrai, mais pas toujours! « Pourquoi? »

1.2 L’importance de préciser le domaine dans lequel la
question est posée.

Parce que tout dépend de I’ensemble de nombres dans lequel la question
initiale est posée. Son énoncé imprécis invitait & penser qu’elle concernait des
nombres entiers positifs, N. Mais ce contexte constitue un parmi de nombreux
autres. Le fait de ne pas avoir précisé celui-ci a laissé la place & une libre in-
terprétation dans le cerveau de 'auditoire. Par commodité et par une forme
insidieuse mais fort compréhensible de paresse, il a porté son choix sur N,

Pourtant, un parcours scolaire habituel se caractérise par ’apprentissage de
divers corps de nombres ; par ordre chronologique d’apparition, il s’agit souvent
des nombres :

1. entiers (I’ensemble N),

2. relatifs ('ensemble Z),

3. rationnels qui sont des fractions de nombres entiers relatif (I’ensemble
Q),

4. réels (I'ensemble R),

5. complexes (I’ensemble C),

6. de Hamilton (’ensemble H des quaternions)

7. octonioniques (I’ensemble Q).

Par conséquent, la question aurait été posée correctement si elle avait d’emblée
précisé I’ensemble dans lequel il convenait de la traiter et d’y répondre. Ainsi,
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1.3 Le résultat d’une division est toujours une paire d’arguments.

la question reformulée sous la forme : « Que vaut six divisé par deux lorsque la
discussion a lieu dans R ? » aura une infinité de réponses et non plus une seule;
par exemple : 6 = 2,5 x 3 — 1,5.

1.3 Le résultat d’une division est toujours une paire d’ar-
guments.

... et méme lorsque la réponse sera triviale (par exemple celle qui est formu-
lée sur N), il sera judicieux de remarque que le résultat d’une division sera en
réalité toujours constitué, non pas d’'un nombre, mais d’une paire de nombre.
Dans l'exemple trivial il s’agit de la paire (3, 0) et dans le second exemple de la
paire (2,5, -1,5).

1.4 Application aux vecteurs.

Par définition, un espace vectoriel est bati sur un corps. Un vecteur est un
élément d’un espace vectoriel. Les vecteurs étant toujours des éléments dont les
composantes appartiennent & I'un des ensembles cités ci-dessus, 'introduction
au concept de division expliquée ici peut facilement étre appliquée & leurs com-
posantes. Au détail important prés qu'une difficulté supplémentaire apparait.
Au lieu de diviser chaque composante par un nombre donné, il devient possible
d’envisager la division d’un vecteur ayant D composantes par un autre vecteur
ayant également D composantes; D étant un élément de N — {0}, c’est-a-dire
un entier naturel positif non-nul. Il y a probablement de multiples procédés
permettant de réaliser une telle opération.

1.5 Pourquoi approfondir la notion de division des vec-
teurs d’un espace de dimension trois ?

Ma réponse : exactement pour les mémes raisons que celles poussant & choisir
instinctivement de répondre & la question initiale « Que vaut six divisé par deux ?
» comme si elle avait forcément été posée dans ’ensemble de entiers naturels
positifs alors que ce point n’avait jamais été précisé et faisait partie des non-dits.

Je m’explique. L’observation de la nature livre des intuitions qui s’avérent sou-
vent fausses. Un point que C. Rovelli a clairement développé dans son livre :
« L’ordre du temps ». Par exemple, les humains ont souvent cru que le soleil
tournait autour de la terre, que la terre était plate, etc.

Je pense qu’un mécanisme similaire peut s’insinuer insidieusement dans nos
facons de calculer ; pourquoi ? Parce que, tout comme le poisson est incapable
de se rendre compte de ’eau dans laquelle il nage, nous autres humains ne perce-
vons plus consciemment la géométrie dans laquelle nous vivons. Or il se pourrait
bien que cet acteur devenu invisible a force d’étre omniprésent influence d’une
maniére ou d’une autre nos procédures de calcul.

Jillustre abondamment cette idée au sein de I’étude des produits de Lie dé-
formés et de leurs décompositions. Le produit vectoriel, mieux connu des éléves
préparant leur baccalauréat suffit & expliciter I'idée que je défends.

©Thierry, Louis, Armand, PERIAT, Dissertation sur la décomposition des produits vectoriels déformés ;
immatriculation francaise : ISBN 978-2-36923-036-6, EAN 9782369230366, partie I : la méthode intrinséque,
version du 9 mai 2024,



2 CARACTERISTIQUES DE LA THEORIE DITE DE LA QUESTION (E).

La projection d’un produit vectoriel défini dans une ambiance euclidienne clas-
sique sur E(3, R), par exemple q; A q2, dans I'espace vectoriel dual E*(3, R)
= R3 s%écrit |q; A q2> avec 'aide des conventions de Dirac. Tout comme nous
pensons spontanément que 6 = 3 x 2, cette projection se laisse trivialement
décomposer en ®(qy).|q2>. Or rien ne permet d’affirmer qu’il s’agit de ['unique
maniére de diviser 'image duale du produit vectoriel. A I'instar de la démarche
expliquée plus haut pour les nombres, une division générique pourrait trés bien
prendre le formalisme :

it A az >= [P].]q2 > +[z >

Il se pourrait bien qu’un petit démon caché au milieu des lois de la nature s’éver-
tue sans cesse a créer de petits écarts avec la division sensée étre la plus naturelle.

La théorie de la question (E) entreprend donc d’approfondir systématiquement
cette démarche. Elle semble d’autant plus justifiée que la théorie de la gravi-
tation d’A. Einstein [02] nous a depuis longtemps convaincu que le contexte
géométrique naturel peut varier.

1.6 Exemple d’utilisation des décompositions triviales des
produits vectoriels en électromagnétisme.

Découvrir le document, ISBN-978-2-36923-140-0.

2 Caractéristiques de la théorie dite de la ques-
tion (E).

2.1 Définitions indispensables.
Définition 2.1. Produit tensoriel déformeé.

1. Soit K ® E(D, R) un espace vectoriel de dimension entiére D supérieure
ou égale & deux (D > 2) bati sur le corps commutatif K (nota bene : il
s’agira par la suite de 'ensemble des nombres complexes C) rapporté a
sa base canonique € : (eg, €1, ..., €y, ..., €D_1);

2. soit une quelconque paire (qi,q2) d’éléments choisis arbitrairement dans
lespace K ® E(D, R) et enfin,
3. soit un cube contenant D? éléments de K, noté A ;

... je dis que le produit tensoriel habituel de ces deux vecteurs a été déformé par
les éléments du cube A chaque fois que je peux calculer le nouveau vecteur :

(a1,q2) € {(KQE(D, R)}?* 2% @4(ai,a2) = A% . ¢} .4 .ep € KQE(D, R)

Définition 2.2. Produit alterné déforme.

Avec les mémes prérequis qui viennent d’étre exposés au niveau de la défini-
tion 2.1, le produit dit alterné des deux vecteurs précédents est - par définition-
le nouveau vecteur :

(a1,92) € {K ® E(D,R)}? :
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2.1 Définitions indispensables.

Aalar,az2) = @a(ar,a2) — @alaz,a1) = A% . (¢l . @& — ¢ .q]) . ex

Les composantes de ce produit alterné sont des sommes qui se se laissent toujours
décomposer en trois sous-sommes :

DAk (4 B—dh-ad)}+ AL (@ d—dh-a)} DAY (gl dd b a])}

1<j i=j i>7

De sorte que, si K est un corps commutatif : (i) le second terme de la somme
précédente s’annule et (ii) puisque la série des termes suivants apparait :

AYy (al @3 — a5 d}); Ab (@ — & aq)

A @ —@-d); A (6 — & al)

Ay (r-d8 — a3-al); Aby (el @b — af -ai)
etc.

Finalement :

(a1,92) € {K@E(D, R)} : Aalar,az) = > (A5~ A%) . (a1 4 —db-a]) - ex

i<j

Le résultat de ce calcul est toujours un élément de ’espace vectoriel de départ :
K ® E(D, R). Chacune de ses D composantes est une somme de 1 + 2 + ... +
(D-1) = D.(D - 1)/2 termes ; au lieu des D? termes contenus dans chacune des
D composantes du produit tensoriel déformé 'ayant généré.

Exemple 2.1. Dans un espace vectoriel de dimension trois.

Dans le cas particulier des éléments d’un espace vectoriel de dimension trois :

VAvv(qlqu) € {K ® E(3, R)}Q :

Aalan,az) = D (A5 — A%) (¢ - @b — ¢ -ql) -ex
i<j
Chaque composante est une somme de trois termes! ; au lieu des neuf termes
de chaque composante du produit tensoriel déformé 'ayant généré. Ce nouveau
vecteur est en quelque sorte une version déformée du produit extérieur de deux

vecteurs de K @ E(3, R).
Remarque 2.1. Note historique.

La définition du produit tensoriel alterné introduite ci-avant s’inspire de la
maniére dont le produit extérieur a été bati. Cette affirmation peut étre vérifiée
dans [03]. Pour autant, il convient de ne surtout pas confondre le produit exté-
rieur défini dans cette référence avec un produit tensoriel alterné. En effet, sauf
pour les espaces de dimension trois qui constituent une exception remarquable,
le produit extérieur est - comme son nom l'indique clairement- une opération
dont I'image est extérieure &8 K @ E(D, R) ; tandis que le produit tensoriel alterné
de la définition 2.2 est une opération interne sur K @ E(D, R).

.D=3-D.(D-1)/2=3.
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2 CARACTERISTIQUES DE LA THEORIE DITE DE LA QUESTION (E).

Remarque 2.2. Sur les cubes symétriques.

Tous les produits tensoriels alternés déformés par des cubes symétriques sont
évidemment nuls.

Remarque 2.3. Sur lezistence des cubes antisymétriques.

Tout cube A contient un cube B anti-symétrique sur ses indices bas.
VA:
AB : (i) B, = A}, — Al (i) BY, = A, — AF, = —(AF, — AY) = —Bf,
Définition 2.3. Produit de Lie déformé

Avec les prérequis exposés au niveau de la définition 2.1, je dis que la moitié
d’un produit tensoriel alterné bati sur un cube A est un produit de Lie déformé
lorsque ce cube est antisymétrique pour ses indices bas; il est alors possible de
calculer :

VA AL+ AN =0, (aqp) € {K @ E(D,R)}? :

| o
[ardela = 5 Aalanae) = DAY (66 — ¢-l) e
1<J

2.2 Enoncé.

Avec les prérequis exposés au niveau de la définition 2.1, soit le produit de Lie
déformé de deux vecteurs choisis arbitrairement dans C x E(D, R) ; la question
posée, dite conventionnellement (E), est celle de savoir si et quand il existe des
paires (z, [P]) de C x E(D, R) x M(D, C) telles que :

(q1,q2) € {C ® E(D,R)}* : |[q1,q2)a >= [P].|q2 > + |z >

2.3 Sémantique.

Quelles que soient les réponses a la question posée, je décide d’introduire le
vocabulaire intuitif suivant. Il facilitera I’exposé littéraire et la compréhension
des manipulations mathématiques qui seront réalisées tout en placant celles-ci
dans le contexte connu de la notion de division ; au détail important prés qu’il
s’agira ici de diviser des vecteurs et non plus des nombres isolés.

| a1 ,a2Ja>=[P].|q2 > +|z>
~~~
projectile
lla1, 92 Ja >= [P].|az > +|z >
~~~

cible
a1, qz] A >=[P].|qz > +1]z >
cube dformant
a1, qz]a >= [P] a2 > +1]z>
~~
partie principale

llai, qe]a >= [P].|la2 > +|_z >

reste
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3 Le théoréme initial.

3.1 Dans les espaces de dimension trois.

Proposition 3.1. A tout produit de Lie déformé calculé dans un espace de
dimension trois pouvant étre décomposé non-trivialement peut étre associé une
forme polynomiale de degré deux au plus écrite en fonction de trois composantes
du projectile.

Démonstration. Par prise en compte de la définition 1.3.3, un produit de Lie
déformé est forcément bati sur un cube anti-symétrique; dans un espace de
dimension trois, ce type de cubes se laisse concentrer sous la forme d’une matrice
[A] de M(3, C) et cette proposition affirme donc :

(a,b) € E(3,C) x E(3,C) : |[a,bly >= [P].|b> +|z >

)
JA(at, a?, a®) € P(3,2)

... ol par convention, P(3, 2) représente symboliquement ’ensemble des formes
polynomiales de degré deux impliquant les composantes d’un élément d’un es-
pace vectoriel de dimension trois.

Je suppose que la décomposition non-triviale existe a priori. Le systéme qui
en résulte ressemble furieusement & un trés banal systéme de trois combinaisons
linéaires écrites en fonction des composantes de la cible b.

Bien que la question (E) ne consiste pas ici & découvrir les valeurs des compo-
santes de la cible mais la ou les paire(s) possibles ([P], z), il semble raisonnable
de vouloir calculer le discriminant (que je qualifierai de stratégique) de ce sys-
téme. Jusqu’a preuve du contraire (et ce sera effectivement le cas), je m’attends
a trouver une polynomiale de degré trois écrite en fonction des composantes du
projectile a puisque :

1 1 1

Aml .a — P11 Am2 .a™ — P12 Am3 .a™ — P13
2 2 2

A@) = | AZ;.a" —par  AZq,.a™ —pea  Als.a"™ — pog
3 3 3

Agy.aP — pa1 Asg.aP — p3a Apsg.aP — ps3

Cependant, un premier développement fournit :
A, a?, a®)

(Ahy-a™ —p11) {(A7y . a”" —pa2) . (Ads . aP — pss) — (ADy . aP —p3a) . (A . a™ — pas)}

(Ahg-a™ —p12) {(A71 . a" —pa1) . (AJs . a” —pss) — (A3 .aP —p31) . (A . a™ —pas)}
_|_

(Ahs.a™ —p13) {(AZy . a”" —pa1) . (Ady . aP — psa) — (A3} .aP —p31) . (AL . a™ — pa2)}

Dans un deuxiéme temps :
A(a', a?, a®)

7
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3 LE THEOREME INITIAL.

(Ainl . CLm — p11) .
{(A2, . AJs — Al AJy).a”.aP + [(pas . Abs +ps2. Alg) —(p22 . A +pss . Abo)] .a” + (P22 . pss — ps2 . p23) }

(Als.a™ — pi2).
{(Af1 . Aps — A%z A1) .a™ .a” + [(p2s . Ap1 +ps1 - Ans) — (p21. A%z +pss - An1)] . a" + (p21 . pss — ps1 . pes)}
+
(Apz.a™ — pis).
{(A2, ADy — Aly  AD)) . a™ .aP + [(p22 . ADy +p31 . Abs) — (P21 . Ao +ps2 . A21)].a” + (p21 . ps2 — paz . p31) }

Les coeflicients de degré trois peuvent ainsi étre isolés :

dimnp = Apy - (Alg . Adg — A2s  ADy) — Aby (AL ASs — Als A ) + Aps (AL, ADy — A, L AD))

P2

Trois sortes de combinaisons des indices peuvent apparaitre : (i) ils sont tous égaux,
(ii) deux sont égaux mais différent du troisiéme (iii) les trois différent les uns des autres.

1. Configuration (i) Il s’agit de :
di11

ALy (A% AL, — A% AS) — Aly (A% AY, — A% AL+ AL, (A2, A, A%, AT

d222

Azy (A3y . Ay — A3y ABy) = Ay - (A51 - A3 — Ay . ASy) + Ads . (A3 A5y — A, A3))

Agy . (A3; . Ay — AGg . ASy) — Ay - (A1 - Ay — Afg . AGy) + Ass . (A5, . A5y — AS, . A3))

A cause de 'anti-symétrie du cube A :
di11 = da22 = d3zz = 0

2. Configuration (ii) Soit, a titre d’exemple la combinaison (112), les coefficients
sont :

di12

Aby - (ATy . Ay — ATy ADy) = Al - (Al1 - AZs — Ay AS1) + Als . (AT A5, — A A3))

di21

Aby . (A3y . Ay — AGg  ATy) — Al (A5y . Ay — Afg . ATy) + Alg . (A3 A, — A3, . AT)

d211

Azy . (AT; . Ay — ATy ATy) = Ay - (Aly - ATy — Ay . ATy) + Ads . (Al AL, — A AT

A cause de 'anti-symétrie des composantes du cube A :

diiz = — Aly. (— A35. AS)) + Als. (— ATy . A3)

8
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3.1 Dans les espaces de dimension trois.

diz1 = — Aly. (A3, . Al3) + Als. (43, . Ady)
dai1 = A . (A, . Als — A35. AL)

Puisque la multiplication est une opération commutative et associative sur C,
I’addition des autres coefficients devient :

di12 + di21 + don

—Al,. (- Ay -Agl) + Als. (- Al,. A§1)
— Als. (A5 Als) + Als. (43, . AD,)
+ Aj - (A§2 Ay — Als. A?Q)
— Al (AT3. AL) + Als. (Al . AD) + Al (AT . AD)
— Ajz. (Al A) — Alp. (Al Afs — Af5. AD)

0

Les permutations cycliques fournissent le méme résultat pour les combinaisons
(113), (221), (223), (331), (332).
3. Configuration (iii) Soit, pour '’exemple, le cas particulier de la combinaison
(123) ; les coefficients sont :
di23

Aly (435 AGy — A3y Afp) — Al (431 Afg — AZg . A5) + Alg . (A3, ABz — Al .

ds12

Agy . (AT, ABg — ATy ADy) — Ay - (AT1 . A3y — Ay AS)) + Ass . (ATy . A%y — ATy

d231

Azy (A5, Ay — A3y ATy) — Ay - (A1 Al — Alg . ATy) + Adg . (A5, . Ay — A3y

d321

Azi (A3 Al — A35. ATo) — Asp . (A3 Ay — A35 . A1) + Ass - (A3 . ATy — A3,

di132

Aly (A Ay — AGy  A3y) — Aty (A5y . ASs — ASg . AD)) + Ajg . (A3, A3, — ABy.

d213

Agy . (Aly. A3y — Ay ASy) — Azy - (A A3y — Ay A3)) + Azg . (AT, A3y — AT,
A cause de 'anti-symétrie du cube A :
dizs = — Al (- N 'Agl) + Als. (A§1 . Agz)
dsi2 = A3y . (A%s. A33) — Asy . (— ATy AD))
dog1 = A}y . (Agz . A?s) + Adg. (A3, . AD)
dso1 = A3y . (— A3 Aly) — Al (A3, ATy)
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3 LE THEOREME INITIAL.

disa = — Afa. (A3 . A3s) + Aly. (— A3, A3))
dars = Az . (— Als. Ad) +
Puisque la multiplication est une opération associative et commutative sur C,

I’addition des combinaisons obtenues par permutation cyclique et anti-cyclique
fournit (voir les couleurs) :

di23 + ds12 + d231 + dz21 + diz2 + doiz = 0

Puisque les coefficients comportant trois indices soit s’annulent, soit constituent des
combinaisons s’annulant, il en découle le

Théoréme 3.1. dit “initial”

A tout produit de Lie déformé défini sur un espace vectoriel de dimension trois (D
= 3) pouvant étre décomposé non-trivialement correspond une forme polynémiale de
degré deux écrite en fonction de trois composantes du projectile apparaissant dans ce
produit. O

Corollaire 3.1. Formalisme générique de la polynomiale associée a une décom-
position non-triviale.

Il est clair que ce théoréme important permet de conclure & I'existence d’une
forme polynomiale de P(3, 2) telle que :

I(z, [P]) : |la,bly >= [P].[b> +|z>

> =
4
3
Aat, a?, a®)

ltaj®(a) — [P]]

Z o - (@™)? + Z (dmn + dpm) -a™ .a"™ + Z dp .a™ — |P|
m m<n m

et que la suite de l’exploration va consister & découvrir quelles paires ([P], z)
peuvent raisonnablement étre associées avec ces décompositions non-triviales.

3.2 Dans les espaces de dimension quelconque supérieure
a deux.

Proposition 3.2. Le degré du discriminant stratégique pour les produits de Lie
déformés définis sur un espace vectoriel de dimension égale & D (D > 2) est de
dimension au plus égale a D - 1.

Démonstration. : Pour rappel, dans la théorie de la question (E), les produits de
Lie déformés sont des produits tensoriels alternés batis sur des cubes déformants
anti-symétriques. Soit & reconsidérer alors le sujet des décompositions triviales
des produits de Lie déformés; il vient logiquement :

YA€ Ky p p).¥abeC® E(DR):|abli>= 40(a).[b>
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3.2 Dans les espaces de dimension quelconque supérieure a deux.

Mais ici, le cas de deux arguments égaux a une conséquence inattendue die a
I’anti-symétrie du produit de Lie déformé :

VAe Kp p p,VaeCo® E(D,R) : |[a,a]a >= sP(a).la>= |0 >

Les décompositions triviales des carrés de Lie déformés n’ont de réalité cohé-
rente que dans trois cas :

1. largument est nul : a = 0;
2. le cube A est nul : A = 0;

3. le déterminant de la décomposition triviale est nul :
[a®(a)] = 0

Autrement dit, puisque les deux premiers cas sont parfaitement sans intérét, les
décompositions triviales des carrés de Lie déformés n’ont de réalité que si leur
déterminant est nul :

- D
VA€ Ky pp — {A=0},Va e C® E(D,R) — {0} : [42(Pa)| = 0
Si le cube déformant était quelconque, alors la polynomiale A((P?)a) serait for-
cément de degré au plus égal & D et elle prendrait la forme générique suivante
(sommes sur les indices répétés) :

API) = Coyap U™ o U A Cayay U U F o,y U™ oC

Mais, pour rappel :

— La matrice de décomposition la plus triviale est le seul objet mathéma-
tique de la discussion sur le discriminant stratégique impliqué dans la
résolution de la question (E) dont le déterminant est une forme multi-
linéaire de degré D pure.

— Laprésence de la matrice inconnue [P] ne fait que transformer cette forme
multi-linéaire en une forme polynomiale par I’ajout de termes dont le
degré est systématiquement inférieur a D ; ce constat laisse présumer du
fait que :

a®(Ph) = [A35. @] = 4@(Pa)| = ca,

a1 &p
p-u el @

— 1l est aisé de démontrer que :
D
c=(-1)".|P|

Or je viens de démontrer que le déterminant d’une matrice associée a la décom-
position triviale d’un produit de Lie déformé (par définition : forcément par un
cube anti-symétrique sur ses indices bas est nul) doit étre nul.

Il en résulte donc que le discriminant stratégique des décompositions non-triviales
des produits de Lie déformés a le formalisme générique :

A(P)a)
Cay.oap_q -0 %P7 4+ L Capa, - 07T a%? F cqy -0t + (-1)P. |P|
C’est une forme polynomiale de degré D - 1, élément de P(D, D - 1). O
11
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

Théoréme 3.2. Généralisation du théoréme initial.

Pour les produits de Lie déformés calculés dans un espace vectoriel de di-
mension supérieure ou égale & deux, le discriminant stratégique accompagnant
la question (E) est toujours une polynomiale de degré au plus égal a D - 1.

4 Restriction aux espaces de dimension trois.

4.1 Caractéristiques du produit vectoriel déformé.

Pour rappel, les composantes du cube déformant A satisfont ici obligatoire-
ment la relation d’antisymeétrie :

A+ Ak =0
En conséquence de quoi :

Proposition 4.1. La question (E), lorsquelle est posée dans un espace de di-
mension trois, concerne forcément des produits vectoriels déformés et éventuel-
lement décomposés non trivialement.

Démonstration. Puisque, dans un espace de dimension trois, I’antisymétrie du
cube déformant A réduit celui-ci & un élémennt [A] de M(3, C) :

{VA|V i, j, k: A}, + A% = 0}

N8
A, A, A,
{A — [A] = | Ay A3 A3, | € M(3,C)}

Le produit de Lie peut se définir par :
1 k o o
Ya b€ E(3,C): [ablu = 5. A (a,b) = DAL (@Y — b .al). ey
i<j

Dans la base canonique & laquelle ’espace vectoriel peut étre rapporté (ou, ce
qui revient au méme, dans le langage des composantes sur l’espace dual) :

- (Apag(a, b))*

N | =

Ak, (ar 0% — b a?) + ALy (0?0 — P ) + Afy (a0 — bt a®)

Mais puisque le corps C des nombres complexes est commutatif et que les compo-
santes du cube déformant satisfont la propriété d’antisymeétrie, les composantes
s’écrivent aussi :

-(Araj(a, b))*

N =

Abs (a® .03 — a® . b%) 4+ A5 (a® . bt — ot P + AN, (aF 0 — a® . bY)
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

Reéintroduisant a cet endroit le produit vectoriel classique, ces relations peuvent
se réordonner en :

(Aa(a,b)* = Ak, (a A b)Yt + A% (a A Db)? + AY, . (a A b)?

Soit, introduite par convenance, la matrice :

[A*] = A§3 A3 A3, | € M(3,0C)

0 0 1 01 0
(J=1]1 0 0|;[J'=]10 0 -1
0 -1 0 1 0 0
Il vient assez simplement :
t 001 0] [Al, 43, A AL, Az, Ay,
[J]".[A] = 0 0 -1 . A%S A§3 Agg = *4%3 */g?, *fé‘f:s
L0 0 Ajg Ay Al Aty Aty Aty

Et :
{1 (Al = [A]".[J] = [47]

Je viens donc de prouver ce que je m’étais proposé de démontrer :
lla,b]a) >= [A]".[J] .]a A b>
——
[(A*]
La matrice [A*] introduite plus haut par convenance sera baptisée matrice défor-

mante effective du produit vectoriel classique. Je note au passage que la matrice
[J] est une génératrice du groupe cyclique — puisque :

7 = =)' [P = —Ids, [J]* = =[J], [J)° = [J]', [J]° = Ids
O

4.2 Analyse des coefficients de degré deux de la polyno-
miale A.

Je commence ici une série de pénibles manipulations algébriques. Globa-
lement, il s’agit de finir le calcul des coefficients du déterminant stratégique
apparaissant lorsque la question (E) est posée dans un espace de dimension
trois.

A. Coefficients de degré deux.

dmn

Al [(p2s - Ady +p32. Alg) —(paz - Adg +pss . ADo)] — p11 - (Al Adg — A2 5 AY))
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

{Aqlnz . [(P23 . A?ﬂ + P31 ~A7213) - (P21 oAis + P33 - A%l)] —DPi12- (A72nl 'Ais - A72ns . A?ﬂ)}
+
A11713 (22 ~Ai1 + P31 ~Ai2) —(p21 'AiZ +p32 . A%l)} — P13 (A?m ~A§L2 - A12112 'Ail)

Lemme 4.1. Les coefficients de degré deuz se laissent regrouper au sein d’un
élément [D] de l’ensemble M(3, C).

A.1. Les coefficients de degré deux le long de la diagonale. :

dyy

Ah . [(p23 . Ai’z + P32 A%?)) *(Pzz . A??) + P33 . A%z)] — P11 (A%Q . A:133 - A%3 . A?z)

{A%z . [(p23 -A% + P31 -Afg) - (p21 -A:fs + P33 - A?l)] — P12 (Afl -Ai)s - A%:s : Ai)}
_|_

A%:), . [(p22 -Ai +p31 -A%2) - (p21 -A?Q + P32 -A%1)] — P13 - (A% ~A?2 - A%z 'Azl))l)
dao

Agy - [(p23 - A3y 4 D32 - Ag) — (P22 - A3g + p3s - A3y)] — p11 - (A3, . Ay — A5 A3))

{Aéz . [(p23 -A§1 + P31 ~A§3) - (p21 -Ags + P33 - A§1)] —Di2- (A§1 -Agza - A§3 . Agﬂ}
_|_

A%zz . [(p22 -A§1 + P31 -A§2) - (p21 ~A§2 + P32 -A%1)] — P13 - (A%1 ~A§2 - A§2 'Agl)
ds3

Aél : [(p23 . A§2 + P32 A§3) —(p22 . Aga + P33 - Agz)] — P11 - (Ag,z . A§3 - A§3 : A§2)

{A3y [(p2s- A%y +ps1. A33) — (a1 . A3+ pss . A5y)] —pra - (A3, . A33 — A3 . 43))}
_l’_

Ags [(paz- A%y +ps1. ASy) — (pa1- Ay +ps2 . A3))] —p1s. (43, . AS, — A3, . A3)

A cause de antisymétrie du cube déformant :

dll

—pi1- (Al ATy — Aly . Afy) = Aly - (D31 - Ay — par - AT3) + ALz (a1 - Al —po1 - Al)
dao
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

A%1 : (p32 -Ags) — P22 -Ags) +pi2- (A%1 ~A§3 - A%z’, . Agl) +A§3 . (p22 . Ag1 — D32 -A§1)
d33

Azln . (p23 .A§2 — P33 - A%z) - Aéz : (P23 . Ag1 — P33 ~A§1) — D13 - (Agl -Agz - Agz . Agl)

Les coefficients diagonaux se laissent réécrire :

dll

pii - (Aly. Ay — Ay ATs) +po1 - (Afp . AT — Al ATy) + 01 - (Afs . ATy — Afy . AT)
daz

pr2- (A3, AYy — A33 AS)) +pao . (Ags . A3y — Ab) . ASy) +psa . (Ayy . A3s — Ags . A3))
d33

p1s- (A3 . A3y — A3y  A3)) +pas. (Afy . AYs — Ajg . AD)) +pss . (Asy . A3 — A3, . ASy)

Proposition 4.2. Les coefficients de la diagonale de la matrice [D] dépendent
(i) des composantes de la matrice inconnue [P] et, probablement, (ii) de celles
de la matrice déformante [A].

Démonstration. Le formalisme des trois coefficients d,,,,, (m = 1, 2, 3) suggére
que les matrices suivantes jouent un role important :

[mnT]

[mntij]

(Ao Apg = Apy - ARo) (Apg - Apy — Apy  Aly) (A - Aly — Ay AT,)
= | (Afn A — AR Ap) (A Aps — A AY) (Apg - A7y — Ay ARy)
(A% Al = A AD)) (g Ay — Any ASy) (A5 ATy — Apy AT)

ml ml

Puisque, & cause de la propriété d’antisymétrie sur les indice bas du cube défor-
mant A :
[11T]. [P]

(Afp. Afy — Afy. Aly)  (Aly. Al — Al Aly) (Al Al — Ay AD)

— 0 0 0
0 0 0
P11 P12 P13
X | P21 P22 D23
P31 P32 P33
15
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

din 11712 11713
0 0 0

0 0 0

Par ailleurs c’est un fait que :
dyy = Trace{[11T].[P]}

Au passage, il convient de remarquer que le méme résultat peut s’obtenir en

écrivant :
di1 = Trace{[P]".[11T]"}

A supposer a priori que la matrice déformante ne soit pas dégénérée, son inverse
peut étre calculé :

[A] # 0, [A].[A]7! = Ids = [A]7".[A]

Al A7

|A| . [ai]
(A35. Ay — AT5. A3y)  — (AR, ATy — AT; . AY))  (A],. A3y — A3;. AD,)
—(Al Al — Al AL (Al AY - Al ab) (4l A, — AL AL)
(Ag. Aty — Aj5. A353)  —(Agp. Afy — Aj3. Afy) (Al A33 — Asz . Afy)
Force est de constater que :

ai2 a2 as2
mT] =1A.] 0 0 0

0 0 0
Dans le méme état d’esprit :
[2277. [P]
0 0 0
- (A§1 -Agzs - Ags-Agﬂ (A%1 .A§3 - A%s-Agl) (A§3.A§1 - A§1 -Ags)
0 0 0
P11 P12 P13
X | P21 P22 D23
P31 P32 P33
0 0 0
220T21  da2  22T23
0 0 0
Et :
0 0 0
[22T] = |A]. | —ai3 —a23 —ass3
0 0 0
16
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

De plus :
(3377 . [P]
0 0 0
— 0 0 0

(A3,. A3y — A3y A3))  (Adp . AS) — Ay A3y)  (Agy . A5 — A3, 43)

P11 P12 P13

X | P21 P22 D23
P31 P32 P33

0 0 0

0 0 0

33731 33T32  d33
Et :
0 0 0
Tl = 4. | 0 0 0
aiy a1 —asy

Ces résultats permettent de reconstruire la diagonale de la matrice [D] :

{liT] + [22T] + [33T7]} . [P]

di1 11712 11213
22721 dao 2223
33T31 33%32  d33

@12 @22 a32
|A‘ . —ai13 —Qa23 —Aass . [P]
aii a21 —a31

A ce stade, il ne peut rien étre déduit pour ce qui concerne les coefficients
hors de la diagonale de la matrice [D]. Néanmoins un formalisme impliquant la
trace réapparaitra ultérieurement dans cette discussion; il permettra d’unifier
les diverses informations collectées sur les divers coefficients. I1 devient évident
que :

1 — -
{1 T] + [22T] + [33T1}. [P] = - da d— = Al A{[A]7 [} [P

O

Lemme 4.2. Les coefficients de la diagonale de la matrice [D] dépendent (i)
des composantes de la matrice [P] et (ii) de celles de la matrice déformante [A].

17
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

A.2. Les coefficients de degré deux hors de la diagonale.
A titre d’échauffement, soit ’exemple suivant :

d12

Ah . [(P23 . Agz + P32 Agg) *(P22 . Ag?) +p3s3 . A%z)] — D11 (A%Q . Agg - /@3 . Agz)

{Aly . [(p23 - A3, +p31 . A3) — (pa1 - A3 +pss. A3))] — pra - (A7) . A3y — Af3 . A3))}
+

A%?, . [(p22 -Ag1 +p31 -Agz) - (p21 -A§2 + P32 -A§1)] — P13 - (A% ~A§2 - A%z -Ag1)

—DPi1- (A%2 . Ags)
{Aly [(pa3 . A3y + p31.A33) — (pa1. A3 + p33. A3))] — pia. (— A3 A3}
J’_
Als.[p22- A3 — ps2. A3] — p13. (— Afy . A3)

Ces coefficients peuvent se réorganiser comme suit :

dyo

—Pu ~A%2-A33 - P12~A%3-A%2 - P13~A%2-A%2
+po1. Al -Agzs — p22- A}3 CAS, 4 pog . A, A,
—p31. ALy A2s 4 3oL Al AT, — a3l Al AL,

Ils peuvant ainsi étre réécrits :

_A%Q .A§3 A%Q .A§3 _Ab -A%3 P11 P12 P13
d12 = Trace{ 7A%3 . A§2 *A%3 . A%Q A%3 . A%Q . P21 P22 P23 }
A%z . Ai{'z A%Q -A:i’z _A%z -A%2 P31 P32 P33

C’est un constat intéressant puisqu’en reconsidérant les équations précédentes
pourm — letn — 2:

[127]

[12t4]

(Ai2 .A§3 - Aig . A§2) (Ai3 . A§2 — AiQ . Ag?’) (A%2 .A§3 - A# : A%Q)
— | (A1 Ay — Af3. Ayy)  (Agy . Ajg — Ajg. Ayy) (A A — Apy - A3)
(A}, . A3, — AL, A3)) (Aly. A3 — ALy AS,) (Al A3, — A AD,)

En tenant compte de 'antisymétrie des coefficients de la matrice déformante, il
devient clair que :
dyy = Trace{[12T].[P]}
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

Proposition 4.3. Les coefficients hors de la diagonale peuvent étre considérés a
un niveau plus abstrait permettant de mettre en évidence une formule générique
liant les coefficients de degré deuz.

Démonstration. En organisant le terme générique :

dmn

(P23 - Apyr - Ao + paa- Ay Aly)
— (P22 Apyy - A + P33 Apyy - Ab)
—DPi1- (A72n2 -Ai?, - Agni’) : A?ﬂ)
{(p23 - Appo - A%y + P31 Apyy - AZs)
—(p21- Apy - Adg 4 pss . Apn  AL)
— P12 (Agnl ~A?13 - A72713 : Ail)}
+
(P22 Az - Ady + par - Aps - ALy)
—(p21- Apys - Apg + P32 Apyy - Ay)
— D13 (A?nl -A?Q - AgnQ : A%l)

3
dmn

=i (AL ARy — Al ARg) = prz . (AL ARy — AR ARy) = pis - (A Ao — ATp A7)
P21 (A}nB : Aiz - A}n2 -A?Ls) — P22 (Al ~A§L3 - Aqlns : Ail) —DP23- (A»1n2 : Ai’u - A'}nl -Azz)

ml
—P31- (A71712 ~A$L:3 - A71n3 . Aiz) —P32- (A:nS . A7211 - A:m ~A7213) —P33. (A'}n2 . A7211 - A'}nl . Aiz)

Le formalisme du coefficient générique d,,,, suggére de fait que la matrice sui-
vante joue effectivement un role important :

(A2 A%y — A2y AL) (Al Aly — by AL) (Al A2, — AL, A2
- (Aml : A?L3 - AmS . Ail) (Aml . A§L3 - AmS . Ail) (Am3 . Anl - Aml . An3)

(A% ARy — AT ADY) (g A%y — ALy A%p) (A, ARy — ALy AD,)

m2 *

puisque ce coefficient générique n’est rien d’autre que :

dmn = Trace{[mnT).[P]}
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

Cette formule semble effectivement étre générique. Les propriétés habituelles de
la trace [18; page 184], le méme résultat peut également se réécrire :

dmn = Trace{[P].[mnT]} = Trace{[P]".[mnT]"} = Trace{[m.T]".[P]'}
En intervertissant les positions de m et n :

dnm

Trace{[nmT].[P]} = Trace{[P].[nmT]} = Trace{[P]".[umT]|'} = Trace{[n.T]".[P]'}
nota bene : il n’y a pas de lien évident entre [,,T] et [,,,T]; et il n’y en a
peut-étre pas.

O

Définition 4.1. Contraction.

Soit un ensemble de neuf matrices dans M(3, C) : S = {[,,,U]; m, n = 1,
2, 3} ; soit la la contraction des éléments de cet ensemble en un nouvel élément
[X] dans M(3, C) tel que :

(X] = [Zpm = Trace{[nmU]}]

Lemme 4.3. La matrice [D] est la contraction de neuf matrices [, T)|.[P] ; m,
n=12 3.

Proposition 4.4. Le carré des coefficients.

Démonstration. : Quand les matrices de 'ensemble S sont hermitiennes, la for-
mule suivante sur les traces peut s’appliquer [18; page 222], [19 ; page 255] :

Vm,n =1, 2, 3: exp[Trace{[m U} = det(exp[mnU]}])

Lorsque les neuf matrices [;,,,T].[P] (pour m, n = 1, 2, 3) sont hermitiennes a
priori, alors pour chacune d’elles prise séparément :

Vm,n = 1,2, 3: exp(dmn) = det(exp{[mnT].[P]})

Si les arguments contenus dans cette formule acceptent des développements de
Taylor, alors :

1
Vm,n=123:14 dmnn + §.d,2m + .. = det(Id3 + [mnT).[P] + ...)

Il est possible de prouver que le développement au premier ordre du terme de
droite a le formalisme :
Vm,n=1,2,3:
det(Ids + [mnT].[P]) = 1 + Trace[mnT].[P] + Y([mnT].[P]) + |mnT|-|P]
Avec :
VYm,n =1,2,3: Y([mT]-[P]) = ...

De sorte que :

1
Vm,n =1,2,3: g.dfm ~ Y([mnT]-[P]) + |mnT].|P]
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

Proposition 4.5. La Prop.— peut se généraliser a tous les coefficients de degré
deuz du déterminant stratégique (qui est également la polynomiale A) associé a
une décomposition non-triviale.

Démonstration. : Il serait intéressant de compléter les résultats précédents (Prop.8);
tout particuliérement pour ce qui concerne les coefficients hors de la diagonale
de la matrice [D]. Une observation attentive montre que :

— Indépendamment de ce qu’est la matrice [P], il existe une correspondance
entre la somme des matrices [,,,,T] et la matrice |A|.([A]71.[J])!; pour
autant je ne sais rien des composantes des termes en dehors de la diago-
nale de la matrice reconstruite dont la diagonale coincide avec celle de la
matrice [D].

V[P {nT] + [22T] + [sT1} = |AlA{[A]7F ]

— Soit 'exemple des termes dont les indices sont dans {1, 2} ; le coefficient
d;2 est (rappel) :
[127]

[1245]

(Azz.Agg - A;S.Agg) (Ai3 .A%Q - A%Z.Agg) (Aiz.Aé3 — A%S.Agg)
- (A%1 Asg — A%S-Am) (A%l Asz — A%3~A21) (A%s-A%1 - A%1 ~A§3)
(A, A3y — A}, A3)) (Al A3 — Apy . A3,) (Al A3 — A} AD)

Le coefficient dyq s’écrit quant a lui :

[217]

[21t45]

(A§2 . Azg - A§3 . AEQ) (A%:z .AzQ - A%Q . Azg) (A%z . A§3 - A%S . A;Q)
- (A%1 'A;%?’ - Ag?"A};l) (A%1 .A§3 - A%?).Aél) (A%?,.A%1 - A%l .A%?,)
(A3 A7y — A%y  AYy) (A ATy — Ay  AYy)  (Agp - ATy — Az - AY)

La somme des deux coefficients vaut :

[12T] + [217]

(AE2 . A§3 - A§3 : Az2) (A%3 .AEQ — A%Q . Agg) (A%2 . A§3 - A%?) .Aiz)
— (A%I .Aé?) — A%3.A§1) (A%l .A§3 — A%3~A§1) (A%?).A%l — A%1 .A%S)
(A3 AYy — ATy A3y)  (Ajp- Ay — Ay  AYy) (A A5 — Az - AT)

La troisiéme ligne s’annule & cause de I’antisymétrie de la matrice défor-
mante [A] :
(12T + [217T]
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

(A;2 . A§3 - A§3 .Azg) (A%3 . Agz - A? .A§3) (Ai2 .A§3 - A%} . Az2)
— | (A3 . Ayg — Afs. Ayy) (Ag Az — A A3)  (Al3- A3 — Aj - Afs)
0 0 0

La encore, en considérant 'inverse de la matrice déformante supposée a
priori inversible :

—a13 —a23 —ass
[12T] + [21T] = | —a12 a2 a3
0 0 0

Cette somme dépend visiblement d’une partie des composantes de 'in-
verse de la matrice déformante. Des résultats similaires peuvent étre ob-
tenus pour les sommes [23T] + [32T] et [31T] + [137T].

— Soit & nouveau les matrices [,,,, T].P pour m = 1, 2, 3; les coefficients
omis jusque-la peuvent étre calculé :

11712

P12 (Alg. A}y — ATy AL +pao . (Al Ay — Aly . Ay) +ps2 - (Al . ATy — Af, . Alg)

11713

pis- (Alg. A%y — ATy AYy) +pas . (Aly . Ay — Ajy . Ay) +pss . (Al ATy — Af, . Alg)

22721

p1- (A3 ASy — A35 AS)) +por . (Agg . A3y — Aby . ASy) +ps1 . (Agy - A3s — Ags . A3))

22123

prs- (A3) . ASy — A35 . A3)) +pas. (Agg . A3) — Ab) . ASy) +pss . (Agy - A3z — Ags . A3))

33731

p1- (A3, A%y — A3y AS)) +po1 - (Al Ay — Aly . Ay) +ps1 . (Agy - A3y — A3y . A3y)

3332

pr2- (A3, ASy — A3y  A3)) +paa . (Al Ay — Aly . Ay) +ps2 - (A3, - A3 — A3y . A3y)

La somme des deux coefficients vaut :

di2 + d2y

— P11 - (Afz . Agg - A%?, . Agz) —Pi12. (A%I -A§3 - A%z’, . Ag1) —P13. (A% -A§2 - A%z . A§1)
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4.2  Analyse des coefficients de degré deux de la polynomiale A.

— D21 (A%3 . A%z - Aiz . A§3) — D22 (Ah ~A§3 - A%3 . Agl) — D23 - (A%2 . A§1 - Ah ~A§2)
—ps1-(Aly A3y — Al . A3) —psa - (Aly . A5y — Aly  A33) —pss - (Al - A5 — Ajy . A,)

— P11 - (A§2 . A?B - Agg : A?z
A3y ATy — ABy AT
A3y AT, — AD, AT

)
—Pi2- )
—P13- )
—DP21- (A%:a Ay — Ay Aif3)
—Pp22. (Aél ~A:f3 - A%:a : A?l)
— o3 (Agg . AT — Agy . AD)
( )

)

)

—DP31- A%2~A%3 - A%3~A?2
— D32 (Aég . A%l - A%1 ~A%3
— P33 - (Aéz -A%1 - A§1 ~A%2
—DP11- A%2~A§3 - A%3~Aif2

2 3 2 3
A21 . AlS - AlS . A21
2 3 2 3
A21 . A12 - AlQ . A21
1 3 1 3
AZS . A12 - A12 . A23

)

—Pi2- )
)

)

Ay Ay — Aty A7)
)

)

)

)

— D13
—DP21-
— D22
— P23 - A%2 ~A31 - Aél -A§2
— P31 (AiQ : Ags - A%?, . A%Q
—P32. (A%g . A%l - A%l -A%?,
—P33- (A%z -A§1 - A%l 'A%Q

De fait, la troisiéme colonne s’annule parce que (i) le cube déformant est
anti-symeétrique et (ii) C est un corps commutatif :

di2 + doy

—P11- (A%2 A%S - A%B . A%2) - P12 (Ail))2 . A%S - A§2 A:133)
—P21- (A%3 AZI))Q - A%Z . Ag?)) - P22 (Ail))2 . A%S - A%2 A:ISB)
—P31- (A%2 A%S - A%B . A%2) — P32- (A%2 . A%S - A§2 A%3)

Les sommes ds3 + d3o et d3; + di3 s’obtiennent de maniére similaire
par permutation cyclique. Une confrontation visuelle avec le formalisme
des coefficients omis méne 4 :

(di2 + d21) = (11212 + 22221)

(dag + d32) = (2223 + 33%32)
(d31 + di3) = (33231 + 11213)
23
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

La coincidence achéve de démontrer la proposition. O
Définition 4.2. Matrices équivalentes.

Dans ce document, deux éléments [M] et [N] de M(3, C) sont équivalents si
et seulement si :
— IIs ont la méme diagonale : Va =1,2,3:my,, = Ngg;
— La somme des composantes des trois diagonales orthogonales a la diago-
nale centrale sont identiques; concrétement je veux dire que : V a, b =
]-7 27 3 :mgp + Mpy = Ngp + Npg.
Par convention, cette équivalence est noté [M] = [N].

Définition 4.3. Noyau de la partie principale d’une décomposition intrinséque
d’un produit vectoriel déformé.

Par convention du langage, un noyau de la partie principale [P] d’une dé-
composition intrinséque d’un produit vectoriel déformé est une matrice [N] de
M(3, C) équivalente, au sens donné par la définition 1.2, & la matrice [D] des
coefficients de degré deux de la polynomiale A(projectile) résultant de cette
décomposition. Elle est définie par le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. De reconstruction de la matrice [D] des coefficients de degré
deuz.

Quand la matrice déformante [A] n’est pas dégénérée, il existe une matrice
[N] équivalente & la matrice [D] contenant 'ensemble des coefficients de degré
deux de la polynomiale A(projectile) = | 4;®(projectile) - [P]| résultant de
I’existence éventuelle d’une décomposition non triviale d’un produit vectoriel
déformé :

[N] = Al {[A]7". I . [P] = [D]

4.3 La Hessienne de la polynomiale A.

Proposition 4.6. La Hessienne de la polynomiale A est la somme de la matrice
[D] contenant ses coefficients de degré deuz et de la transposée [D]' de celle-ci.

Démonstration. : A partir de maintenant :

1. le déterminant stratégique est vu comme une polynomiale de degré deux
exprimée en fonction des trois composantes du projectile impliqué dans
le produit vectoriel déformé dont les décompositions éventuellement non-
triviales sont étudiées;

2. j’étudie cette polynomiale dans le cadre de ’algébre géométrique.

Ce point de vue autorise & calculer les dérivées partielles par rapport aux com-
posantes du projectile de cette polynomiale. Dans un premier temps, par péda-
gogie, je supposerai que les coefficients ne dépendent pas des composantes du
projectile noté ici a :

Aat, a? a®)

di1 - (a1)2 + dos . (a2)2 + ds3. (a3)2
-I—(dlg + d21) .at.a? + (d23 + d31) .a?.a? + (d13 + d31) Lat.a®
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4.4 Conséquences du théoréme de reconstruction.

+di.a' + dy.d® + ds.a® — |P|

Il vient dans un premier temps :

aA 17 27 3
M:Zdu.al+(d12+d21).a2+(d13+d31).a3+d1

dal
OA(a',a?, a?
%:(du%-dm).al +2‘d22'a2+(d23+d32).a3+d2
OA(a',a?, a®
%:(dm+d31)'a1+(d23+d32)-a2+2.d33,a3+d3

Puis, comme attendu :
[Hess(a,0)A(a', a®, a®)] = [D] + [D)'
O

Proposition 4.7. L’équivalence formelle des matrices au sens précisé par la
définition 4.2 est une relation d’équivalence mathématique.

Démonstration. 1l est simple de montrer que :

1. Tout élément de M(3, C) est équivalent & lui-méme au sens précisé par
la définition 4.2;

2. Si un élément [M;] de M(3, C) est équivalent & un élément [Ms] de M(3,
C), alors la proposition inverse reste vraie;

3. Si un élément [M;] de M(3, C) est équivalent & un élément [Ms] de M(3,
C), et si cet élément [Mz] de M(3, C) est équivalent & un élément [Ms]
de M(3, C), alors I’élément [M;] de M(3, C) est équivalent & un élément

[M;] de M(3, C).
Ceci tient au fait que I’équivalence définie plus haut compare des sommes en les
égalant ; or ’égalité de deux nombres est une relation d’équivalence mathéma-
tique. O

4.4 Conséquences du théoréme de reconstruction.

Proposition 4.8. Au sens précisé par la définition 4.2, un quelconque élément
de M(3, C) est équivalent a son transposé.

Démonstration. Evident : la diagonale du transposé est égale & celle de 1’élé-
ment d’origine ; la somme des entrées sur n’importe laquelle des trois diagonales
orthogonales reste évidemment inchangée par transposition de 1’élément d’ori-
gine.

V[M] € M(3,C) : [M] = [M]*

O

Proposition 4.9. Au sens précisé par la définition 4.2, soit un quelconque élé-
ment [M] de M(3, C) équivalent a un élément [Li] de M(3, C) et un quelconque
élément [Ms] de M(3, C) équivalent o un élément [Ly] de M(3, C). La somme
[Mi] + [Ms] est équivalente a la somme [Li] + [Lo].

Démonstration. 1. La somme est interne sur M(3, C).
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

2. Pour les diagonales :

{Vd € Iz : 1maq = 1lad, 2maa = 2laa} = 1Maa + 2Mdd = 1lad + 2lad
3. Pour les trois orthogonales aux diagonales :

{Ve,d € Is : 1meg + 1mae = 1lea + 1lde, 2Med + 2Mde = 2lea + 2ldc}

3
1Med + 1Mde + 2Med + 2Mde = llcd + lldc + 2lcd + 2ldc

O

Corollaire 4.1. Contrainte sur le noyau de la partie principale de la décompo-
sition non-triviale.

Lorsqu'un produit vectoriel déformé [a, b4} peut étre décomposé non-
trivialement, et que les coefficients d;; de degré deux de la polynomiale A(a)
résultant de cette décomposition ne dépendent pas des composantes du projec-
tile a, alors la Hessienne de cette polynomiale est équivalente & la somme du
noyau de cette décomposition et du transposé de ce noyau :

[N] + [N

AL AT I IP) + [P A[A] - L]}

[Hess(a,0)A(a", a?, a®)]

4.5 Interprétation des coefficients d’une polynomiale dans
un contexte local.

Remarque 4.1. Lien sous-jacent avec la physique.

Il est admis que la géométrie spatiale locale dans laquelle nous vivons &
chaque instant est tridimensionnelle et euclidienne. Les mathématiques sont
une des nombreuses activités humaines. Il semble par conséquent logique de
dire que les mathématiques se font dans une ambiance géométrique tridimen-
sionnelle euclidienne.

Cette apparente évidence, ajouté a la certitude qu’il existe bien d’autres géomé-
tries que la notre [21 ; Hilbert], invite & se demander si les calculs mathématiques
seraient conduits de la méme maniére que celle pratiquée ici sur Terre dans un
environnement géométrique différent ?

Quelle que soit la réponse a cette légitime question, il est pour le moment ad-
mis que la géométrie euclidienne constitue toujours la géométrie limite réelle
a laquelle n’importe quel expérimentateur peut rapporter sa gestuelle, pourvu
qu’il accepte de réduire suffisamment la taille de I’échantillon spatial et temporel
dans lequel il prétend découvrir et formaliser des lois physiques.
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4.5 Interprétation des coefficients d’une polynomiale dans un contexte local.

Ce constat peut étre érigé en principe. Ce principe doit venir se superposer
a celui, énoncé par A. Einstein, selon lequel le formalisme des lois physiques
fondamentales doit étre le méme dans tous les référentiels inertiels.

La réalisation simultanée de ces deux principes constitue un cahier des charges
poussant a penser que seules les formalisations, les représentations apparentes,
des objets physiques d’intérét varient d’un contexte géométrique & ’autre. Et
elles le font de telle sorte qu'un passage a la limite euclidienne doit redonner les
lois établies dans cette ambiance euclidienne.

Je vais tenter de clarifier ma pensée en l'illustrant par ’exemple des polyno-
miales de degré deux.

Remarque 4.2. Représentations apparentes des polynomiales de degré deux.

Compte tenu du préalable géométrique rappelé lors de la précédente re-
marque, il est implicitement admis que les calculs menant & la polynomiale
A(a) obtenue en calculant le déterminant stratégique associé & une décompo-
sition donné ont été réalisé dans un espace doté du produit scalaire euclidien
classique. Celui-ci est caractérisé par la matrice identité Ids. Ceci autorise &
écrire cette polynomiale de la fagon communément admise suivante [19; p. 163,

(1.1)] :
A(al, a2, a3) + |P| =< a,{[D] . |a >} >rd; + < a,d” >1Ids

Il est également su que la géométrie euclidienne se laisse justement représenter
par la matrice identité Ids définissant le produit scalaire localement : [G(Euclide)]
= Id3. Une connaissance qui a d’ailleurs été généralisée par Riemann.

Cette maniére d’écrire la polynomiale A(a) et I’analyse contextuelle menant
a cette écriture poussent a dire que le triplé (|P|, d*, [D]) est la représentation
apparente de la polynomiale dans une ambiance géométrique caractérisée par la
matrice [G(Euclide)] = Ids, c’est-a-dire euclidienne.

Pour donner corps & I'idée énoncée au cours de la remarque précédente, cette
sous-section se consacre a la recherche des triplés (s, v, [R]) qui pourraient na-
turellement étre associés avec une polynomiale de degré deux lorsque I’espace C
® E(3, R) est rapporté & une ambiance géométrique caractérisée par une forme
quadratique non-dégénérée représentée par la matrice [B] de M(3, C). Elle exa-
mine donc ce qu’implique le fait de vouloir écrire la polynomiale obtenue de
facon classique dans un envirennement différent :

A", @®, a®) + s =<a {[R].la>} > + <a,v>q
L’examen des termes degré par degré livre en allant du plus petit au plus grand :

|P| = s

Z dm.a™ =<a,v >(B]
m

> dmp.a™.a" =<a{[R].]a>} >p
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

ou, plus précisément :
[P = s

E dm.am:E b, -a™ 0"
m

m,n

m n o __ m n
E dyn @™ .a" = E bmp - a™ . E (rpn -a™)
mn m,p n

Ces relations peuvent étre réalisées indépendamment du projectile a lorsque :
— Coefficient de degré zéro :
|P| = s

— Coefficients de degré un :
Vm: dp = by 0"
n

— Coefficients de degré deux :

VYm: dpm = Z bmp - Tpn
p

Vm < n: dpn 4 dom = Y (bip -Tpn + bop - Tpm)
p

Nota bene : concernant ces termes hors diagonale, un ordonnancement a pu étre
réalisé du fait que la discussion prend place sur un corps commutatif; ce qui
autorise a écrire :

Et ce qui implique le :
Théoréme 4.2. Des représentations apparentes des polynomiales de degré deuz.

Dans le contexte ayant permis de démontrer la proposition 4.6. 2, si ’espace
mathématique des discussions, C ® E(3, R), est équipé d’une forme quadratique
inversible et qu’un produit vectoriel déformé s’y décompose non trivialement,
alors la polynomiale de degré deux associée avec cette décomposition non-triviale
se laisse représenter par un ou plusieurs triplés (s, v, [R]) tel(s) que :

s = |P|

v>=[B].|d" >
[B].[R] + [R]'.[B]" = [Hess (A ()]

2. Rappel : les coefficients de la polynomiale ne dépendent pas des composantes du vecteur
sur lequel elle agit.
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4.6 L’exemple des métriques induites par I’évolution des surfaces.

Corollaire 4.2. Du théoréme des représentations apparentes des polynomiales
de degré deux.

Reconsidérant & cet endroit le corollaire du théoréme de reconstruction, il
devient possible d’écrire :

AL LA [P+ [P {11

[B].[R] + [R].[B)

En observant ces relations et en tenant compte des propos tenus précédemment,
comment ne pas penser que la partie principale [P] d’une décomposition peut
parfois coincider avec la représentation apparente [R] de la polynomiale A(a),
notemment lorsque le contexte géométrique est donné par la matrice [B] définie
par :

[B] = |A]{[A]7" . []}?

C’est une situation que je retrouverai plus tard lors d’une confrontation avec
une méthode extrinséque de décomposition des produits vectoriels déformés.
Pour autant, dans le cadre des mathématiques, il n’y a pas d’argument sérieux
justifiant de faire systématiquement coincider le contexte géométrique avec la
matrice que je noterai désormais par convention :

7] = Al A{[A]7F. (7]

En revanche, rien ne semble s’opposer & poser de maniére générale ’équivalence :

4.6 L’exemple des métriques induites par 1’évolution des
surfaces.

Les considérations précédentes ont une illustration physique potentiellement
intéressante ; en effet, un travail avant-gardiste d’E. Cartan datant de 1933 [01]
suggére d’examiner la famille particuliére de situations autorisant & poser [01;

p- 16, (V)] :

5 [Hesswo @) = g.[G)
La définition de g et la démonstration de cette formule étant respectivement
précisée et donnée dans la référence citée ici.

Cette famille correspond & un ensemble de situations physiques pour lesquelles
la métrique spatiale locale est proportionnelle &4 la forme quadratique non-
dégénérée introduite ci-avant ou a son inverse ([B] ~ [G], ou [B] ~ [G]~! avec
IB| # 0) quand (i) cette métrique est déterminée par les évolutions d’une surface
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

et (ii) il est possible d’identifier la polynomiale issue de la théorie de la question
(E) avec le carré de la fonction introduite par Cartan :

A(a) = L*(Cartan)

La polynomiale associée avec une décomposition non-triviale d’un produit vec-
toriel déformé du type [a, ...][a] se laisse alors représenter par un ensemble de
triplés (|P|, v, [R]) qui dépendent du contexte géométrique.

Exemple 4.1. Quand le contexte géométrique est celui de la métrique inverse.

Par exemple, lorsque ce contexte se laisse décrire par les égalités :

[Hess@oA(a)] = g.[G]™" = = .[B]

N |

... alors la Hessienne est implicitement supposée inversible® et chaque représen-
tation matricielle [R] possible doit respecter :

[Hess@a,0A(a)] = [HessaoA(a)].[R] + [R]'.[Hess@nA(a)]

Dans le cas encore plus particulier des polynomiales continues, la Hessienne est
symétrique ; comme elle a été supposée inversible :

[R]" = [Hess@a,o)A(@)]. {Id3s — [R]}. [Hess(ayo)A(a)]_l

Le transposé |R]" de la représentation apparente [R| est ici défini de maniére
similaire & un adjoint algébrique [19; §8, pp. 260-263] de la matrice identité a
laquelle la représentation apparente a été soustraite.

4.7 Les liens entre la matrice [T], son inverse et la matrice
déformante effective.

La matrice suivante est naturellement apparu dans la discussion menant au
théoréme 1.1 :
[T] = |A].[J]". ([A]7Y)!

Puisque :
— le déterminant du transposé d’'une matrice vaut celui de la matrice en
question ;
— le déterminant de 'inverse d’une matrice est l'inverse du déterminant de
ladite matrice,
Il est aisé de constater que :

1
IT| = |A|.|J].— = -1 #£0
| ||A|

Ainsi, la matrice [T] n’est pas dégénérée ; les calculs peuvent donc se poursuivre
avec :

T[T = [ti;) (T3] = Tds = [T] 7" . [T]

3. Ce n’est pas obligatoire a priori; je reviens un peu plus tard sur ce point technique
important.
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4.7 Les liens entre la matrice [T], son inverse et la matrice déformante

effective.
Précisément :
|T|.T11 = (t22 - t3z — tg2 -tez) |T|.Ti12 = (t13 -t32 — t12 - t33) IT|.Ty3 = (t12 - t23 — t22-t13)
|T|. Ty = (t31 - t23 — t33 -t21) |T|.Tag = (t11 -t33 — t31-t13) |T|.Ta3 = (t21 -t13 — t11 - t23)
IT|.T31 = (t21 -t32 — t31-t22) |T|.T32 = (t12 -t31 — t11-t32) |T|.T33 = (t22-t11 — t12-t21)
1 [Al a1y = t31  |Al.a12 = t11  |Al.a13 = —t2
|A| . [A] = ‘A| . [aij] = [Al . ag1 = t3a [|Al.agz = t12  |A|.a23 = —tag
Al a31 = t33 [|Al.agz = t13 [A|.a33 = —ta3
) 1 3 .
Il ne s’agit en fait que de :
IT|. Ty :IA\g-(a21»a33*a23-a31) \TI«T12:IA\z-(asfz»am*azz-asl) IT|.Ty3 = |A|2 . (agp . ag3 — azz.ag3)
|T|. T2y = |A|Z . (ag1-a13 —agz-a11) |T[. Tz = |A|”.(a12 . a31 — a1y -a3z2) [T|.T23 =|A|”.(a12-a33 — a13.a3z2)
= A

IT|. T3y = |A|% . (a11 - agg — a13-a21) |T|. Tsp 12 (agp -a11 — a1z -a21) |T|.T33 = |A]%. (agz.a13 — a1z - azsz)
Dans le méme état d’esprit :
[A].[A]7! = [Ayj).[aij] = Ids = [A]71 [A]; |A] # 0

D’ou je déduis :

[A] . Agq = (ag1 - agg —agz.a21) |A|. Azg = (a1 .a33 —ag1-a13) |A|. Agg = (ag1-a13 — ay1 - a23)

{ [A|l.Aq1 = (agg - ag3 — agg - as3) |A|.Ajg = (aj3.ags — a1a-as3) |A|. A1z = (a12 - a3 — asz.a13) }
Al Ag1 = (ag1 - agz2 —ag1 .a22) |A|.Azg = (a12.a31 —a11-a32) |Al. Agg = (ag2-a11 —aj12.a21)

Une confrontation avec les résultats précédents livre :

IT\-T11=*IAI§-\A\71«A21 \Tl«T12=\A\2-\A\7i-A31 IT\-T13=*IAI§«\A\71~A11
IT\-T21:*IAI2v\A\_14A22 \T|4T22:\A\2-\A\_1-A32 [T\~T23:*\A\2-\A\_1-A12
|T|.T31 = —|A|Z . |A|7" . Aoz |T|.T3g = |A|®.|A|7".Agg |T|.T33 = —|A|7.|A|7" . A3

Et, en réintroduisant les composantes de la matrice déformante :
IT|. Ty = —|A]. ALy |T|.Tia = |A|. ALy |T|. T3 = —|A|. Al

IT|.To1 = —|A|. A2y |T|.Toa = |A|. Al; [T].Tos = —|A|. Al
IT|.T51 = —|A|. A35 |T|.Ts2 = |A|. Al; |T]. T35 = —|A|. A,

Comme (rappel) |T| =-1:
[T~ = |A].[A]".[J]
Le calcul du déterminant de cette matrice permet de réaliser que, forcément :
A =1

Ce résultat démontre que les matrices déformantes peuvent, entre autres possi-
bilités, étre des éléments de SU(3).

Définition 4.4. La régle d’or.

Par convention, un élément [M] de M(3, C) satisfait la régle d’or chaque fois
que la relation suivante est validée :

Proposition 4.10. Si la matrice déformante respecte la régle d’or et si le carré
de son déterminant vaut un, alors le formalisme précis de l’inverse de la matrice
[T] peut étre retrouvé par le seul usage de la régle gouvernant l’inverse d’un
produit de matrices.
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

Démonstration. - La matrice [T] étant connue, la régle habituelle régissant ’in-
version d’'un produit de matrices permet d’écrire :

[ = W~(([z‘l]’l)t)’1~([(7]t)’1

Mais puisque (rappel) :
PP = =) P = —Ids; (I = =[J); [J)° = ()5 [J)° = Ids;
L’inverse de la matrice [T] vaut en fait :

717i —1yt\—1
7] —‘A|~(([A] )]

A supposer que :
— la matrice déformante respecte la régle d’or; il vient :

717L ty—1y—1
[T 7|A|-(([A]) )~ -l

... et puisque l'inversion d’une matrice est une action involutive :

— le carré du déterminant de la matrice déformante vaut un :
AP =1
... alors il devient évident que :
[T~ = |A].[A]".[J]
C’est bien le formalisme obtenu précédemment par une toute autre maniére. [

Théoréme 4.3. De la matrice déformante effective.

L’inverse de la matrice [T] apparue dans la définition du noyau est, & un
signe moins prés, égale a la matrice déformante effective (voir page 3).

[T]7" = Al [A]". [J] = |A]. [A]"

4.8 Coefficients de degré un.

Le calcul livre dans une premiére étape :

dm

A1 - (pa2 P33 — D32 - pa3) — i1 - (P23 - Adg + P32 A2 5) —(paz - A2 5 4+ D33 . A2),)]

{A},5 - (P21 -P33 — D31 -D23) — P12 - (P23 - A2 +pa1 - A23) — (p21 - A2 + a3 A2 )]}

@©Thierry, Louis, Armand, PERIAT, Dissertation sur la décomposition des produits vectoriels déformés ;
immatriculation frangaise : ISBN 978-2-36923-036-6, EAN 9782369230366, partie I : la méthode intrinséque,
version du 9 mai 2024.



4.8 Coefficients de degré un.

+
Ars . (o1 .-p32 — D22 -D31) — D13 - (D22 A2y +pa1 - A2o) — (P21 . A2y + P32 . A2 )]

Soit encore :
dy

Al (p31-p23 — po1 -pas) + Als . (P33 - p11 — P31 -p13) + ALy (a1 . P13 — P11 - Pa3)

A%?, (P21 -p32 — P22 -D31) + A?s . (ps1.-p12 — P11 -p32) + A?fg . (p11 - P22 — P21 - P12)

A%z - (P32 - P23 — P22 - P33) + A?g . (pss - p12 — P32 . p13) + A?fg - (p22 - P13 — P12 - D23)

A%g (P21 -p32 — P22 -p31) + A%g . (ps1-pi2 —p11.p32) + A§3 . (p11-p22 — P21 . P12)

ds

A}g - (P32 - P23 — P22 - P33) + A%g - (p33-p12 — P32 -p13) + A?g - (p22 - P13 — P12 - D23)
+

Ads . (p21-p33 — pa3-pa1) + Ad5 . (P31 -p13 — P11 -pa3) + Ads . (P11 - Pas — P21 - P13)

Proposition 4.11. Les coefficients de degré un du déterminant stratégique
(alias la polynomiale A) associé a la décomposition non-trivial d’un produit vec-
toriel déformé dépendent (i) des composantes de l'inverse de la partie principale
[P] de cette décomposition et (ii) des composantes de la matrice déformante [A].

Démonstration. A ce stade de la discussion, le formalisme exact de la partie
principale [P] reste inconnu ; ceci n’empéche pas d’en calculer formellement I'in-
verse aussi longtemps que son déterminant est supposé a priori différent de zéro.
Dans ce cas :

[P| # 0= 3[P]™" : [PI.[PI™" = [piy].[P] = Ids = [6f] = [P]".[P]

Concrétement :
|P|. [P
|P|. P11 = (p22-p33 — P32-p23) |P|.P12 = (P13 P32 — P12 -P33) |P|.P13 = (P12-P23 — P22-P13)
|P|. Pa1 = (p31-p23 — P33 -p21) |P|.P22 = (p11-P33 — P31 -P13) |P|. P23 = (p21-P13 — P11 -P23)
|P|. P31 = (p21-P32 — P31 -pP22) |P|l.P32 = (P12 P31 —P11-P32) |P|.P33 = (p22-P11 — P12-P21)
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

(p22 - P33 — P32 ~p23) (p13 -P32 — P12 -P33) (p12 -P23 — P22~p13)
|P| . (p31 - P23 — P33 -'p21) (1011 -P33 — P31 ~P13) (p21 -P13 — P11 -'p23)
(P21 -P32 — P31 ~p22) (p12 -P31 — P11 ~p32) (P22 -P11 — P12 ~p21)

L’observation attentive de ce formalisme méne & :

d1 = |P|(A%2 .P21 + A%Q.PQQ + A§2.P23 + A%3.P31 + A%s.P?,Q + A?3.P33)
dy = |P|.(=A}y. P — A}y . Pio — A}, . P13 + Ajs . Ps1 + A3y Pyo + A33.P33)
d3 = |P|(*A%3P11 7A%3.P12 + A?g.Plg 7A%3.P21 7A%3 .P22 + A%3 .P23)

Soit & calculer :
[L] = |P[.[A].([P]71)

Il s’agit in extenso de :

Ly L2 Li3 Al, A3, A3 Py Py Py
L21 L22 L23 = |P| . A%g A%g A%g . P12 P22 P32
L3y Loz Lss Aty A3, A3 Pz Pa3s Pss

Il se trouve que :
di = L1z + L33

dy = Loz — L1y

d3 = —L31 — La»
Compte tenu de la définition de la matrice [L], il est raisonnable de penser que
la proposition est démontrée. O

4.9 Le formalisme des noyaux des décompositions.

Le théoréme 1.1 a permis de démontrer I'existence d’un noyau [N] tel que :

Avec (rappel de la sous-section 1.5) :
[T] = |A].[J]". ([A]7 1)

Par transposition :

En supposant a priori que toutes ces matrices sont inversibles, il est possible
d’en déduire :
(IN])~ = (21~ (P~

La matrice transposée de la matrice [T] vaut :
(71" = JA].[A]7" . []
D’ou :
(1)~ = Al 17" [A]

Par conséquent :
(IN9)~H = AL ] (4] ([P
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4.9 Le formalisme des noyaux des décompositions.

Par ailleurs, jai également introduit pour 'analyse des coefficients de degré un
de la polynomiale A la matrice [L] :

[L] = |P|.[A].([P]71)"
Elle s’écrit donc aussi :
[L] = |P[.|A].[J]. (IN]7))*

En définissant alors pour convenance la matrice [Q] telle que :

Il suit :
[L] = [P].|A].[J].]Q]

Il en découle une nouvelle écriture des coefficients de degré un qui peut suggérer
I’existence d’un lien entre le vecteur d* et un vecteur rotationnel :

di ‘P| . |A| . (CI23 - Q32)

dy = |P|.]A].(q13 — g31)
d3 = \P|-|A|~((121 - Q12)

C’est un résultat intermédiaire essentiel ; en effet, puisque chaque noyau [N] est
équivalent & la matrice [D] des coefficients de degré deux de la polynomiale A(a),
voir le théoréme 1.1, c’est qu’il existe un triplé de nombres complexes (ns3, ny3,
nio) tels que :

(V]

di ni2 nis3
diz + da1 — ni2 dao n23
diz + d31 — nig dog + d3z — ma3  ds3

d11 0 0 0 0 0 0 N2 nis
0 dea O + | diz + do 0 0|+ | —ni2 0 n23
0 0 ds3 di3 + d31 dez +d3zz O —ni3 —mng3 0

1l est donc techniquement possible de calculer formellement 1’inverse du noyau :

[N]~
Dag - D33 — maz . (D23 — m23)  —Dz3z.(Di2 — ni12) +na3 (P13 — n13) (D12 — n12) (D23 — na3) — Dag . (D13 — n13)
—D33.ni12 +n13 . (D23 — n23) D1y . D2 — nig. (D13 — n13) n12 - (D13 — n13) — D11 .(D23 — na3)
n1z-n23 — D2z .ni3 (D12 — ni2).-n13 — Di1.n23 Di1-D22 — ni2. (D12 — n12)

Avec :
Dyy = diz + do1; Dog = dog + dao; D1 = diz + dai

Or, avec les conventions adoptées ci-dessus, I'inverse du noyau se laisse relier au
transposé de la matrice [Q] puisque (rappel) :
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

Et la connaissance du transposé de la matrice [Q] induit automatiquement celle
de la matrice [Q].

Par ailleurs, comme celle-ci est reliée a la matrice [L] par la nouvelle relation
matricielle (rappel) :

[L] = [P|.|A].[J]. Q]
Et que la connaissance de la matrice [L] induit celle des coefficients de degré un
de la polynomiale A, il en découle finalement aprés quelques calculs algébriques :

dl = ——, {n12 . (Dlg*’fllg) *Dll . (D2377’L23)7((D12 7”12) . TL137D11 'n23)}
dy = —— . {(D12 —n12) . (D23 —n23) — Dy . (D13 — n13)—(n12 . nag — Doz . n13) }
d3 = —— .{—Ds3.n12+n13. (D23 — na3)—(—Ds3 . (D12 — ni12)+ne3 . (D13 —ni3))}

Cette expression peut étre simplifiée puis réorganisée :

d
2.D11.n23 — Dig.n13 + D13.n12=ﬁ + D11.Do3

d
—D12.193 +2. Doy .n13 — Doz .nip = —ﬁ + (D2g. D13 — D3 . D12)

d
Di3.n93 — Doz .n13 + 2-D33-n12:ﬁ + D33. D12

Il s’agit ostensiblement d’un (double, un par valeur possible de |A|; & 1) systéme
de trois combinaisons linéaires écrites en fonction des trois inconnues (nas, ni3,
nlz).
Proposition 4.12. Le discriminant de ce systéme coincide avec le déterminant
de la Hessienne de la polynomiale A.
Démonstration. Le systéme ci-dessus a pour discriminant :

2.Dnn —Di2 D3

—Di2 2.D3s  — Do

Dy —Da3 2.Ds3

2.D11.(4.Dag. D33 — Da3 . D32) + D12 . (= D12 . D33 + D13 . Da3) + D13 . (D12 . Doz — D2 . D13)

Il s’identifie visiblement avec le déterminant de la matrice Hess(a,0)A(a). O

A partir de 14, le systéme peut se traiter de maniére habituelle. En particulier,
il convient d’opérer une classification en lien direct avec la dégénérescence ou la
non-dégénérescence de la Hessienne de la polynomiale A(a) :

1. Classe I : La Hessienne n’est pas dégénérée :
|Hess(a,0)A(a)|] # 0
La polynomiale A(a) est dite propre. Elle admet un vecteur singulier :
|as >= —[Hess@a oyA(a)]. [d* >
Et pour chacune des deux valeurs possibles de |A|, le systéme admet une
solution unique qui s’écrit :
1

1
[N}|A| = 5.[Hess(a’0)A(a)] + m.[']]@(/\s); ‘A| = 41
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4.9 Le formalisme des noyaux des décompositions.

2. Classe II : La Hessienne est dégénérée :
|Hess(a,0)A(a)] = 0

Définition 4.5. Table de Pythagore.

Par convention, j'appelle table de Pythagore batie sur le produit ten-
soriel classique ’élément de M(3, C) construit & partir de n’importe quelle
paire (h, g) de {C x E(3, C)}? de telle sorte que :

Vh,g e C® E(3,R) :
ht. gt h%Z.gt R3.g!
Tr(®)(h,g) = | ht.g*> h*.¢> Nh®.g°
h1.93 h2.93 h3.93

Cette définition peut bien entendu et trés facilement se généraliser a
d’autres espaces vectoriels, et & d’autres opérations que le produit tenso-
riel classique.

Proposition 4.13. N’importe quelle table de Pythagore bdtie sur le
produit tensoriel classique peut formellement se comprendre comme un
noYaU.

Démonstration.

Vha g € Co® E(Sa R) : T2(®)(hag)

T,(@)(h,g) = 5 {To(@) (b, g) + To(@)(8, )} + 5 - {T5(@)(b,8) ~ T2(=) (g, )}

Comme il se trouve que :

Vh,g €e C® E(3, R) :

7205 b A g) = 5 {T(e)(hg) - Ta(@)(eh)}

Par suite, toute table de Pythagore batie sur le produit tensoriel classique
peut s’écrire alternativement :

Vh,g € C® E(3,R) :

Ty()(hg) = 5 (T:()(h,g) + To(@)(g )} + (72(; b A g)

Ce formalisme suggére de penser que :

T3(@)(h,8) + T2(2) (g, h) ~ [Hess(anA(a)]
(5B A E) ~ T P(as): 4] = 41

Comme par ailleurs il est possible de vérifier que :

T2(®)(h, g) + T2(®)(g, h)|
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4 RESTRICTION AUX ESPACES DE DIMENSION TROIS.

2.ht.g! h2.g' + ht.g®> hig' + hl.g®
h2.g' + hl.g? 2.h%.g? h3.g* + h?.g°
h3.g' + ht.g® h2.g3 + h3.g? 2.h%.¢°

A = 2.ht gt B ="hrg' +hlg> C=h3g"+hr'g
B = h2%.g' + ht.g? D = 2.h%.g? E = h3.g*> + h2.¢?
C =h3gt +hltg® E = h%g3 + h3.4? F = 2.h3.43

Un calcul in extenso livre ainsi :
A.(D.F -E*»-B.(B.F -C.E)+C.(B.E - C.D)

=ADF—-AFE -B F+B.C.E+C.B.E—-C>D
= —2.ht gt (B3.g% + K23 — 2.2 (h3.g" + hl.g3)?
—2.h3.g%. (h%.g* + hl.g*)?
+8.ht gt W2 g% h3.g% + 2.(h%.¢" + hl.g?). (h3.g!
+htg®) . (h%.g® + h3.g?%)
= —2.htg' . (h3.¢%)?% — 2.t g1 . (h%.¢%)? — 4.ht.gt  h%g% . R3.g3
—2.h%.¢g% . (h3.g")? — 2.h%.¢% . (h'.g*)* — 4.h' g' . h2.g% . h3.¢°
—2.8%.¢% (h'.g*)? — 2.83.¢6° . (h?.g")* — 4.h' g' . h2.g% . B3.¢°
+8.ht.g' B2 g% B33
+2.[h2.13.(gH)? + h2htgl.g® + hlh3.gt.g?
+(RH2.¢%.¢% . (h%.g* + h3.¢°)
= 2. — 2.0t g (h%.g3)?
—2.h%.g% (h*.g")* — 2.h%.g% . (h'.g°)?
—2.0%.6% . (h'.g%)% — 2.h3.¢%. (h?.g")?
—4.ht gt h2g% h3.g3
+2.[0%.g° (B*.g")? + 0"yt (07 g7)
+htgt 2 g% hE.g3 + R g% (R .g?)?
+2.[h%.g%.(h*.g")? + ht.gt . h%.g? . R3.¢3
4 + R (hh.g?)?
=0

Il est encore plus tentant d’interpréter la somme d’une table de Pythagore
et de sa transposée comme une Hessienne dégénérée. En revanche, il ne
sera pas possible de qualifier le produit vectoriel classique de vecteur
singulier puisque - dans ce cas- la polynomiale est impreopre. O

38
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4.10 Le formalisme des parties principales des décompositions non-triviales
des produits vectoriels déformés.

4.10 Le formalisme des parties principales des décomposi-
tions non-triviales des produits vectoriels déformeés.

Théoréme 4.4. Le formalisme des parties principales des décompositions non-
triviales des produits vectoriels déformés.

Puisque les noyaux sont désormais connus, et classifiés, il devient possible
de finir cet exposé en énoncant le formalisme des parties principales des décom-
positions non-triviales des produits vectoriels déformeés. Il suffit pour ce faire de
se souvenir du résultat livré par le théoréme 1.1 :

A partir du moment ot la matrice déformante [T] est inversible, les parties
principales des décompositions non-triviales des produits vectoriels déformeés
sont clairement définies ; en effet, 'inversibilité présupposée permet facilement
de parvenir & :

[P] = [T]7".[N]
L’inverse de la matrice [T] ayant été calculé au cours de la sous-section 1.5, il
vient plus précisément, :

[P] = [A].[A]". [J]. [N 4] =, |A] = 1

Ainsi, il existe deux grandes classes de parties principales :

1. Classe I : La Hessienne n’est pas dégénérée :
|Hess(a,0yA(a)] # 0

Et dans ces cas :

Pla = AL AP {5 [HessaoA@)] + o (7 2(:s))

1
[A] !
2. Classe II : La Hessienne est dégénérée :

|Hess(a,0)A(a)] = 0
Jh, g € C® E(3,R) : [Hessa,o)A(a)] = To(®)(h,g)
[P] = |A].[A]" . T»(®)(h, g)

4.11 Les caractéristiques de la démonstration dans les es-
paces de simension trois.

Je prie le lectorat de remarquer que cette démonstration se caractérise par
les faits suivants :

1. La discussion a été menée de maniére & rester la plus générale possible;
par exemple, il n’a pas été nécessaire de forcer 1’égalité entre le noyau
[N] et la matrice [D] des coeflicients de degré deux de la polynomiale
A(a) aparaissant du fait de l’existence présumée d’une décomposition
non-triviale d’un produit vectoriel déformé donné.

2. La démarche est qualifiée d’intrinséque parce qu’elle ne fait appel qu’aux
acteurs déja explicitement présents dans 1’énoncé de la question (E).
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3. La démonstration aboutit en ce sens qu’elle fournit le formalisme géné-
rique des parties principales des décompositions non-triviales dont ’exis-
tence est présupposée.

4. En revanche, faisant référence aux généralités énoncées au §1.3, dans le
cadre de la recherche des solutions complétes de la question (E) posée
dans un espace de dimension trois, le résultat obtenu doit étre qualifié
de partiel en ce sens qu’il ne donne pour I’heure aucune indication sur le
reste de la décomposition.

Ce manquement doit donc étre corrigé par la mise au point de méthodes com-
plémentaires. Elles font ’objet des sections suivantes de cette dissertation. La
version 3 de ce travail a été confiée a la S.M..F.

(© Thierry PERIAT, 9 mai 2024.
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