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1. ABBILDUNGEN AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Sei (M, g) eine m—dimensionale Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Lorentzmetrik g und einem affinen Zusammen-
hang. Jeder Punkt p € M besitze eine (hinreichend kleine) Umgebung U, die &hnlich zum euklidischen Raum R™ ist
(Trotzdem kann die globale Struktur von M kompliziert sein). Eine Abbildung f : M — R heift vom Typ C” im
Punkt p € M, wenn f in diesem Punkt r—fach stetig differenzierbar ist. C*°(M) sei die Menge aller C*° Funktionen
f: M — R. Eine Abbildung ? : M — R"™ heifft C" in p € M, wenn die Komponenten von ? (p) alle C"- Funktionen
sind. Eine Abbildung heift C*°—Abbildung, wenn es eine C"—Abbildung fiir alle » > 0 ist. Eine (zumindest) stetige
Abbildung wird mit C° bezeichnet.

1.1. Tangentialraum und Vektorfelder.
Ein Tangentenvektor v an M in p € M induziert eine lineare Abbildung' v : C*°(M) — R mit

(1.1) v[fh] = wl[flh(p)+ f(p)v[h]
wobei f,h € C*°(M). Die Menge der Tangentenvektoren an M in p bildet den Tangentialraum 7, M. Eine Basis
des m-dimensionalen Vektorraums 7, M ist durch eine Menge von m linear unabhéngigen Vektoren {b1,...,b,,} mit

b, € T, M gegeben.

1.1.1. Koordinatenfelder.
Sind {z',...,2™} Koordinaten von M, dann erfiillen in p € M die m linear abhiingigen Koordinatenfelder {0, ..., 0, }

mit Jy 1= % die Bedingung? (1.1) und bilden eine Basis von T, M. Jeder Vektor v € T, M lisst sich darstellen als:

(1.2) v=>) "%,
k=1

1.1.2. Tangentialbtindel.
Die (disjunkte) Vereinigung aller Tangentialrdume bildet das Tangentialbiindel T'M:

™ = |J 1M
peEM
Beispiel:
Sei M =S := {(z,y) € R? | 2* + y*> = r?} die Sphéire mit Radius r. Dann ist TM = TS = S x R ein (unendlich
langer) Zylinder:

Bildquelle: Wikipedia

1.1.3. Vektorfelder.

Ein Vektorfeld V : M — TM auf M ordnet jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor V, := V(p) € T, M zu.
(Reduziert man diese Definition auf eine offene Teilmenge U C M statt M, so nennt man V ein Vektorfeld auf U).
Die Addition zweier Vektorfelder V, W

(V + W)p : = ‘/;7 + Wp
sowie die Multiplikation mit einer Funktion f € C*(M)
(fV),: = f(@V

Ipiir c1,c2 € Rgilt: verf 4 coh] = civ [f] + cav [h]
2Fiir Koordinatenfelder gilt 0y, [c1f 4+ cah] = c10, f + c2dkh und 8y, [fh] = hdyf + fORh.
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lasst sich punktweise erklidren. Ein C'*° Vektorfeld V' : U — TU auf einer offenen Teilmenge U C M kann fiir alle

p € U ausgedriickt werden als V, = ZVk(p) kl,, wobei 9 die Koordinatenfelder auf U sind und VE.U - R
k=1

Komponenten des Vektors V bezﬁglich_der Koordinaten {zl, e ,:cm}. Im Folgenden schreiben wir kurz:

k=1

1.2. Dualraum.
Die Linearformen auf dem Tangentialraum 7, M einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p € M bilden den Dualraum
Ty M. Die (disjunkte) Vereinigung aller Kotangentialrdume 7,y M bildet zusammen das Kotangentialbiindel 7™ M:
™M = |J ;M
peEM

Elemente des Dualraums werden Kovektoren oder 1-Formen genannt. Eine Basis des m-dimensionalen Dualraums
Ty M ist durch eine Menge von m linear unabhéingigen 1-Formen {31,..., B} mit 8 € T, M gegeben. Die 1-Formen
{dx',... ,dz™} in p sind m linear unabhingige Kovektoren: Deshalb besitzt jede 1-Form w € Ty M die Darstellung:

(1.4) w = Zwk dxk|p
k=1

Im Folgenden wird auf die ausfiihrliche Notation |, verzichtet. Analog zur Definition eines Vektorfeldes ldsst sich
punktweise ein Kovektorfeld w : M — T*M erkldren. Dabei wird jedem Punkt p € M eine 1-Form w;, := w(p) € Ty M
zugeordnet.

1.3. Tensoren.
Sei n € N, allgemein ist das kartesische Produkt von den Mengen My, ..., M, ist definiert durch

M; x My x ... x M, = {(21,22,...,2,) | wobei jeweils x), € My}
Fiir lineare Vektorrdume Eq, ... ,E,, iiber R ist der Raum L (Eq,...,E, ;R) der n—fach linearen Abbildungen
f:Ex...xE, =R
isomorph zum Raum der iterierten linearen Abbildungen:
(1.5) L(Ey,...,E,;R) 2 L(Ey;L(Esg;...;L(E,;R))

Sei E ein linearer Raum iiber® R und E* der Dualraum zu E (z.B. Tangentialraum 7,,M und Dualraum TyM). Ein
(r,s) —Tensor T ist eine multilineare Abbildung

(1.6) T: E*x...xE*xEx...xE - R

T S

aus dem Raum

TyoE=L|E*...,E* E,...,.E;R
N— e N——

der r—fach kontravarianten und s—fach kovarianten Tensoren. Dabei ist die Summe r + s die Stufe oder der Rang
eines (r, s) —Tensors. Wegen L (E;R) = E* und L (E*;R) = E folgt aus Gleichung (1.5):

ToE = L(E*,...,E*  E,...,E;R) = L(E*...,E* E,... E;E)

—_— —_—
T s r—1 s
~ L(E*,...,E*,E,...,E;E")
——
T s—1

Tensoren vom Typ (0, s) und (1, s) sind Elemente aus

T(07S)E = L(E,,E,R)
N——

T(l,s)E = L(E,,E,E)
——

und es gilt T(,1)E = L (E ;R) = E* sowie T{; o)E = L (E* ;R) = E.

3Die Definition kann von R auf beliebige Koérper K verallgemeinert werden.



EINSTEINTENSOR - GRUNDLAGEN UND BERECHNUNG 4

1.3.1. Tensorfelder und Koordinatendarstellung.

Analog zur Definition eines Vektorfeldes ldsst sich punktweise ein Tensorfeld auf M erklidren. Dabei wird jedem
Punkt p € M ein Tensor zugeordnet. Um ein Tensorfeld zu erhalten muss diese Zuordnung stetig differenzierbar
(also mindestens C") sein. Tensorfelder vom Typ (r,s) nennt man auch einfach (r,s) —Tensoren. Sind 75! die

Komponenten eines (r, s) —Tensors T beziiglich der Basen {d1,...,0,,} und {dz',... ,dz™}, dann gilt*:

m

(1.7) T=> .Y > ) Ty 0., ©...00, @ d”e.. @d"

a1=1 ar=1 b;=1 bs=1

1.3.2. Vektorfelder und 1-Formen als Tensoren.

Ein Vektor v € T, M ist ein kontravarianter (1,0) —Tensor in p € M. Bezliglich der Koordinatenfelder 0y hat v die
Darstellung v = Y, v, siehe (1.2). Eine 1-Form w € T; M ist ein kovarianter (0,1) —Tensor in p und lésst sich
nach (1.4) mit Hilfe der Basis dz* darstellen als w = }_}" | wydz”. Wendet man w auf den Vektor v an, so ergibt sich
der skalare (0,0) —Tensor w (v). Die Operation w (v) ist die Kontraktion C des Tensors w ® v. Das Tensorprodukt
w ® v ergibt einen (1,1) —Tensor mit den Komponenten T} = w;v*. Die Kontraktion

(1.8) C(w®wv) ZTk —Zwkv

verhélt sich effektiv wie ein Skalarprodukt. Zur Unterscheidung zum “echten” Skalarprodukt (-,-) wird hier fir das
Anwenden einer 1-Form w auf einen Vektor v die Dirac-Schreibweise (w | v) verwendet. Anwenden der dz’ auf die
Koordinatenfelder 0y, ergibt

i : i 1 fori=k
da* () = (dz'|Ok) = &} = { 0 fori#k

und damit:

w) = (w|v) = <iwidxi|ivk6k> = iwzv (da' | Oy = iwkvk
i=1 k=1

1 k=1 k=1

NgE

3

1.4. Metrik.

Die Geometrie einer Mannigfaltigkeit M wird vollsténdig beschrieben durch den metrischen Tensor g. An einem Punkt
p € M ist g ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Punktweise erhélt man so die Metrik g auf M als kovariantes
(0,2) —Tensorfeld. Seien x* Koordinaten von M, dann bezeichne

gir = g (0, Ok)
die Komponenten von g beziiglich der Koordinatenfelder dy. Fiir v, w € T, M erhélt man mit (1.2)
(19 siom) = (33wt =353 gt
i=1 k=1 i=1 k=1

wobei v* und w* die Komponenten von v und w beziiglich der Koordinatenbasis sind. Nach (1.7) ldsst sich der
(0,2) —Tensor g auch schreiben als:

(1.10) ds® = zm: igik dr' @ da*

i=1 k=1

Auf das Tensorproduktzeichen ® wird bei der Schreibweise der Metrik meistens verzichtet. Die Signatur einer Metrik
g im Punkt p ist definiert als das Tupel (o1,02), wobei oy die Anzahl der positiven und oo die Anzahl der nega-
tiven Eigenwerte der Matrix (g;x) in p ist. Wenn die Signatur der Metrik einer m—dimensionalen Mannigfaltigkeit
(1,m — 1) ist, so nennt man M eine Lorentz Mannigfaltigkeit. Die Raumzeit der Allgemeinen Relativitéitstheorie ist
eine vierdimensionale Lorentz Mannigfaltigkeit, sie wird durch eine Metrik der Signatur (1, 3) beschrieben.

#Mit der Einsteinschen Summenkonvention verkiirzt sich die Schreibweise zu T =T '" 9gy ® ... ® Oa, ® da” @ ... ® da’s.
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1.4.1. Ldngen und Winkel.
Mit der Metrik g l4sst sich jedem Vektor v € T,M eine Lénge |v| p zurodnen:

wly = Vg (v,0)]
Der Winkel o zwischen zwei Vektoren v, w € T, M ist definiert als
g (v, w)

COS & =
lg (v,v) g (w, w)|

Die Vektoren v und w heiflen orthogonal wenn ¢ (v,w) = 0.

1.4.2. Heben und senken von Indizes.

Mit Hilfe der Metrik lassen sich kovariante und kontravariante Tensoren durch einen Isomorphismus verkniipfen. Mit
den Komponenten g;; der Metrik und den Komponenten g** der zu (g;;) inversen Matrix lassen sich Indizes von
Tensorkomponenten heben und senken. Fiir einen Vektor mit den Komponenten z* gilt:

m m
T = ngax“ und k= ng“xa
a=1 a=1
Seien T, die Komponenten eines Tensors 7', so gilt:
m m
Tik _ Zgia Lk und Tkl _ ZgiaTka
a=1 a=1

Fiir symmetrische Tensoren T gilt T;; = Tk; und man definiert T} := T%, = T},*. AuRerdem ist:

m m

Tik Z nggkaab

a=1b=1
Analog lassen sich die Indizes von (r, s) —Tensoren mit den Komponenten 7! ;" heben und senken.
o2

1.4.3. Metrik und Inverse.
Offensichtlich ist 2° = > | °2%. Hebt man bei z), den Index k, so folgt zusammen mit x = > 1" | grax®

a=1"a
m m m m m
b bk bk bk
nggfk:EgEgkawaiggggkaxa
k=1 k=1 a=1 a=1 k=1
N———
617

a

also >0, 3"  gra = 68. Analog ergibt sich bei 2* durch senken von k zusammen mit 2* = > g%z, der Ausdruck:

m m m m m
k k k
xp = E gpr” = E gbkE 9T, = E E gokg"" Ta
k=1 k=1 a=1 a=1 k=1
———
6(1

b

Tauscht man a und b gegeneinander aus, so erhéilt man > ;" | g.rg"* = 60. Insgesamt ergibt sich also
i i 1 fora=1b
bk _ Z kb _ sb _ =
(1'11) gflg 9ka = e dak9 - 6(1 - { 0 fora # b

Lemma 1.
Beziiglich der Koordinatenbasis {01, ...,0m} ldsst sich ein Vektorfeld X darstellen als:

(1.12) X=>" "4¢"g(0n.X)0

=1 n=1

Beweis: Mit X =" | 29, folgt direkt

Zzglng(aﬂ,X)al — Zzglng (amzxaaa) o, = ZZ Zglngna xaal
=1 n=1 =1 n=1 a=1 a=11=1 n=1
5,
m m m
= ZZ(SZJL‘“@Z = ZJ;“&L = X
a=11=1 a=1
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2. LIE-ABLEITUNG UND KOVARIANTE ABLEITUNG

Analog zur Ableitung fiir Kurven und Fliachen im R"™ ldssen sich auch auf Mannigfaltigkeiten sogenannte Zusammen-
hiinge definieren, durch welche die Anderung einer Abbildung (z.B. einer Funktion f oder einem Vektorfeld auf M)
in einer bestimmten Richtung beschrieben werden kann. “In einer bestimmten Richtung” bedeutet dabei entlang der
Integralkurve eines Vektorfelds. Im Folgenden seinen X,Y, Z, ¢ sowie X mit £ € N hinreichend oft differenzierbare
Vektorfelder auf M.

2.1. Integralkurve und Fluss eines Vektorfelds.
Sei I ein offenes Intervall 7 C R und p: I — M eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit M. Fiir tg € I sei p(to) = p ein
Punkt auf M. Dann ist u eine Integralkurve von X durch p, wenn fiir alle ¢ € I gilt:

d

m
p(t) = T X

Der Tangentialvektor von p an jeder Stelle ist identisch mit dem Vektorfeld X an dieser Stelle.

Der Fluss @ ist die Vereinigung der Integralkurven, wobei @ (¢,p) = p (t). Es gilt also @ (¢o,p) = p.
(Oft wihlt man ¢y = 0 und die Anfangsbedingung x (0) = p, in diesem Fall ist @ (0,p) = p.)

Bildquelle: Wikipedia

2.2. Lie-Ableitung. .
Sei f eine skalares Feld, d.h. eine Funktion f : M — R. Die Lie-Ableitung Ly f ist per Definition die Anderung der
Funktion f entlang der Flusslinie (Integralkurve) des Vektorfelds X. Es ist

(2.1) Lx(f)=Lxf:=Xf

wobei punktweise an einer Selle p gilt X,f =< X,,Vf >. Um die Lie-Ableitung auf Vektorfelder anzuwenden,
postuliert man die Produktregel

(2.2) Lx(Yf)=Lx(Y) f+Y Lx(f)=LxY f+Y Lxf
~———
=Xf
Dabei ist Y f wie f eine skalare Funktion, nach (2.1) gilt also Lx (Y f) = X (Y f) = XY f und damit wird (2.2) zu
XYf=LxYf+YXS
also folgt LxY f=XYf-YXf=[X,Y]f, also
(2.3) LxY =[X,Y]

2.2.1. Lie-Ableitung von Tensorfeldern.
Seien Xi,..., X, und Z Vektorfelder und T ein Tensor vom Typ (0, s). Nach Definition ist:

S
(2.4) (LzT) (X1, Xs) = Z(T(X1,...,Xe) = Y T(X1,o, X1, Lz Xp, Xga, -, Xo)
Fiir einen Tensor T vom Typ (1, s) ist definiert:
(2.5) (LzT) (X1, Xs) = LzT(Xy,...,X) =Y T(X1,...,Xpo1, Lz Xe, Xega, .o, Xo)

Fiir eine Metrik als Tensor vom Typ (0,2) ergibt sich zusammen mit (2.3):
(2.6) (Lxg) (Y, 2) = Xg(Y,Z)—g(LxY,Z) =g (Y,LxZ)
= Xg(Y,Z)*!]([X,Y},Z)*Q(Y}[X,Z])
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Lemma 2. Jacobi-Identitdt
Fir die Lieklammer gilt:

(2.7) J (XY, Z) = X, [Y.Z]|+ [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0

Beweis: Anwenden auf eine hinreichend oft differenzierbare beliebige Funktion f ergibt:
TXY,2) [ = X2 [ -V, ZXf+Y[ZX| [~ [ZX]Y ]+ ZIX,Y] f - [X,Y] Zf
= XYZf-XZYf-YZXf+ZYXf+YZXf-YXZf
—— = Y~ Y~ Y~ Y~
1) (2 (3) (4) 3) (5)
—ZXY [+ XZYf+ZXYf-2YXf-XYZf+YXZf =0 d
—— Y= Y~ Y= Y~ =
(6) (2) (6) (4 1) (5)
2.3. Kovariante Ableitung. -
én jedem Punkt p € M ordnet ein (beﬁebiger) linearer Zusammenhang V dem Vektorfeld X einen Differentialoperator
Vx zu, so dass Y auf das Vektorfeld VxY mit folgenden Eigenschaften abbgebildet wird:
(1) Anwenden des Operators V auf das Produkts eines Vektorfeldes mit einer skalaren Funktion f erfolgt nach
der Produktregel: - -
Vx (fY)=X (/)Y + fVxY
(2) Der Zusammenhang VxY ist linear iiber C*° (M) in X und R—linear in Y. Fiir skalare Funktionen f und h
sowie fiir Konstanten ag, by € R gilt:

fo+hyZ = fﬁxz =+ thZ und ﬁx (aOY + bOZ) = aovxy + bovxz
2.3.1. Torsionstensor. -
Der Torsionstensor eines Zusammenhangs V ist gegeben durch:
T(X,Y):=VxY -VyX —[X,Y]

2.3.2. Levi-Civita Zusammenhang. -
Auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert unter den linearen Zusammenhingen V ein eindeutig
bestimmter Zusammenhang V (Levi-Civita Zusammenhang), welcher torsionsfrei (T = 0)° ist®

(2.8) (X,)Y] = VxY -VyX
und die folgende Produktregel erfiillt:
(2.9) Xg(Y,2)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

Theorem 3. Levi-Civita Formel
Torsionsfreiheit (2.8) zusammen mit der Produktregel (2.9) ist equivalent zur Levi-Civita Formel:

(2.10) 9(VxY,Z) = % {(Xg(Y,2)+Yg(2,X) = Zg(X,Y)+9(Z,[X.Y]) +9(Y,[Z,X]) — g (X, [V, Z])}

Proof. Mit der Produktregel ist Xg(Y,2) = g(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ) sowie Yg(Z,X) = g(VyZ,X)+ g(Z,VyX)
und Zg(X,Y) =9g(VzX,Y)+g(X,VzY) und es ergibt sich

Xg(Y,2)+Yg(Z,X)-Zg(X,Y) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)+g(VyZ X)+g(Z, VyX)
—9(VzX,Y) = g(X,VzY)
= g(VxY,2)+g(Y,VxZ - VzX)+g(VyZ - VY, X)+g(Z,VyX)

=—g(Y,[Z,X]) =g(X,[Y,Z])

2:-9(VxY,Z) - g (Y, [Z,X]) + g (X,[Y, Z]) + 9 (Z,Vy X) — g (VxY, Z)

=—9(Z,[X.,Y])

also
Division durch 2 ergibt die Levi-Civita Formel (2.10). O

5Der Torsionstensor eines Zusammenhangs V ist durch T (X,Y) := VxY — Vy X — [X, Y] gegeben. Fiir den torsionsfreien Zusammen-
hang V erhélt man also Gleichung (2.8).

SBei einem torsionsfreien Zusammenhang unterscheiden sich die kovarianten Ableitungen VxY und Vy X also offenbar durch die
Lie-Ableitung. Zusammen mit (2.3) folgt VxY = Vy X + [X,Y] also VxY =Vy X + LxY.
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2.3.3. Kovariante Ableitung in Koordinatendarstellung.
Sei {01,...,0m} die Koordinatenbasis der Mannigfaltigkeit M. Ein Vektorfeld Y € T M l&sst sich dann (punktweise)
darstellen als:

(2.11) Y => y"o,
n=1
Im Folgenden wird fiir die kovariante Ableitung die abkiirzenden Schreibweise
ka = VakY = AV 8k Y
2%
0
an = Vak ﬁn = vamik %

verwendet. Seien Fﬁm die Komponenten von Vy, beziiglich der Koordinatenbasis, so gilt:

(2.12) Vin = Y Ti,0a
a=1

Mit, der Produktregel erhélt man dann

V¥ = Vg <Z y"5n> = > (O On+Y"Vikn)
n=1 n=1
= > (aky” ~an+ynzrémaz> Zaky SO+ ZZ@/”F

n=1 =1 n=11=1

Anwenden der 1-Form dx® auf diesen Term liefert die a—te Komponente von VY beziiglich des Koordinatenbasisvek-
tors 0,. Diese wird auch mit y9 bezeichnet:

(dz® | VYY) = <dm“ | Zaky - On, + ZZy"T >

n=11=1

SOy (d2® |0+ S0 S Tk, (dat [9) = Oyt + > yiTY
n=1 T n=1[=1 T/ n=1

(2.13) Yl

Das Vektorfeld VY erhélt man also aus

Kk = V.Y = nykaa = Z <8ky +Zrkny )
a=1

n=1

B
Il
_

2.3.4. Levi-Civita Formel und Christoffelsymbole.
Wahlt man X = 9k, Y = 0, und Z = 9,, in der Levi-Civita Formel (2.10) so folgt

1 1
g (Vk:la 8n) - 5 {8k9 (817 an) + alg (8717 ak) - ang (8k7 81)} = 5 {6kgln + 8lgnk - arbgkl}

da die Lieklammer von Koordinatenfeldern verschwindet, d.h. [9;, 0x] = 0. Wegen

Vi =Y T}0a
a=1

Ergibt sich fiir die linke Seite der Gleichung

(2.14) 9(Vii,0n) = g (Z T%10a, On ) = ganT% = Thtn
a=1

und damit die Christoffelsymbole erster Ordnung

1
(2.15) Lhin = 5 {0kgin + gk — Ongri} -
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Wegen 1"? =", g""Tixn erhilt man die Christoffelsymbole zweiter Ordnung durch:

1< ;.
(2.16) Tl = 3 > 9" {0igkn + Okgni — Ongir}

n=1

Aus der Symmetrie der Metrik g;; = gg; folgt direkt
1 & 1 &
Thi = 3 > 9" {Okgin + Oignk — Ongri} = 3 > 9" {0igkn + Okgni — Ongin}y =T,
n=1 n=1
also die Symmetrie:
(2.17) ik = I'L;

Insbesondere folgt deswegen natiirlich fiir die kovariante Ableitung von Koordinatenfeldern V,;;, = V.

2.4. Kovariante Ableitung von Tensorfeldern.
Seien T, S Tensoren und X € T'M ein Vektorfeld. Fiir die kovariante Ableitung von Tensorfeldern fordert man die
Produktregel

(2.18) Vx(T®8)=(VxT)@S+T® (VxS)
und die Vertauschbarkeit mit der Spurbildung, bzw. Kontraktion:
(2.19) Vx (C(T)) =C(VxT)

Angewandt auf eine skalare Funktion f ist Vxf = Xf. Angewandt auf einen Vektor Y € TM entspricht der
Zusammenhang dem bereits Eingefiihrten.

2.4.1. Kovariante Ableitung von 1-Formen.
Das Anwenden einer 1-Form w € T* M auf ein Vektorfeld Y € T M entspricht der Kontraktion

CwrY)=(w]|Y)

des Tensors w ® Y und ergibt einen Skalar. Wendet man auf diesen die kovariante Ableitung Vx an, so erhélt man
mit (2.19) und der Produktregel (2.18):

Vx(CwaY)=C(Vx w®Y))=C((Vxw) @Y +w® (VxY))=C((Vxw)®Y) +C(w® (VxY))
Da die Kontraktion C (w ® Y) eine skalare Funktion ist, gilt hier Vx (C (w®Y)) = X (C (w ® Y)) und damit
XCweY)=C(Vxw)®Y)+C(w® (VxY))
oder in der kiirzeren Schreibweise
(2.20) X{w|Y)=(Vxw|Y)+(w]| VxY).
Die kovariante Ableitung einer 1-Form w kann also durch die Gleichung
(2.21) (Vxw|Y) = Xw|Y)—(w|VxY)
definiert werden. Insbesondere folgt aus Gleichung (2.21) fiir X = 0k, w =da™ und Y = 9,:

(Vida™ | 0g) = Op (da™ | 05) — (d2™ | Vi) = Op6" — <dx” \ Zrémal> =TI,
\:’0'/ =1

In der Darstellung beziiglich der Koordinatenbasis ergibt sich

Vidz" = Z (Vidz™ | 0,) dz® = — Zfzadx“.
a=1 a=1
Also die Komponenten der kovarianten Ableitungen von 0,, und dz™ gegeben durch:
0 LA
Vin = V.o o = Z;F,maa
Vida" =V a da" = - > Ty,dat
a=1

Die a—te Komponente der kovarianten Ableitung Vjw einer 1-Form w erhilt man durch anwenden von Vjiw auf das
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Koordinatenbasisfeld 9,. Nach Gleichung (2.21) ergibt sich fiir Koordinatenfelder X = 9y und Y = 9, zusammen mit
w=>" widr' und Vi, => " T} Op:

Wask = <vkw | aa> = ak <w ‘ aﬂ> - <w ‘ vka>

= 8k <zm:widl‘i | aa> — <§:w1’d$i | irzaa’n>
i=1 i=1 n=1

m m m m
= Ow; (dx' | 9,) — w; T {dz* | d =  Opwg — I

a

Die kovariante Ableitung Viw erhélt man also aus

wg = Viw = iwa;kdwa = i(akwa—iwnfﬁa> dz®
a=1 a=1

n=1

Insgesamt ergibt sich fiir die kovariante Ableitung von einem Vektor mit den Komponenten y* und einer 1-Form mit
den Komponenten w, in der klassischen Schreibweise:

m

a a a ,n

v = Ot + Y Thy
n=1
m

Wak = akwa_ E Wn Za
n=1

2.4.2. Kovariante Ableitung von (r,s) — Tensoren.
Die kovariante Ableitung lésst sich auf einen (r, s) —Tensor iibertragen. Nach (1.6) fassen wir den (r, s) —Tensor T als
multilineare Abbildung

T: T"Mx .. xXT"M x TMx...xTM — R

auf. Seien Qq,...,Q, €e T*Mund Z, X;,...,Xs € TM dann ist die kovariante Ableitung des (r, s) —Tensors definiert
als

(2.22)  (V2T) (..., %, X1,...,Xs) = Z(T(Y,...,Q , X1,...,X,))

_ZT(Qla-”aQi—h VzQu, Qigr,oo o, Q0 Xy, X)
i=1

> T (0, Xuy e X1, V2 X, X, X
=1

Nach Gleichung (1.7) besitzt ein (r, s) —Tensor T die Darstellung

m

T= > T (dz®,...,dz% , Dp,,y...,0p,) Ou, @ ... @0y, @ dz” @ ... ® da’

s

a1,...ap, b1,...0s=1 ay...ap

by...bs
Fiir Z = O, Q; = dz® und X; = 0y, in Gleichung (2.22) folgt fiir die kovarianten Ableitung:
(va) (dl‘al,.. .,dx“" s 81,1,. .. ,8b ) = 8kT(dl’a1, .. .,dx“" s (9[,1, .. .,31,5)

s

=3 T (da™,... dat, Vida®  da® L dat Dy, 0p,)
=1

—ZT(dwal,...,d.ra”' , 81,1,...781,1._1, Vkabj ,8bj+1,...,8bs)
j=1

Zusammen mit
m

Videt =~ 3 Tfde? wd Vi, = 3T, 0

p=1 q=1
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und der Linearitét des Tensors erhélt man

ai...a, al...a,.
VT = 0T
+ E E LT (da® ..o da® =t da?,  da® o da®, O,y ... Op,)
i=1 p=1
S m
q a a
— E E Fkb_,-T<dm oo,dx® Opy, .- abJ 1,8q,abJ+1,...7abS)
j=1q=1
S m
_ al ar a a7 1P Ai41-- o
— AT e STET T T TR b,
i=1 p=1 j=1q=1

Die Summen iiber p und ¢ laufen beide von 1 bis m. Durch umbenennen von p und ¢ jeweils in n erhélt man

ai...a a1 a7 § § : al A1 Qi —1M Aj41 .- 2 :
vablb T + Fk:n b - F ] 1lel+1 b

n=1 =1

Beim kovarianten Ableiten eines (r, s) —Tensors 7" wird also zur gewShnlichen Ableitung 0,77}

fiir jeden der r oberen Indizes der entsprechnende Term Z Iy ‘Zl Zi 1 ikl addiert und

n=1
m

fiir jeden der s unteren Indizes der entsprechnende Term Z Fkb T“1

n=1

by 1nb]+1 b, subtrahiert.

Oft wird die Schreibweise T} ", verwendet, die kovariante Ableitung des (r, s) —Tensors ist also:

aj . _ ay
Tb1 b kT 8ka1
m
ai ’I'La2 QA a2 {11”(13 a a,- 1in
+ § :FknT +§ :FknT Tt § :F
n=1 n=1
m
§ : ay § : aj...ar § : ai.
- FkblTnbz FkbgTblnbd Tb1 bg mn
n=1 n=1

Beispiele:

(1) Seien R%_,; die Komponenten eines (1,3) —Tensors R, dann ist:

Ryca = OnRyeq + Z R Z Ly Rca — Z e Rna — Z LRaR e
n=1

(2) Fiir den Metrischen (0,2) —Tensor ¢ ist (Vxg)(Y,Z)=Xg(Y,Z) -9 (VxY,Z)—g(Y,VxZ) und fiir den
Levi-Civita Zusammenhang V folgt wegen V xg = 0 die Produktregel (2.9).

m m
Gika = OGik — Z Inkli) — Z ginL'

(2.16) - 1 &
=7 Ogin = Y Gkn - 3 > 9" {0igip + Oigpi — Opgin} — ng : Zg P {Okgip + O1gpk — Opgri}

n=1 p=1

1 m m 1 m m
= g —3 SN Gkng™ {0igip + Ougpi — Opgir} — 3 SN 9ing™ {Okgip + 0199k — Opgii}
=1n=1 =1n=1
P —_—— P —_——

5t LH

1 1
= Ok — 3 {0igik + O19ki — Okgur} — 5 {Okgii + 019ir — Oigr} = 0
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2.5. Kovariante Ableitung von (1,s) —Tensoren und die Metrik.

Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes Y nach 9 ergibt wieder ein Vektorfeld VY, dessen a-te Komponente
durch y4 = Opy® + 31, T},y" gegeben ist, vgl. (2.13). Ein (1,s) —Tensors T' (mit den Komponenten 7 )
ausgewertet ,an der Stelle“ Xi,..., X, ist eine vektorielle Grofe. Die kovariante Ableitung eines (1,s) —Tensors ist
in der Form (ViT) (X1,...,X;) wieder ein Vektorfeld. Sie enthélt zudem einen Teil, welcher als Komponente der
kovariante Ableitung eines Vektorfeldes, also Vy, (T (X7, ..., Xs)), interpretiert werden kann:

m

m m
a _ a § : a n § n a § : n a
Tbl...bs;k - 6ka1.A.bS + Fkn by...bs Fk}blTTng...bS - FkbsTbl...bs,ln
n=1 n=1 n=1

Vi von T als "Vektor"

Dementsprechend ldsst sich die kovariante Ableitung eines (1, s) —Tensors schreiben als:
(2.23) (V2T)(X1,...,X,) =V (T(X1,...,X,)) — ZT(Xl, o X1, Vg X Xy, X)
j=1

Die die kovariante Ableitung eines (1,s) —Tensors durch Gleichung (2.23) zu beschreiben ldsst sich aber auch in
koordinateninvarianter Schreibweise motivieren. Den (1,s) —Tensoren kommt eine besondere Bedeutung zu, da sie
iber die Metrik g mit einem entsprechnenden (0, s + 1) —Tensor identifiziert werden kénnen. Sei T ein (1, s) —Tensor,
dann gibt es einen zugehdorigen (0, s + 1) —Tensor ¢, dessen Komponenten durch senken des oberen Index mit Hilfe der
Metrik g zustande kommen. Wir definieren:

(2.24) t(X1,..., X, Y) = g(T(X1,...,X,),Y)

Betrachte zunéchst einen (1,1) —Tensor T und den zugehorigen (0,2) —Tensor ¢ (X,Y) = ¢ (T (X),Y). Es ist dann:

(2.22)

(V1) (X,Y) Z(t(X,Y)) —t(VzX,Y) —t(X,V,Y)

= Zg(T(X),Y)—g(T(VZX),Y)—g(T(X),VZY)
g(VzT (X),Y)+9g(T(X),VzY) =g(T'(VzX),Y) = g(T(X),VzY)
g(VzT(X),Y) =g (T (VzX),Y) = g(VzT(X) =T (VzX),Y)

Sinnvollerweise ldsst sich die kovariante Ableitung des (1,1) —Tensors also durch (VzT)(X) = VzT (X) - T (VzX)
ausdriicken, so dass fiir die kovariante Ableitung der Bilinearform ¢ gilt:

(2.25) (Vzt) (X,Y) =g ((V2T)(X),Y)

Diese Uberlegungen lassen sich nun verallgemeinern. Fiir die kovariante Ableitung des (0, s + 1) —Tensors ¢ gilt analog:

(2.22)

(Vzt) (X1,...,X,,Y) Z(t(X1,...,X,,Y))

—Zt(le"'7Xj—17 Vsz ,Xj+1,...,XS,Y) —t(Xl,...,XS,VZY)
j=1

2.24
2V 20 (T(X1,...,X,),Y)

> 9T (X1, X1, V2 X, Xjp1,.., X)), Y) — g (T (X1,...,X,),VzY)

j=1

2.9
g (VLT (X1, X)), Y) 4+ g(T(X1,..., X)), V2Y)
=Y g(T (X1, ., X1, VX5, Xjr, .., X)), Y) =g (T (X1,..., X,),VzY)
j=1
= 9| VT (X1, ., X)) =D T(X1,..., X1, V2 X, Xjpa,.., X,) Y
j=1
(2.23)

g((vZT) (X1’~~-;XS)7Y)
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2.6. Killing Vektorfelder.
Ein Killing ngtorfeld ¢ zeichnet sich dadurch aus, dass die Metrik unverdndert bleibt, wenn man sich in Richtung &
bewegt. Die Anderung der Metrik g entlang der Flusslinie eines Killingfeldes £ ist also Null:
ng =0

Nach Gleichung (2.6) folgt 0 = (Leg) (Y, Z) =69 (Y, Z) —g([,Y],Z) — g (Y, ¢, Z]) fiir ein Killingfeld ¢, also erhélt
man die Gleichung:
(2.26) §g (Y, Z) =g([§, Y], 2) +9(Y,[§,Z])
Wendet man die Produktregel (2.9) auf der linken Seite dieser Gleichung an und nutzt ferner die Torsionsfreiheit (2.8),
dann folgt

g(VeY, Z)+g(Y,VeZ) = g(VeY = Vv, Z)+9g(Y,VeZ — VzE)
und es ergibt sich die Killing Gleichung in der Form
(2.27) 9(Vy& Z)+g(Y,VzE) =0.

Koordinatenbasis fiir Killingfelder
Wé&hlt man in Gleichung (2.27) Y = 0; und Z = 9, so folgt

0 = g(Vi&, Z2)+g(Y, Vi) =g (Z «s;;aa,ak> +g (ai,Zf?kaa)
a=1 a=1
= D 900,0) 5+ 9(0:,0a) &% = gar€i+ > gialh
a=1 a=1 a=1 a=1
Gak Yia N N——
=&k;i =&isk

und es ergibt sich die Killing Gleichung
gk;i + fi;k =0

Berechnung von Killing Feldern
Der Term V£ lasst sich darstellen als Vi€ = Z <8k§“ + Z I‘Zn§"> 0y Aus der Killing Gleichung (2.27) ergibt sich

a=1 n=1

damit:

0 = g(Vi& 0k)+9g(0;, Vi)

g (Z (ais“ +y F%&") Das 8k> +g (ai, > (fw +) FM") e%)
n=1 a=1 n=1

a=1

= Y {gak (aﬁ +) r;w) + gia (zw +) F%n£"> }
n=1

a=1 n=1

m m m m
(9akOi€® + GiaOkE) + DY garTi €™+ > > gial'h, "
n=1a=1 n=1a=1
—_——— ———
Fink Fkni

I
NE

2
Il
—

I
NE

(9ak0i€® + GiaOkE®) + Y (Tink€™ + Thnil™)
n=1

e
Il
—

1
In der zweiten Summe lésst sich der Index n umbenennen in a. Zusammen mit I' 5. = 3 {0agbe + Obgea — Ocgap} ergibt

sich also

0 = > (9ak0i€" + GiaOk€® + Tiak€® + Tkail®)
a=1

3

1 1
=y (gakaifa +9ia0k€" + 5 {0igak + Oagri = Ogia} € + 5 {0kGai + Dagik — Jigra} fa)
a=1

Wegen der Symmetrie der Metrik gilt g;x = gx; fallen vier Terme heraus, die Killing Gleichung wird zu:

NgE

(9ak0i&" + GiaOk€® + 0agir€®) =0

a=1
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3. ZWEITE KOVARIANTE ABLEITUNG

Der Levi-Civita Zusammenhang VxY ist als linearer Zusammenhang linear iiber C*° (M) in X, siehe 2.3. Fir
Vektorfelder V und X = > | 2'9; gilt also:

VxV =Vsm gV = ixivaiv = Em:xiviv
=1 i=1

Dementsprechend liisst sich die zweite kovariante Ableitung eines Vektorfeldes V nach X und Y = Y_7" | 4*0;, definieren
als:

(3.1) ViyV =) 2y Vv, ViV

i=1 k=1
Fiir den Ausdruck V,V,Z erhélt man mit der Produktregel

VaVyV = Vs 4ig Vsm igV = ixivi (i;ﬁvw) = iixiviyk~ka+iixika¢VkV
i=1 k=1

i=1 k=1 i=1 k=1

Die letzte Doppelsumme ist nach Definition (3.1) der Term V%YV. Fiir die andere Doppelsumme erhilt man wegen
der Linearitédt der kovarianten Ableitung

D2 @V ViV = Vs s sivaraV = Ver wivyV = VoV
=1 k=1

Aus VxVyV = V%QYV + Vv, vV folgt damit fiir die zweite kovariante Ableitung:

(3.2) ViyV = VxVyV = Vg vV

3.0.1. Zweite kovariante Ableitung in Koordinatendarstellung.
Wahlt man in Gleichung (3.2) X = 0;, Y = 0 und V = 9,, so folgt:

%

’Lk?’!l:

V%i,ak a” = ViVin — Vvik an = \% (Z F2n8h> - VE;'LZI kaaban
h=1

S (O[] 0+ T V) zrkvbn _ z( ] awrfgnzr;hac)—zrszrznal
h=1 c=1 b=1 =1

m m
0i [Tk ] - On + Z DTk Ti0. =) Y Thlt,o

h=1c=1 b=1 l=1

I
i Ms

Fiir die a—te Komponente der zweiten kovarianten Ableitung gilt:

(| V2,,) = <dx“|26 ] ot >SS T fhac—ZZr?krénaz>

h=1c=1 b=1 l=1

m
+Zrkn i — ngk b
b=1

Umbennen von b in h ergibt also

(da | V3).,) = +Zrkn i~ Zr?k hn = +Z (Thnls — fn)
h=1

und fiir die zweite kovariante Ableitung folgt damit;:

(33) Vzkn - Z( +Z Fkn zah )) 8l1

a=1 h=1
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3.1. Riemannscher Kriimmungstensor.

Der Riemannsche Kriimmungstensor ist ein (1,3) —Tensor. Sind X,Y,Z € TM drei C" Vektorfelder, dann ist der
Riemannsche Kriimmungstensor ein C"~2 Vektorfeld. Er kann mit Hilfe des Levi-Civita Zusammenhangs V definiert
werden durch:

(3.4) R(X,Y)Z=VxyZ-VyxZ
Aus Gleichung (3.2) folgt damit
R(X,)Y)Z = VxVyZ—-VvyywwZ—(VyVxZ —-VvyxZ) = VxVyZ -VyVxZ -Vy,vZ+Vv,xZ

= VxVyZ-VyVxZ—-Vvyy-vyxZ.
Wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs ist VxY — Vy X = [X, Y], siehe (2.8) und man erhélt:
(3.5) R(X,)Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—-VixyZ

3.1.1. Riemanntensor in Koordinatendarstellung.
Als (1,3) —Tensor besitzt der Riemannsche Kriimmungstensor nach (1.7) die Koordinatendarstellung

m
Z R, dr' @ da* @ da™ ® 0,
i,k,n,a=1
wobei zusammen mit (3.4) und ' = I'!. (siehe 2.17) gilt

i = <dxa ‘ R(aﬂak) 871> = <d$a | Vl kn — vk: zn> = <d$a | Vz kn> <dxa I vk zn>

nik

+Z (Tp, 0% —Th1e ) — {akra Z )}

m

h h h h

= 8ZFZTL - akr;'ln + Z Fknrg'lh _Fik (}lm + Fki hn Fm
h=1

=0

also
(3.6) i = Oil'g, — oL, + Z (Th T, —TETH)
h=1
und damit:
m m
(3.7) R (0;,0) 0 Z R,i10a = Z {@‘an — 0pl'g, + Z ry, I, — F?nFZh)} o8
a=1 h=1

Die letzten beiden unteren Indizes ¢ und k in R? ;. sind also hier den ersten beiden Vektorfeldern X und Yin R (X,Y) Z
zugeordnet, der erste untere Index n dementsprechend dem letzten Vektorfeld Z. Diese Notation wird in der Literatur
am hiufigsten verwendet, unter anderem in [3] und [4]. In der Literatur findet man auch andere Notationen, welche
eine andere Reihenfolge der Indizes vorsehen. In [2] z.B. sind die Indizes in chronologischer Reihenfolge angeordnet,
so dass R (0;,0r) Op = >, R%.,0a- Dementsprechend wire R%, = statt R%, auf der linken Seite von Gleichung (3.6).

3.1.2. Schiefsymmetrie des Riemanntensors.
Der Riemanntensor ist Schiefsymmetrisch in X und Y, d.h. es ist

(3.8) R(X,Y)YZ=-R(Y,X)Z
und fiir die Komponenten gilt:
anik = ank:i

Beweis: Aus der Definitionsgleichung (3.5) folgt direkt:
R(Y,X)Z=VyVxZ—-VxVyZ-VyxZ=-{VxVyZ-VyVxZ-Vixy)Z}=-R(X,Y)Z

und damit
nzk - <dxa ‘ R(aﬂak?)a > <dxa ‘ -R (ak?ai) aﬂ> = —Rf nki U
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Lemma 4. Algebraische Bianchi-Identitdt
Fiir den Riemannschen Tensor gilt

(3.9) AX,)Y,Z) = RX,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0
und fir die Komponenten:

(310) Ranik + Razkn + Rakni =0

Beweis: Wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs ist VxY — Vy X = [X,Y]. Aus (3.5) folgt
zusammen mit der Jacobi Identitdt (2.7):

AX,)Y,Z) = VxVyZ—-VyVxZ-— Vixy]Z2 +VyVzX = VzVy X =V 721X + VzVxY = VxVzY - Viz 1Y

= Vx (Vyz — V2Y) + Vy (VzX — sz) +Vy (ny — VyX) — V[X7y]Z — V[Y,Z]X — V[Z,X]Y

= Vx[Y,Z] - VygX+Vy|[Z,X]-Vizx)Y +Vz[X,Y] - VxvZ

[X,[Y.Z] [v.[Z,X]] [2,[X.Y]]
= J(X,Y,Z2) =0 O

Damit ist Gleichung (3.9) bewiesen. Um Gleichung (3.10) zu erhalten wihlt man X = 9;, Y = 0y und Z = 9,, und
erhilt zusammen mit (3.7):

0 = <de | R (0, 0k) On + R (Ok,0) 0; + R (O, 0;) 8k>

=0, vgl. (3.9)
= (dz® | R(0;,0k) On) + (dz® | R (0K, On) 0;) + (dz® | R(Dp, ;) Ok) = R4 + Ry + R0 O

ikn

3.1.3. Schiefsymmetrie des Riemanntensors zusammen mit der Metrik.
Mit der Metrik 14sst sich ein (0,4) —Tensor bilden, der eine zusétzliche Schiefsymmetrie in Z und U aufweist:

Komponentenweise erhélt man

(3.12) Rpnik = —Ruhik-

Beweis: Zunichst erhilt man durch zweifaches anwenden der Produktregel (2.9)

g (VxVyZ,U) = Xg(VyZ,U)—g(VyZ,VxU) = Xg(VyvZ,U)—-{Yg(Z,VxU)—g(Z,VyVxU)}
also
(3.13) 9(VxVyZ,U)=Xg(VyZ,U)-Yg(Z,VxU)+g(Z,VyVxU)
und analog:
(3.14) g(VyVxZ U)=Yg(VxZ,U)— Xg(Z,VyU)+g(Z,VxVyU)

Auferdem folgt ebenfalls mit der Produktregel, sowie mit der Definition der Lieklammer angewandt auf eine skalare
Funktion

g(v[X,Y]ZvU) = [Xay]g(ZaU)_g(Zav[X,Y]U) = XY9<Z7U)_YX9(Z7U)_g(Zvv[X,Y]U)
= X{g(VyvZ,U)+g(Z,VyU)} =Y {9(VxZ,U)+g(Z,VxU)} =g (Z,VixyU)
also:
(3.15) g (V[X,Y]Z U) =Xg(VyZ,U)+Xg(Z,VyU)-Yg(VxZ,U)-Yg(Z,VxU)—yg (Z,V[X,Y]U)

Nun ldsst sich die linke Seite von (3.11) mit der Definition (3.5) der Riemanntensors und den Gleichungen (3.13),
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(3.14) und (3.15) leicht umschreiben zu:
g(R(XaY)ZaU) = g(vaYz?U)_g(vYVXZ?U)_g(V[X,Y]ZvU)

= Xg(VyZ,U)-Yg(Z,VxU)+g(Z,VyVxU)

9(Z,VyVxU) —g(Z,VxVyU)+g(Z,VixyU)
+Xg(VyZ,U)-Yg(Z,VxU)-Yg(VxZ,U)+ Xg(Z,VyU)
CXg(VyZ,U) 4+ Yg(Z,VxU) +Yg(VxZ.U) — Xg(Z,VyU)

- {g (Z7 VXVYU) -9 (Z7 VYVXU) -9 (Za V[X,Y](])} = -9 (R(va) U, Z) U
Um Gleichung (3.12) bendtigt man wieder (3.7), es ist

(3.16) 9 (R(9;,0k) On,On) = g (Z R 0as 3h> = ganR%, = Runin

a=1 a=1

und analog ¢ (R (9;, O) On, On) = Rpnik- Aus (3.11) mit X = 09;, Y = 0, Z = 0, und U = 9y, folgt damit (3.12). O

3.1.4. Blockvertauschung.
Vertauschen des vorderen ,Zweier-Blocks* mit dem hinteren ,,Zweier-Blocks* 1dsst den Tensor unveréndert:

(3.17) 9g(R(X,Y)Z,U)=g(R(Z,U)X,)Y)
Komponentenweise bedeutet das

(3.18) Runit = Rignn

Beweis: Aus der Bianchi-Identitdt (3.9) erhélt man

(3.19) R(X,Y)Z = —-R(Y,Z2)X-R(Z,X)Y
(3.20) R(Y,Z)U = —R(Z,U)Y-R(U,Y)Z
(3.21) R(Z,X)U = —-R(X,U)Z-R(U,2)X
(3.22) RUY)X = —R(Y,X)U-R(X,U)Y
und zusammen mit den Schiefsymmetrien (3.8) und (3.11):
gRX,V)Z,0) 2 RV, 2)X,U)-g(R(Z,X)Y,U) = g(R(Y,2)U,X)+g(R(Z X)U,Y)
G20L820 g (R(2,0)Y,X) = g(R(U,Y) Z,X) — g (R(X,U) Z,Y) — g (R(U, Z) X,Y)
= Qg(R(Z,U)X,Y)+g(R(U,Y)X,Z)—i—g(R(X,U)Y,Z)
(3:22)

29 (R(Z,U)X,Y) =g (R(Y. X)U.Z) —g (R(X,U)Y, Z) + g (R(X,U) Y, Z)

=0

= 29(R(Z,U)X,Y) - g(R(X,Y) Z,U)

Addition von g (R (X,Y) Z,U) auf beiden Seiten fiihrt zu
2 (R(X,Y) 2,U) = 29 (R(Z,U) X,Y)

und Division durch 2 ergibt (3.17). Gleichung (3.18) folgt mit (3.16) sofort aus der Blockvertauschung (3.17) sowie
den beiden Schiefsymmetrien (3.8) und (3.11):

Rinit = g(R(05,0k)0n,0n) = g(R(0n,0n)0:,0k) = g(R(0h,0n) Ok, 0;) = Rikhn O
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3.2. Kovariante Ableitung des Riemanntensors.
Der Riemanntensor ist ein (1,3) —Tensor, dementsprechend lasst sich die kovariante Ableitung nach Gleichung (2.23)
bilden:

(3.23) (VwR)(X,Y,Z) =Vw (R(X,Y)Z) - R(VwX,Y)Z - R(X,.VwY)Z - R(X,Y)VwZ

Die kovariante Ableitung des Riemanntensors weist zu den Symmetrien des Riemanntensors analoge Symmetrien auf.

3.2.1. Schiefsymmetrie der kovarianten Ableitung des Riemanntensors.
Die kovariante Ableitung des Riemanntensors ist schiefsymmetrisch in X und Y:

(3.24) (VwR) (X.Y.Z) = — (VwR) (Y. X, Z)
Fiir die Komponenten gilt:

(3.25) ek = —Rcnk

Beweis: Aus Gleichung (3.23) zusammen mit (3.8) folgt
(VwR)(X,Y,Z) = -Vw(RY,X)Z)+R(Y,.VwX)Z+R(VwY,X)Z+R(Y,X)VwZ

= —{(Vw(RY,X)Z)—R(VwY,X)Z-R(Y,VwX)Z—-R(Y,X)VwZ}
—(VwR)(Y,X,Z). O

Aus der Schiefsymmetrie (3.24) folgt dann direkt Gleichung (3.25):

pere = (A | (ViR) (0, 0c,0n)) = —(da® | (VkR) (0c, 05, 0n)) = —Rp U

Lemma 5. Differentielle Bianchi Identitdt
Fiir die kovariante Ableitung des Krimmungstensors gilt:

(3.26) B(W,X,Y.Z) = (VwR) (XY, 2) + (VxR) (Y. W, Z) + (Vy R) (W. X, Z) = 0
In der Komponentendarstellung bedeutet das:

(327) Ranbc;k: + Ranck:;b + Rankb;c =0
Beweis: Jeder der drei Summanden ldsst sich mit (3.23) und (3.5) in der Form
(VwR) (X,Y,Z) = Vw(R(X,)Y)Z)-R(VwX,Y)Z-R(X,VwY)Z -R(X,Y)VwZ

= Vw (VxVyZ—-VyVxZ-Vixy1Z) - R(VwX,Y)Z - R(X,VwY)Z
—(VxVy = VyVx = Vixy]) VwZ

= {VwVXVy - VwVyVx — VWV[ny] —VxVyVw +VyVxVw + V[Xy]VW} A
—R(VwX,Y)Z - R(X,VwY)Z

aufschreiben. Es folgt analog

(VxR)(Y\W,Z) = {VXVyVW = VxVwVy = VxVyw —VyVwVx + VwVyVx + V[Y)W]VX} Z
—R(VxYW)Z - R(Y,VxW)Z
und
(VyR)Y(W,X,Z) = {VyVWVX —VyVxVw = VyVwx) — VwVxVy + VxVy Vy + V[W’X]Vy} Z

~R(VyW,X)Z - R(W,VyX) Z.
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Damit ergibt sich:

BW, XY, Z) = VwVxVy —VwVyVx 7VWV[X7Y] —VxVyVw +VyVxVy JrV[X,y]VW
) 2 (3) 4

+VxVyVw —VxVywVy = VxViyw] = VyVwVx + ViwVyVx +Vyw Vx
(3) (5) (6) (2

+VyVwVx = VyVxVw —VyViwx] — VwVxVy + VxVwVy +Viw xVy ¢ Z
(6) (4) (1) (5)

—“R(VwX,Y)Z-R(X,VwY)Z—R(VxY,W)Z
—R(Y,VxW)Z - R(VyW,X)Z - R(W,VyX)Z

Die Terme (1) bis (6) treten jeweils einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auf und heben sich
gegenseitig auf. Auferdem folgt aus der Schiefsymmetrie (3.8) direkt —R (W, Vy X) Z = R(VxY, W) Z usw. Es bleibt
also iibrig:

B(W,X,Y,2)

{Vixv)IVw = ViwVixy] + Viy.wVx = VxViyw + ViwxiVy = VyViwx } Z
~R(VxY,W)Z+R(VyX,W)Z
~R(VyW,X)Z+ R(VwY,X)Z
~R(VwX,Y)Z+R(VxW,Y)Z

— VixnVwZ - VwVixyZ — {R(VxY,W)Z - R(VyX,W)Z}

R(X,)Y],W)Z

+VywVxZ = VxViyw)Z —{R(VyW,X)Z - R(VwY,X) Z}

R(lY,W],X)Z

+V[W’X]VyZ — VyV[WyX]Z —{R(VwX,Y)Z - R(VxW,Y) Z}

R(W,X1,Y)Z

Nach Definition (3.5) des Riemanntensors ist offenbar

R(X,Y],W)Z=Vix\WWVwZ - VwVxy)Z — Viw,xy)Z-
Hieraus folgt direkt

VixyiVwZ = VwVixy)Z - R([X,Y],W)Z = Vwxy)Z
und analog:

Vyw)VxZ =VxViywZ - R(Y,W],X)Z = Vixyw)Z

Viwx)VyZ = VyViwxZ - R(W,X],Y)Z = Vywx)Z

Ersetzt man diese Terme oben, so ergibt sich schlieflich mit der Jacobi-Identitat (2.7):
BW,X,Y,Z) = Viwixy)Z+Vixyw)Z + Vivwx)Z

= Vv + Ly w) -y, wx)?4 = 0 o

=0

Gleichung (3.27) erhélt man dann direkt aus (3.26). Mit der Definition R%,,., = (dz®| (ViR) (O, ¢, 0n)) ist:

Ranbc;k + Ranck;b + Rankb;c = <dxa | (VkR) (667 80? 871)) + <d$a I (va) (807 alﬁ a’ﬂ)> + <d‘ra | (VCR) (8kh 81)7 871))

= <d:c“ | (VkR) (85, (3'6, 8,1) + (VbR) (86,6k,6n) + (VCR) (ak,ﬁb, (9n)> =0 O

=0 wegen (3.26)
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3.2.2. Schiefsymmetrie der kovarianten Ableitung des Riemanntensors zusammen mit der Metrik.
Fiir die kovariante Ableitung des Kriimmungstensors gilt

(3.28) 9(VwR) (XY, 2),U) = —g(VwR) (X,Y,U), Z)
bzw.:
(329) Rinbc;k = _RnibC;k

Beweis: Mit (3.23), der Schiefsymmetrie (3.11) und der Produktregel (2.9) ergibt sich:

g (VwR)(X,Y,2),U) @2V

—g(R(Vw X, Y)Z,U)—g(R(X,VwY)Z U)-g(R(X,Y)VWwZ,U)
Wg(R(X,Y)Z,U)—g(R(X,Y)Z VwU)

—g(R(VwX,Y)Z,U) — g(R(X,VwY) Z,U) — g (R(X,Y)VwZ,U)

(2.9)

(3.11) —Wg(R(X,Y)U,Z)+g(R(X,Y)U,VwZ)

—9(Vw (R(X,Y)U),Z)

Um (3.29) zu erhalten nutzt man die Definition R, = (dz® [ (ViR) (O, Oc,On)). Es ist

(3.30) g ((ViR) (05,0:,0n),0:) = g (ZRanbc;kaavai> = ZgiaRanbc;k = Rinbe;k
a=1

a=1

und mit (3.28) erhilt man direkt (3.29):
Rinbc;k =g ((ka) (817’ acv an) 781') = —g ((ka) (ab, 80, az) P an) = _Rnibc;k: g

3.2.3. Blockvertauschung bei der kovarianten Ableitung des Krimmungstensors.
Fiir die kovariante Ableitung des Kriimmungstensors gilt

(3'31) g((VWR) (XaKZ)’U) :g((vWR) (27 U,X),Y)
bzw.:
(332) Rinbc;k‘ = Rbcin;k

Beweis: Zunichst wird der Ausdruck mit (3.23) und der Produktregel (2.9) umgewandelt wie oben. Dann ldsst sich
die Blockvertauschung (3.17) anwenden:

g(VwR)(X,Y,Z),U) = Wg(R(X,Y)ZU)-g(R(X,Y)Z VwU)
—g(R(VwX,Y)Z,U) — g(R(X,VwY) Z,U) — g(R(X,Y)ViwZ,U)
Wg(R(Z,U)X,Y) - g(R(Z,VwU)X,Y)
—g(R(Z,U)VwX,Y)—g(R(Z,U)X,VwY)—g(R(VwZ,U)X,Y)

= Wg(R(Z,U)X,Y)*Q(R(Z,U)X,wa)

g(Vw (R(Z,U)X),Y)

—g(R(VwZ,U)X,Y)—g(R(Z,VywU)X,Y)—g(R(Z,U)VwX,Y)
= g((VWR) (Z7 UvX) 7Y) U

Aus der Blockvertauschung (3.31) sowie den beiden Schiefsymmetrien (3.24) und (3.28) erhélt man dann leicht (3.32):
Rinbc;k =g ((VkR) (aba 807 877,) 761) =g ((ka) (6n7 az) aln 60) =g ((ka) (au an) aca ab) = Rbcin;k ]
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3.3. Kontraktion eines Tensors.
In Abschnitt 1.3.2 wurde bereits die Kontraktion C als Anwendung einer 1-Form auf einen Vektor eingefiihrt. Aus
Gleichung (1.8) folgt offensichtlich:

1 fora=1b

C(da* ®0,) = (da" | 0a) = 0, = { 0 fora#b

Seinun k € {1,...,r} und [ € {1,...,s}. Die k,[—Kontraktion eines (r, s) —Tensors ist eine Abbildung
CF T oE = T s-1)E

welche aus einem Tensor der Stufe r 4 s einen Tensor der Stufe r + s — 2 macht. Im Folgenden wird die abkiirzenden
Schreibweise

®8% = 0p, ®0gy ®...®0,, und ® de? = da" @ dz”? ® ... ® dzbs
p=1 q=1
verwendet. Ein (r,s) —Tensor T lasst sich damit schreiben als:

m
T = > T3 0y, ® ... ® 0y, @ da™ ® ... @ dab

ai,...ar, by,...bs=1

m T S

= Yoo Tt R, © @) da

a1,y by, by=1 p=1 q=1

Fiir die k,!—Kontraktion gilt dann:

m

crr = cF Z Ty (éa%@(édqu
p=1 q=1

ai,...ar, b1,..bs=1

= Yo TR Cda"@d.,) Q) 0a,® Q) dit
_ —_—————
al,...ar,bl,.,.bs_l :§Zl p:1 q: 1
’ p#k q#1

m

= Z Tal b’k 1akbz+1 b, ® 8%® ® dzba

al,...ar7bl,...b[,17b1+17...b5=1 q — 1

p#k q#1

Da dem Index aj bei der Kontraktion hier eine besondere Bedeutung zukommt, schreiben wir die Summe iber ag
seperat aus und bennen den Index a; danach in A um:

m

T S
ciT = > ZT e, Q) e, ® Q) da'

A1,y Q1A 1500 -Qp,y b1, bi—1,b141,...bs =1 ap=1 p= 1 q= 1
p#k q#l
m T S
— Z Z Ty ;hhb‘l’ﬁl e ® D, ® ® daba
A1y Q1,0 415---Cpy b1,... 01— 1,b141,...bs = p= 1 q= 1
p#k q#1
Die Komponenten des (r — 1,5 — 1) —Tensors CFT sind also gegeben durch
m
(ciT) Z :Zk:lhhbakfl.'fr
Ji--Js—1 1—1 1+1 s
wobei i1 = ay,..., -1 = ax—1 und ix = Ag+1,.-.0r—1 = @, SOWie j; =by,..., jj—1 = bj—1 und j; = bj41,..., js—1 = bs.

Fiir den neuen (r — 1,s — 1) — Tensor CFT gilt damit wieder

m

. . r—1 s—1
CiT = > (@) 75 Qi @ Q) da
p=1 g=1

@10 br—1,5J15---J1—1 =1
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3.3.1. Kontraktion zusammen mit der Metrik. ' 4
Betrachten wir zunéichst einen (1,1) —Tensor 7' mit den Komponenten T, = (dz’ | T (9;)). Nach (1.12) lasst sich
T (X) als Vektor darstellen durch

= § E glng on, T (X)) 0,
=1 n=1
und fiir die Komponenten ergibt sich damit:

m

T (da' | T (Or)) = <dxi 1> g9 0a,T ak))a>

=1 n=1

= 224" T 00) [ |9) = 324" (0,,T (00)
=1 n=1 T el
1

Die Kontraktion bzw. die Spur des (1,1) —Tensors ist dann:

(3.33) CIT = Ti=> % 9"9(0.T (%))
k=1 k=1n=1

Fiir einen (1,s) —Tensor T gilt mit (1.12) analog

T (X1, X1, Opy Xigns oo X)) =D Y g9 (00, T (X1, ., X121, Ok, Xiga, ..., X)) 0,

=1 n=1
und damit:
<dmi | T(X1,. 0, Xio1, O, Xigas - - ,Xs)> = <dxi | Z Zgl"g (On, T (X1, Xi-1, Ok, Xig1,-..,X5)) al>
=1 n=1
= Zzglng(amT(Xl, X1, Ok, X141, , )) <d.%‘z ‘al>
=1 n=1 R’_/.

ngg (a’l’HT(Xlﬂ s 7Xl717 6](:7 Xl+17 . -;XS))

n=1
Fiir die ;! Kontraktion folgt also
(3.34) C'T) (X1, Xio1, Xigny o, Xo) = DD 0" (0n, T (X1, .., X121, Ok, Xiga, .-, Xo))
k=1n=1

3.3.2. Spur eines (0,s+1) Tensors.

Sei ¢t nun ein (0,2) Tensor, dann existiert ein eindeutig bestimmter (1,1) Tensor T', so dass zusammen mit der Metrik
gilt t(X,Y) =g (T(X),Y) vgl. (2.24) fiir s = 1. Die Spur von ¢ ist dann definiert als die Spur des Tensors T, siehe
(3.33). Es ist also

(3.35) CIT = Y > g™g(T(0k),0.) = D> g"" (0, 0n)
k=1n=1 k=1n=1
Fiir einen (0, s + 1) Tensor ¢ folgt mit (2.24) aus (3.34) analog:

C'T) (X1s o Xiot, Xigay o5 X Zng”t (X1, s Xio1y O, Xi41,--, Xs),0n)
k=1n=1

3.4. Divergenz.
Fiir Vektorfelder X ist die Divergenz definiert als Spur der Abbildung ¢ — VX, d.h:

div(X) := Spur{¢ — VX }
Analog ist die Divergenz eines (1, s) Tensors T' definiert als die Spur der Abbildung ( — (V:T) (X, ..., X,), also:
(divT)(Xq,...,Xs) == Spur{ ¢ = (VT) (X4,...,Xs) }



EINSTEINTENSOR - GRUNDLAGEN UND BERECHNUNG 23

3.4.1. Divergenz eines Vektors mit Hilfe der Metrik.
Fiir die kovariante Ableitung des Vektors X nach dem Koordinatenfeld Jy, gilt nach (1.12) zusammen mit der Metrik:

ViX =YY 490, ViX) 0,

=1 n=1

Die a—te Komponente ist also gegeben durch

2%, = (2| ViX) = <daca|ZZgl”g(8n,VkX)6g>

=1 n=1
= Z Z (On, Vi X) (dx® | O)) = Zga”g (On, Vi X) .
=1 n=1 5"1 n=1
1
Fiir die Divergenz des Vektorfeldes folgt also

m m m
div (X Z Z Z 9""g (0n, Vi X)

k=1 k=1n=1

3.4.2. Diwvergenz eines Tensors.
Sei T ein (1,1) Tensor und (V,T) (X) die kovariante Ableitung nach dem Koordinatenfeld 0y, ausgewertet ,an der
Stelle X. Wir betrachten nun (V;T) (0p), nach (1.12) gilt

(ViT) (@) = D> 9" (0n, (ViT) (b)) O,

und fiir die a—te Komponente:

b = (2 [(ViT) (D)) = <d$“ | Zzg“’g s (ViT) (85))8>

=1 n=1

= ZZ Ons (V3T) (06)) (dz | B1) = D~ 9" (On, (ViT) () -

W el
or
Fiir die Divergenz des Tensors gilt dann
(3.36) (divT) (D) = D Thy = > g9 (0n. (ViT) (b))
k=1 k=1n=1
bzw. an der Stelle X:
(3.37) (divT)(X) = ) ng"g s (ViT) (X))

k=1n=1

Analog zur Rechnung oben ergibt sich fiir einen (1,s) —Tensor T'

gl...bs;k = <dxa ‘ (va) (abl" "’abs)> = gang (6717(va) (81)1""78175))

NE

3
I
—

und damit:

(div T) (y,,...,0 ZTbl bk = 00" (00, (Vi) by, D))

k=1n=1

Die Divergenz eines (1, s) Tensors T ist also definiert durch:

(3.38) (divT) (X1,.... X)) = D> g9 0, (ViT) (X1,..., X))

k=1n
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3.5. Ricci Tensor.
Der Ricci Tensor ist die Spur der linearen Abbildung ( — R({,Y) X, also

ric(X,Y)=Spur{¢—> R((,Y)X }.

Die Vektorfelder X und Y treten dabei auf den jeweiligen Seiten der Gleichung in vertauschter Reihenfolge auf! Nach
(3.34) ist die C{ R Kontraktion des Riemanntensors gegeben durch

(Cl Zzgpqg atbR aPaY) )
p=1q=1
und der (0,2) Tensor ric ldsst sich schreiben als:

(3.39) ric(X,Y) = (CIR) =YY 9994, R(9p,Y) X).

p=1g=1

Wegen (3.7) ist R (0p, k) On = >4y R%, ;.04 und fiir die Komponenten folgt

ric (On,0k) = Z Z 9" (8117 R (ap’ Or) On) = Z Z g’g <6qa Z Ranpkaa>
a=1

p=1g=1 p=1g¢=1

m

m m
= DD D 0" Rip ZR o = Rk

a=1p=1 g=1
——
4

also mit Gleichung (3.6):

m

(3.40) Rur = ric(0n, Ok) ZRnak —Z (é%l‘in—akl‘“ +Z Fkn ah — th)>

a=1

3.5.1. Der Ricct Tensor als (1,1) Tensor Ric.
Nach 3.3.2 gibt es einen eindeutig bestimmten (1,1) Tensor Ric, so dass

(3.41) ric(X,Y) =g (Ric(X),Y).
Zusammen mit (3.39), der Blockvertauschbarkeit und der Linearitét der Metrik g ergibt sich:

. 317
g(Ric(X),Y) = zzg% (9,,Y) X,9,) =" ZZgMg 9,) 9, Y)
p=1g=1 p=1q=1
= g(ZngqR(X,aq)ﬁp,Y>
p=1qg=1

Am Anfang und am Ende der Gleichung steht im zweiten Argument der Metrik das Vektorfeld Y. Offensichtlich
miissen also auch die Terme im ersten Argument der Metrik {ibereinstimmen und es folgt:

(3.42) Ric(X) = iigqu(X, 0q) Oy

p=1g=1

Fiir die Komponenten folgt:

(dx™ | Ric(0k)) = <dx” | ZZg”qR (Ok, 0q) 8p> = Zng (dz" | R (O, 04 Zngqukq
p=1lgq

p=1q=1 =1 p=1q=1
Rk

gpqganlpk (3. 12 3.8) Z Zgnl ngqulqk _ Zgnl Z R? ok = Zganlk _ RT}@
=1

1 q=1[=1 p=1
—_—— A/—/

q
R Ry

NE

-y

p=1g=1
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3.6. Skalarkriimmung.
Der Ricci Skalar Sc¢ (oder auch R in der klassischen Schreibweise) ist dann mit (3.35) definiert als

Sc: = CjRic = iigk"g(an,}%ic(@k)) = iigk"ric@kﬁn)

k=1n=1 k=1n=1
m m m
kn k
k=1n=1 k=1

3.7. Einsteintensor.
Der Einsteintensor als (0,2) Tensor ist gegeben als

1
(3.43) G(X,)Y) = m'c(X,Y)—§Sc~g(X,Y)—A-g(X,Y)
und fiir Koordinatenfelder ergibt sich komponentenweise die klassische Schreibweise (Sc¢ = R):

Cok = G (00, 04) = m’c(@n,ﬁk)—%Sc-g(@n,ﬁk)—A-g(an,ak)

1
Rnk - iRgnk - Agnk

Heben des Index n ergibt dann:
k:nz_:lg Gnk:;g Rnk*gR;Q gnk*/\;g Ink

o

Sk

also

. 1 _
(3.44) i = Ri— 5R6,— A5

Um den Einsteintensor als (1, 1) Tensor in koordinatenunabhéngiger Darstellung zu schreiben, definiert man die Iden-
titdt Id: Die Abbildung Id bilde jeden Vektor X auf sich selbst ab, d.h. Id (X) = X. Nach 3.3.2 gibt es einen eindeutig
bestimmten (1,1) Tensor G mit G (X,Y) = ¢ (G (X),Y). Zusammen mit (3.41) folgt aus (3.43)

9(G(X).Y) = g(Ric(X),Y)~ 3Sc-g(Id(X),Y) ~A-g(Id(X),Y)

1
g (Ric(X) - §Sc-ld(X) —A-Id(X),Y) :
Da diese Gleichung fiir beliebige X und Y gilt, kann man den Einsteintensor schreiben als:

1
(3.45) G = Ric— ;Sc-Id —A-1d

3.8. Einstein’s Feldgleichungen.

Der Energie-Impuls-Tensor beschreibt die Materie (und Energie) in einem Raumzeitmodell. Analog zum Einsteintensor
sei T (X,Y) =g (T (X),Y). Einstein’s Feldgleichungen beschreiben wie Masse und Raumzeitkriimmung miteinander
in Verbindung stehen. Die Masse kriimmt den Raum, die Raumzeitkriimmung bestimmt die Bewegung der Materie.
Die Feldgleichungen G = 87yc~*T werden mit (3.43) und bzw mit (3.45) zu

(3.46) m’c(X,Y)—%Sc»g(X,Y)—Ag(X,Y) - 8:—]-T(X,Y)
(3.47) Ricf%SoIdejd - &T—].T
C

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und ~ die Gravitationskonstante” ist.
In dieser Form findet man die Feldgleichungen z.B. in [5]. Allerdings findet man in der Literatur auch alternativ ein

positives Vorzeichen bei der kosmologischen Konstante. Dies ist Abhéngig von der gewéhlten Signatur der Metrik, der
Konvention fiir das Vorzeichen des Ricci-Tensors und dem Vorzeichen des Energie-Impuls-Tensors.

2
Ty 7 6,67259 - 10*11%
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4. ORTHONORMALBASIS FUR DIE LORENTZMETRIK

Im Folgenden soll bewiesen werden, dass fiir jede nicht-entartete Metrik eine Basis existiert, deren Elemente die Linge
Eins haben und zu einander senkrecht sind. Eine Lorentzmetrik ist immer eine nicht-entartete Metrik. Mit Hilfe der
Orthonormalbasis vereinfacht sich z.B. die Darstellung von Ricci-Tensor und Kriimmungsskalar.

Definition 6. Entartet und nicht-entartet
Eine Metrik auf einem Vektorraum E nennt man entartet wenn es einen Vektor w € E mit w # 0 gibt, so dass fiir alle
v € E gilt g (v,w) = 0. Bei einer nicht-entarteten Metrik g ist also folgende Bedingung erfiillt:

(4.1) Wenn fiir alle v € E gilt g (v, w) = 0 dann folgt w =10

Existenz einer Orthonormalbasis

Fiir eine Orthogonal-Basis {b1,...,b;} eines Vektorraum E ist g (b;,b;) = 0 falls i = k und g (b;,br) # 0 sonst.
Falls g (by, b) # 0 lédsst sich aus der Orthogonalbasis eine Orthonormalbasis herstellen, indem man die Basisvektoren
normiert:

b b
(4.2) ep = =k
b |9 (b, br)|
Im Folgenden wird bewiesen, dass es fiir eine nicht-entartete Metrik eine Basis gibt, deren Basisvektoren by einen von
Null verschieden Betrag haben, d.h. /|g (b, bx)| # 0 also g (b, br.) # O:

Lemma 7. Ezistenz eines normierbaren Vektors
Sei g eine nicht-entartete Metrik, dann gibt es (mindestens) einen Vektor v € E, dessen Betrag \/|g (v,v)| nicht Null
ist. Fiir den Vektor v gilt also g (v,v) # 0.

Proof. Nehmen wir an der Betrag aller Vektoren in E sei Null. Dann wire fiir alle v € E und w € E also auch solche
mit w # 0O:
0=gw+wv+w)=g(vv)+29v,w)+gw w) =29 (v,w)
——

——

=0 =0
Es gibe also einen Vektor w # 0, so dass fiir alle v € E gilt g (v, w) = 0 und die Metrik wére entartet. Dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung einer nicht-entarteten Metrik, siehe (4.1). |

Basisvektoren
Wahlt man nun b; = v, dann erhélt man aus (4.2) den ersten normierten Basisvektor als:

b1 v

1= = = —

lbs] o]
Der Vektorraum E lisst sich damit in zwei zueinander orthogonale Unterriume U und Ut aufteilen. Dabei sei U
der vom Basisvektor e; aufgespannte Raum und U+ das orthogonale Komplement. Fiir w' € U und alle Vektoren

v € U= Spann{e1} gilt also g (v,w") = 0.

Lemma 8. Unterraum und orthogonales Komplement
Seien U und UL zueinander orthogonale Unterriume eines Vektorraums E, so dass E = UUUL. Die Metrik g ist auf
E und U nicht-entartet. Dann ist g auf U nicht-entartet und es gibt (mindestens) einen normierbaren Vektor in UL,

Proof. Seien v € U und w € U* mit wt # 0. Wegen der Orthogonalitéit der Unterriume U und U+ zueinander ist
g (v, wJ-) = 0 fiir alle v € U. Nehmen wir nun an, das auch fiir alle v € Ut gilt g¢ (v, wJ-) = 0. Das wiirde bedeuteten,
dass g (v7 wL) =0 fiir alle v € E = UU U™ ist. Da aber die Metrik auf E nach Voraussetzung nicht-entartet ist, kann
dies nicht sein. Es gibt also kein w* € Ut mit w' # 0, so dass g (v,w™) = 0 fiir alle v € U*. Somit ist die Metrik
auf UL nicht-entartet, und nach Lemma 7 gibt es dann einen normierbaren Vektor in U~. |

Naéichster Basisvektor und Algorithmus
Sei by € U+ ein normierbarer Vektor. Es ist offensichtlich g (b1, by) = 0. Als niichsten Basisvektor der Orthonormalbasis

wéahlt man:
ba
€y = —
|2
Von nun an sei U = Spann {e;, ez} und Ut das hierzu orthogonale Komplement. Nach Lemma 8 gibt es wieder einen

normierbaren Vektor bs in UL, als niichsten Basisvektor der Orthonormalbasis wihlt man es := “l;—gl usw.
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4.1. Orthonormalbasis bei Ricci-Tensor und Kriimmungsskalar.

Seien nun {F,..., E,;,} orthonormale Felder auf einer Lorentz-Mannigfaltigkeit M, dann ist:
+1 fir i=k
g(Ei, By) = { 0 fiir i #k

Definiert man nun
er = g (Ey, Ey) ™'

dann ist ¢, = £1. Im Fall der vierdimensionalen Raumzeit erhélt man bei der hier gewdhlten Signatur der Metrik

€o = —1 und €; = €9 = €3 = 1. Ein beliebiger Vektor X einer nicht-entarteten, m—dimensionalen Mannigfaltigkeit
lasst sich darstellen als
(4.3) X=> B,

k=1

wobei #* die Komponenten des Vektors beziiglich der ONB sind. Wegen g (Ey, E;) = 0 fiir k # [ ist offensichtlich

m
(4.4) > g (Bx, E1) Ei = erg (Bx, Ey,) By = Ey,.
=1

Mit der Linearitdt der Metrik folgt:

2519 X, El 3) ZElg (Z{L‘ Ek,El> E, = Z ZElg Ek7El (4:4) i{kak (4:3) X
k=1 =

Fiir einen Vektor X gibt es also die Darstellung:

(4.5) X:ZQQ(X»EZ)EZ
=1

4.1.1. Kontraktion eines (1,s) Tensors mit ONB.
Analog zu (3.34) ist die C} Kontraktion eines (1,s) Tensors mit der ONB definiert als:

(CllT) <X17-~-5Xl71a Xl+17"'7XS) = ZEkg (EkaT(Xla" '7lel7 Ek; Xl+17~-~7Xs))

4.1.2. Ricct Tensor mit ONB.
Der Ricci-Tensor ist die Kontraktion des Riemanntensors und anlaog zu (3.39) definiert man mit der ONB:

(4.6) ric(X,Y) Zakg (B, Y) X, Ey)
Fiir den (1, 1) Tensor Ric ergibt sich damit
g(Ric(X),Y) = ric(X,)Y) Zekg (B, Y) X, Ey)

CZ) S e (R(X, B ELY) = g (ngR(X’E’“)E’“Y)
k=1

k=1
Vergleich der Komponenten ergibt dann:

(4.7) Ric (X ZskR X, Ey) Ey,
k=1

4.1.3. Scalarkrimmung und ONB.
Fiir die Scalarkriimmung als Spur des Ricci-Tensors ergibt sich mit der ONB:

(48) Sc = ZEhTiC(Eh,Eh Z&'hg R’LC(Eh Eh (46) ZZEkEhg Ek,Eh) Eh,Ek)
h=1 h=1 k=1h=1
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4.2. Divergenz eines Tensors mit ONB.
Analog 7u Gleichung (3.38) erhilt man fiir die Divergenz eines (1, s) Tensors T mit Hilfe der ONB:

(4.9) (divT) (X1,...,Xs) = > exg(Ve,T)(X1,..., X.), Ex)
k=1

Lemma 9. Linearitdt - Addition
Seien T und H zwei (1,s) Tensoren, so gilt:

(div (T + H)) (X1,...,X,) = (divT) (X, ..., Xs)+ (div H) (X1, ..., X,)

Beweis: Zunichst gilt fiir die kovariante Ableitung der Summe zweier (1, s) Tensoren T und H
2.23

(Vz(T+H)(Xy,... X)) 2

j=1

s 10

I
-

= V(T (Xy,.... X)) =S T(Xy,....VX;,.... X,)

J

+Vz(H (X1,...,Xs)) — H(Xq,...,VzX;,..., X))

J

G2 (V1) (X1, X + (V2H) (X, Xy)

Aus (4.9) folgt dann

(div(T+ H)) (X1,...,Xs) = > exg(Ve, (T+H))(X1,..., X), )
k=1

= > g (Ve ) (X1, ., X)), Br) + Y eng (Ve H) (X1, X,) , By)
k=1

k=1
= (dwT)(X1,...,Xs) + (divH) (X41,...,Xs) O

Lemma 10. Linearitdt - Multiplikation mit einer Funktion
Seien T ein (1,s) Tensor und f eine differenzierbare Funktion, dann ist:

(div(f-T)) (X1,....Xs) = f-(divT)(X1,...,Xs) + (T (X1,..., X)) f

Beweis: Zundchst gilt fiir die kovariante Ableitung:

(2.23)

(Vz(f-T))(X1,-.., Xs) Vz(f T(X1,. . X)) =Y f-T(X1,...,VzX;,..., X)

= T(XlaaXS)Zf+f(VZT)(X17aXS)
Esist X =% ", ek g (X, Ey) E, siehe (4.5). Fir einen (1,s) Tensor T gilt analog:

(4.10) T(X1,...,X,) = Zskg(T(Xl,...,Xs),Ek)Ek
k=1
Mit (4.9) erhdlt man
(div(f-T) (X1,...,Xs) = Y erg(Ve, (f-T)(X1,..., X,), Ey)
k=1

= > ag(T(Xy,..., X)) Bof + [ (V,T) (X1,..., X,) , By)
k=1

= ZEkQ(T(Xla“'aXS)ka)'Ek f+fzgkg((kaT) (Xla"'vXS)aEk)
k=1

k=1

VZ((T+H)(X1,...,XS))fi(TJrH)(Xl,...,VZXj,...,XS)

Zf-T(X1,.... X))+ [V (T(X1,.... X)) = f- > T(X1,....,VzX;,...

T(X1,...,Xs) (div T)(X1,...,Xs)
= (T(X1,.. ., X)) f+f (divT)(Xy,...,X,) O

28
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4.2.1. Kowvariante Ableitung des Ricci-Tensors mit ONB.
Der folgende Zusammenhang zwischen der kovarianten Ableitung des Ricci-Tensors und der kovarianten Ableitung des
Riemannschen Kriimmungstensors wird spéater fiir den Beweis der Divergenzfreiheit des Einsteintensors bendtigt.

Lemma 11. Ricci-Tensor und kovariante Ableitung mit ONB
Fiir die kovariante Ableitung des Ricci-Tensors gilt:

(4.11) (VzRic) (X) =Y e, (VzR) (X, Ex, Ey)
k=1

Beweis: Gleichung (4.11) folgt im Grunde sofort aus der geforderten Vertauschbarkeit von Kontraktion und kovari-
anter Ableitung, siehe (2.19). Alternativ lisst sich (4.11) aber auch direkt nachrechnen. Mit einer Orthonormalbasis
{E1,...,Ey} lisst sich der Ricci-Tensor durch Ric(X) = > ;- exR (X, Ey) By, darstellen, vgl. (4.7). Da e, = £1
ergibt sich mit direkt

(VzRic) (X) ®2 v, (Ric(X)) - Ric(V4X) Zskvz (X, Ey,) Ex) ZskR (V2X,E) E
k=1
Andererseits ergibt sich mit Gleichung (2.23):
> ex(VZR) (X, Ep,EBx) = > exVz(R(X,Ey)Ey) ngR V2 X, Ey) By,

k=1

(VzRic)(X)

— ZEkR (X, VzE;c) Ek — Z{;‘kR ()(7 Ek) VZEk
k=1 k=1

S1 Sa

Bleibt also noch zu zeigen, dass S; = —S> ist. Mit der Darstellung (4.5) lisst sich der Vektor V z Ej, schreiben als

m

(4.12) VzEr =Y eg(VzEy, E) B
=1

und wir erhalten fiir die erste Summe:

m 412 m m
S o= Z€kR(X, V2B By "2 S R <X72619(V2Ek7E1)E1> Ej,
h= k=1 =1

= Zzz?k&zg (VzEy, Ep) - R(X, E;) By

k=11=1

~

Die zweite Summe lésst sich zunéichst analog umzuschreiben. Aufierdem verwendet man hier (oder alternativ bei S;)
eine besondere Eigenschaft der ONB: Das Produkt zweier ONB-Vektoren ist konstant, es gilt g (Ey, E;) = 1 und
damit Zg (Ey, E;) = 0. Aus der Produktregel (2.9) folgt dann

9(VzEy, E)) = Zg(Ey, Ey) —g (Ex,VzE) = —g(Ex,VzE)
—_——

0
und damit
Sy = > eR(X,E)VzE, = Y exR(X,E)> e1g(VzEw E) Ey
k=1 k=1 1=1
= ZZ%QQ (VzEy, E)-R(X,Ey)E; = _ZZEkEZQ(EIvaEl)'R(X7Ek)El~
k=11=1 k=11=1

Sowohl k als auch [ laufen von 1 bis m. Umbennen der Indizes ergibt:

ZZ eier g (B, VzE) - R(X, E) B, = =51 O
=1 k=1
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4.3. Divergenzfreiheit des Einsteintensors.
Mit Hilfe der ONB lisst sich die Divergenzfreiheit des Einsteintensors jetzt leicht beweisen. Aus (3.45) folgt zusammen
mit Lemma 9 und Lemma 10:

(div G) (X) (dw {Ric— ;Sc-Id—AJd}) (X)

(div Ric) (X) — (div (;sc.fd» (X) — (div (A - Id)) (X)

(div Ric) (X) — % - Id(X) (Se) + %Sc (div Id) (X) — A - (div Id) (X)
X

Insgesamt ergibt sich daher:
(4.13) (div G) (X) = (div Ric) (X) — % - X Sc+ <;Sc — A> - (div Id) (X)

Man benétigt nun noch die Terme (div Ric) (X) und (div Id) (X).

4.3.1. Divergenz des Ricci-Tensors.
Um die Divergenz des Ricci-Tensors zu bestimmen, betrachten wir zunéchst einen Ausdruck der mit der Skalarkriim-
mung zusammenh#ngt.

Lemma 12. Skalarkrimmung und kovariante Ableitung
Fiir die Ableitung der Skalarkrimmung Sc nach einem Vektorfeld X ergibt sich der Ausdruck

(4.14) X Sc=Y_exg(VxRic) (Ey), Ex)
k=1

Da es sich bei der Scalarkrimmung um eine skalare Funktion handelt ist nach Definition der kovarianten Ableitung
VxSc= X Sc, siehe Abschnitt 2.4. Mit (4.14) ist also ein Ausdruck fir die kovariante Ableitung der Skalarkrimmung
gegeben.

Beweis: Wie bei Lemma 11 folgt Gleichung (4.14) als kovariante Ableitung der Skalarkriimmung auch wieder direkt
aus der geforderten Vertauschbarkeit von Kontraktion und kovarianter Ableitung, siehe (2.19). Die Gleichung lasst
sich aber auch direkt nachrechnen:

m

m m
_ 2.23 . :
S erg (VxRio) (), E) )Y eng (Vx (Ric(Ev)), Ey) = erg (Ric (VX Ey) , Ey)
k=1 k=1 k=1
> en{Xg(Ric(Ey), Ey) — g (Ric(Ey), VxEp)} =Y exg (Ric(VxEy) , Ey)
k=1 k=1
= X ngg (Ric(Ey), Ex) Zskg Ric(Ey),VxEy) =Y erg (Ric(Vx Ey) , Ey)
k=1 k=1 k=1
4.8 i , )
(:) X Sec — Zskg (RZC(Ek),VxEk)7Z€kg(RZC(VxEk),Ek)
k=1 k=1
2253 ::S4
Bleibt also noch zu zeigen, dass fiir die beiden Summen S3 = —S, gilt. Die Vorgehensweise ist hier analog wie bei den

Summen S; = —9S5 in Lemma 11. Mit der Darstellung (4.5) lisst sich der Vektor V x Ej schreiben als

(4.15) VxEr =Y e9(VxEy E) Ey.
=1

Fiir S3 erhdlt man damit

S3

I
NE

m
eng (Ric (Ey) , Vx Ey) Zekg (ch Ex),) ey vXEk,EnE)
k=1 =1

>
Il
MR

exe1 9 (Vx Eg, Ey) g (Ric (Ey) , Ey)

I
NE
NE

=~
Il
—
o~
Il

1
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Bei S4 (oder alternativ bei S3) verwendet man wieder Xg (Ey, E;) = 0 wegen g (Ex, E;) = £1. Aus der Produktregel
(2.9) folgt dann g (VxFEg, E;) = —g (Er, Vx E;). Insgesamt also

S, = Zakg (Ric(VxEy), Er) Zskg <Ric <Z€zg(vxEk,E1)El> 7Ek>

k=1 k=1 =1
= Z Z EIEk g VXE]€7 El) (Ric (El) ,Ek) = — Z Z €€k g (Ek, VxEl) g (Ric (El) , Ek)
k=11=1 k=11=1
Sowohl k als auch [ laufen von 1 bis m. Umbennen der Indizes ergibt:
S4 = _Zzgkflg(ElavXEk)g(RiC(Ek)7El) :—53 O
=1 k=1

Im Folgenden soll nun die Divergenz des Ricci-Tensors berechnet werden.

Lemma 13. Divergenz des Ricci-Tensors
Fir die Divergenz des Ricci-Tensors gilt:

(4.16) (div Ric) (X) = %X Se

Beweis: Fiir die Divergenz des Ricci-Tensors ergibt sich aus (4.9)

(4.17) (div Ric) (X Zshg ((Vg, Ric) (X), Ep)
h=1

und zusammen mit (4.11) dann:

(418)  (div Ric) (X Zehg Z (Ve,R)(X,Ex, E), En) = Y > exeng ((Ve, R) (X, Ex, Ey) , Ep)
h=1k=1

(Vi, Ric)(X)

Aus der differentiellen Bianchi-Identitét (3.26) erhdlt man
(VE}LR) (Xa EkaEk) + (VXR) (Eka Eh7 Ek) + (kaR) (Eh7X7 Ek) =0

also

(Ve,R) (X, By, Ey,) = — (VxR) (Ex, B, Ex) — (Vg R) (En, X, Ex)
und damit in (4.18):

(div Ric) (X) = > exeng (= (VxR) (Ex, Bn, Ex) — (Vg R) (En, X, Ex) , Ep)
h=1k=1
= > > ekeng(VxR) (Br, En, Bi) ,En) = > Y ekeng (Vi R) (En, X, Ex) , Ep)
h=1k=1 h=1k=1
3.8 m m m m
628 Z€k€h9((VXR) (Ex, En, Ep) , Z exeng (Ve R) (X, En, Ey) , Ex)
h=1k=1 h=1k=1

(div Ric)(X), siehe (4.18)

Addiert man nun auf beiden Seiten den Term (div Ric) (X) so folgt:

mm

(4.19) 2 (div Ric) (X) = > exeng (VxR) (B, En, Ey) , Ey,)
h=1k=1

Diese Gleichung lisst sich weiter vereinfachen. Aus (4.11) erhilt man (Vx Ric) (Ey) = > 1, en (VxR) (Ex, Ep, Ep).
Mit der Linearitidt der Metrik und Lemma 12 ldsst sich dann Gleichung (4.19) umschreiben zu

2 (div Ric) (X Zg’fg (Zgh (VxR) (Ek, En, En) E) = Y kg ((VxRic) (Ey), Ex) “1 ¥ g

k=1 h=1 k=1
und man erhilt (4.16). O
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4.3.2. Divergenz der Identitdt.
Nun fehlt noch die Divergenz der Identitit div Id. Es handelt sich bei der Identitdt um ein (1, 1) Tensorfeld, weches
jeden Vektor X auf sich selbst abbildet. Die kovariante Ableitung der Identitét verschwindet, da nach (2.23) gilt:

(VzId)(X) = Vz(Id(X))—Id(VzX) = VzX -VzX =
Nach (4.9) ergibt sich fiir die Divergenz der Identitét:

(4.20) (div Id) (X) = > exg | (Ve Id) (X),Ep | = 0
N————

0

4.3.3. Divergenz des Finsteintensors.
Nun lasst sich die Divergenz des Einsteintensors vollstdndig berechnen:

Theorem 14. Divergenz des FEinsteintensors
Der FEinsteintensor ist divergenzfrei, es ist
div G =0

Beuweis: Fiir alle Vektorfelder X gilt (div Ric) (X) = X Sc, siche Gleichung (4.16) in Lemma 13. AuRerdem haben
wir (div Id) (X) = 0, sieche (4.20). Aus (4.13) ergibt sich dann:

(div G) (X) = (dmRm)(X)—;-XsH( Se— ) (div 1d) (X)

1 1

—XSc— =X Sc+ Sc— -0=0

2 2

Da diese Gleichung fiir alle Vektorfelder X erfiillt ist, muss div G = 0 sein. O

Bemerkung 15. Der Beweis fiir die Divergenzfreiheit des Einsteintensors kann natiirlich auch mit der Koordinatenbasis
gefiithrt werden. Die Divergenz eines (1,1) Tensors lédsst sich durch Gleichung (3.36) darstellen. Hier hat man

(div G) ( Z G und  (div Ric) ( Z R

h=1
und aukerdem V,Sc = 9,5¢ = R,,. Fiir die Divergenz des Einsteintensors, siehe Abschmtt 3.7, ergibt sich mit 62; =0

m 1 m 1
_ h_lpsh _Agh) — hoo L v,
(div G) ( ZGah ;(Ra 2R6a O . ;Ra’ ZR; . = (div Ric) (0,) — 2V Sc
\W_/
R

Wegen gnia = 0 folgt gi¥ = 0 aus 0 = 65, = (321, ghigik); = > ", gnigl¥. Fiir die Divergenz des Ricci-Tensors

erhdlt man
(div Ric) ( Z RY wb = Z (Z gbcRca> Z 9" Reap
;b b,c

b=1 \c=1

wobei zur Abkiirzung die Doppelsumme am Ende zusammengefasst wurde. Mit der Differentiellen Bianchi-Identitéit®
ergibt sich:

n n n (3. 27) n
VQSC = ng Rk:n = ng Rkn;a - Z gk Rkhna Z i Rknah Rkah n)
.a k,n,h k,n,h
(3.25) n n n
= Z gk (_thna;h + R};cha;n) = - Z gk ghpRpkma;h + Zg kRk}a;n
k,n,h k,n,h,p k,n
| —
(div Ric)(8q)
Z g Z 9" Ripnasn + (div Ric) (9 Z 9"P Rpa., + (div Ric) (0,) = 2 (div Ric) (3,) O
h,p k,n h,p
—_———
Rpa:h, (div ch)(aa)
8Es ist R0 = —RPai — Rhignin siehe (3.27)
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