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1. Abbildungen auf Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine m−dimensionale Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Lorentzmetrik g und einem a�nen Zusammen-
hang. Jeder Punkt p ∈ M besitze eine (hinreichend kleine) Umgebung U , die ähnlich zum euklidischen Raum Rm ist
(Trotzdem kann die globale Struktur von M kompliziert sein). Eine Abbildung f : M → R heiÿt vom Typ Cr im
Punkt p ∈M, wenn f in diesem Punkt r−fach stetig di�erenzierbar ist. C∞(M) sei die Menge aller C∞ Funktionen

f :M→ R. Eine Abbildung
−→
F : M→ Rn heiÿt Cr in p ∈M, wenn die Komponenten von

−→
F (p) alle Cr- Funktionen

sind. Eine Abbildung heiÿt C∞−Abbildung, wenn es eine Cr−Abbildung für alle r ≥ 0 ist. Eine (zumindest) stetige
Abbildung wird mit C0 bezeichnet.

1.1. Tangentialraum und Vektorfelder.

Ein Tangentenvektor v anM in p ∈M induziert eine lineare Abbildung1 v : C∞(M)→ R mit

v [fh] = v [f ]h (p) + f (p) v [h](1.1)

wobei f, h ∈ C∞(M). Die Menge der Tangentenvektoren an M in p bildet den Tangentialraum TpM. Eine Basis
des m-dimensionalen Vektorraums TpM ist durch eine Menge von m linear unabhängigen Vektoren {b1, . . . , bm} mit
bk ∈ TpM gegeben.

1.1.1. Koordinatenfelder.
Sind

{
x1, . . . , xm

}
Koordinaten vonM, dann erfüllen in p ∈M diem linear abhängigen Koordinatenfelder {∂1, . . . , ∂m}

mit ∂k :=
∂

∂xk
die Bedingung2 (1.1) und bilden eine Basis von TpM. Jeder Vektor v ∈ TpM lässt sich darstellen als:

(1.2) v =

m∑
k=1

vk ∂k|p

1.1.2. Tangentialbündel.
Die (disjunkte) Vereinigung aller Tangentialräume bildet das Tangentialbündel TM:

TM =
⋃
p∈M

TpM

Beispiel:
Sei M = S :=

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r2

}
die Sphäre mit Radius r. Dann ist TM = TS = S × R ein (unendlich

langer) Zylinder:

Bildquelle: Wikipedia

1.1.3. Vektorfelder.
Ein Vektorfeld V : M → TM auf M ordnet jedem Punkt p ∈ M einen Tangentialvektor Vp := V (p) ∈ TpM zu.
(Reduziert man diese De�nition auf eine o�ene Teilmenge U ⊆ M statt M, so nennt man V ein Vektorfeld auf U).
Die Addition zweier Vektorfelder V,W

(V +W )p : = Vp +Wp

sowie die Multiplikation mit einer Funktion f ∈ C∞(M)

(fV )p : = f (p)Vp

1Für c1, c2 ∈ R gilt: v [c1f + c2h] = c1v [f ] + c2v [h]
2Für Koordinatenfelder gilt ∂k [c1f + c2h] = c1∂kf + c2∂kh und ∂k [fh] = h∂kf + f∂kh.
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lässt sich punktweise erklären. Ein C∞ Vektorfeld V : U → TU auf einer o�enen Teilmenge U ⊆ M kann für alle

p ∈ U ausgedrückt werden als Vp =

m∑
k=1

V k(p) ∂k|p, wobei ∂k die Koordinatenfelder auf U sind und V k : U → R

Komponenten des Vektors V bezüglich der Koordinaten
{
x1, . . . , xm

}
. Im Folgenden schreiben wir kurz:

V =

m∑
k=1

V k∂k(1.3)

1.2. Dualraum.
Die Linearformen auf dem Tangentialraum TpM einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p ∈ M bilden den Dualraum
T ∗pM. Die (disjunkte) Vereinigung aller Kotangentialräume T ∗pM bildet zusammen das Kotangentialbündel T ∗M:

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM

Elemente des Dualraums werden Kovektoren oder 1-Formen genannt. Eine Basis des m-dimensionalen Dualraums
T ∗pM ist durch eine Menge von m linear unabhängigen 1-Formen {β1, . . . , βm} mit βk ∈ T ∗pM gegeben. Die 1-Formen{
dx1, . . . , dxm

}
in p sind m linear unabhängige Kovektoren: Deshalb besitzt jede 1-Form ω ∈ T ∗pM die Darstellung:

ω =

m∑
k=1

ωk dx
k
∣∣
p

(1.4)

Im Folgenden wird auf die ausführliche Notation |p verzichtet. Analog zur De�nition eines Vektorfeldes lässt sich
punktweise ein Kovektorfeld ω :M→ T ∗M erklären. Dabei wird jedem Punkt p ∈M eine 1-Form ωp := ω(p) ∈ T ∗pM
zugeordnet.

1.3. Tensoren.
Sei n ∈ N, allgemein ist das kartesische Produkt von den Mengen M1, . . . ,Mn ist de�niert durch

M1 ×M2 × . . .×Mn = {(x1, x2, . . . , xn) | wobei jeweils xk ∈Mk}
Für lineare Vektorräume E1, . . . ,En über R ist der Raum L (E1, . . . ,En ;R) der n−fach linearen Abbildungen

f : E1 × . . .× En → R

isomorph zum Raum der iterierten linearen Abbildungen:

(1.5) L (E1, . . . ,En ;R) ∼= L (E1 ;L (E2 ; . . . ;L (En ;R) )

Sei E ein linearer Raum über3 R und E∗ der Dualraum zu E (z.B. Tangentialraum TpM und Dualraum T ∗pM). Ein
(r, s)−Tensor T ist eine multilineare Abbildung

(1.6) T : E∗ × . . .× E∗︸ ︷︷ ︸
r

× E× . . .× E︸ ︷︷ ︸
s

→ R

aus dem Raum

T(r,s)E ≡ L

E∗, . . . ,E∗︸ ︷︷ ︸
r

, E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s

;R


der r−fach kontravarianten und s−fach kovarianten Tensoren. Dabei ist die Summe r + s die Stufe oder der Rang
eines (r, s)−Tensors. Wegen L (E ;R) = E∗ und L (E∗ ;R) = E folgt aus Gleichung (1.5):

T(r,s)E = L(E∗, . . . ,E∗︸ ︷︷ ︸
r

, E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s

;R) ∼= L(E∗, . . . ,E∗︸ ︷︷ ︸
r−1

, E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s

;E)

∼= L(E∗, . . . ,E∗︸ ︷︷ ︸
r

, E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s−1

;E∗)

Tensoren vom Typ (0, s) und (1, s) sind Elemente aus

T(0,s)E = L(E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s

;R)

T(1,s)E = L(E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
s

;E)

und es gilt T(0,1)E = L (E ;R) = E∗ sowie T(1,0)E = L (E∗ ;R) = E.

3Die De�nition kann von R auf beliebige Körper K verallgemeinert werden.
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1.3.1. Tensorfelder und Koordinatendarstellung.
Analog zur De�nition eines Vektorfeldes lässt sich punktweise ein Tensorfeld auf M erklären. Dabei wird jedem
Punkt p ∈ M ein Tensor zugeordnet. Um ein Tensorfeld zu erhalten muss diese Zuordnung stetig di�erenzierbar
(also mindestens C1) sein. Tensorfelder vom Typ (r, s) nennt man auch einfach (r, s)−Tensoren. Sind T a1...arb1...bs

die
Komponenten eines (r, s)−Tensors T bezüglich der Basen {∂1, . . . , ∂m} und

{
dx1, . . . , dxm

}
, dann gilt4:

(1.7) T =

m∑
a1=1

. . .

m∑
ar=1

m∑
b1=1

. . .

m∑
bs=1

T a1...arb1...bs
∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs

1.3.2. Vektorfelder und 1-Formen als Tensoren.
Ein Vektor v ∈ TpM ist ein kontravarianter (1, 0)−Tensor in p ∈ M. Bezüglich der Koordinatenfelder ∂k hat v die
Darstellung v =

∑m
k=1 v

k∂k, siehe (1.2). Eine 1-Form ω ∈ T ∗pM ist ein kovarianter (0, 1)−Tensor in p und lässt sich
nach (1.4) mit Hilfe der Basis dxk darstellen als ω =

∑m
k=1 ωkdx

k. Wendet man ω auf den Vektor v an, so ergibt sich
der skalare (0, 0)−Tensor ω (v). Die Operation ω (v) ist die Kontraktion C des Tensors ω ⊗ v. Das Tensorprodukt
ω ⊗ v ergibt einen (1, 1)−Tensor mit den Komponenten T ki = ωiv

k. Die Kontraktion

(1.8) C (ω ⊗ v) =

m∑
k=1

T kk =

m∑
k=1

ωkv
k

verhält sich e�ektiv wie ein Skalarprodukt. Zur Unterscheidung zum �echten� Skalarprodukt 〈·, ·〉 wird hier für das
Anwenden einer 1-Form ω auf einen Vektor v die Dirac-Schreibweise 〈ω | v〉 verwendet. Anwenden der dxi auf die
Koordinatenfelder ∂k ergibt

dxi (∂k) :=
〈
dxi | ∂k

〉
= δik :=

{
1 for i = k
0 for i 6= k

und damit:

ω (v) := 〈ω | v〉 =

〈
m∑
i=1

ωidx
i |

m∑
k=1

vk∂k

〉
=

m∑
i=1

m∑
k=1

ωiv
k
〈
dxi | ∂k

〉
=

m∑
k=1

ωkv
k

1.4. Metrik.

Die Geometrie einer MannigfaltigkeitM wird vollständig beschrieben durch den metrischen Tensor g. An einem Punkt
p ∈ M ist g ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Punktweise erhält man so die Metrik g auf M als kovariantes
(0, 2)−Tensorfeld. Seien xk Koordinaten vonM, dann bezeichne

gik := g (∂i, ∂k)

die Komponenten von g bezüglich der Koordinatenfelder ∂k. Für v, w ∈ TpM erhält man mit (1.2)

(1.9) g (v, w) = g

(
m∑
i=1

vi∂i,

m∑
k=1

wk∂k

)
=

m∑
i=1

m∑
k=1

gikv
iwk

wobei vk und wk die Komponenten von v und w bezüglich der Koordinatenbasis sind. Nach (1.7) lässt sich der
(0, 2)−Tensor g auch schreiben als:

(1.10) ds2 =

m∑
i=1

m∑
k=1

gik dx
i � dxk

Auf das Tensorproduktzeichen � wird bei der Schreibweise der Metrik meistens verzichtet. Die Signatur einer Metrik
g im Punkt p ist de�niert als das Tupel (σ1, σ2), wobei σ1 die Anzahl der positiven und σ2 die Anzahl der nega-
tiven Eigenwerte der Matrix (gik) in p ist. Wenn die Signatur der Metrik einer m−dimensionalen Mannigfaltigkeit
(1,m− 1) ist, so nennt manM eine Lorentz Mannigfaltigkeit. Die Raumzeit der Allgemeinen Relativitätstheorie ist
eine vierdimensionale Lorentz Mannigfaltigkeit, sie wird durch eine Metrik der Signatur (1, 3) beschrieben.

4Mit der Einsteinschen Summenkonvention verkürzt sich die Schreibweise zu T = Ta1...ar
b1...bs

∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs .



EINSTEINTENSOR - GRUNDLAGEN UND BERECHNUNG 5

1.4.1. Längen und Winkel.
Mit der Metrik g lässt sich jedem Vektor v ∈ TpM eine Länge |v|g zurodnen:

|v|g :=
√
|g (v, v)|

Der Winkel α zwischen zwei Vektoren v, w ∈ TpM ist de�niert als

cosα =
g (v, w)√

|g (v, v) g (w,w)|
Die Vektoren v und w heiÿen orthogonal wenn g (v, w) = 0.

1.4.2. Heben und senken von Indizes.
Mit Hilfe der Metrik lassen sich kovariante und kontravariante Tensoren durch einen Isomorphismus verknüpfen. Mit
den Komponenten gik der Metrik und den Komponenten gik der zu (gik) inversen Matrix lassen sich Indizes von
Tensorkomponenten heben und senken. Für einen Vektor mit den Komponenten xk gilt:

xk =

m∑
a=1

gkax
a und xk =

m∑
a=1

gkaxa

Seien Tik die Komponenten eines Tensors T , so gilt:

T ik =

m∑
a=1

giaTak und T i
k =

m∑
a=1

giaTka

Für symmetrische Tensoren T gilt Tik = Tki und man de�niert T ik := T ik = T i
k . Auÿerdem ist:

T ik =

m∑
a=1

m∑
b=1

giagkbTab

Analog lassen sich die Indizes von (r, s)−Tensoren mit den Komponenten T a1...arb1...bs
heben und senken.

1.4.3. Metrik und Inverse.
O�ensichtlich ist xb =

∑m
a=1 δ

b
ax
a. Hebt man bei xk den Index k, so folgt zusammen mit xk =

∑m
a=1 gkax

a

xb =

m∑
k=1

gbkxk =

m∑
k=1

gbk
m∑
a=1

gkax
a =

m∑
a=1

m∑
k=1

gbkgka︸ ︷︷ ︸
δba

xa

also
∑m
k=1 g

bkgka = δba. Analog ergibt sich bei xk durch senken von k zusammen mit xk =
∑m
a=1 g

kaxa der Ausdruck:

xb =

m∑
k=1

gbkx
k =

m∑
k=1

gbk

m∑
a=1

gkaxa =

m∑
a=1

m∑
k=1

gbkg
ka

︸ ︷︷ ︸
δab

xa

Tauscht man a und b gegeneinander aus, so erhält man
∑m
k=1 gakg

kb = δba. Insgesamt ergibt sich also

(1.11)
m∑
k=1

gbkgka =

m∑
k=1

gakg
kb = δba =

{
1 for a = b
0 for a 6= b

.

Lemma 1.

Bezüglich der Koordinatenbasis {∂1, . . . , ∂m} lässt sich ein Vektorfeld X darstellen als:

(1.12) X =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, X) ∂l

Beweis: Mit X =
∑m
a=1 x

a∂a folgt direkt
m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, X) ∂l =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng

(
∂n,

m∑
a=1

xa∂a

)
∂l =

m∑
a=1

m∑
l=1

m∑
n=1

glngna︸ ︷︷ ︸
δla

xa∂l

=

m∑
a=1

m∑
l=1

δlax
a∂l =

m∑
a=1

xa∂a = X

�
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2. Lie-Ableitung und kovariante Ableitung

Analog zur Ableitung für Kurven und Flächen im Rn lässen sich auch auf Mannigfaltigkeiten sogenannte Zusammen-
hänge de�nieren, durch welche die Änderung einer Abbildung (z.B. einer Funktion f oder einem Vektorfeld auf M)
in einer bestimmten Richtung beschrieben werden kann. �In einer bestimmten Richtung� bedeutet dabei entlang der
Integralkurve eines Vektorfelds. Im Folgenden seinen X,Y, Z, ξ sowie Xk mit k ∈ N hinreichend oft di�erenzierbare
Vektorfelder aufM.

2.1. Integralkurve und Fluss eines Vektorfelds.

Sei I ein o�enes Intervall I ⊂ R und µ : I →M eine Kurve auf der MannigfaltigkeitM. Für t0 ∈ I sei µ (t0) = p ein
Punkt aufM. Dann ist µ eine Integralkurve von X durch p, wenn für alle t ∈ I gilt:

µ′ (t) :=
dµ

dt
= Xµ(t)

Der Tangentialvektor von µ an jeder Stelle ist identisch mit dem Vektorfeld X an dieser Stelle.

Der Fluss Φ ist die Vereinigung der Integralkurven, wobei Φ (t, p) = µ (t). Es gilt also Φ (t0, p) = p.
(Oft wählt man t0 = 0 und die Anfangsbedingung µ (0) = p, in diesem Fall ist Φ (0, p) = p.)

Bildquelle: Wikipedia

2.2. Lie-Ableitung.
Sei f eine skalares Feld, d.h. eine Funktion f :M→ R. Die Lie-Ableitung LXf ist per De�nition die Änderung der
Funktion f entlang der Flusslinie (Integralkurve) des Vektorfelds X. Es ist

(2.1) LX (f) = LXf := Xf

wobei punktweise an einer Selle p gilt Xpf =< Xp,∇f >. Um die Lie-Ableitung auf Vektorfelder anzuwenden,
postuliert man die Produktregel

(2.2) LX (Y f) = LX (Y ) f + Y LX (f) = LXY f + Y LXf︸︷︷︸
=Xf

Dabei ist Y f wie f eine skalare Funktion, nach (2.1) gilt also LX (Y f) = X (Y f) = XY f und damit wird (2.2) zu

XY f = LXY f + Y Xf

also folgt LXY f = XY f − Y Xf = [X,Y ] f , also

(2.3) LXY = [X,Y ]

2.2.1. Lie-Ableitung von Tensorfeldern.
Seien X1, . . . , Xr und Z Vektorfelder und T ein Tensor vom Typ (0, s). Nach De�nition ist:

(LZT ) (X1, . . . , Xs) = Z (T (X1, . . . , Xs))−
s∑

k=1

T (X1, . . . , Xk−1, LZXk, Xk+1, . . . , Xs)(2.4)

Für einen Tensor T vom Typ (1, s) ist de�niert:

(LZT ) (X1, . . . , Xs) = LZT (X1, . . . , Xs)−
s∑

k=1

T (X1, . . . , Xk−1, LZXk, Xk+1, . . . , Xs)(2.5)

Für eine Metrik als Tensor vom Typ (0, 2) ergibt sich zusammen mit (2.3):

(LXg) (Y, Z) = Xg (Y,Z)− g (LXY, Z)− g (Y,LXZ)(2.6)

= Xg (Y,Z)− g ([X,Y ] , Z)− g (Y, [X,Z])
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Lemma 2. Jacobi-Identität
Für die Lieklammer gilt:

(2.7) J (X,Y, Z) := [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

Beweis: Anwenden auf eine hinreichend oft di�erenzierbare beliebige Funktion f ergibt:

J (X,Y, Z) f = X [Y, Z] f − [Y,Z]Xf + Y [Z,X] f − [Z,X]Y f + Z [X,Y ] f − [X,Y ]Zf

= XY Zf︸ ︷︷ ︸
(1)

−XZY f︸ ︷︷ ︸
(2)

−Y ZXf︸ ︷︷ ︸
(3)

+ZY Xf︸ ︷︷ ︸
(4)

+Y ZXf︸ ︷︷ ︸
(3)

−Y XZf︸ ︷︷ ︸
(5)

−ZXY f︸ ︷︷ ︸
(6)

+XZY f︸ ︷︷ ︸
(2)

+ZXY f︸ ︷︷ ︸
(6)

−ZY Xf︸ ︷︷ ︸
(4)

−XY Zf︸ ︷︷ ︸
(1)

+Y XZf︸ ︷︷ ︸
(5)

= 0 �

2.3. Kovariante Ableitung.
An jedem Punkt p ∈M ordnet ein (beliebiger) linearer Zusammenhang ∇ dem Vektorfeld X einen Di�erentialoperator
∇X zu, so dass Y auf das Vektorfeld ∇XY mit folgenden Eigenschaften abbgebildet wird:

(1) Anwenden des Operators ∇ auf das Produkts eines Vektorfeldes mit einer skalaren Funktion f erfolgt nach
der Produktregel:

∇X (fY ) = X (f)Y + f∇XY
(2) Der Zusammenhang ∇XY ist linear über C∞ (M) in X und R−linear in Y . Für skalare Funktionen f und h

sowie für Konstanten a0, b0 ∈ R gilt:

∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z und ∇X (a0Y + b0Z) = a0∇XY + b0∇XZ

2.3.1. Torsionstensor.
Der Torsionstensor eines Zusammenhangs ∇ ist gegeben durch:

T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ]

2.3.2. Levi-Civita Zusammenhang.
Auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert unter den linearen Zusammenhängen ∇ ein eindeutig
bestimmter Zusammenhang ∇ (Levi-Civita Zusammenhang), welcher torsionsfrei (T ≡ 0)5 ist6

[X,Y ] = ∇XY −∇YX(2.8)

und die folgende Produktregel erfüllt:

(2.9) Xg (Y,Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ)

Theorem 3. Levi-Civita Formel
Torsionsfreiheit (2.8) zusammen mit der Produktregel (2.9) ist equivalent zur Levi-Civita Formel:

(2.10) g (∇XY,Z) =
1

2
{Xg (Y, Z) + Y g (Z,X)− Zg (X,Y ) + g (Z, [X,Y ]) + g (Y, [Z,X])− g (X, [Y,Z])}

Proof. Mit der Produktregel ist Xg (Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) sowie Y g (Z,X) = g (∇Y Z,X) + g (Z,∇YX)
und Zg (X,Y ) = g (∇ZX,Y ) + g (X,∇ZY ) und es ergibt sich

Xg (Y,Z) + Y g (Z,X)− Zg (X,Y ) = g (∇XY,Z) + g (Y,∇XZ) + g (∇Y Z,X) + g (Z,∇YX)

−g (∇ZX,Y )− g (X,∇ZY )

= g (∇XY,Z) + g (Y,∇XZ −∇ZX)︸ ︷︷ ︸
=−g(Y,[Z,X])

+ g (∇Y Z −∇ZY,X)︸ ︷︷ ︸
=g(X,[Y,Z])

+g (Z,∇YX)

= 2 · g (∇XY,Z)− g (Y, [Z,X]) + g (X, [Y,Z]) + g (Z,∇YX)− g (∇XY, Z)︸ ︷︷ ︸
=−g(Z,[X,Y ])

also
2 · g (∇XY, Z) = Xg (Y, Z) + Y g (Z,X)− Zg (X,Y ) + g (Z, [X,Y ]) + g (Y, [Z,X])− g (X, [Y,Z])

Division durch 2 ergibt die Levi-Civita Formel (2.10). �

5Der Torsionstensor eines Zusammenhangs ∇ ist durch T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ] gegeben. Für den torsionsfreien Zusammen-
hang ∇ erhält man also Gleichung (2.8).

6Bei einem torsionsfreien Zusammenhang unterscheiden sich die kovarianten Ableitungen ∇XY und ∇YX also o�enbar durch die
Lie-Ableitung. Zusammen mit (2.3) folgt ∇XY = ∇YX + [X,Y ] also ∇XY = ∇YX + LXY .
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2.3.3. Kovariante Ableitung in Koordinatendarstellung.
Sei {∂1, . . . , ∂m} die Koordinatenbasis der MannigfaltigkeitM. Ein Vektorfeld Y ∈ TM lässt sich dann (punktweise)
darstellen als:

(2.11) Y =

m∑
n=1

yn∂n

Im Folgenden wird für die kovariante Ableitung die abkürzenden Schreibweise

∇kY := ∇∂kY = ∇ ∂

∂xk
Y

∇kn := ∇∂k∂n = ∇ ∂

∂xk

∂

∂xn

verwendet. Seien Γlkn die Komponenten von ∇kn bezüglich der Koordinatenbasis, so gilt:

∇kn =

m∑
a=1

Γakn∂a(2.12)

Mit der Produktregel erhält man dann

∇kY = ∇k

(
m∑
n=1

yn∂n

)
=

m∑
n=1

(∂ky
n · ∂n + yn∇kn)

=

m∑
n=1

(
∂ky

n · ∂n + yn
m∑
l=1

Γlkn∂l

)
=

m∑
n=1

∂ky
n · ∂n +

m∑
n=1

m∑
l=1

ynΓlkn∂l

Anwenden der 1-Form dxa auf diesen Term liefert die a−te Komponente von ∇kY bezüglich des Koordinatenbasisvek-
tors ∂a. Diese wird auch mit ya;k bezeichnet:

ya;k = 〈dxa | ∇kY 〉 =

〈
dxa |

m∑
n=1

∂ky
n · ∂n +

m∑
n=1

m∑
l=1

ynΓlkn∂l

〉
(2.13)

=

m∑
n=1

∂ky
n · 〈dxa | ∂n〉︸ ︷︷ ︸

δan

+

m∑
n=1

m∑
l=1

ynΓlkn 〈dxa | ∂l〉︸ ︷︷ ︸
δal

= ∂ky
a +

m∑
n=1

ynΓakn

Das Vektorfeld ∇kY erhält man also aus

Y;k := ∇kY =

m∑
a=1

ya;k∂a =

m∑
a=1

(
∂ky

a +

m∑
n=1

Γakny
n

)
∂a

2.3.4. Levi-Civita Formel und Christo�elsymbole.
Wählt man X = ∂k, Y = ∂l und Z = ∂n in der Levi-Civita Formel (2.10) so folgt

g (∇kl, ∂n) =
1

2
{∂kg (∂l, ∂n) + ∂lg (∂n, ∂k)− ∂ng (∂k, ∂l)} =

1

2
{∂kgln + ∂lgnk − ∂ngkl}

da die Lieklammer von Koordinatenfeldern verschwindet, d.h. [∂i, ∂k] = 0. Wegen

∇kl =

m∑
a=1

Γakl∂a

Ergibt sich für die linke Seite der Gleichung

(2.14) g (∇kl, ∂n) = g

(
m∑
a=1

Γakl∂a, ∂n

)
=

m∑
a=1

ganΓakl =: Γkln

und damit die Christo�elsymbole erster Ordnung

(2.15) Γkln =
1

2
{∂kgln + ∂lgnk − ∂ngkl} .
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Wegen Γhik =
∑m
n=1 g

hnΓikn erhält man die Christo�elsymbole zweiter Ordnung durch:

Γhik =
1

2

m∑
n=1

ghn {∂igkn + ∂kgni − ∂ngik}(2.16)

Aus der Symmetrie der Metrik gik = gki folgt direkt

Γhki =
1

2

m∑
n=1

ghn {∂kgin + ∂ignk − ∂ngki} =
1

2

m∑
n=1

ghn {∂igkn + ∂kgni − ∂ngik} = Γnik

also die Symmetrie:

(2.17) Γnik = Γnki

Insbesondere folgt deswegen natürlich für die kovariante Ableitung von Koordinatenfeldern ∇ik = ∇ki.

2.4. Kovariante Ableitung von Tensorfeldern.

Seien T , S Tensoren und X ∈ TM ein Vektorfeld. Für die kovariante Ableitung von Tensorfeldern fordert man die
Produktregel

(2.18) ∇X (T ⊗ S) = (∇XT )⊗ S + T ⊗ (∇XS)

und die Vertauschbarkeit mit der Spurbildung, bzw. Kontraktion:

(2.19) ∇X (C (T )) = C (∇XT )

Angewandt auf eine skalare Funktion f ist ∇Xf = Xf . Angewandt auf einen Vektor Y ∈ TM entspricht der
Zusammenhang dem bereits Eingeführten.

2.4.1. Kovariante Ableitung von 1-Formen.
Das Anwenden einer 1-Form ω ∈ T ∗M auf ein Vektorfeld Y ∈ TM entspricht der Kontraktion

C (ω ⊗ Y ) = 〈ω | Y 〉

des Tensors ω ⊗ Y und ergibt einen Skalar. Wendet man auf diesen die kovariante Ableitung ∇X an, so erhält man
mit (2.19) und der Produktregel (2.18):

∇X (C (ω ⊗ Y )) = C (∇X (ω ⊗ Y )) = C ((∇Xω)⊗ Y + ω ⊗ (∇XY )) = C ((∇Xω)⊗ Y ) + C (ω ⊗ (∇XY ))

Da die Kontraktion C (ω ⊗ Y ) eine skalare Funktion ist, gilt hier ∇X (C (ω ⊗ Y )) = X (C (ω ⊗ Y )) und damit

X (C (ω ⊗ Y )) = C ((∇Xω)⊗ Y ) + C (ω ⊗ (∇XY ))

oder in der kürzeren Schreibweise

(2.20) X 〈ω | Y 〉 = 〈∇Xω | Y 〉+ 〈ω | ∇XY 〉 .

Die kovariante Ableitung einer 1-Form ω kann also durch die Gleichung

〈∇Xω | Y 〉 = X 〈ω | Y 〉 − 〈ω | ∇XY 〉(2.21)

de�niert werden. Insbesondere folgt aus Gleichung (2.21) für X = ∂k, ω = dxn und Y = ∂a:

〈∇kdxn | ∂a〉 = ∂k 〈dxn | ∂a〉 − 〈dxn | ∇ka〉 = ∂kδ
n
a︸︷︷︸

=0

−

〈
dxn |

m∑
l=1

Γlka∂l

〉
= −Γnka.

In der Darstellung bezüglich der Koordinatenbasis ergibt sich

∇kdxn =

m∑
a=1

〈∇kdxn | ∂a〉 dxa = −
m∑
a=1

Γnkadx
a.

Also die Komponenten der kovarianten Ableitungen von ∂n und dxn gegeben durch:

∇kn := ∇ ∂

∂xk

∂

∂xn
=

m∑
a=1

Γakn∂a

∇kdxn := ∇ ∂

∂xk
dxn = −

m∑
a=1

Γnkadx
a

Die a−te Komponente der kovarianten Ableitung ∇kω einer 1-Form ω erhält man durch anwenden von ∇kω auf das
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Koordinatenbasisfeld ∂a. Nach Gleichung (2.21) ergibt sich für Koordinatenfelder X = ∂k und Y = ∂a zusammen mit
ω =

∑m
i=1 ωidx

i und ∇ka =
∑m
n=1 Γnka∂n:

ωa;k = 〈∇kω | ∂a〉 = ∂k 〈ω | ∂a〉 − 〈ω | ∇ka〉

= ∂k

〈
m∑
i=1

ωidx
i | ∂a

〉
−

〈
m∑
i=1

ωidx
i |

m∑
n=1

Γnka∂n

〉

=

m∑
i=1

∂kωi
〈
dxi | ∂a

〉︸ ︷︷ ︸
δia

−
m∑
i=1

m∑
n=1

ωiΓ
n
ka

〈
dxi | ∂n

〉︸ ︷︷ ︸
δin

= ∂kωa −
m∑
n=1

ωnΓnka

Die kovariante Ableitung ∇kω erhält man also aus

ω;k := ∇kω =

m∑
a=1

ωa;kdx
a =

m∑
a=1

(
∂kωa −

m∑
n=1

ωnΓnka

)
dxa

Insgesamt ergibt sich für die kovariante Ableitung von einem Vektor mit den Komponenten ya und einer 1-Form mit
den Komponenten ωa in der klassischen Schreibweise:

ya;k = ∂ky
a +

m∑
n=1

Γakny
n

ωa;k = ∂kωa −
m∑
n=1

ωnΓnka

2.4.2. Kovariante Ableitung von (r, s)−Tensoren.
Die kovariante Ableitung lässt sich auf einen (r, s)−Tensor übertragen. Nach (1.6) fassen wir den (r, s)−Tensor T als
multilineare Abbildung

T : T ∗M× . . .× T ∗M︸ ︷︷ ︸
r

× TM× . . .× TM︸ ︷︷ ︸
s

→ R

auf. Seien Ω1, . . . ,Ωr ∈ T ∗M und Z, X1, . . . , Xs ∈ TM dann ist die kovariante Ableitung des (r, s)−Tensors de�niert
als

(∇ZT ) (Ω1, . . . ,Ωr , X1, . . . , Xs) = Z (T (Ω1, . . . ,Ωr , X1, . . . , Xs))(2.22)

−
r∑
i=1

T (Ω1, . . . ,Ωi−1, ∇ZΩi, Ωi+1, . . . ,Ωr , X1, . . . , Xs)

−
s∑
j=1

T (Ω1, . . . ,Ωr , X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs)

Nach Gleichung (1.7) besitzt ein (r, s)−Tensor T die Darstellung

T =

m∑
a1,...ar, b1,...bs=1

T (dxa1 , . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bs)︸ ︷︷ ︸
T

a1...ar
b1...bs

∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs

Für Z = ∂k, Ωi = dxai und Xj = ∂bj in Gleichung (2.22) folgt für die kovarianten Ableitung:

(∇kT ) (dxa1 , . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bs) = ∂kT (dxa1 , . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bs)

−
r∑
i=1

T (dxa1 , . . . , dxai−1 , ∇kdxai , dxai+1 . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bs)

−
s∑
j=1

T
(
dxa1 , . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bj−1

, ∇k∂bj , ∂bj+1
, . . . , ∂bs

)
Zusammen mit

∇kdxai = −
m∑
p=1

Γaikpdx
p und ∇k∂bj =

m∑
q=1

Γqkbj∂q
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und der Linearität des Tensors erhält man

∇kT a1...arb1...bs
= ∂kT

a1...ar
b1...bs

+

r∑
i=1

m∑
p=1

ΓaikpT (dxa1 , . . . , dxai−1 , dxp, , dxai+1 . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bs)

−
s∑
j=1

m∑
q=1

ΓqkbjT
(
dxa1 , . . . , dxar , ∂b1 , . . . , ∂bj−1

, ∂q , ∂bj+1
, . . . , ∂bs

)

= ∂kT
a1...ar
b1...bs

+

r∑
i=1

m∑
p=1

ΓaikpT
a1...ai−1p ai+1...ar
b1...bs

−
s∑
j=1

m∑
q=1

ΓqkbjT
a1...ar
b1...bj−1q bj+1...bs

Die Summen über p und q laufen beide von 1 bis m. Durch umbenennen von p und q jeweils in n erhält man

∇kT a1...arb1...bs
= ∂kT

a1...ar
b1...bs

+

m∑
n=1

 r∑
i=1

ΓaiknT
a1...ai−1nai+1...ar
b1...bs

−
s∑
j=1

ΓnkbjT
a1...ar
b1...bj−1n bj+1...bs



Beim kovarianten Ableiten eines (r, s)−Tensors T wird also zur gewöhnlichen Ableitung ∂kT
a1...ar
b1...bs

für jeden der r oberen Indizes der entsprechnende Term
m∑
n=1

ΓaiknT
a1...ai−1nai+1...ar
b1...bs

addiert und

für jeden der s unteren Indizes der entsprechnende Term
m∑
n=1

ΓnkbjT
a1...ar
b1...bj−1n bj+1...bs

subtrahiert.

Oft wird die Schreibweise T a1...arb1...bs;k verwendet, die kovariante Ableitung des (r, s)−Tensors ist also:

T a1...arb1...bs;k = ∂kT
a1...ar
b1...bs

+

m∑
n=1

Γa1knT
na2...ar
b1...bs

+

m∑
n=1

Γa2knT
a1na3...ar
b1...bs

+ · · ·+
m∑
n=1

ΓarknT
a1...ar−1n
b1...bs

−
m∑
n=1

Γnkb1T
a1...ar
n b2...bs

−
m∑
n=1

Γnkb2T
a1...ar
b1n b3...bs

− · · · −
m∑
n=1

ΓnkbsT
a1...ar
b1...bs−1n

Beispiele:

(1) Seien Rabcd die Komponenten eines (1, 3)−Tensors R, dann ist:

Rabcd;k = ∂kR
a
bcd +

m∑
n=1

ΓaknR
n
bcd −

m∑
n=1

ΓnkbR
a
ncd −

m∑
n=1

ΓnkcR
a
bnd −

m∑
n=1

ΓnkdR
a
bcn

(2) Für den Metrischen (0, 2)−Tensor g ist (∇Xg) (Y,Z) = Xg (Y,Z)− g (∇XY,Z)− g (Y,∇XZ) und für den
Levi-Civita Zusammenhang ∇ folgt wegen ∇Xg = 0 die Produktregel (2.9).

gik;l = ∂lgik −
m∑
n=1

gnkΓnil −
m∑
n=1

ginΓnkl

(2.16)
= ∂lgik −

m∑
n=1

gkn ·
1

2

m∑
p=1

gnp {∂iglp + ∂lgpi − ∂pgil} −
m∑
n=1

gin ·
1

2

m∑
p=1

gnp {∂kglp + ∂lgpk − ∂pgkl}

= ∂lgik −
1

2

m∑
p=1

m∑
n=1

gkng
np

︸ ︷︷ ︸
δpk

{∂iglp + ∂lgpi − ∂pgil} −
1

2

m∑
p=1

m∑
n=1

ging
np

︸ ︷︷ ︸
δpi

{∂kglp + ∂lgpk − ∂pgkl}

= ∂lgik −
1

2
{∂iglk + ∂lgki − ∂kgil} −

1

2
{∂kgli + ∂lgik − ∂igkl} = 0



EINSTEINTENSOR - GRUNDLAGEN UND BERECHNUNG 12

2.5. Kovariante Ableitung von (1, s)−Tensoren und die Metrik.

Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes Y nach ∂k ergibt wieder ein Vektorfeld ∇kY , dessen a-te Komponente
durch ya;k = ∂ky

a +
∑m
n=1 Γakny

n gegeben ist, vgl. (2.13). Ein (1, s)−Tensors T (mit den Komponenten T ab1...bs)
ausgewertet �an der Stelle� X1, . . . , Xs ist eine vektorielle Gröÿe. Die kovariante Ableitung eines (1, s)−Tensors ist
in der Form (∇kT ) (X1, . . . , Xs) wieder ein Vektorfeld. Sie enthält zudem einen Teil, welcher als Komponente der
kovariante Ableitung eines Vektorfeldes, also ∇k (T (X1, . . . , Xs)), interpretiert werden kann:

T ab1...bs;k = ∂kT
a
b1...bs +

m∑
n=1

ΓaknT
n
b1...bs︸ ︷︷ ︸

∇k von T als "Vektor"

−
m∑
n=1

Γnkb1T
a
n b2...bs − · · · −

m∑
n=1

ΓnkbsT
a
b1...bs−1n

Dementsprechend lässt sich die kovariante Ableitung eines (1, s)−Tensors schreiben als:

(2.23) (∇ZT ) (X1, . . . , Xs) = ∇Z (T (X1, . . . , Xs))−
s∑
j=1

T (X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs)

Die die kovariante Ableitung eines (1, s)−Tensors durch Gleichung (2.23) zu beschreiben lässt sich aber auch in
koordinateninvarianter Schreibweise motivieren. Den (1, s)−Tensoren kommt eine besondere Bedeutung zu, da sie
über die Metrik g mit einem entsprechnenden (0, s+ 1)−Tensor identi�ziert werden können. Sei T ein (1, s)−Tensor,
dann gibt es einen zugehörigen (0, s+ 1)−Tensor t, dessen Komponenten durch senken des oberen Index mit Hilfe der
Metrik g zustande kommen. Wir de�nieren:

(2.24) t (X1, . . . , Xs, Y ) := g (T (X1, . . . , Xs) , Y )

Betrachte zunächst einen (1, 1)−Tensor T und den zugehörigen (0, 2)−Tensor t (X,Y ) = g (T (X) , Y ). Es ist dann:

(∇Zt) (X,Y )
(2.22)

= Z (t (X,Y ))− t (∇ZX,Y )− t (X,∇ZY )

(??)
= Zg (T (X) , Y )− g (T (∇ZX) , Y )− g (T (X) ,∇ZY )

(2.9)
= g (∇ZT (X) , Y ) + g (T (X) ,∇ZY )− g (T (∇ZX) , Y )− g (T (X) ,∇ZY )

= g (∇ZT (X) , Y )− g (T (∇ZX) , Y ) = g (∇ZT (X)− T (∇ZX) , Y )

Sinnvollerweise lässt sich die kovariante Ableitung des (1, 1)−Tensors also durch (∇ZT ) (X) = ∇ZT (X) − T (∇ZX)
ausdrücken, so dass für die kovariante Ableitung der Bilinearform t gilt:

(2.25) (∇Zt) (X,Y ) = g ((∇ZT ) (X) , Y )

Diese Überlegungen lassen sich nun verallgemeinern. Für die kovariante Ableitung des (0, s+ 1)−Tensors t gilt analog:

(∇Zt) (X1, . . . , Xs, Y )
(2.22)

= Z (t (X1, . . . , Xs, Y ))

−
s∑
j=1

t (X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs, Y )− t (X1, . . . , Xs,∇ZY )

(2.24)
= Zg (T (X1, . . . , Xs) , Y )

−
s∑
j=1

g (T (X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs) , Y )− g (T (X1, . . . , Xs) ,∇ZY )

(2.9)
= g (∇ZT (X1, . . . , Xs) , Y ) + g (T (X1, . . . , Xs) ,∇ZY )

−
s∑
j=1

g (T (X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs) , Y )− g (T (X1, . . . , Xs) ,∇ZY )

= g

∇ZT (X1, . . . , Xs)−
s∑
j=1

T (X1, . . . , Xj−1, ∇ZXj , Xj+1, . . . , Xs) , Y


(2.23)

= g ((∇ZT ) (X1, . . . , Xs) , Y )
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2.6. Killing Vektorfelder.
Ein Killing Vektorfeld ξ zeichnet sich dadurch aus, dass die Metrik unverändert bleibt, wenn man sich in Richtung ξ
bewegt. Die Änderung der Metrik g entlang der Flusslinie eines Killingfeldes ξ ist also Null:

Lξg = 0

Nach Gleichung (2.6) folgt 0 = (Lξg) (Y, Z) = ξg (Y,Z)− g ([ξ, Y ] , Z)− g (Y, [ξ, Z]) für ein Killingfeld ξ, also erhält
man die Gleichung:

(2.26) ξg (Y, Z) = g ([ξ, Y ] , Z) + g (Y, [ξ, Z])

Wendet man die Produktregel (2.9) auf der linken Seite dieser Gleichung an und nutzt ferner die Torsionsfreiheit (2.8),
dann folgt

g (∇ξY,Z) + g (Y,∇ξZ) = g (∇ξY −∇Y ξ, Z) + g (Y,∇ξZ −∇Zξ)
= g (∇ξY,Z)− g (∇Y ξ, Z) + g (Y,∇ξZ)− g (Y,∇Zξ)

und es ergibt sich die Killing Gleichung in der Form

(2.27) g (∇Y ξ, Z) + g (Y,∇Zξ) = 0.

Koordinatenbasis für Killingfelder
Wählt man in Gleichung (2.27) Y = ∂i und Z = ∂k so folgt

0 = g (∇iξ, Z) + g (Y,∇kξ) = g

(
m∑
a=1

ξa;i∂a, ∂k

)
+ g

(
∂i,

m∑
a=1

ξa;k∂a

)

=

m∑
a=1

g (∂a, ∂k)︸ ︷︷ ︸
gak

ξa;i +

m∑
a=1

g (∂i, ∂a)︸ ︷︷ ︸
gia

ξa;k =

m∑
a=1

gakξ
a
;i︸ ︷︷ ︸

=ξk;i

+

m∑
a=1

giaξ
a
;k︸ ︷︷ ︸

=ξi;k

und es ergibt sich die Killing Gleichung
ξk;i + ξi;k = 0

Berechnung von Killing Feldern

Der Term ∇kξ lässt sich darstellen als ∇kξ =

m∑
a=1

(
∂kξ

a +

m∑
n=1

Γaknξ
n

)
∂a. Aus der Killing Gleichung (2.27) ergibt sich

damit:

0 = g (∇iξ, ∂k) + g (∂i,∇kξ) = g

(
m∑
a=1

(
∂iξ

a +

m∑
n=1

Γainξ
n

)
∂a, ∂k

)
+ g

(
∂i,

m∑
a=1

(
∂kξ

a +

m∑
n=1

Γaknξ
n

)
∂a

)

=

m∑
a=1

{
gak

(
∂iξ

a +

m∑
n=1

Γainξ
n

)
+ gia

(
∂kξ

a +

m∑
n=1

Γaknξ
n

)}

=

m∑
a=1

(gak∂iξ
a + gia∂kξ

a) +

m∑
n=1

m∑
a=1

gakΓain︸ ︷︷ ︸
Γink

ξn +

m∑
n=1

m∑
a=1

giaΓakn︸ ︷︷ ︸
Γkni

ξn

=

m∑
a=1

(gak∂iξ
a + gia∂kξ

a) +

m∑
n=1

(Γinkξ
n + Γkniξ

n)

In der zweiten Summe lässt sich der Index n umbenennen in a. Zusammen mit Γabc =
1

2
{∂agbc + ∂bgca − ∂cgab} ergibt

sich also

0 =

m∑
a=1

(gak∂iξ
a + gia∂kξ

a + Γiakξ
a + Γkaiξ

a)

=

m∑
a=1

(
gak∂iξ

a + gia∂kξ
a +

1

2
{∂igak + ∂agki − ∂kgia} ξa +

1

2
{∂kgai + ∂agik − ∂igka} ξa

)
Wegen der Symmetrie der Metrik gilt gik = gki fallen vier Terme heraus, die Killing Gleichung wird zu:

m∑
a=1

(gak∂iξ
a + gia∂kξ

a + ∂agikξ
a) = 0
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3. Zweite kovariante Ableitung

Der Levi-Civita Zusammenhang ∇XY ist als linearer Zusammenhang linear über C∞ (M) in X, siehe 2.3. Für
Vektorfelder V und X =

∑m
i=1 x

i∂i gilt also:

∇XV = ∇∑m
i=1 x

i∂iV =

m∑
i=1

xi∇∂iV :=

m∑
i=1

xi∇iV

Dementsprechend lässt sich die zweite kovariante Ableitung eines Vektorfeldes V nachX und Y =
∑m
k=1 y

k∂k de�nieren
als:

(3.1) ∇2
X,Y V :=

m∑
i=1

m∑
k=1

xiyk∇i∇kV

Für den Ausdruck ∇x∇yZ erhält man mit der Produktregel

∇x∇yV = ∇∑m
i=1 x

i∂i∇∑m
k=1 y

k∂kV =

m∑
i=1

xi∇i

(
m∑
k=1

yk∇kV

)
=

m∑
i=1

m∑
k=1

xi∇iyk · ∇kV +

m∑
i=1

m∑
k=1

xiyk∇i∇kV

Die letzte Doppelsumme ist nach De�nition (3.1) der Term ∇2
X,Y V . Für die andere Doppelsumme erhält man wegen

der Linearität der kovarianten Ableitung

m∑
i=1

m∑
k=1

xi∇iyk · ∇kV = ∇∑m
i=1

∑m
k=1 x

i∇iyk·∂kV = ∇∑m
i=1 x

i∇iY V = ∇∇XY V

Aus ∇X∇Y V = ∇2
X,Y V +∇∇XY V folgt damit für die zweite kovariante Ableitung:

(3.2) ∇2
X,Y V = ∇X∇Y V −∇∇XY V

3.0.1. Zweite kovariante Ableitung in Koordinatendarstellung.
Wählt man in Gleichung (3.2) X = ∂i, Y = ∂k und V = ∂n so folgt:

∇2
i,k n : = ∇2

∂i,∂k
∂n = ∇i∇kn −∇∇ik

∂n = ∇i

(
m∑
h=1

Γhkn∂h

)
−∇∑m

b=1 Γb
ik∂b

∂n

=

m∑
h=1

(
∂i
[
Γhkn

]
· ∂h + Γhkn∇ih

)
−

m∑
b=1

Γbik∇bn =

m∑
h=1

(
∂i
[
Γhkn

]
· ∂h + Γhkn

m∑
c=1

Γcih∂c

)
−

m∑
b=1

Γbik

m∑
l=1

Γlbn∂l

=

m∑
h=1

∂i
[
Γhkn

]
· ∂h +

m∑
h=1

m∑
c=1

ΓhknΓcih∂c −
m∑
b=1

m∑
l=1

ΓbikΓlbn∂l

Für die a−te Komponente der zweiten kovarianten Ableitung gilt:

〈
dxa | ∇2

i,k n

〉
=

〈
dxa |

m∑
h=1

∂i
[
Γhkn

]
· ∂h +

m∑
h=1

m∑
c=1

ΓhknΓcih∂c −
m∑
b=1

m∑
l=1

ΓbikΓlbn∂l

〉

= ∂iΓ
a
kn +

m∑
h=1

ΓhknΓaih −
m∑
b=1

ΓbikΓabn

Umbennen von b in h ergibt also〈
dxa | ∇2

i,k n

〉
= ∂iΓ

a
kn +

m∑
h=1

ΓhknΓaih −
m∑
h=1

ΓhikΓahn = ∂iΓ
a
kn +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaih − ΓhikΓahn

)
und für die zweite kovariante Ableitung folgt damit:

(3.3) ∇2
i,k n =

m∑
a=1

(
∂iΓ

a
kn +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaih − ΓhikΓahn

))
∂a
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3.1. Riemannscher Krümmungstensor.
Der Riemannsche Krümmungstensor ist ein (1, 3)−Tensor. Sind X,Y, Z ∈ TM drei Cr Vektorfelder, dann ist der
Riemannsche Krümmungstensor ein Cr−2 Vektorfeld. Er kann mit Hilfe des Levi-Civita Zusammenhangs ∇ de�niert
werden durch:

(3.4) R (X,Y )Z = ∇2
X,Y Z −∇2

Y,XZ

Aus Gleichung (3.2) folgt damit

R (X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇∇XY Z − (∇Y∇XZ −∇∇YXZ) = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇∇XY Z +∇∇YXZ

= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇∇XY−∇YXZ.

Wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs ist ∇XY −∇YX = [X,Y ], siehe (2.8) und man erhält:

R (X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z(3.5)

3.1.1. Riemanntensor in Koordinatendarstellung.
Als (1, 3)−Tensor besitzt der Riemannsche Krümmungstensor nach (1.7) die Koordinatendarstellung

R =

m∑
i,k,n,a=1

Ranik dx
i ⊗ dxk ⊗ dxn ⊗ ∂a

wobei zusammen mit (3.4) und Γhik = Γhki (siehe 2.17) gilt

Ranik = 〈dxa | R (∂i, ∂k) ∂n〉 =
〈
dxa | ∇2

i,k n −∇2
k,i n

〉
=

〈
dxa | ∇2

i,k n

〉
−
〈
dxa | ∇2

k,i n

〉
= ∂iΓ

a
kn +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaih − ΓhikΓahn

)
−

{
∂kΓain +

m∑
h=1

(
ΓhinΓakh − ΓhkiΓ

a
hn

)}

= ∂iΓ
a
kn − ∂kΓain +

m∑
h=1

ΓhknΓaih−ΓhikΓahn + ΓhkiΓ
a
hn︸ ︷︷ ︸

=0

−ΓhinΓakh


also

(3.6) Ranik = ∂iΓ
a
kn − ∂kΓain +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaih − ΓhinΓakh

)
und damit:

R (∂i, ∂k) ∂n =

m∑
a=1

Ranik∂a =

m∑
a=1

{
∂iΓ

a
kn − ∂kΓain +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaih − ΓhinΓakh

)}
∂a(3.7)

Die letzten beiden unteren Indizes i und k in Ranik sind also hier den ersten beiden VektorfeldernX und Y in R (X,Y )Z
zugeordnet, der erste untere Index n dementsprechend dem letzten Vektorfeld Z. Diese Notation wird in der Literatur
am häu�gsten verwendet, unter anderem in [3] und [4]. In der Literatur �ndet man auch andere Notationen, welche
eine andere Reihenfolge der Indizes vorsehen. In [2] z.B. sind die Indizes in chronologischer Reihenfolge angeordnet,
so dass R (∂i, ∂k) ∂n =

∑
aR

a
ikn∂a. Dementsprechend wäre Raikn statt Ranik auf der linken Seite von Gleichung (3.6).

3.1.2. Schiefsymmetrie des Riemanntensors.
Der Riemanntensor ist Schiefsymmetrisch in X und Y , d.h. es ist

(3.8) R (X,Y )Z = −R (Y,X)Z

und für die Komponenten gilt:
Ranik = −Ranki

Beweis: Aus der De�nitionsgleichung (3.5) folgt direkt:

R (Y,X)Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z −∇[Y,X]Z = −
{
∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

}
= −R (X,Y )Z

und damit
Ranik = 〈dxa | R (∂i, ∂k) ∂n〉 = 〈dxa | −R (∂k, ∂i) ∂n〉 = −Ranki �
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Lemma 4. Algebraische Bianchi-Identität
Für den Riemannschen Tensor gilt

(3.9) A (X,Y, Z) := R (X,Y )Z +R (Y,Z)X +R (Z,X)Y = 0

und für die Komponenten:

(3.10) Ranik +Raikn +Rakni = 0

Beweis: Wegen der Torsionsfreiheit des Levi-Civita Zusammenhangs ist ∇XY − ∇YX = [X,Y ]. Aus (3.5) folgt
zusammen mit der Jacobi Identität (2.7):

A (X,Y, Z) = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X +∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= ∇X (∇Y Z −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z (∇XY −∇YX)−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

= ∇X [Y,Z]−∇[Y,Z]X︸ ︷︷ ︸
[X,[Y,Z]]

+∇Y [Z,X]−∇[Z,X]Y︸ ︷︷ ︸
[Y,[Z,X]]

+∇Z [X,Y ]−∇[X,Y ]Z︸ ︷︷ ︸
[Z,[X,Y ]]

= J (X,Y, Z) ≡ 0 �

Damit ist Gleichung (3.9) bewiesen. Um Gleichung (3.10) zu erhalten wählt man X = ∂i, Y = ∂k und Z = ∂n und
erhält zusammen mit (3.7):

0 =

〈
dxa | R (∂i, ∂k) ∂n +R (∂k, ∂n) ∂i +R (∂n, ∂i) ∂k︸ ︷︷ ︸

=0, vgl. (3.9)

〉

= 〈dxa | R (∂i, ∂k) ∂n〉+ 〈dxa | R (∂k, ∂n) ∂i〉+ 〈dxa | R (∂n, ∂i) ∂k〉 = Ranik +Raikn +Rakni �

3.1.3. Schiefsymmetrie des Riemanntensors zusammen mit der Metrik.
Mit der Metrik lässt sich ein (0, 4)−Tensor bilden, der eine zusätzliche Schiefsymmetrie in Z und U aufweist:

(3.11) g (R (X,Y )Z,U) = −g (R (X,Y )U,Z)

Komponentenweise erhält man

(3.12) Rhnik = −Rnhik.

Beweis: Zunächst erhält man durch zweifaches anwenden der Produktregel (2.9)

g (∇X∇Y Z,U) = Xg (∇Y Z,U)− g (∇Y Z,∇XU) = Xg (∇Y Z,U)− {Y g (Z,∇XU)− g (Z,∇Y∇XU)}

also

(3.13) g (∇X∇Y Z,U) = Xg (∇Y Z,U)− Y g (Z,∇XU) + g (Z,∇Y∇XU)

und analog:

(3.14) g (∇Y∇XZ,U) = Y g (∇XZ,U)−Xg (Z,∇Y U) + g (Z,∇X∇Y U)

Auÿerdem folgt ebenfalls mit der Produktregel, sowie mit der De�nition der Lieklammer angewandt auf eine skalare
Funktion

g
(
∇[X,Y ]Z,U

)
= [X,Y ] g (Z,U)− g

(
Z,∇[X,Y ]U

)
= XY g (Z,U)− Y Xg (Z,U)− g

(
Z,∇[X,Y ]U

)
= X {g (∇Y Z,U) + g (Z,∇Y U)} − Y {g (∇XZ,U) + g (Z,∇XU)} − g

(
Z,∇[X,Y ]U

)
also:

(3.15) g
(
∇[X,Y ]Z,U

)
= Xg (∇Y Z,U) +Xg (Z,∇Y U)− Y g (∇XZ,U)− Y g (Z,∇XU)− g

(
Z,∇[X,Y ]U

)
Nun lässt sich die linke Seite von (3.11) mit der De�nition (3.5) der Riemanntensors und den Gleichungen (3.13),
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(3.14) und (3.15) leicht umschreiben zu:

g (R (X,Y )Z,U) = g (∇X∇Y Z,U)− g (∇Y∇XZ,U)− g
(
∇[X,Y ]Z,U

)
= Xg (∇Y Z,U)− Y g (Z,∇XU) + g (Z,∇Y∇XU)

−{Y g (∇XZ,U)−Xg (Z,∇Y U) + g (Z,∇X∇Y U)}
−
{
Xg (∇Y Z,U) +Xg (Z,∇Y U)− Y g (∇XZ,U)− Y g (Z,∇XU)− g

(
Z,∇[X,Y ]U

)}
= g (Z,∇Y∇XU)− g (Z,∇X∇Y U) + g

(
Z,∇[X,Y ]U

)
+Xg (∇Y Z,U)− Y g (Z,∇XU)− Y g (∇XZ,U) +Xg (Z,∇Y U)

−Xg (∇Y Z,U) + Y g (Z,∇XU) + Y g (∇XZ,U)−Xg (Z,∇Y U)

= −
{
g (Z,∇X∇Y U)− g (Z,∇Y∇XU)− g

(
Z,∇[X,Y ]U

)}
= −g (R (X,Y )U,Z) �

Um Gleichung (3.12) benötigt man wieder (3.7), es ist

(3.16) g (R (∂i, ∂k) ∂n, ∂h) = g

(
m∑
a=1

Ranik∂a, ∂h

)
=

m∑
a=1

gahR
a
nik = Rhnik

und analog g (R (∂i, ∂k) ∂h, ∂n) = Rnhik. Aus (3.11) mit X = ∂i, Y = ∂k, Z = ∂n und U = ∂h folgt damit (3.12). �

3.1.4. Blockvertauschung.
Vertauschen des vorderen �Zweier-Blocks� mit dem hinteren �Zweier-Blocks� lässt den Tensor unverändert:

(3.17) g (R (X,Y )Z,U) = g (R (Z,U)X,Y )

Komponentenweise bedeutet das

(3.18) Rhnik = Rikhn

Beweis: Aus der Bianchi-Identität (3.9) erhält man

R (X,Y )Z = −R (Y, Z)X −R (Z,X)Y(3.19)

R (Y, Z)U = −R (Z,U)Y −R (U, Y )Z(3.20)

R (Z,X)U = −R (X,U)Z −R (U,Z)X(3.21)

R (U, Y )X = −R (Y,X)U −R (X,U)Y(3.22)

und zusammen mit den Schiefsymmetrien (3.8) und (3.11):

g (R (X,Y )Z,U)
(3.19)

= −g (R (Y,Z)X,U)− g (R (Z,X)Y,U) = g (R (Y,Z)U,X) + g (R (Z,X)U, Y )

(3.20),(3.21)
= −g (R (Z,U)Y,X)− g (R (U, Y )Z,X)− g (R (X,U)Z, Y )− g (R (U,Z)X,Y )

= 2g (R (Z,U)X,Y ) + g (R (U, Y )X,Z) + g (R (X,U)Y,Z)

(3.22)
= 2g (R (Z,U)X,Y )− g (R (Y,X)U,Z)−g (R (X,U)Y, Z) + g (R (X,U)Y,Z)︸ ︷︷ ︸

=0

= 2g (R (Z,U)X,Y )− g (R (X,Y )Z,U)

Addition von g (R (X,Y )Z,U) auf beiden Seiten führt zu

2g (R (X,Y )Z,U) = 2g (R (Z,U)X,Y )

und Division durch 2 ergibt (3.17). Gleichung (3.18) folgt mit (3.16) sofort aus der Blockvertauschung (3.17) sowie
den beiden Schiefsymmetrien (3.8) und (3.11):

Rhnik = g (R (∂i, ∂k) ∂n, ∂h) = g (R (∂n, ∂h) ∂i, ∂k) = g (R (∂h, ∂n) ∂k, ∂i) = Rikhn �
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3.2. Kovariante Ableitung des Riemanntensors.
Der Riemanntensor ist ein (1, 3)−Tensor, dementsprechend lässt sich die kovariante Ableitung nach Gleichung (2.23)
bilden:

(3.23) (∇WR) (X,Y, Z) = ∇W (R (X,Y )Z)−R (∇WX,Y )Z −R (X,∇WY )Z −R (X,Y )∇WZ

Die kovariante Ableitung des Riemanntensors weist zu den Symmetrien des Riemanntensors analoge Symmetrien auf.

3.2.1. Schiefsymmetrie der kovarianten Ableitung des Riemanntensors.
Die kovariante Ableitung des Riemanntensors ist schiefsymmetrisch in X und Y :

(3.24) (∇WR) (X,Y, Z) = − (∇WR) (Y,X,Z)

Für die Komponenten gilt:

(3.25) Ranbc;k = −Rancb;k

Beweis: Aus Gleichung (3.23) zusammen mit (3.8) folgt

(∇WR) (X,Y, Z) = −∇W (R (Y,X)Z) +R (Y,∇WX)Z +R (∇WY,X)Z +R (Y,X)∇WZ
= −{∇W (R (Y,X)Z)−R (∇WY,X)Z −R (Y,∇WX)Z −R (Y,X)∇WZ}
= − (∇WR) (Y,X,Z) . �

Aus der Schiefsymmetrie (3.24) folgt dann direkt Gleichung (3.25):

Ranbc;k = 〈dxa | (∇kR) (∂b, ∂c, ∂n)〉 = −〈dxa | (∇kR) (∂c, ∂b, ∂n)〉 = −Rancb;k �

Lemma 5. Di�erentielle Bianchi Identität
Für die kovariante Ableitung des Krümmungstensors gilt:

(3.26) B (W,X, Y, Z) := (∇WR) (X,Y, Z) + (∇XR) (Y,W,Z) + (∇YR) (W,X,Z) = 0

In der Komponentendarstellung bedeutet das:

(3.27) Ranbc;k +Ranck;b +Rankb;c = 0

Beweis: Jeder der drei Summanden lässt sich mit (3.23) und (3.5) in der Form

(∇WR) (X,Y, Z) = ∇W (R (X,Y )Z)−R (∇WX,Y )Z −R (X,∇WY )Z −R (X,Y )∇WZ

= ∇W
(
∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
−R (∇WX,Y )Z −R (X,∇WY )Z

−
(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
∇WZ

=
{
∇W∇X∇Y −∇W∇Y∇X −∇W∇[X,Y ] −∇X∇Y∇W +∇Y∇X∇W +∇[X,Y ]∇W

}
Z

−R (∇WX,Y )Z −R (X,∇WY )Z

aufschreiben. Es folgt analog

(∇XR) (Y,W,Z) =
{
∇X∇Y∇W −∇X∇W∇Y −∇X∇[Y,W ] −∇Y∇W∇X +∇W∇Y∇X +∇[Y,W ]∇X

}
Z

−R (∇XY,W )Z −R (Y,∇XW )Z

und

(∇YR) (W,X,Z) =
{
∇Y∇W∇X −∇Y∇X∇W −∇Y∇[W,X] −∇W∇X∇Y +∇X∇W∇Y +∇[W,X]∇Y

}
Z

−R (∇YW,X)Z −R (W,∇YX)Z.
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Damit ergibt sich:

B (W,X, Y, Z) =

∇W∇X∇Y︸ ︷︷ ︸
(1)

−∇W∇Y∇X︸ ︷︷ ︸
(2)

−∇W∇[X,Y ] −∇X∇Y∇W︸ ︷︷ ︸
(3)

+∇Y∇X∇W︸ ︷︷ ︸
(4)

+∇[X,Y ]∇W

+∇X∇Y∇W︸ ︷︷ ︸
(3)

−∇X∇W∇Y︸ ︷︷ ︸
(5)

−∇X∇[Y,W ] −∇Y∇W∇X︸ ︷︷ ︸
(6)

+∇W∇Y∇X︸ ︷︷ ︸
(2)

+∇[Y,W ]∇X

+∇Y∇W∇X︸ ︷︷ ︸
(6)

−∇Y∇X∇W︸ ︷︷ ︸
(4)

−∇Y∇[W,X] −∇W∇X∇Y︸ ︷︷ ︸
(1)

+∇X∇W∇Y︸ ︷︷ ︸
(5)

+∇[W,X]∇Y

Z

−R (∇WX,Y )Z −R (X,∇WY )Z −R (∇XY,W )Z

−R (Y,∇XW )Z −R (∇YW,X)Z −R (W,∇YX)Z

Die Terme (1) bis (6) treten jeweils einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auf und heben sich
gegenseitig auf. Auÿerdem folgt aus der Schiefsymmetrie (3.8) direkt −R (W,∇YX)Z = R (∇XY,W )Z usw. Es bleibt
also übrig:

B (W,X, Y, Z) =
{
∇[X,Y ]∇W −∇W∇[X,Y ] +∇[Y,W ]∇X −∇X∇[Y,W ] +∇[W,X]∇Y −∇Y∇[W,X]

}
Z

−R (∇XY,W )Z +R (∇YX,W )Z

−R (∇YW,X)Z +R (∇WY,X)Z

−R (∇WX,Y )Z +R (∇XW,Y )Z

= ∇[X,Y ]∇WZ −∇W∇[X,Y ]Z − {R (∇XY,W )Z −R (∇YX,W )Z}︸ ︷︷ ︸
R([X,Y ],W )Z

+∇[Y,W ]∇XZ −∇X∇[Y,W ]Z − {R (∇YW,X)Z −R (∇WY,X)Z}︸ ︷︷ ︸
R([Y,W ],X)Z

+∇[W,X]∇Y Z −∇Y∇[W,X]Z − {R (∇WX,Y )Z −R (∇XW,Y )Z}︸ ︷︷ ︸
R([W,X],Y )Z

Nach De�nition (3.5) des Riemanntensors ist o�enbar

R ([X,Y ] ,W )Z = ∇[X,Y ]∇WZ −∇W∇[X,Y ]Z −∇[W,[X,Y ]]Z.

Hieraus folgt direkt
∇[X,Y ]∇WZ −∇W∇[X,Y ]Z −R ([X,Y ] ,W )Z = ∇[W,[X,Y ]]Z

und analog:

∇[Y,W ]∇XZ −∇X∇[Y,W ]Z −R ([Y,W ] , X)Z = ∇[X,[Y,W ]]Z

∇[W,X]∇Y Z −∇Y∇[W,X]Z −R ([W,X] , Y )Z = ∇[Y,[W,X]]Z

Ersetzt man diese Terme oben, so ergibt sich schlieÿlich mit der Jacobi-Identität (2.7):

B (W,X, Y, Z) = ∇[W,[X,Y ]]Z +∇[X,[Y,W ]]Z +∇[Y,[W,X]]Z

= ∇[W, [X,Y ]] + [X, [Y,W ]] + [Y, [W,X]]︸ ︷︷ ︸
=0

Z = 0 �

Gleichung (3.27) erhält man dann direkt aus (3.26). Mit der De�nition Ranbc;k = 〈dxa | (∇kR) (∂b, ∂c, ∂n)〉 ist:

Ranbc;k +Ranck;b +Rankb;c = 〈dxa | (∇kR) (∂b, ∂c, ∂n)〉+ 〈dxa | (∇bR) (∂c, ∂k, ∂n)〉+ 〈dxa | (∇cR) (∂k, ∂b, ∂n)〉

=

〈
dxa | (∇kR) (∂b, ∂c, ∂n) + (∇bR) (∂c, ∂k, ∂n) + (∇cR) (∂k, ∂b, ∂n)︸ ︷︷ ︸

=0 wegen (3.26)

〉
= 0 �
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3.2.2. Schiefsymmetrie der kovarianten Ableitung des Riemanntensors zusammen mit der Metrik.
Für die kovariante Ableitung des Krümmungstensors gilt

(3.28) g ((∇WR) (X,Y, Z) , U) = −g ((∇WR) (X,Y, U) , Z)

bzw.:

(3.29) Rinbc;k = −Rnibc;k

Beweis: Mit (3.23), der Schiefsymmetrie (3.11) und der Produktregel (2.9) ergibt sich:

g ((∇WR) (X,Y, Z) , U)
(3.23)

= g (∇W (R (X,Y )Z) , U)

−g (R (∇WX,Y )Z,U)− g (R (X,∇WY )Z,U)− g (R (X,Y )∇WZ,U)

(2.9)
= Wg (R (X,Y )Z,U)− g (R (X,Y )Z,∇WU)

−g (R (∇WX,Y )Z,U)− g (R (X,∇WY )Z,U)− g (R (X,Y )∇WZ,U)

(3.11)
= −Wg (R (X,Y )U,Z) + g (R (X,Y )U,∇WZ)︸ ︷︷ ︸

−g(∇W (R(X,Y )U),Z)

+g (R (∇WX,Y )U,Z) + g (R (X,∇WY )U,Z) + g (R (X,Y )U,∇WZ)

= −g ((∇WR) (X,Y, U) , Z) �

Um (3.29) zu erhalten nutzt man die De�nition Ranbc;k = 〈dxa | (∇kR) (∂b, ∂c, ∂n)〉. Es ist

(3.30) g ((∇kR) (∂b, ∂c, ∂n) , ∂i) = g

(
m∑
a=1

Ranbc;k∂a, ∂i

)
=

m∑
a=1

giaR
a
nbc;k = Rinbc;k

und mit (3.28) erhält man direkt (3.29):

Rinbc;k = g ((∇kR) (∂b, ∂c, ∂n) , ∂i) = −g ((∇kR) (∂b, ∂c, ∂i) , ∂n) = −Rnibc;k �

3.2.3. Blockvertauschung bei der kovarianten Ableitung des Krümmungstensors.
Für die kovariante Ableitung des Krümmungstensors gilt

(3.31) g ((∇WR) (X,Y, Z) , U) = g ((∇WR) (Z,U,X) , Y )

bzw.:

(3.32) Rinbc;k = Rbcin;k

Beweis: Zunächst wird der Ausdruck mit (3.23) und der Produktregel (2.9) umgewandelt wie oben. Dann lässt sich
die Blockvertauschung (3.17) anwenden:

g ((∇WR) (X,Y, Z) , U) = Wg (R (X,Y )Z,U)− g (R (X,Y )Z,∇WU)

−g (R (∇WX,Y )Z,U)− g (R (X,∇WY )Z,U)− g (R (X,Y )∇WZ,U)

(3.17)
= Wg (R (Z,U)X,Y )− g (R (Z,∇WU)X,Y )

−g (R (Z,U)∇WX,Y )− g (R (Z,U)X,∇WY )− g (R (∇WZ,U)X,Y )

= Wg (R (Z,U)X,Y )− g (R (Z,U)X,∇WY )︸ ︷︷ ︸
g(∇W (R(Z,U)X),Y )

−g (R (∇WZ,U)X,Y )− g (R (Z,∇WU)X,Y )− g (R (Z,U)∇WX,Y )

= g ((∇WR) (Z,U,X) , Y ) �

Aus der Blockvertauschung (3.31) sowie den beiden Schiefsymmetrien (3.24) und (3.28) erhält man dann leicht (3.32):

Rinbc;k = g ((∇kR) (∂b, ∂c, ∂n) , ∂i) = g ((∇kR) (∂n, ∂i) ∂b, ∂c) = g ((∇kR) (∂i, ∂n) ∂c, ∂b) = Rbcin;k �
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3.3. Kontraktion eines Tensors.

In Abschnitt 1.3.2 wurde bereits die Kontraktion C als Anwendung einer 1-Form auf einen Vektor eingeführt. Aus
Gleichung (1.8) folgt o�ensichtlich:

C
(
dxb ⊗ ∂a

)
=
〈
dxb | ∂a

〉
= δba =

{
1 for a = b
0 for a 6= b

Sei nun k ∈ {1, . . . , r} und l ∈ {1, . . . , s}. Die k, l−Kontraktion eines (r, s)−Tensors ist eine Abbildung

Ckl : T(r,s)E→ T(r−1,s−1)E

welche aus einem Tensor der Stufe r + s einen Tensor der Stufe r + s− 2 macht. Im Folgenden wird die abkürzenden
Schreibweise

r⊗
p=1

∂ap := ∂a1 ⊗ ∂a2 ⊗ . . .⊗ ∂ar und
s⊗
q=1

dxq := dxb1 ⊗ dxb2 ⊗ . . .⊗ dxbs

verwendet. Ein (r, s)−Tensor T lässt sich damit schreiben als:

T =

m∑
a1,...ar, b1,...bs=1

T a1...arb1...bs
∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂ar ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbs

=

m∑
a1,...ar, b1,...bs=1

T a1...arb1...bs

r⊗
p=1

∂ap ⊗
s⊗
q=1

dxbq

Für die k, l−Kontraktion gilt dann:

Ckl T = Ckl

 m∑
a1,...ar, b1,...bs=1

T a1...arb1...bs

r⊗
p=1

∂ap ⊗
s⊗
q=1

dxbq


=

m∑
a1,...ar, b1,...bs=1

T a1...arb1...bs
· C
(
dxbl ⊗ ∂ak

)︸ ︷︷ ︸
=δ

bl
ak

r⊗
p = 1
p 6= k

∂ap ⊗
s⊗

q = 1
q 6= l

dxbq

=

m∑
a1,...ar, b1,...bl−1,bl+1,...bs=1

T a1...ak...arb1...bl−1akbl+1...bs

r⊗
p = 1
p 6= k

∂ap ⊗
s⊗

q = 1
q 6= l

dxbq

Da dem Index ak bei der Kontraktion hier eine besondere Bedeutung zukommt, schreiben wir die Summe über ak
seperat aus und bennen den Index ak danach in h um:

Ckl T =

m∑
a1,...ak−1,ak+1,...ar, b1,...bl−1,bl+1,...bs =1

m∑
ak=1

T a1...ak...arb1...bl−1akbl+1...bs

r⊗
p = 1
p 6= k

∂ap ⊗
s⊗

q = 1
q 6= l

dxbq

=

m∑
a1,...ak−1,ak+1,...ar, b1,...bl−1,bl+1,...bs =1

m∑
h=1

T
a1...ak−1 h ak+1...ar
b1...bl−1 h bl+1...bs

r⊗
p = 1
p 6= k

∂ap ⊗
s⊗

q = 1
q 6= l

dxbq

Die Komponenten des (r − 1, s− 1)−Tensors Ckl T sind also gegeben durch

(
Ckl T

)i1...ir−1

j1...js−1
=

m∑
h=1

T
a1...ak−1 h ak+1...ar
b1...bl−1 h bl+1...bs

wobei i1 = a1, . . . , ik−1 = ak−1 und ik = ak+1, . . . ir−1 = ar sowie j1 = b1, . . . , jl−1 = bl−1 und jl = bl+1, . . . , js−1 = bs.
Für den neuen (r − 1, s− 1)− Tensor Ckl T gilt damit wieder

Ckl T =

m∑
i1,...ir−1, j1,...jl−1 =1

(
Ckl T

)i1...ir−1

j1...js−1

r−1⊗
p=1

∂ip ⊗
s−1⊗
q=1

dxjq
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3.3.1. Kontraktion zusammen mit der Metrik.
Betrachten wir zunächst einen (1, 1)−Tensor T mit den Komponenten T ik =

〈
dxi | T (∂k)

〉
. Nach (1.12) lässt sich

T (X) als Vektor darstellen durch

T (X) =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (X)) ∂l

und für die Komponenten ergibt sich damit:

T ik =
〈
dxi | T (∂k)

〉
=

〈
dxi |

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (∂k)) ∂l

〉

=

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (∂k))
〈
dxi | ∂l

〉︸ ︷︷ ︸
δil

=

m∑
n=1

ging (∂n, T (∂k))

Die Kontraktion bzw. die Spur des (1, 1)−Tensors ist dann:

(3.33) C1
1T =

m∑
k=1

T kk =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, T (∂k))

Für einen (1, s)−Tensor T gilt mit (1.12) analog

T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs) =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs)) ∂l

und damit:〈
dxi | T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs)

〉
=

〈
dxi |

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs)) ∂l

〉

=

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs))
〈
dxi | ∂l

〉︸ ︷︷ ︸
δil

=

m∑
n=1

ging (∂n, T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs))

Für die C1
l Kontraktion folgt also

(3.34)
(
C1
l T
)

(X1, . . . , Xl−1, Xl+1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs))

3.3.2. Spur eines (0,s+1) Tensors.
Sei t nun ein (0, 2) Tensor, dann existiert ein eindeutig bestimmter (1, 1) Tensor T , so dass zusammen mit der Metrik
gilt t (X,Y ) = g (T (X) , Y ) vgl. (2.24) für s = 1. Die Spur von t ist dann de�niert als die Spur des Tensors T , siehe
(3.33). Es ist also

(3.35) C1
1T =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (T (∂k) , ∂n) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkn t (∂k, ∂n) .

Für einen (0, s+ 1) Tensor t folgt mit (2.24) aus (3.34) analog:(
C1
l T
)

(X1, . . . , Xl−1, Xl+1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gknt (T (X1, . . . , Xl−1, ∂k, Xl+1, . . . , Xs) , ∂n)

3.4. Divergenz.
Für Vektorfelder X ist die Divergenz de�niert als Spur der Abbildung ζ → ∇ζX, d.h:

div (X) := Spur { ζ → ∇ζX }

Analog ist die Divergenz eines (1, s) Tensors T de�niert als die Spur der Abbildung ζ → (∇ζT ) (X1, . . . , Xs), also:

(div T ) (X1, . . . , Xs) := Spur { ζ → (∇ζT ) (X1, . . . , Xs) }
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3.4.1. Divergenz eines Vektors mit Hilfe der Metrik.
Für die kovariante Ableitung des Vektors X nach dem Koordinatenfeld ∂k gilt nach (1.12) zusammen mit der Metrik:

∇kX =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n,∇kX) ∂l

Die a−te Komponente ist also gegeben durch

xa;k = 〈dxa | ∇kX〉 =

〈
dxa |

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n,∇kX) ∂l

〉

=

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n,∇kX) 〈dxa | ∂l〉︸ ︷︷ ︸
δal

=

m∑
n=1

gang (∂n,∇kX) .

Für die Divergenz des Vektorfeldes folgt also

div (X) =

m∑
k=1

xk;k =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n,∇kX)

3.4.2. Divergenz eines Tensors.
Sei T ein (1, 1) Tensor und (∇kT ) (X) die kovariante Ableitung nach dem Koordinatenfeld ∂k, ausgewertet �an der
Stelle� X. Wir betrachten nun (∇kT ) (∂b), nach (1.12) gilt

(∇kT ) (∂b) =

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, (∇kT ) (∂b)) ∂l

und für die a−te Komponente:

T ab;k = 〈dxa | (∇kT ) (∂b)〉 =

〈
dxa |

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, (∇kT ) (∂b)) ∂l

〉

=

m∑
l=1

m∑
n=1

glng (∂n, (∇kT ) (∂b)) 〈dxa | ∂l〉︸ ︷︷ ︸
δal

=

m∑
n=1

gang (∂n, (∇kT ) (∂b)) .

Für die Divergenz des Tensors gilt dann

(3.36) (div T ) (∂b) =

m∑
k=1

T kb;k =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, (∇kT ) (∂b))

bzw. an der Stelle X:

(3.37) (div T ) (X) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, (∇kT ) (X))

Analog zur Rechnung oben ergibt sich für einen (1, s)−Tensor T

T ab1...bs; k = 〈dxa | (∇kT ) (∂b1 , . . . , ∂bs)〉 =

m∑
n=1

gang (∂n, (∇kT ) (∂b1 , . . . , ∂bs))

und damit:

(div T ) (∂b1 , . . . , ∂bs) =

m∑
k=1

T kb1...bs; k =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, (∇kT ) (∂b1 , . . . , ∂bs))

Die Divergenz eines (1, s) Tensors T ist also de�niert durch:

(3.38) (div T ) (X1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, (∇kT ) (X1, . . . , Xs))
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3.5. Ricci Tensor.
Der Ricci Tensor ist die Spur der linearen Abbildung ζ → R (ζ, Y )X, also

ric (X,Y ) = Spur { ζ → R (ζ, Y )X } .
Die Vektorfelder X und Y treten dabei auf den jeweiligen Seiten der Gleichung in vertauschter Reihenfolge auf! Nach
(3.34) ist die C1

1R Kontraktion des Riemanntensors gegeben durch

(
C1

1R
)

(Y,Z) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg (∂q, R (∂p, Y )Z)

und der (0, 2) Tensor ric lässt sich schreiben als:

(3.39) ric (X,Y ) :=
(
C1

1R
)

(Y,X) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg (∂q, R (∂p, Y )X) .

Wegen (3.7) ist R (∂p, ∂k) ∂n =
∑m
a=1R

a
npk∂a und für die Komponenten folgt

ric (∂n, ∂k) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg (∂q, R (∂p, ∂k) ∂n) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg

(
∂q,

m∑
a=1

Ranpk∂a

)

=

m∑
a=1

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqgqa︸ ︷︷ ︸
δpa

Ranpk =

m∑
a=1

Ranak = Rnk

also mit Gleichung (3.6):

(3.40) Rnk = ric (∂n, ∂k) =

m∑
a=1

Ranak =

m∑
a=1

(
∂aΓakn − ∂kΓaan +

m∑
h=1

(
ΓhknΓaah − ΓhanΓakh

))

3.5.1. Der Ricci Tensor als (1,1) Tensor Ric.
Nach 3.3.2 gibt es einen eindeutig bestimmten (1, 1) Tensor Ric, so dass

(3.41) ric (X,Y ) = g (Ric (X) , Y ) .

Zusammen mit (3.39), der Blockvertauschbarkeit und der Linearität der Metrik g ergibt sich:

g (Ric (X) , Y ) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg (R (∂p, Y )X, ∂q)
(3.17)

=

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqg (R (X, ∂q) ∂p, Y )

= g

(
m∑
p=1

m∑
q=1

gpqR (X, ∂q) ∂p, Y

)
Am Anfang und am Ende der Gleichung steht im zweiten Argument der Metrik das Vektorfeld Y . O�ensichtlich
müssen also auch die Terme im ersten Argument der Metrik übereinstimmen und es folgt:

(3.42) Ric (X) =

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqR (X, ∂q) ∂p

Für die Komponenten folgt:

〈dxn | Ric (∂k)〉 =

〈
dxn |

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqR (∂k, ∂q) ∂p

〉
=

m∑
p=1

m∑
q=1

gpq 〈dxn | R (∂k, ∂q) ∂p〉︸ ︷︷ ︸
Rn

pkq

=

m∑
p=1

m∑
q=1

gpqRnpkq

=

m∑
p=1

m∑
q=1

m∑
l=1

gpqgnlRlpkq
(3.12,3.8)

=

m∑
q=1

m∑
l=1

gnl
m∑
p=1

gpqRplqk︸ ︷︷ ︸
Rq

lqk

=

m∑
l=1

gnl
m∑
q=1

Rqlqk︸ ︷︷ ︸
Rlk

=

m∑
l=1

gnlRlk = Rnk
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3.6. Skalarkrümmung.
Der Ricci Skalar Sc (oder auch R in der klassischen Schreibweise) ist dann mit (3.35) de�niert als

Sc : = C1
1Ric =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkng (∂n, Ric (∂k)) =

m∑
k=1

m∑
n=1

gkn ric (∂k, ∂n)

=

m∑
k=1

m∑
n=1

gknRkn =

m∑
k=1

Rkk

3.7. Einsteintensor.
Der Einsteintensor als (0, 2) Tensor ist gegeben als

(3.43) G (X,Y ) := ric (X,Y )− 1

2
Sc · g (X,Y )− Λ · g (X,Y )

und für Koordinatenfelder ergibt sich komponentenweise die klassische Schreibweise (Sc = R):

Gnk = G (∂n, ∂k) = ric (∂n, ∂k)− 1

2
Sc · g (∂n, ∂k)− Λ · g (∂n, ∂k)

= Rnk −
1

2
Rgnk − Λ gnk

Heben des Index n ergibt dann:

Gik =

m∑
n=1

ginGnk =

m∑
n=1

ginRnk −
1

2
R

m∑
n=1

gingnk︸ ︷︷ ︸
δik

−Λ

m∑
n=1

gingnk︸ ︷︷ ︸
δik

also

(3.44) Gik = Rik −
1

2
Rδik − Λ δik

Um den Einsteintensor als (1, 1) Tensor in koordinatenunabhängiger Darstellung zu schreiben, de�niert man die Iden-
tität Id: Die Abbildung Id bilde jeden Vektor X auf sich selbst ab, d.h. Id (X) = X. Nach 3.3.2 gibt es einen eindeutig
bestimmten (1, 1) Tensor G mit G (X,Y ) = g (G (X) , Y ). Zusammen mit (3.41) folgt aus (3.43)

g (G (X) , Y ) = g (Ric (X) , Y )− 1

2
Sc · g (Id (X) , Y )− Λ · g (Id (X) , Y )

= g

(
Ric (X)− 1

2
Sc · Id (X)− Λ · Id (X) , Y

)
.

Da diese Gleichung für beliebige X und Y gilt, kann man den Einsteintensor schreiben als:

(3.45) G = Ric− 1

2
Sc · Id− Λ · Id

3.8. Einstein's Feldgleichungen.
Der Energie-Impuls-Tensor beschreibt die Materie (und Energie) in einem Raumzeitmodell. Analog zum Einsteintensor
sei T (X,Y ) = g (T (X) , Y ). Einstein's Feldgleichungen beschreiben wie Masse und Raumzeitkrümmung miteinander
in Verbindung stehen. Die Masse krümmt den Raum, die Raumzeitkrümmung bestimmt die Bewegung der Materie.
Die Feldgleichungen G = 8πγc−4T werden mit (3.43) und bzw mit (3.45) zu

ric (X,Y )− 1

2
Sc · g (X,Y )− Λ · g (X,Y ) =

8πγ

c4
· T (X,Y )(3.46)

Ric− 1

2
Sc · Id− Λ · Id =

8πγ

c4
·T(3.47)

wobei c die Lichtgeschwindigkeit und γ die Gravitationskonstante7 ist.

In dieser Form �ndet man die Feldgleichungen z.B. in [5]. Allerdings �ndet man in der Literatur auch alternativ ein
positives Vorzeichen bei der kosmologischen Konstante. Dies ist Abhängig von der gewählten Signatur der Metrik, der
Konvention für das Vorzeichen des Ricci-Tensors und dem Vorzeichen des Energie-Impuls-Tensors.

7γ ≈ 6, 67259 · 10−11 Nm2

kg2
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4. Orthonormalbasis für die Lorentzmetrik

Im Folgenden soll bewiesen werden, dass für jede nicht-entartete Metrik eine Basis existiert, deren Elemente die Länge
Eins haben und zu einander senkrecht sind. Eine Lorentzmetrik ist immer eine nicht-entartete Metrik. Mit Hilfe der
Orthonormalbasis vereinfacht sich z.B. die Darstellung von Ricci-Tensor und Krümmungsskalar.

De�nition 6. Entartet und nicht-entartet
Eine Metrik auf einem Vektorraum E nennt man entartet wenn es einen Vektor w ∈ E mit w 6= 0 gibt, so dass für alle
v ∈ E gilt g (v, w) = 0. Bei einer nicht-entarteten Metrik g ist also folgende Bedingung erfüllt:

(4.1) Wenn für alle v ∈ E gilt g (v, w) = 0 dann folgt w = 0

Existenz einer Orthonormalbasis

Für eine Orthogonal-Basis {b1, . . . , bm} eines Vektorraum E ist g (bi, bk) = 0 falls i = k und g (bi, bk) 6= 0 sonst.
Falls g (bk, bk) 6= 0 lässt sich aus der Orthogonalbasis eine Orthonormalbasis herstellen, indem man die Basisvektoren
normiert:

(4.2) ek :=
bk
|bk|

=
bk√

|g (bk, bk)|
Im Folgenden wird bewiesen, dass es für eine nicht-entartete Metrik eine Basis gibt, deren Basisvektoren bk einen von
Null verschieden Betrag haben, d.h.

√
|g (bk, bk)| 6= 0 also g (bk, bk) 6= 0:

Lemma 7. Existenz eines normierbaren Vektors
Sei g eine nicht-entartete Metrik, dann gibt es (mindestens) einen Vektor v ∈ E, dessen Betrag

√
|g (v, v)| nicht Null

ist. Für den Vektor v gilt also g (v, v) 6= 0.

Proof. Nehmen wir an der Betrag aller Vektoren in E sei Null. Dann wäre für alle v ∈ E und w ∈ E also auch solche
mit w 6= 0:

0 = g (v + w, v + w) = g (v, v)︸ ︷︷ ︸
=0

+2g (v, w) + g (w,w)︸ ︷︷ ︸
=0

= 2g (v, w)

Es gäbe also einen Vektor w 6= 0, so dass für alle v ∈ E gilt g (v, w) = 0 und die Metrik wäre entartet. Dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung einer nicht-entarteten Metrik, siehe (4.1). �

Basisvektoren

Wählt man nun b1 = v, dann erhält man aus (4.2) den ersten normierten Basisvektor als:

e1 :=
b1
|b1|

=
v

|v|
Der Vektorraum E lässt sich damit in zwei zueinander orthogonale Unterräume U und U⊥ aufteilen. Dabei sei U
der vom Basisvektor e1 aufgespannte Raum und U⊥ das orthogonale Komplement. Für w⊥ ∈ U⊥ und alle Vektoren
v ∈ U = Spann {e1} gilt also g

(
v, w⊥

)
= 0.

Lemma 8. Unterraum und orthogonales Komplement
Seien U und U⊥ zueinander orthogonale Unterräume eines Vektorraums E, so dass E = U ∪U⊥. Die Metrik g ist auf
E und U nicht-entartet. Dann ist g auf U⊥ nicht-entartet und es gibt (mindestens) einen normierbaren Vektor in U⊥.

Proof. Seien v ∈ U und w⊥ ∈ U⊥ mit w⊥ 6= 0. Wegen der Orthogonalität der Unterräume U und U⊥ zueinander ist
g
(
v, w⊥

)
= 0 für alle v ∈ U. Nehmen wir nun an, das auch für alle v ∈ U⊥ gilt g

(
v, w⊥

)
= 0. Das würde bedeuteten,

dass g
(
v, w⊥

)
= 0 für alle v ∈ E = U ∪ U⊥ ist. Da aber die Metrik auf E nach Voraussetzung nicht-entartet ist, kann

dies nicht sein. Es gibt also kein w⊥ ∈ U⊥ mit w⊥ 6= 0, so dass g
(
v, w⊥

)
= 0 für alle v ∈ U⊥. Somit ist die Metrik

auf U⊥ nicht-entartet, und nach Lemma 7 gibt es dann einen normierbaren Vektor in U⊥. �

Nächster Basisvektor und Algorithmus

Sei b2 ∈ U⊥ ein normierbarer Vektor. Es ist o�ensichtlich g (b1, b2) = 0. Als nächsten Basisvektor der Orthonormalbasis
wählt man:

e2 :=
b2
|b2|

Von nun an sei U = Spann {e1, e2} und U⊥ das hierzu orthogonale Komplement. Nach Lemma 8 gibt es wieder einen
normierbaren Vektor b3 in U⊥, als nächsten Basisvektor der Orthonormalbasis wählt man e3 := b3

|b3| usw.
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4.1. Orthonormalbasis bei Ricci-Tensor und Krümmungsskalar.

Seien nun {E1, . . . , Em} orthonormale Felder auf einer Lorentz-MannigfaltigkeitM, dann ist:

g (Ei, Ek) =

{
±1 für i = k
0 für i 6= k

De�niert man nun
εk := g (Ek, Ek)

−1

dann ist εk = ±1. Im Fall der vierdimensionalen Raumzeit erhält man bei der hier gewählten Signatur der Metrik
ε0 = −1 und ε1 = ε2 = ε3 = 1. Ein beliebiger Vektor X einer nicht-entarteten, m−dimensionalen Mannigfaltigkeit
lässt sich darstellen als

(4.3) X =

m∑
k=1

x̄kEk

wobei x̄k die Komponenten des Vektors bezüglich der ONB sind. Wegen g (Ek, El) = 0 für k 6= l ist o�ensichtlich

(4.4)
m∑
l=1

εlg (Ek, El)El = εkg (Ek, Ek)Ek = Ek.

Mit der Linearität der Metrik folgt:
m∑
l=1

εlg (X,El)El
(4.3)
=

m∑
l=1

εlg

(
m∑
k=1

x̄kEk, El

)
El =

m∑
k=1

x̄k
m∑
l=1

εlg (Ek, El)El
(4.4)
=

m∑
k=1

x̄kEk
(4.3)
= X

Für einen Vektor X gibt es also die Darstellung:

(4.5) X =

m∑
l=1

εl g (X,El)El

4.1.1. Kontraktion eines (1,s) Tensors mit ONB.
Analog zu (3.34) ist die C1

l Kontraktion eines (1, s) Tensors mit der ONB de�niert als:(
C1
l T
)

(X1, . . . , Xl−1, Xl+1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

εkg (Ek, T (X1, . . . , Xl−1, Ek, Xl+1, . . . , Xs))

4.1.2. Ricci Tensor mit ONB.
Der Ricci-Tensor ist die Kontraktion des Riemanntensors und anlaog zu (3.39) de�niert man mit der ONB:

(4.6) ric (X,Y ) =

m∑
k=1

εkg (R (Ek, Y )X,Ek)

Für den (1, 1) Tensor Ric ergibt sich damit

g (Ric (X) , Y ) = ric (X,Y ) =

m∑
k=1

εkg (R (Ek, Y )X,Ek)

(3.17)
=

m∑
k=1

εkg (R (X,Ek)Ek, Y ) = g

(
m∑
k=1

εkR (X,Ek)Ek, Y

)
.

Vergleich der Komponenten ergibt dann:

(4.7) Ric (X) =

m∑
k=1

εkR (X,Ek)Ek

4.1.3. Scalarkrümmung und ONB.
Für die Scalarkrümmung als Spur des Ricci-Tensors ergibt sich mit der ONB:

(4.8) Sc =

m∑
h=1

εhric (Eh, Eh) =

m∑
h=1

εhg (Ric (Eh) , Eh)
(4.6)
=

m∑
k=1

m∑
h=1

εkεhg (R (Ek, Eh)Eh, Ek)
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4.2. Divergenz eines Tensors mit ONB.
Analog zu Gleichung (3.38) erhält man für die Divergenz eines (1, s) Tensors T mit Hilfe der ONB:

(4.9) (div T ) (X1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

εkg ((∇Ek
T ) (X1, . . . , Xs) , Ek)

Lemma 9. Linearität - Addition
Seien T und H zwei (1, s) Tensoren, so gilt:

(div (T +H)) (X1, . . . , Xs) = (div T ) (X1, . . . , Xs) + (div H) (X1, . . . , Xs)

Beweis: Zunächst gilt für die kovariante Ableitung der Summe zweier (1, s) Tensoren T und H

(∇Z (T +H)) (X1, . . . , Xs)
(2.23)

= ∇Z ((T +H) (X1, . . . , Xs))−
m∑
j=1

(T +H) (X1, . . . ,∇ZXj , . . . , Xs)

= ∇Z (T (X1, . . . , Xs))−
m∑
j=1

T (X1, . . . ,∇ZXj , . . . , Xs)

+∇Z (H (X1, . . . , Xs))−
m∑
j=1

H (X1, . . . ,∇ZXj , . . . , Xs)

(2.23)
= (∇ZT ) (X1, . . . , Xs) + (∇ZH) (X1, . . . , Xs)

Aus (4.9) folgt dann

(div (T +H)) (X1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

εkg ((∇Ek
(T +H)) (X1, . . . , Xs) , Ek)

=

m∑
k=1

εkg ((∇Ek
T ) (X1, . . . , Xs) , Ek) +

m∑
k=1

εkg ((∇Ek
H) (X1, . . . , Xs) , Ek)

= (div T ) (X1, . . . , Xs) + (div H) (X1, . . . , Xs) �

Lemma 10. Linearität - Multiplikation mit einer Funktion
Seien T ein (1, s) Tensor und f eine di�erenzierbare Funktion, dann ist:

(div (f · T )) (X1, . . . , Xs) = f · (div T ) (X1, . . . , Xs) + (T (X1, . . . , Xs)) f

Beweis: Zunächst gilt für die kovariante Ableitung:

(∇Z (f · T )) (X1, . . . , Xs)
(2.23)

= ∇Z (f · T (X1, . . . , Xs))−
m∑
j=1

f · T (X1, . . . ,∇ZXj , . . . , Xs)

= Zf · T (X1, . . . , Xs) + f · ∇Z (T (X1, . . . , Xs))− f ·
m∑
j=1

T (X1, . . . ,∇ZXj , . . . , Xs)

= T (X1, . . . , Xs) · Zf + f · (∇ZT ) (X1, . . . , Xs)

Es ist X =
∑m
k=1 εk g (X,Ek)Ek, siehe (4.5). Für einen (1, s) Tensor T gilt analog:

(4.10) T (X1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

εk g (T (X1, . . . , Xs) , Ek)Ek

Mit (4.9) erhält man

(div (f · T )) (X1, . . . , Xs) =

m∑
k=1

εkg ((∇Ek
(f · T )) (X1, . . . , Xs) , Ek)

=

m∑
k=1

εkg (T (X1, . . . , Xs) · Ekf + f · (∇Ek
T ) (X1, . . . , Xs) , Ek)

=

m∑
k=1

εkg (T (X1, . . . , Xs) , Ek) · Ek︸ ︷︷ ︸
T (X1,...,Xs)

f + f ·
m∑
k=1

εkg ((∇Ek
T ) (X1, . . . , Xs) , Ek)︸ ︷︷ ︸

(div T )(X1,...,Xs)

= (T (X1, . . . , Xs)) f + f · (div T ) (X1, . . . , Xs) �
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4.2.1. Kovariante Ableitung des Ricci-Tensors mit ONB.
Der folgende Zusammenhang zwischen der kovarianten Ableitung des Ricci-Tensors und der kovarianten Ableitung des
Riemannschen Krümmungstensors wird später für den Beweis der Divergenzfreiheit des Einsteintensors benötigt.

Lemma 11. Ricci-Tensor und kovariante Ableitung mit ONB
Für die kovariante Ableitung des Ricci-Tensors gilt:

(4.11) (∇ZRic) (X) =

m∑
k=1

εk (∇ZR) (X,Ek, Ek)

Beweis: Gleichung (4.11) folgt im Grunde sofort aus der geforderten Vertauschbarkeit von Kontraktion und kovari-
anter Ableitung, siehe (2.19). Alternativ lässt sich (4.11) aber auch direkt nachrechnen. Mit einer Orthonormalbasis
{E1, . . . , Em} lässt sich der Ricci-Tensor durch Ric (X) =

∑m
k=1 εkR (X,Ek)Ek darstellen, vgl. (4.7). Da εk = ±1

ergibt sich mit direkt

(∇ZRic) (X)
(2.23)

= ∇Z (Ric (X))−Ric (∇ZX) =

m∑
k=1

εk∇Z (R (X,Ek)Ek)−
m∑
k=1

εkR (∇ZX,Ek)Ek

Andererseits ergibt sich mit Gleichung (2.23):

m∑
k=1

εk (∇ZR) (X,Ek, Ek) =

m∑
k=1

εk∇Z (R (X,Ek)Ek)−
m∑
k=1

εkR (∇ZX,Ek)Ek︸ ︷︷ ︸
(∇ZRic)(X)

−
m∑
k=1

εkR (X,∇ZEk)Ek︸ ︷︷ ︸
S1

−
m∑
k=1

εkR (X,Ek)∇ZEk︸ ︷︷ ︸
S2

Bleibt also noch zu zeigen, dass S1 = −S2 ist. Mit der Darstellung (4.5) lässt sich der Vektor ∇ZEk schreiben als

(4.12) ∇ZEk =

m∑
l=1

εl g (∇ZEk, El)El

und wir erhalten für die erste Summe:

S1 =

m∑
k=1

εkR (X,∇ZEk)Ek
(4.12)

=

m∑
k=1

εkR

(
X,

m∑
l=1

εl g (∇ZEk, El)El

)
Ek

=

m∑
k=1

m∑
l=1

εkεl g (∇ZEk, El) ·R (X,El)Ek

Die zweite Summe lässt sich zunächst analog umzuschreiben. Auÿerdem verwendet man hier (oder alternativ bei S1)
eine besondere Eigenschaft der ONB: Das Produkt zweier ONB-Vektoren ist konstant, es gilt g (Ek, El) = ±1 und
damit Zg (Ek, El) = 0. Aus der Produktregel (2.9) folgt dann

g (∇ZEk, El) = Zg (Ek, El)︸ ︷︷ ︸
0

−g (Ek,∇ZEl) = −g (Ek,∇ZEl)

und damit

S2 =

m∑
k=1

εkR (X,Ek)∇ZEk =

m∑
k=1

εkR (X,Ek)

m∑
l=1

εl g (∇ZEk, El)El

=

m∑
k=1

m∑
l=1

εkεl g (∇ZEk, El) ·R (X,Ek)El = −
m∑
k=1

m∑
l=1

εkεl g (Ek,∇ZEl) ·R (X,Ek)El.

Sowohl k als auch l laufen von 1 bis m. Umbennen der Indizes ergibt:

S2 = −
m∑
l=1

m∑
k=1

εlεk g (El,∇ZEk) ·R (X,El)Ek = −S1 �
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4.3. Divergenzfreiheit des Einsteintensors.
Mit Hilfe der ONB lässt sich die Divergenzfreiheit des Einsteintensors jetzt leicht beweisen. Aus (3.45) folgt zusammen
mit Lemma 9 und Lemma 10:

(divG) (X) =

(
div

{
Ric− 1

2
Sc · Id− Λ · Id

})
(X)

= (div Ric) (X)−
(
div

(
1

2
Sc · Id

))
(X)− (div (Λ · Id)) (X)

= (div Ric) (X)− 1

2
· Id (X)︸ ︷︷ ︸

X

(Sc) +
1

2
Sc · (div Id) (X)− Λ · (div Id) (X)

Insgesamt ergibt sich daher:

(4.13) (divG) (X) = (div Ric) (X)− 1

2
·X Sc+

(
1

2
Sc− Λ

)
· (div Id) (X)

Man benötigt nun noch die Terme (div Ric) (X) und (div Id) (X).

4.3.1. Divergenz des Ricci-Tensors.
Um die Divergenz des Ricci-Tensors zu bestimmen, betrachten wir zunächst einen Ausdruck der mit der Skalarkrüm-
mung zusammenhängt.

Lemma 12. Skalarkrümmung und kovariante Ableitung
Für die Ableitung der Skalarkrümmung Sc nach einem Vektorfeld X ergibt sich der Ausdruck

(4.14) X Sc =

m∑
k=1

εkg ((∇XRic) (Ek) , Ek)

Da es sich bei der Scalarkrümmung um eine skalare Funktion handelt ist nach De�nition der kovarianten Ableitung
∇XSc = X Sc, siehe Abschnitt 2.4. Mit (4.14) ist also ein Ausdruck für die kovariante Ableitung der Skalarkrümmung
gegeben.

Beweis: Wie bei Lemma 11 folgt Gleichung (4.14) als kovariante Ableitung der Skalarkrümmung auch wieder direkt
aus der geforderten Vertauschbarkeit von Kontraktion und kovarianter Ableitung, siehe (2.19). Die Gleichung lässt
sich aber auch direkt nachrechnen:
m∑
k=1

εkg ((∇XRic) (Ek) , Ek)
(2.23)

=

m∑
k=1

εkg (∇X (Ric (Ek)) , Ek)−
m∑
k=1

εkg (Ric (∇XEk) , Ek)

(2.9)
=

m∑
k=1

εk {Xg (Ric (Ek) , Ek)− g (Ric (Ek) ,∇XEk)} −
m∑
k=1

εkg (Ric (∇XEk) , Ek)

= X

m∑
k=1

εkg (Ric (Ek) , Ek)−
m∑
k=1

εkg (Ric (Ek) ,∇XEk)−
m∑
k=1

εkg (Ric (∇XEk) , Ek)

(4.8)
= X Sc −

m∑
k=1

εkg (Ric (Ek) ,∇XEk)︸ ︷︷ ︸
:=S3

−
m∑
k=1

εkg (Ric (∇XEk) , Ek)︸ ︷︷ ︸
:=S4

Bleibt also noch zu zeigen, dass für die beiden Summen S3 = −S4 gilt. Die Vorgehensweise ist hier analog wie bei den
Summen S1 = −S2 in Lemma 11. Mit der Darstellung (4.5) lässt sich der Vektor ∇XEk schreiben als

(4.15) ∇XEk =

m∑
l=1

εl g (∇XEk, El)El.

Für S3 erhält man damit

S3 =

m∑
k=1

εkg (Ric (Ek) ,∇XEk) =

m∑
k=1

εkg

(
Ric (Ek) ,

m∑
l=1

εl g (∇XEk, El)El

)

=

m∑
k=1

m∑
l=1

εkεl g (∇XEk, El) g (Ric (Ek) , El)
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Bei S4 (oder alternativ bei S3) verwendet man wieder Xg (Ek, El) = 0 wegen g (Ek, El) = ±1. Aus der Produktregel
(2.9) folgt dann g (∇XEk, El) = −g (Ek,∇XEl). Insgesamt also

S4 =

m∑
k=1

εkg (Ric (∇XEk) , Ek) =

m∑
k=1

εkg

(
Ric

(
m∑
l=1

εl g (∇XEk, El)El

)
, Ek

)

=

m∑
k=1

m∑
l=1

εlεk g (∇XEk, El) g (Ric (El) , Ek) = −
m∑
k=1

m∑
l=1

εlεk g (Ek,∇XEl) g (Ric (El) , Ek)

Sowohl k als auch l laufen von 1 bis m. Umbennen der Indizes ergibt:

S4 = −
m∑
l=1

m∑
k=1

εkεl g (El,∇XEk) g (Ric (Ek) , El) = −S3 �

Im Folgenden soll nun die Divergenz des Ricci-Tensors berechnet werden.

Lemma 13. Divergenz des Ricci-Tensors
Für die Divergenz des Ricci-Tensors gilt:

(4.16) (div Ric) (X) =
1

2
X Sc

Beweis: Für die Divergenz des Ricci-Tensors ergibt sich aus (4.9)

(4.17) (div Ric) (X) =

m∑
h=1

εh g ((∇Eh
Ric) (X) , Eh)

und zusammen mit (4.11) dann:

(4.18) (div Ric) (X) =

m∑
h=1

εh g (

m∑
k=1

εk (∇Eh
R) (X,Ek, Ek)︸ ︷︷ ︸

(∇Eh
Ric)(X)

, Eh) =

m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇Eh
R) (X,Ek, Ek) , Eh)

Aus der di�erentiellen Bianchi-Identität (3.26) erhält man

(∇Eh
R) (X,Ek, Ek) + (∇XR) (Ek, Eh, Ek) + (∇Ek

R) (Eh, X,Ek) = 0

also

(∇Eh
R) (X,Ek, Ek) = − (∇XR) (Ek, Eh, Ek)− (∇Ek

R) (Eh, X,Ek)

und damit in (4.18):

(div Ric) (X) =

m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg (− (∇XR) (Ek, Eh, Ek)− (∇Ek
R) (Eh, X,Ek) , Eh)

= −
m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇XR) (Ek, Eh, Ek) , Eh)−
m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇Ek
R) (Eh, X,Ek) , Eh)

(3.28)
=

m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇XR) (Ek, Eh, Eh) , Ek)−
m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇Ek
R) (X,Eh, Eh) , Ek)︸ ︷︷ ︸

(div Ric)(X), siehe (4.18)

Addiert man nun auf beiden Seiten den Term (div Ric) (X) so folgt:

(4.19) 2 (div Ric) (X) =

m∑
h=1

m∑
k=1

εkεhg ((∇XR) (Ek, Eh, Eh) , Ek)

Diese Gleichung lässt sich weiter vereinfachen. Aus (4.11) erhält man (∇XRic) (Ek) =
∑m
h=1 εh (∇XR) (Ek, Eh, Eh).

Mit der Linearität der Metrik und Lemma 12 lässt sich dann Gleichung (4.19) umschreiben zu

2 (div Ric) (X) =

m∑
k=1

εkg

(
m∑
h=1

εh (∇XR) (Ek, Eh, Eh) , Ek

)
=

m∑
k=1

εkg ((∇XRic) (Ek) , Ek)
(4.14)

= X Sc

und man erhält (4.16). �
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4.3.2. Divergenz der Identität.
Nun fehlt noch die Divergenz der Identität div Id. Es handelt sich bei der Identität um ein (1, 1) Tensorfeld, weches
jeden Vektor X auf sich selbst abbildet. Die kovariante Ableitung der Identität verschwindet, da nach (2.23) gilt:

(∇ZId) (X) = ∇Z (Id (X))− Id (∇ZX) = ∇ZX −∇ZX = 0

Nach (4.9) ergibt sich für die Divergenz der Identität:

(4.20) (div Id) (X) =

m∑
k=1

εkg

(∇Ek
Id) (X)︸ ︷︷ ︸
0

, Ek

 = 0

4.3.3. Divergenz des Einsteintensors.
Nun lässt sich die Divergenz des Einsteintensors vollständig berechnen:

Theorem 14. Divergenz des Einsteintensors
Der Einsteintensor ist divergenzfrei, es ist

div G = 0

Beweis: Für alle Vektorfelder X gilt (div Ric) (X) = 1
2X Sc, siehe Gleichung (4.16) in Lemma 13. Auÿerdem haben

wir (div Id) (X) = 0, siehe (4.20). Aus (4.13) ergibt sich dann:

(divG) (X) = (div Ric) (X)− 1

2
·X Sc+

(
1

2
Sc− Λ

)
· (div Id) (X)

=
1

2
X Sc− 1

2
X Sc+

(
1

2
Sc− Λ

)
· 0 = 0

Da diese Gleichung für alle Vektorfelder X erfüllt ist, muss div G = 0 sein. �

Bemerkung 15. Der Beweis für die Divergenzfreiheit des Einsteintensors kann natürlich auch mit der Koordinatenbasis
geführt werden. Die Divergenz eines (1, 1) Tensors lässt sich durch Gleichung (3.36) darstellen. Hier hat man

(divG) (∂a) =

m∑
h=1

Gha;h und (div Ric) (∂a) =

m∑
h=1

Rha;h

und auÿerdem∇aSc = ∂aSc = R;a. Für die Divergenz des Einsteintensors, siehe Abschnitt 3.7, ergibt sich mit δha;h = 0:

(divG) (∂a) =

m∑
a=1

Gha;h =

m∑
h=1

(
Rha −

1

2
Rδha − Λ δha

)
;h

=

m∑
h=1

Rha;h −
1

2

m∑
h=1

R;h δ
h
a︸ ︷︷ ︸

R;a

= (div Ric) (∂a)− 1

2
∇aSc

Wegen ghi;a = 0 folgt gik;a = 0 aus 0 = δkh;a =
(∑m

i=1 ghig
ik
)

;a
=
∑m
i=1 ghig

ik
;a . Für die Divergenz des Ricci-Tensors

erhält man

(div Ric) (∂a) =

m∑
b=1

Rba;b =

m∑
b=1

(
m∑
c=1

gbcRca

)
;b

=
∑
b,c

gbcRca;b

wobei zur Abkürzung die Doppelsumme am Ende zusammengefasst wurde. Mit der Di�erentiellen Bianchi-Identität8

ergibt sich:

∇aSc =

∑
k,n

gknRkn


;a

=
∑
k,n

gknRkn;a =
∑
k,n,h

gknRhkhn;a

(3.27)
=

∑
k,n,h

gkn
(
−Rhkna;h −Rhkah;n

)
(3.25)

=
∑
k,n,h

gkn
(
−Rhkna;h +Rhkha;n

)
= −

∑
k,n,h,p

gknghpRpkna;h +
∑
k,n

gnkRka;n︸ ︷︷ ︸
(div Ric)(∂a)

(3.29)
=

∑
h,p

ghp
∑
k,n

gnkRkpna;h︸ ︷︷ ︸
Rpa;h

+ (div Ric) (∂a) =
∑
h,p

ghpRpa;h︸ ︷︷ ︸
(div Ric)(∂a)

+ (div Ric) (∂a) = 2 (div Ric) (∂a) �

8Es ist Rh
khn;a = −Rh

kna;h −R
h
kah;n siehe (3.27)
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