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1 Sistemi vincolati: generalita ed equazioni di moto

Il nostro obiettivo consiste nello studio del moto di un sistema di n particelle materiali (Py,..., P,)
con masse rispettivamente (my,...,m,) che possono essere soggette a restrizioni di tipo geometrico o cine-
matico (vincoli). Le particelle in generale sono soggette a forze direttamente applicate, che possono essere
classificate in forze interne (se si tratta di forze di interazione fra due punti del sistema) o esterne (se la
reazione non fa parte del sistema di forze considerato).

1.1 Spazi affini

Lo spazio fisico in cui osserviamo il moto dei punti ¢ lo spazio euclideo tridimensionale X in cui fissiamo un
sistema di riferimento ortogonale di origine O e assi coordinati =, y e z. La scelta del sistema di riferimento
stabilisce un’applicazione biunivoca fra ¥ e l’insieme delle terne ordinate di numeri reali R3, mediante
l’associazione ad ogni punto P € ¥ delle sue coordinate cartesiane (z(P),y(P), z(P)) in tale riferimento.
Per stabilire questa bijezione sono sufficienti le nozioni di ascissa su una retta (ovvero la misura orientata di
un segmento rispetto ad un segmento unitario), di proiezione di un punto su un piano e di proiezione di un
piano su una retta di esso secondo una direzione assegnata.

Consideriamo l'insieme ¥ X ¥ delle coppie ordinate di punti (A, B), A, B € 3. Ogni coppia per cui A # B
determina la retta r per A e B con orientazione A < B e il numero positivo d pari alla distanza AB: dunque
la coppia (A, B) determina la traslazione 7 di direzione orientata r e ampiezza d. In particolare 7(A) = B.
Le coppie di punti coincidenti determinano la traslazione di ampiezza nulla.

La relazione (A4, B) ~ (A’, B’) se e solo se le due coppie determinano la stessa traslazione & una relazione di
equivalenza e le classi di equivalenza sono i vettori liberi:

Ve =(Dx3)/~ (1.1)

Se la coppia (A4, B) individua il vettore v € V5, si usa scrivere v = B — A, oppure B = A + v. In modo
evidente si puo definire il modulo (la distanza AB), la direzione e il verso (quelli di r) di ogni elemento v di
(1.1). La classe delle coppie (4, A) ¢ il vettore nullo 0, con lunghezza nulla e direzione indeterminata. Ogni
vettore v determina una ed una sola traslazione 7, e viceversa. Chiameremo versori i vettori di modulo
unitario. Due vettori si dicono paralleli se hanno stessa direzione.

Fissiamo un punto O € X: per ogni punto P € X esiste uno ed un solo vettore v € V tale che P — O =v.
Viceversa, per ogni vettore v € V esiste uno ed un solo punto P € ¥ per cui la coppia (O, P) é nella classe
di equivalenza v. Fissato un punto O, I'insieme Vx é dunque in corrispondenza biunivoca con i punti di X.
La bijezione non é canonica, ma dipende dalla scelta di O. Le coppie (O, P) si chiamano vettori applicati
in O.

Dati due vettori u, v € Vy, definiamo la somma w = u + v come la composizione delle corrispondenti
traslazioni 7, o 7y. Si puo inoltre definire un prodotto R x V' — V', A € R stabilendo in modo ovvio modulo
direzione e verso del vettore w; = Av.

Si verifica facilmente che l'insieme Vs ha una struttura di spazio vettoriale su R di dimensione 3. Due
vettori u, v paralleli sono tali che u = Av per qualche A\ € R.

Se (O, x,y, z) € un sistema di riferimento ortogonale in ¥, chiamiamo rispettivamente i, j e k i versori degli
assi orientati x, y e z (ovvero le tre classi di equivalenza delle traslazioni lungo gli assi, scegliendo il modulo
unitario). E’ semplice verificare che i tre versori rappresentano una base per lo spazio vettoriale Vx, ovvero
v=oai+ 3j+~k Vv € Vg e opportuni «, 3, v € R.

Fissato P in X, si verifica subito che le coordinate cartesiane (z(P), y(P), z(P)) del punto sono le componenti
del vettore applicato P — O = v nella base dei tre versori degli assi, ovvero P — O = x(P)i + y(P)j +
z(P)k. Dunque, le coordinate cartesiane di un punto P in un riferimento (O, z,y, z) sono le componenti
controvarianti (vedi Paragrafo 5.8) rispetto alla base i, j, k del vettore v € Vs classe di equivalenza di
(O, P). L’origine O corrisponde alla traslazione nulla, ovvero al vettore nullo di Vs.

Si viene dunque a determinare una struttura in cui lo spazio vettoriale V (spazio delle traslazioni o dei vettori
liberi) opera sullo spazio euclideo . Lo spazio vettoriale Vs determina una struttura affine su X, il quale
diventa uno spazio affine reale di dimensione 3, secondo la definizione che segue:

Un insieme A viene detto spazio affine se esiste una funzione ® : A x A — V, con V spazio vettoriale su
un campo K, tale che




Al. per ogni P € A lamappa ®p : A — V definita da ®p(Q) = ®(P,Q) V Q € A é una bijezione,
A2. per ogni terna P, ), R di elementi di A vale ®(P,Q) + ®(Q, R) = ®(P, R).

Gli elementi di A vengono detti punti. L’assioma A2 ¢ la regola del parallelogramma. La dimensione
di A ¢ quella dello spazio V. L’'immagine ®(P, Q) viene detta vettore applicato da P in Q e indicata con

il simbolo @ 0 @ — P. Fissato P € A, l'insieme delle coppie

TrA={(P,2p(Q)) | Q € A} (1.2)

si dice spazio vettoriale dei vettori applicati in P € A (oppure spazio tangente in P). Si ha
l'isomorfismo di spazi vettoriali 7pA ~ V, mediante I’applicazione (P, ®p(Q)) <> ®p(Q) € V.

Esercizio 1.1 Mostrare che da Al e A2 seque ®(P,P) = 0, ®(P,Q) = —P(Q,P) V P,Q € A e che dati
P e A veV esiste un unico Q € A tale che ®(P,Q) = v.

In sostanza, lo spazio affine é uno spazio vettoriale privo di punti privilegiati: lo spazio affine tridimensionale
é pertanto 'ambiente naturale per descrivere lo spazio fisico in cui le leggi sono indipendenti dal sistema di
riferimento scelto.

Ogni spazio vettoriale V' & uno spazio affine assumendo come spazio vettoriale associato lo stesso V' e definendo
lapplicazione ® : V xV =V, ®(u,v)=u+v,Vu, veV.

Uno spazio affine A viene detto euclideo se lo spazio vettoriale associato V' € euclideo. In uno spazio affine
euclideo ¢ definito il prodotto scalare fra i vettori vi = ®(P1,Q1) e vo = O(FPa, Q2):

(P, Q1) - ®(P,,Q2) = V1 - Va. (1.3)

Una definizione alternativa consiste nel definire uno spazio affine come un insieme A per cui é definita una
funzione + : A x V' — A (traslazione), con V spazio vettoriale su un campo K, con le proprieta: per ogni
P fissato in A la mappa P + v é una bijezione fra Ve A, (P+u)+v=P+(u+v)VPe A uveV. La
relazione con la precedente definizione ¢ P+ ®(P, Q) = Q. Definendo la differenza @@ — P di due punti P, @
€ A come 'unico vettore v tale che P + v = @, possiamo dare senso al simbolo precedentemente introdotto
Q—P=wv.

Lo spazio dei vettori applicati in P o spazio tangente in P, punto fissato in A, consiste in

TpA={(P,v)| P fissatoin A, v € V}, (1.4)

ed ¢é canonicamente isomorfo a V' mediante (P, v) <> v.
Dato uno spazio affine A associato allo spazio vettoriale V', definiamo spazio dei vettori applicati o spazio
tangente l'insieme

TA=AxV =[] TrA. (1.5)

PcA
Esercizio 1.2 Verificare che l'insieme prodotto cartesiano A = Ay X --- X Ay di N spazi affini Ay, ..., AN
sui quali operano gli spazi vettoriali Vi, ..., VN € uno spazio affine su cui opera lo spazio vettoriale V =

Vix---xVy [porre (P, Q) = (®1(P1,Q1),..., PN (PN, QnN)) €V per ogni (P,Q) € AxA, P = (Py,...,Pn),
N

Q= (Q1,...,Qn) |. Verificare inoltre che dim A = > dim A;.

i=1
In base all’Esercizio precedente, si ha che lo spazio T A ha una struttura di spazio affine associato allo spazio
vettoriale V' x V', con I'applicazione ® : TA x TA — V x V definita da

@ ((P,u),(Q,v))=(2(P,Q),u+v), VPQeA Vuvel

Se m4 : TA — A ¢ la proiezione naturale definita da m4(P,v) = P per ogni P € A e ogni v € V,
chiamiamo fibrato tangente dello spazio affine A la terna (T A, w4, A).

Un campo vettoriale libero ¢ un’applicazione X, : A — V che ad ogni punto P di A associa il vettore
vV = X[(P) eV.



Un campo vettoriale applicato ¢ un’applicazione X : A — TA che ad ogni punto P di A associa
l’elemento (P, X;(P)) € TA. Equivalentemente, un campo vettoriale applicato & un’applicazione da A al
fibrato tangente: X : A — (T A, 74, A) tale che m4(X(P)) = P.
Dato uno spazio affine A di dimensione N, un sottospazio affine di dimensione r ¢ il sottoinsieme A, C A
tale che

(P,Q)e A, x A, = d(P,Q) eV, (1.6)

dove V,. & un opportuno sottospazio vettoriale di V' di dimensione r.

E’ semplice verificare che A, ¢ un sottospazio affine se e solo se, fissato arbitrariamente O € A,., il vettore
®(O, P) appartiene a V., per ogni P € A,. Possiamo dunque definire equivalentemente un sottospazio affine
come il sottoinsieme individuato da un punto O € A e dai punti

A, ={PcA|®O0,P)eV,} ={P€A|O+v=PveV,} (1.7)

con V,. sottospazio r—dimensionale di V.

Dato uno spazio affine A di dimensione N e un punto O € A, chiamiamo sistema di riferimento in A
linsieme {O,U} essendo U = (uy, ..., u,) una base per lo spazio vettoriale V associato ad A. Per ogni punto
P € A esiste un unico vettore v € V tale che ®(O, P) = v (ovvero O+ v = P): le componenti controvarianti
&1y .., &N di v rispetto a (uy,...,u,) si dicono coordinate del punto P nel sistema di riferimento

{O,U}:

N
®O,P)=P-0=)Y &u;, i=1,..,N. (1.8)

Fissato un sistema di riferimento, la corrispondenza fra i punti P € A e le N—uple di coordinate & una
bijezione A ~ RV,

La base U pud essere indipendente dal punto P oppure variare con esso.

Il sistema di riferimento {O,U} si dice cartesiano se la base I ¢ indipendente da P e ortonormale.

La scelta di un differente sistema di riferimento {O’,U}, con U = (uy,...,1y) altra base per V, O’ € A,
comporta ®(0',P) = P -0 = Z &1y, dove &,...,&y sono le componenti controvarianti rispetto a U
dell’ unlco vettore v/ € V per cui O’ + v/ = P. D’altra parte, v/ é esprimibile nella prima base come

v = Z niu;, dove (vedi (5.49)) n; Z B; i€ essendo B; ; gli elementi della matrice B del cambiamento
i=1

di base definita dalle espressioni
N
ﬁz:ZBi,jujv Zzl,,N (19)
i=1

Per ’assioma A2 di definizione di spazio affine si ha ®(O,P) = ®(0,0’) +®(0’, P), che in termini di
componenti si scrive

N
G=ni+& = Bi&+E& (1.10)

i=1

N

essendo ®(0,0") = O’ — O = Y &%u;. La (1.10) ¢ la relazione fra le coordinate = = (£,...,¢y) di P
i=1 ~ C _

nel sistema {O,U} e le coordinate = = (¢y,...,£y) del medesimo punto P nel sistema {O’,U/}. Indicando

con Pioy € RY le coordinate di P rispetto al sistema di riferimento {O,U}, la (1.8) e la formula inversa si

scrivono

Pow =B Pogy+Olou; Poray =B Pow + O - (1.11)

Esercizio 1.3 Si verifichi che per ogni O,0" € A wvale O[o a
—Ojor - Si concluda che la seconda delle (1.11) equivale a

_ —BTO[O',ZJ] e, in particolare, OEOJ/I] =

Pora = 1B (Poaa = Olouy) »



0’U’U€7"01

E=B"N(E-5%), E=BT(E+5)), (1.12)
con Zo = (£7,...,&})-

Osservazione 1.1 Talvolta puo essere conveniente considerare un riferimento variabile in ogni punto P €
A, del tipo {O,U(P)}, in cui la base di V varia al variare della posizione P e il punto O, non necessariamente
fisso in A, puo coincidere con P stesso. Le coordinate Z = Qo (py) di un punto Q € A verificano

N
Q-0=> ¢u(P), (C,....¢Cv)=Z€eRN. (1.13)
i=1
L’assegnazione della base U(P) avviene dunque mediante gli N campi vettoriali Uy, ..., Uy tali che
U;(P)=(P,u;(P)), i=1,...,N. (1.14)

Il cambiamento di riferimento {O,U(P)} — {O,U(P)}, consistente nel passare ad una differente base U
in ogni punto P, comporta la trasformazione di coordinate da Z = Qouwpy 0 Z = Q[O,E{(P)] legate dalla

relazione B
Z=[BYW(P)2zZ vQe A (1.15)

essendo B(P) la matrice del cambiamento di base U(P) — U(P), formata dagli elementi B; ;(P), i,j =
N

1,...,N, tali che u;(P) = Y f; ;(P)u;(P), i=1,...,N. Si noti che (vedi (5.62))
j=1

J722(Z) =B Y (P) VPeA. (1.16)

Definiamo curva nello spazio affine A un’applicazione continua I' : I C R — A che ad ogni valore A € [

associa il punto P()\) € A. La scelta di un sistema di riferimento [O,U] in A consente di scrivere P(A\) —O =
N

> a@;(A)u; o pit semplicemente la parametrizzazione delle coordinate

i=1

P\ o = (01(V),...,an(N), Ael. (1.17)

La base U puo dipendere dal punto P medesimo.
Il vettore tangente alla curva I nel punto Py = P()\g), Ao € I, & definito da

'(Py) = lim ~ [P(Ao + ) — POV)] € V, (1.18)
h—0 h

purché esista il limite. Il vettore tangente ¢ associato alla coppia (Py,I"(Py)) € Tp, A (vedi (1.4)) dello spazio

dei vettori applicati in Fj.

Dato un campo vettoriale X = (P, X;(P)), definiamo la derivata del campo X lungo la curva I' nel

punto Py = P(X\g), Ao € 1, il vettore, se esiste,

(Pl = Jim 1 [X(P(o + h) — X(P()] € V. (1.19)

Un campo X = (P, X;(P)) viene individuato, una volta assegnato un riferimento {O, U}, dalla 2N—upla

&1y €N R1(B), .., 6N (B)

I Precisiamo quanto segue sulla notazione che verra adottata.
Convenzionalmente si intende con Z = (z1,...,2s) € R®, s € N, il vettore colonna, ovvero una matrice di dimensioni s x 1. Se A
¢ una matrice quadrata di ordine s, il prodotto AZ da luogo ad un vettore colonna di lunghezza s. Si noti che AZ = (ZT AT)T.
Se Z1, Zo € R®, ’espressione Z - Z3 indica il prodotto scalare, ovvero la somma dei prodotti delle componenti di medesima
posizione. Dunque Z1 - Zo = ZTZo = ZTZ;. 1l prodotto ZT AZy = (ZT A)Zy = ZT (AZ2) ha per risultato un numero reale.
Osserviamo infine che Z - AZy = Z’{AZQ = (ATZ1)TZ2 =ATZ, - Zs.




dove = = (&1,...,&n) = Pouy e K1, ..., kN sono le componenti controvarianti di Xy(P) rispetto a U:

Xe(P) = > k;u;. Rispetto al riferimento introdotto, la (1.19) diventa

it

N

o (Mo)wi(Po) + Y ki(E0) Ui (Po)ly (1.20)
i=1

N N
essendo Zg = Pyjo ) e Ui, i =1,..., N, i campi (1.14).

Si verifica subito che il vettore tangente (1.18) della curva I' parametrizzata come in (1.17) viene scritto, nel
riferimento fissato:

N
I'(Py) = Z [0 (Xo)wi(Po) + ai(Ao) U (Po)lr] (1.21)

Un campo scalare su uno spazio affine A é una funzione f : A — R. Fissato il riferimento {O, U}, il campo
scalare viene descritto dalla funzione f : RY — R definita da f =fo w[_olu], avendo indicato con ¥jp ) la
bijezione 4 ~ RY You)(P) = Po, uj- La scelta di un differente sistema di riferimento {O’,U} comporta la
scrittura del campo scalare f come f1 fou ! R legata alla funzione precedente da f1 f Yoy ow[o, ap
ovvero f1(Z) = f(E(E)) (vedi (5.22)), essendo Z = Pio ), E = = Po g

Data una curva I' su uno spazio A descritta mediante P(X\), A € I C R, definiamo la derivata del campo
scalare f in Py lungo la direzione di I come

F(Po)ly = Jim L [7(P(h + 1) ~ F(P(h))] € R. (122

Nel riferimento [O,U], in cui Py = P(A\g) ha coordinate Zg, I' & parametrizzata da (1.17) e il campo scalare
f si scrive in coordinate come f(E) = f(q/f[o u]( )), la (1.22) assume ’espressione

Z ac, = a;(Xo) + f'(Po)lr, (1.23)

dove 'ultimo termine & la derivata di f lungo la curva T'y dipendente solo dal sistema di riferimento U(P)
parametrizzata come

-0 = Zaleul (Mo +h), hel—ed.

Se la base U ¢ indipendente da P, si ha ovviamente f'(FPp) |Fo =0.

Non ¢ difficile verificare che, dato Py € A e un qualunque vettore v € V, esiste una curva I' passante da Py
e tale che I''(Py) = v (mostrare per esercizio). Dato un campo scalare f e fissato Py € A, possiamo dunque
definire I’operatore Vf(FPp) : V' — R che agisce sui vettori di V' nel modo seguente:

VI(PR)(v)= f(P)lr €R, VveV (1.24)

con I' curva passante per Py e con vettore tangente v in Py é. Si vede senza difficolta che 'operatore V f é

un omomorfismo fra gli spazi V' e R. Chiamiamo 'operatore lineare (1.24) gradiente del campo scalare
. N
fin Py. In coordinate, rispetto al riferimento {O,U} in cui f(P) = f(Powy)), Pojou = Zo0, V= ) viu, si

i=1
ha

(1.25)

=L e

of (Zo) per ogni i = 1,..., N, la matrice ng(Eo) dell’lomomorfismo V f rispetto

Dato che Vf(Py)(u;) = a5,

alla base U &

—f(=,) = of - af IxXN
V:f(~0)<5&( 0) aee e agN( )> e RN, (1.26)

-~



Rispetto ad una differente base I la matrice dell’omomorfismo (1.24) & la matrice Vz=f1(Zo) di elementi
af —_ . —_ po= P )

875(:0)’ i=1,...,N, essendo Eg = Y10, (Fo) e f1(E) = f(E(Z)).

Il cambiamento di base & — U di matrice B comporta la relazione fra le corrispondenti matrici dell’endo-
morfismo V f:

Vzf1(20) = B V=f(Z0). (1.27)

La (1.27) non ¢ altro che la regola di trasformazione del gradiente, come si puo ricavare direttamente da

ofi X of 0g : 0¢;
— = —~ 2 e tenendo conto che (vedi (1.10)) —2Z = B, ;.
o0& =1 085 06 ( (1.10)) 0¢; J
Definiamo l'operatore J : V' — V nel modo seguente:
N N oo
JX(v) = ;; a8, % VveV (1.28)
N _
essendo v = > w;u; nella base scelta. Rispetto ad un secondo riferimento {O’,U} il campo vettoriale X
i=1
o o _ N
viene scritto come (§1(2),...,én(E);0n,...,an), dove = é come in (1.12) e a; = > B ;0 (vedi (1.9)).
j=1

Esercizio 1.4 Verificare che il vettore JX(v) é indipendente dal sistema di riferimento scelto e che JX ¢
un endomorfismo di V.

L’operatore JX viene detto Jacobiano (o gradiente) rispetto al campo X'. Tenendo conto che JX (uy) =
N o

> fui peri=1,...,N, si trova che la matrice dell’endomorfismo rispetto alla base U ¢
i=1 08k

Oar  doy O

731 3 0N

Gaz Doy Oas

JE(ala"'aaN) - 851 852 agN

8aN BaN 80{]\7

731 082 0N
che consiste nella matrice Jacobiana (5.62) delle funzioni g, ..., ay.

1.2 Spazio delle configurazioni

Ciascuno degli n punti Py, ..., P, del sistema in esame é un elemento dello spazio affine reale e tridimensionale

¥, sul quale opera lo spazio vettoriale delle traslazioni. Si ha che P = (Py,...,P,) & un punto dello spazio

affine XG4 = ¥ x...x % (vedi Esercizio 1.2), sul quale opera lo spazio V. = Vs x --- x Vs, prodotto
—_—— —_——

n volte n volte

cartesiano delle traslazioni tridimensionali. Si ha dim Y™ = 3n e una base per lo spazio vettoriale V &

B= (el,eg,...,e3n> (1.29)
e1:(i,0,...70)7 62:(0,j,0,...,0), egn:(O,...70,k),

—— ~—— ——

3n—1 volte 3n—2 volte 3n—1 volte

che consiste nella base indotta in modo naturale dalla base dei versori degli assi per ogni spazio fattore V.



Se chiamiamo (z;,v:,2;), ¢ = 1,...,n, le coordinate cartesiane di ciascuno degli n punti P, ..., P, nel
riferimento ortogonale (O, x,y, z), si ha che, estendendo a pit dimensioni quanto si & gia osservato, la lista
delle coordinate cartesiane

X = (Z1,Y1, 215+ - s Trs Yn» 2n) € R3" (1.30)

che ¢ elemento dello spazio R3" delle 3n-uple ordinate di numeri reali, corrisponde alle componenti con-

trovarianti rispetto alla base (1.29) del vettore applicato P — Q = (P, — O,..., P, — O) € V (essendo

Q = (0,...,0) € £6BM) associato al punto P = (Py,...,P,) € 4" una volta fissata I'origine O € X.
———

n volte
Secondo la notazione introdotta per scrivere (1.11), si ha X = P g

Osservazione 1.2 Un modo senz’altro utile di leggere lo spazio delle configurazioni parte dalla identifica-
zione

V= jl(VZ) @jZ(VZ) SPRR @jn(vﬂ)

dove le n applicazioni j; : Vs — V definite per ogni indice i =1,...,n da

vengono dette immersioni naturali e sono omomorfismi iniettivi fra 1 due spazi vettoriali.
A livello di coordinate, é pertanto possibile identificare lo spazio delle configurazioni con la somma diretta
delle immersioni di n spazi R® delle coordinate dei punti:

nooa

X = (21,91, 21, -+, Tny Yn, 2n) = ‘@131(%,%,21‘)7

i=
dove j;, i =1,...,n, sono le immersioni j; composte con l’isomorfismo V <> R3",

E’ ora chiaro che lo studio del moto del sistema discreto consiste nel determinare la posizione del punto
rappresentativo P = (P,...,P,) € X" nel tempo, ovvero nel determinare la curva P(t), t € [to,t1]
nello spazio 7).

Definiamo velocita del punto P all’istante t il vettore tangente alla curva, se esiste:

!
V = lim o (P(t+h) = P(t)) € V. (1.31)

Si ¢ visto che, una volta fissato un sistema di riferimento ortogonale (O, z,y, z) in ¥, al punto P € £ ¢
univocamente associato il vettore rappresentativo P — Q € V, le cui componenti controvarianti rispetto
a (1.29) sono le (1.30). Una volta scelta la base in V, la corrispondenza fra i vettori di V e lo spazio delle
3n—uple ordinate di numeri reali R3" ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali: per semplicita, chiameremo anche
il vettore X € R3" vettore rappresentativo. In quest’ordine di idee, lo spazio delle configurazioni del
sistema viene identificato con lo spazio R3" e le posizioni del sistema viene individuato dall’equazione finita
del moto

X<t) = (xl(t)ayl(t)7zl(t>v'"7xn(t)7yn<t)’zn(t))’ te [t07t1]> (1.32)

ovvero dalla parametrizzazione di P(t) nel sistema prescelto. La (1.32) ¢ essa stessa equazione della curva
L : [to, t1] = R®" definita da I'(t) = P(t)0,5-

(3n)

Se indichiamo con @ 'unico punto in X per cui P+ V = (@, é facile rendersi conto che

Qr = X(t) = (&1(1), 91(t), 21(8), ..., Zn (), Y (t), 20 (t)) € R, (1.33)

Il vettore velocita (1.31) si identifica dunque con il vettore applicato in P di coordinate (1.33) rispetto alla
base (1.29) e coincide con il vettore tangente dX(¢)/dt alla curva I" all’istante ¢. In termini di (1.4), si ha
(P, V) € Tpx(n).



1.3 Cambio di base o di coordinate

Talvolta puo risultare conveniente utilizzare per V una base differente da (1.29).
La scelta di una seconda base B = (éy,...,€3,) in V avviene tramite la definizione della matrice B del
cambiamento di base formata dagli elementi 8; ;, i,7 =1...,3n, tali che

3n

e; = E ﬁ@j@j, 1=1,...,3n,
—

ovvero scrivendo le componenti controvarianti dei vettori di BaB. In particolare, un cambiamento di base
1n VE da <1 _],k> <1 _],k>, con 1 = b111+b12J—|—b13k _] = b211+b22J—|—b23k k = b311—|—b32j—|—b33k
comporta il cambiamento di base in V di matrice

By O ... ... 0
0 B 0 ... O
B =
0 ... ... 0 B
dove Bj ¢é la matrice 3 x 3 di elementi b; ;, 4,5 =1,...,3 e 0 ¢ la matrice nulla di ordine 3.
Se {Q, B} e {0, B} sono due sistemi di riferimento in ™ la posizione del punto P € (") ¢ individuata
n 3n
rispettivamente dai vettoriin VP —Q = > e, e P— Q' = 3 &;é;. La relazione fra le coordinate & data
i=1 =1

da (1.10):

X:B_TX+X0, X:(§17"'a§3n)’ X:(£17"'aé3n)’ on(ggavg?o)n)7

3n
essendo B~7 la matrice trasposta e inversa di Be Q' —Q = 3" ¢%e;. In generale, la matrice B dipende dalle

coordinate X: B = B(X). La trasformazione é lineare solo se B é costante, ovvero se la direzione dei vettori
di Be indipendente dalla posizione nello spazio.

Un secondo modo di introdurre nuove variabili, basato sulla considerazione che uno spazio affine é un esempio
di varieta differenziabile di medesima dimensione, consiste nell’assegnare il cambiamento di coordinate
mediante la trasformazione invertibile n; = 7;(&1,...,&3,), ¢ = 1,...,3n, o, piu sinteticamente, Y = Y (X),
X € U C R, con inversa X = X(Y), Y € U C R3", in un intorno di un punto Xo = (£9,...,£9,) € U.
Seguendo la consueta terminologia, chiamiamo le X coordinate rettilinee ortogonali e le Y coordinate
curvilinee nel dominio U.

Vediamo come ¢ possibile costruire mediante la trasformazione di coordinate Y = Y(X) un sistema di
riferimento in ogni punto X di U.

Chiamiamo i—esima curva (o linea) coordinata nel punto Py di coordinate X = (£9,...,£3.) la curva di
R3" che si ottiene ponendo in X = X(Y) tutte le componenti di Y costanti, eccetto la i—esima, ovvero la
curva '@ : () C R — R3" parametrizzata come

51 = 51(77?5""77?—17Aa77?+1""777gn)

. (1.34)
5371 = 5377.(77?; s 3771[')717 )‘3771[')+1a v 777?(3n)a
per A € I essendo (19,...,7%,) = Yo = Y(Xo).
I vettori tangenti alle curve coordinate nel punto P
;)
Z 9 e; (1.35)
Mi ly—v,

=1

sono 3n vettori in V linearmente indipendenti, per 'ipotesi di invertibilita della trasformazione, ovvero di
non singolarita della matrice Jacobiana (5.62) JxY della trasformazione.
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In ogni punto Py si pud dunque definire il sistema di riferimento di base B = (€1,...,€3,): chiamiamo
{Py, B} sistema di riferimento naturale in P, associato alle coordinate curvilinee Y. Questo riferimento
varia da punto a punto in U.

In termini di spazi affini, questo corrisponde a fissare la bijezione ®p (P) — V, al variare di P € »6): 1a
base (1.35) di V dipende da Fj.

Dalla (1.35) si deduce che la matrice del cambiamento di riferimento ¢ B = [Jy(X)]?|y=v,, pertanto le
coordinate di P nel nuovo riferimento verificano (vedi (1.11))

P[PO,B] = [JX(Y)szxO (P[Q,B] - PO[Q,B]) (1.36)
dove [Jx(Y)] = [Jy(X)]~! ha elementl 85 =1,...,3n.

Se pensiamo al sistema di vettori (1.35) centrato in {2 anziché in P, otteniamo le coordinate del vettore
posizione P —  nella scomposizione rispetto alla base B (ovviamente le coordinate di P nel riferimento
{P, B} sono tutte nulle):

Po.p = [Ix(Y)]Pq s

0, equivalentemente,
3n 3n _ B B
P-Q=> &e;=>» &, (&,....&n) =X=(xY)X. (1.37)
j=1 =1
Nella definizione (1.35) i vettori della base B non hanno necessariamente modulo unitario: se si richiede che
essi siano versori, come si usa di consueto, bisogna modificare la (1.35) come segue:
3n 85]

. On;
6= I e; (1.38)

n (1 0¢;\ /
> (3
j=1 i Y=Y,

e la matrice B del cambiamento di base ha elementi

X)),
. ij=1,...,3n (1.39)
H I
T 9&; , :
dove [(JyX) ]Z.j e . La matrice B~! inversa di (1.39) ha per elementi
X
1 -
(B ) ij [(JXY) ] i.j 87’[’” ] = 1a .,371,
dunque la (1.36) va sostituita con
377¢> 0 .
&—-&), i=1,...,3n, (1.40)
(H i || O&; £1=€9,....E3,=£9, ( ’ J)

essendo (517 ) 531'7,) = P[P(”B_]: (617 s 7£3n) = P[O,B]7 (5?7 s ’ggn) = PO[O,B]'

Esercizio 1.5 Rendere espliciti i concetti introdotti nel caso del cambiamento di variabili a coordinate
polari 71 = g, n2 = ¢ nel piano:
§1=o0cosp, & = psing,

(un unico punto in R?), a coordinate cilindriche 1, = r, 1y = @, 3 = 2 nello spazio:

&L =opcosp, & =opsing, =z
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(un unico punto in R®) ed a coordinate sferiche n; = r, 1y = ¢, 13 = ¥ nello spazio:
& = pcospcost, & =psinpcos?d, &3 = psind.

In tutti e tre i casi si stabilisca 'insieme U dei punti per cui la trasformazione é invertibile, si trovino in U
le curve coordinate e si verifichi che il riferimento naturale normalizzato (1.88) ¢é

e, = cos pi+singj, e, = —sinpi+cospj versori coord. polari
e, = cos pi+singj, e, = —sinpi+ cosyj, e, =k wversori coord. cilindriche
e, = cos pcos Vi +sinpcosvj +sindk, e, = —sin i+ cos j,

ey = — cos psin i — sin psinvj + cosvk  wversori coord. sferiche

dove si ¢ posto ey = i, e; = j, e = k. Determinare infine le coordinate controvarianti (1.87) di P — O
rispetto alla base (1.38), tenendo conto di (1.40).

E’ interessante determinare le coordinate del punto @ di (1.33) nel sistema di riferimento naturale { P, B}.
Si ha infatti, applicando la (1.36):

Qipa = (JxY)Qipp = (JxY)X.

Tenendo conto della regola di derivazione ) )
Y = (JxY)X, (1.41)

si trova
3n
V=>"ne (i,....10m) =Y. (1.42)
i=1
Si conclude che, quando il sistema ¢ nella posizione P, le componenti del vettore velocita V rispetto
al sistema naturale {P, B} di base (1.35) sono le Y.
Esercizio 1.6 Arrivare alla medesima conclusione sviluppando ’espressione

d 3n ~ 3n . d
pn <; fz‘ez) = Z <fiez‘ Jrfidtei) )

i=1

d
esprimendo pot &éi nella base B derivando la (1.35) e tenendo conto che

d d
—JxY | X = —JxY [ =X ).

1.4 Vincoli e loro classificazione

Il sistema P = (P, ..., P,) di n punti materiali si dice vincolato se é soggetto a restrizioni di tipo geometrico
o cinematico. Formalmente, esprimiamo questo fatto scrivendo

®(P,V,t) =0, (1.43)

dove V ¢ la velocita del sistema definita in (1.31) e & : ¥ x V x R — R & un’opportuna funzione che
traduce le costrizioni del sistema.
11 vincolo si dice geometrico o intero se non coinvolge la velocita:

H(P,t) =0, (1.44)

altrimenti viene detto cinematico o differenziale. Il vincolo (1.44) viene detto stazionario se ¢ non
fdipende dal tempo: @ = @(P). Fra i vincoli cinematici considereremo solamente la situazione (per altro
maggiormente frequente nelle applicazioni) dei vincoli lineari, ovvero del tipo

B(P,V,t) = ay(P,t) -V + B(P,t) =0 (1.45)
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con ay(P,t) € V vettore del campo vettoriale o : »6) x R — TX6™ assegnato, per ogni t fissato, come

a(P,t) = (P,ay(P,t)), e B: £6B™ x R — R. Tl vincolo (1.45) viene detto stazionario se a non dipende dal
tempo e 8 ¢ la funzione nulla: a,(P) -V = 0.

, al quale associamo i vettori (1.30) e (1.33), una volta fissato un riferimento (O, z,y, z) nello spazio fisico
3.
Le eventuali limitazioni imposte alle posizioni e alle velocita dei punti del sistema si traducono modellistica-
mente nell’introdurre le equazioni vincolari:

feX, X, ) =0, k=1,...,m< 3n. (1.46)

Il vincolo fi = 0 viene detto geometrico o intero quando f; non dipende dalle velocita X, cioé risulta del
tipo

fe(X,t) = 0. (1.47)
Nel caso generale (1.46) il vincolo si dira cinematico o differenziale. Osserviamo che al vincolo geometrico
(1.47) corrisponde il vincolo cinematico ottenuto derivando 'espressione fi(X,t) = 0 totalmente rispetto al
tempo:

0
Vx fi - X+ % =0 (1.48)
dove con Vx si ¢ indicato 'operatore gradiente rispetto alle 3n variabili spaziali:
o 0 0 o 0 0
VX: a9 'Aa. v a. v a9 2a. |-
Oxy’ Oy’ 0z 0xy, Oyn Ozp

Viceversa, un vincolo cinematico fi (X, X, t) = 0 si dira integrabile se ¢ in realta equivalente ad un vincolo
di tipo intero: ad esempio, se esiste una funzione Fj(X,t) tale che E, = fr. In tal senso, il vincolo
cinematico fj, consiste in realta in un vincolo geometrico. I vincoli integrabili contengono le variabili velocita
necessariamente in modo lineare (ovviamente non ¢é vero il viceversa).

Nella nostra trattazione considereremo prevalentemente vincoli olonomi. Il caso dei vincoli anolonomi sara
limitato alla situazione (maggiormente frequente) in cui le velocita compaiono linearmente nelle (1.46). In
tal caso, la k-esima equazione vincolare (1.46) si scrive

AL(X,t)- X + Bp(X,t) =0, (1.49)
dove Ay, é un vettore di R®” mentre B é una funzione scalare. Osserviamo che un vincolo olonomo, scritto
0
nella forma differenziale (1.48), ¢ del tipo (1.49), con A = Vx fr e By = %

Infine, il vincolo geometrico (1.47) si dice stazionario se non contiene esplicitamente la variabile tempo:
Qf(Xt)—O (1.50)
ot T '

Il vincolo cinematico (1.49) ¢ detto stazionario se

%Ak(X,t) =0, Bp(X,t)=0, k=1,...,m. (1.51)
Complessivamente, la natura delle m equazioni (1.46) determina la seguente classificazione dei sistemi
vincolati.

Il sistema vincolato si dice olonomo (termine introdotto da Hertz) se ogni vincolo (1.46), k = 1,...,m
é geometrico o cinematico integrabile. Se ci sono vincoli cinematici non integrabili, il sistema si dice non
olonomo oppure anolonomo.

Seguendo una terminologia introdotta da Boltzmann, il sistema si dice scleronomo (o0 a vincoli fissi) se i
vincoli (1.46) sono stazionari per ogni k = 1,...,m, altrimenti si dice reonomo (ovvero a vincoli mobili).
Un’altra importante nozione riguarda il concetto di indipendenza dei vincoli. Si vuole infatti evitare che un
vincolo riproduca le medesime condizioni dettate da un altro o da un gruppo di altri vincoli.

Diremo che i vincoli (1.49) sono indipendenti in una determinata posizione X e all’istante ¢ se i vettori
Ax(X,t), k=1,...,m, sono linearmente indipendenti.
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Se denotiamo con A la matrice m x 3n le cui righe sono i vettori Ay, ..., A,, e con B il vettore in R™ pari
a (Bi,...,Bn), Uinsieme dei vincoli (1.49) si scrive in modo compatto

AX, )X +B(X,t) =0

con 0 vettore nullo di R™. La condizione di indipendenza corrisponde alla richiesta di rango massimo per la

matrice A:
rank A =m. (1.52)

Diremo che il numero intero £ = 3n — m ¢ il numero di gradi di liberta del sistema.

A questo proposito va osservato quanto segue. Se il sistema ammette p vincoli olonomi (o anolonomi
integrabili) e v vincoli anolonomi non integrabili, con p + v = m, allora alcuni autori chiamano grado di
liberta del sistema il numero ¢; = 3n — u, mentre £ = 3n — m viene detto grado di mobilita del sistema.
In effetti, la presenza di soli vincoli anolonomi (@ = 0) non pregiudica alcuna posizione del sistema, ma ne
limita le velocita.

Osserviamo inoltre che, nel caso di vincoli olonomi, la condizione di indipendenza consiste nel richiedere che

i vettori gradienti Vx fi, € R3", k =1,..., m siano linearmente indipendenti, ovvero che
Ofk
k = 1.53
ran ( 3 §i) m (1.53)

dove, per comodita, si sono indicati gli elementi di X con &;:

SLi=x1,6=y,88=2, ... En-2=2Tn, E3n—1 =Yn, {3n = Zn. (1.54)

Verifichiamo ora che forma assumono le limitazioni (1.46) nelle variabili curvilinee Y. Mediante le sostituzioni
X = X(Y) e X = (JyX)Y (quest’ultima formula inversa di (1.41)), é chiaro che le limitazioni (1.46) si
traducono Y nelle equazioni vincolari delle variabili naturali

fi(X(Y), v(X)Y,t) = gu(Y,Y,t) =0, k=1,...,m < 3n. (1.55)

La tipologia geometrica o cinematica del vincolo f rimane ovviamente inalterata, dopo il cambiamento di
coordinate. Inoltre, si verifica facilmente che il vincolo cinematico lineare (1.49) si trasforma nel vincolo
ancora lineare

(JyX)TAL(Y,t)- Y + Bp(Y,t) =0,

dove Ak = Ak(X(Y),t), Bk = Bk(X(Y)ﬂf)

Essendo la matrice Jacobiana non singolare, i vettori (JyX)T Ay, k = 1,...,m sono indipendenti se e solo
se lo sono A1, ...,A,,. Anche il carattere stazionario non viene alterato dal cambiamento di coordinate,
dato che per ipotesi quest’ultimo non dipende esplicitamente dal tempo.

Esercizio 1.7 Data una funzione F : U C RY 5 R si consideri il vettore gradiente

oF
dF =S¢, 1.56
gra ; o, e (1.56)
di coordinate controvarianti Vx F rispetto alla base B, X = (&1,...,&n). Se X = X(Y) & una trasformazione

invertibile, Y = (n1,...,mn), e F(Y) = F(X(Y)) & la funzione nelle nuove variabili, si mostri che
8F' 3F' — T T n
o a— | = VY F(Y) = (JxX) Vx Flx—x(v), VxF(X)=(JxY) VyFly_vx) (1.57)
Im N
per concludere che le coordinate controvarianti di grad F rispetto alla base (1.85) sono (JxY)(JxY)IVyF.
N

Nel caso invece del riferimento normalizzato (1.38), verificare che si ha grad F = Y, (;€;, con

=1
N —
oX|| OF
;= JxY); i (JxY )k —_— ,=1,...,N.
Cz kgl( X )m( X )kd 6771' 877k’ ¢ ) )
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Se in particolare la trasformazione ha matrice Jacobiana ortogonale: (JxY)(JxY)? = I, I matrice identita
N X N, si verifichi che il vettore (1.56) si scrive nel riferimento (1.38)

N —
oX || OF
dF = —&;.
orad =2 3| om ™
. . ) ) ) oF, OF, F .
Utilizzare infine la formula precedente per scrivere il vettore gradiente grad F = gl + @‘] + fk nei tre
1 2 3

cambiamenti di coordinate dell’Esercizio 1.1 (§3 =0 nel primo caso):

F F
grad F = %—Qeg + g(pe@ coord. polari
OF OF OF
grad F' = 8—9% + %ew + 20 % coord. cilindriche
oF oF oF
grad F' = a—geg + %ew + %eﬁ coord. sferiche.

Esercizio 1.8 Sia il vincolo lineare (1.49) tale che fi = Fy per una funzione fr(X,t) e sia X =X(Y) una
trasformazione invertibile. Utilizzando (1.41) e (1.57), si verifichi che gr, = Gy, dove g(Y,Y,t) ¢ il vincolo
seritto come in (1.55) e Gi(Y,t) = Fi(X(Y), t).

Esercizio 1.9 Sia un punto materiale P di massa m vincolato su un piano ™ e con modulo della velocita
radiale proporzionale al modulo della velocita trasversale. Mostrare che il vincolo cinematico imposto é
integrabile.

Esercizio 1.10 Sia P wvincolato su una sfera di raggio R e sottoposto ad avere velocita lungo il meridiano
proporzionale alla velocita lungo il parallelo (considerando i moduli). Stabilire se il sistema ¢é olonomo.

Esercizio 1.11 Scrivere esplicitamente le equazioni vincolari e classificare i sequenti sistemi vincolati:
(1) un punto P vincolato su una superficie fissa,
(i) un punto P vincolato su una superficie che subisce una deformazione nel tempo,

(ii7) due punti Py e Py posti alle estremita di un’asta di massa trascurabile e lunghezza £(t) che varia nel
tempo,

(iv) due punti su un piano, collegati da un’asta di massa trascurabile e lunghezza costante ¢, vincolati a
muoversi in modo tale che la velocita del punto medio dell’asta abbia la direzione dell’asta (moto del
pattino).

Esercizio 1.12 Si consideri un sistema materiale costituito da due punti P, e Py di medesima massa m. I
punti sono disposti in modo che il primo occupi il centro e il secondo una posizione sul bordo di un disco che
rotola su un piano orizzontale . Il piano del disco si mantiene ortogonale rispetto a w. Scrivere le equazioni
vincolari. Considerare poi il caso in cui il disco rotoli senza strisciare su 7 e discutere il carattere olonomo
o anolonomo del sistema.

Esercizio 1.13 Ripercorrere [’esercizio precedente nel caso in cui Py sia sul bordo di una sfera anziché di
un disco.

1.5 Velocita possibile e velocita virtuale

Le equazioni vincolari (1.46) (in particolare le (1.49)), nel caso specifico che considereremo) mostrano evi-
dentemente le condizioni cui deve sottostare il vettore rappresentativo X affinché le velocita di ciascun punto
siano compatibili con la configurazione del sistema, istante per istante.

Le velocita permesse dai vincoli sono dette velocita possibili. Per ogni posizione del sistema in un determi-
nato istante esistono ovviamente infinite velocita possibili. Una di queste é rappresentata dal moto effettivo
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del sistema all’istante t. E’ dunque chiara la differenza fra moto possibile e moto effettivo, quest’ultimo
determinato dal particolare sistema di forze imposto al sistema e dalle condizioni geometriche e cinematiche
di partenza.

Supponiamo ora di avere un sistema materiale sottoposto alle m equazioni vincolari (1.49), siano esse inte-
grabili o non integrabili. Fissata una posizione X e un istante di tempo ¢, chiamiamo Vx ’'insieme di tutte le
velocita possibili in X all’istante ¢, cioé 'insieme dei vettori X che verificano le (1.49), perogni k =1,...,m,
con X et fissati:

Vx(t) = {x R | Ap(X,t) - X + Bp(X,t) =0, k = 1,...,m}. (1.58)

Fissata una posizione X e un istante di tempo ¢, I'insieme Vx (t) corrisponde alle soluzioni X del sistema
lineare

AX+B=0, (1.59)
dove A é la matrice m x 3n le cui righe sono in vettori Ay, k =1,...,m, mentre B ¢é il vettore di componenti
By, ..., Bn.

Com’¢ noto, le soluzioni del sistema (1.59) sono date da

X =X + X (1.60)

dove X risolve il lineare omogeneo associato
AVX 1) - X=0, k=1,...,m, (1.61)

mentre X & una soluzione particolare di (1.59), X = 0 nel caso di vincoli stazionari.

Definiamo velocita virtuale ogni vettore X che verifica (1.61) e Vx (t) la totalita di essi:
Vx(t) = {X | AX = 0} (1.62)

Dato il vincolo cinematico (1.49), possiamo attribuire alla condizione (1.61) il significato di configurazione
stazionaria del vincolo (vedi (1.51)), ovvero, come si usa dire, di vincolo congelato. In altre parole, fissando
t negli elementi di A e eliminando B si impone al vincolo un carattere stazionario. Si intuisce quindi il
significato di velocita virtuale come velocitd compatibile con la configurazione istantanea del vincolo (a
tempo cioé “congelato”), nella quale si impone il carattere stazionario al vincolo medesimo. Se dunque le
equazioni vincolari sono tutte stazionarie, si ha Vx = Vx, ovvero le velocita virtuali sono tutte e sole quelle
possibili.

Osserviamo che, nel caso in cui il k—esimo vincolo sia geometrico, la condizione precedente diventa

Vx fi(X,t) - X = 0. (1.63)

L’ipotesi di indipendenza dei vincoli assicura che il rango della matrice A ¢ m. Dunque, le soluzioni del
sistema lineare omogeneo (1.61) formano una spazio vettoriale di dimensione ¢ = 3n — m, pari al numero di
gradi di liberta del sistema.

Possiamo quindi affermare che l'insieme delle velocita virtuali f)x(t) forma, per ogni posizione fissata X e in
ogni istante ¢, uno spazio lineare di dimensione 3n — m di vettori a 3n componenti che sono ortogonali ai
vettori riga della matrice A, ovvero ai vettori Ay, k=1,...,m:

Vx(t) = (A1,..., A" (1.64)

intendendo con { ) lo spazio generato dai vettori racchiusi e con L il complemento ortogonale rispetto al
prodotto scalare standard in R3".

La totalita delle velocita possibili (1.60) consiste dunque nello spazio affine corrispondente allo spazio (1.62)
traslato del vettore XO.

In effetti, & possibile definire in maniera equivalente la totalitd delle velocita virtuali come l’'insieme dei
vettori differenza fra due velocita possibili:

]}X(t) = {5( | )A( = Xl — XQ,Xl,XQ € Vx(t)} . (165)
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Le restrizioni imposte al sistema determinano ovviamente dei vincoli anche per ’accelerazione dei punti,
il cui vettore rappresentativo &

X= <I17y1azla-~-axnayn7zn) .

Piu precisamente, derivando le (1.46) totalmente rispetto al tempo, si ha (vedi anche (5.65)):
) ) ) 9 .

dove 'operatore gradiente rispetto a X ¢ definito come
o 0 0 o o0 0
VX: a: Y Aa- Y. 2y A v Aa. Y a. |
0t1 0y 0% Oty OYn 0z,
Nel caso di vincolo lineare (1.49), utilizziamo la (5.70) per scrivere
Vxfr = (JxAp)"X + VxBi, Vgfi = Ay,
dunque la (1.66) diventa

. ALY . 0B
(JxAp)TX - X + <Vka + at") X+ Ay, -X+a—t’“ =0, (1.67)

dove Jx indica l'operatore jacobiano (5.62). Nel caso di vincolo geometrico (1.47), (1.48), la (1.67) si scrive
(vedi (5.73)):

JX(Vka)X - X+ 2& (vak) . X+fok X + 8;;k

dove JxVx €& l'operatore hessiano (5.63). Se il k—esimo vincolo ¢ stazionario, la (1.68) si riduce a

=0, (1.68)

Jx(Vxfi)X - X + Vx fr.- X = 0. (1.69)

Esercizio 1.14 Determinare linsieme delle velocita possibili e virtuali per i sistemi vincolari degli esercizi

(1.1)-(1.3).

1.6 Forze effettive e forze vincolari

Dal punto di vista dinamico, le limitazioni di tipo geometrico o cinematico vengono rappresentate mediante
I’introduzione delle forze di reazione dei vincoli, o forze vincolari, che si contrappongono alle forze
direttamente applicate o forze effettive che agiscono sui punti. Le equazioni della dinamica si scrivono
pertanto

dove a; = (;,Y;,2;) & Paccelerazione del punto P;, F; ¢ la risultante delle forze effettive applicate su P; e
@, ¢é la reazione dei vincoli che agiscono sul medesimo punto.

Le forze effettive sono generalmente specificate in termini delle posizioni e delle velocita dei punti del sistema
e possono essere funzioni note del tempo:

F, =F;(X,X,t), i=1,...,n. (1.71)

Il problema basilare della dinamica di un sistema vincolato (equazioni (1.70)) consiste nel determinare il
moto del sistema (z;(t),y;(t), z;(t)) e le reazioni ®;, i = 1,...,n, una volta assegnate le forze effettive (1.71)
e le condizioni iniziali
2;(0) = 20,9:(0) = yo,2:(0) = 29, posizioni iniziali
#;(0) = @0, 9:(0) = 9o, 2:(0) =
che devono essere naturalmente compatibili con i vincoli. Alle equazioni (1.70) si aggiungono le equazioni
vincolari (1.46), che devono essere soddisfatte in ogni istante.

(1.72)
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Le 3n 4+ m equazioni da risolvere (1.70), (1.46) contengono le 6n incognite date dalle coordinate del vettore
X e dalle componenti dei vettori ®;, ¢ = 1,...,n. Il problema é dunque in generale indeterminato, come
é naturale pensare visto che ancora non si é specificato niente riguardo alla natura del vincolo, cioé al suo
comportamento meccanico.

Definendo il vettore rapresentativo della quantita di moto

Q= (mi1vi,...,mu,Vy), (1.73)
scriviamo sinteticamente le equazioni (1.70) come
Q-F=2% (1.74)
dove

F = (Fy,...,F,) ¢ R, (1.75)
b= (Py,...,P,) cR"

sono i vettori rappresentativi del sistema di forze direttamente applicate e del sistema delle reazioni vincolari,
rispettivamente.

1.7 Potenza e lavoro

Data la forza F; che agisce sull’i—esimo punto P;, si definisce potenza lo scalare
WFi = Fz V.

La potenza complessiva delle forze direttamente applicate con vettore rappresentativo F € R?" (vedi
(1.75)) ¢ data da

Wrp=F-X=> Ws,. (1.76)
i=1

Si definisce invece potenza virtuale del sistema la quantita
Wp=F-X (1.77)

con X € Vx (vedi (1.62)).
In modo analogo si definiscono la potenza delle reazioni vincolari

W =@ X, (1.78)

dove @ ¢ il vettore rappresentativo delle forze di reazione definito in (1.75), e la potenza virtuale delle

reazioni vincolari: . . A
We =0 X, XeVx. (1.79)

La definizione di lavoro della forza F; nell’intervallo di tempo (to,t) come
t
Ly = /WE (r)dr

to

porta alla definizione di lavoro complessivo del sistema di forze F' nel medesimo intervallo:
¢ t

Lp= / Wi (r)dr = / F(X(r), X(r),7) - X(r)dr (1.80)
to to

il cui calcolo richiede la conoscenza del moto.
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Se le forze sono posizionali, ossia F = F(X), allora il lavoro (1.80) coincide con l'integrale curvilineo del
campo F lungo la curva in R3" I' = X () sulla quale avviene il moto:

t

Lp= /F(X(T)) X (7)dr = /FF-dX (1.81)

In tal caso, dunque, il calcolo del lavoro richiede solo la conoscenza del percorso, mediante una qualsiasi
parametrizzazione (non necessariamente il tempo).
Possiamo definire anche il lavoro virtuale della forza F:

t
Lp= /WF(T)dT. (1.82)
to
e, in maniera del tutto analoga, il lavoro delle forze di reazione
t
Lg = /W@(T)dT
to

e quello virtuale

t
Lo = /W@(T)dT.
to

1.8 Vincoli ideali e equazione generale della dinamica

Un’ipotesi che permette di rendere determinato il problema basilare della dinamica e che frequentemente sara
assunta in seguito consiste nel supporre che le forze vincolari abbiano potenza nulla per qualsiasi velocita
virtuale. L’ipotesi suddetta significa che in ciascuna posizione X compatibile con i vincoli vale

$.X=0 VXeDx (1.83)

I vincoli che verificano 'ipotesi (1.83) in ogni posizione X compatibile con le limitazioni imposte sono detti
vincoli lisci o vincoli ideali.
Come ulteriore caratterizzazione dei vincoli ideali possiamo affermare che il sistema di reazioni vincolari é

liscio se e solo se la potenza virtuale A(1.79) é nulla in ogni posizione, istante e per ogni velocita virtuale X,
ovvero se e solo se il lavoro virtuale Lg € nullo per ogni possibile percorso del sistema.
Le equazioni (1.61), pensate come sistema omogeneo con incognita la velocita virtuale, permettono di espri-

mere m componenti di X in funzione delle rimanenti. La condizione (1.83), che si esplica nell’annullarsi di

3n —m coefficienti delle componenti indipendenti di X, permette dunque in linea di principio di determinare
le restanti equazioni che occorrono per chiudere il problema.

D’altra parte, I'informazione (1.83) viene utilizzata per scrivere in modo vantaggioso le equazioni di moto.
Moltiplichiamo infatti scalarmente i due membri di (1.74) per il vettore velocita virtuale. Ricordando l'ipotesi
(1.83), si trova la cosiddetta equazione generale della dinamica:

(F-Q)-f{:(), VX € Vx (1.84)

che stabilisce 'annullarsi, in ogni istante, della somma della potenza virtuale complessiva delle forze effet-
tive e delle forze di inerzia (corrispondenti a —Q). Ricordiamo che il vettore velocita virtuale deve essere
compatibile con le condizioni (1.61).

L’equazione generale della dinamica é valida per ogni moto compatibile con i vincoli e di forze effettive F.
Viceversa, se vale I’equazione (1.84) per un certo moto compatibile con i vincoli, si ponga

®=Q-F.
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Si ottengono cosi le equazioni (1.70) e (1.83). In ogni istante di tempo possiamo dunque determinare le
forze vincolari che realizzano il moto e che verificano l'ipotesi di vincolo liscio.

Si pud pertanto affermare che ’equazione generale della dinamica esprime una condizione necessaria e
sufficiente affinché il moto compatibile con i vincoli corrisponda ad un dato sistema di forze effettive F.

1.9 Equazioni di Lagrange di prima specie

Vogliamo ora utilizzare I'ipotesi (1.83) per esprimere le forze di reazione in funzione delle equazioni vincolari,
utilizzando il metodo dei moltiplicatori indeterminati di Lagrange.
Supponiamo che i gli m vincoli siano composti da v vincoli geometrici (i primi v) e m — v vincoli cinematici.

Proposizione 1.1 Nell’ipotesi di indipendenza dei vincoli (1.52) e di vincoli lisci (1.83), le equazioni di moto
(1.70) unitamente alle equazioni vincolari (1.49) si esprimono nel sequente sistema, detto di equazioni di
Lagrange del primo tipo:

- v m A
Q=F+ k2—21 MV (X, 1) + h:;ﬂ AA(X,t) (1.85)

feX, ) =0, k=1,....,v, Ap(X,t)-X+By(X,t)=0, h=v+1,...,m

Dim. Basta osservare che, nell’ipotesi (1.83), il vettore ® appartiene allo spazio ortogonale alle velocita

virtuali f)XA(t)J-. D’altra parte, i vettori Ay, k = 1,...,m sono linearmente indipendenti e anch’essi appar-
tenenti a Vx(t)*. Pertanto, devono esistere dei coefficienti Az, k = 1,...,m che esprimono ® nella base
Aq,...,A,,. Si ha dunque
m
P=Q-F=>) MAyX,1). (1.86)
k=1

Suddividendo infine i vincoli in geometrici (i primi v) e in cinematici (i restanti m — v) si ottengono,
unitamente alle equazioni vincolari, le (1.85). O

Il sistema (1.85) di 3n + m equazioni é scritto per le 3n 4+ m incognite ©1,¥y1,...,2n € A1,..., Ap. Va detto
d’altra parte che l'integrazione di tale sistema & in generale molto complesso, soprattutto a causa dell’elevato
numero di equazioni. Per questo motivo si cerca di diminuire il numero delle incognite, introducendo le coor-
dinate lagrangiane e scrivendo le equazioni per questo insieme di incognite. Nel caso olonomo, le equazioni di
moto si diranno equazioni di Lagrange di seconda specie, nel caso non olonomo si diranno equazioni

di Appell.

Esercizio 1.15 Due punti P, e Ps, di medesima massa m, sono vincolati su un piano verticale e ad avere
distanza costante £. Inoltre, la velocita del centro di massa é diretta come la congiungente Py — Py. Scrivere
le equazioni di Lagrange di prima specie e determinare il moto dei due punti.

1.10 Principio di D’Alembert

Una configurazione Xg del sistema compatibile con i vincoli si dice configurazione di equilibrio se il
sistema, posto inizialmente in tale posizione a velocita nulla, rimane costantemente fermo in Xy. Una
posizione di equilibrio ¢ dunque una soluzione costante X delle equazioni di moto, con condizioni iniziali
X(0) = Xo, X(0) = O.

Dall’equazione generale della dinamica (1.84) ricaviamo, per uno stato di equilibrio, la seguente condizione

necessaria e sufficiente: . .
F-X=0, VX. €Vx (1.87)

Infatti, X = X ¢ soluzione delle equazioni di moto se e solo se vale (1.87). Ribadiamo il fatto che la (1.87)

deve valere per ogni vettore X, definito dalla (1.61). Ovviamente, nessuno di essi coincide con la velocita
effettiva, che & nulla all’equilibrio.

La medesima equazione esprime il principio degli spostamenti virtuali, in base al quale una confi-
gurazione compatibile con i vincoli é di equilibrio se e solo se le forze effettive hanno potenza virtuale
nulla.
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E’ importante distinguere il caso di vincoli stazionari o non stazionari. Nel primo caso, la compatibilita con
i vincoli riguarda solo quelli geometrici, dal momento che (nell’ipotesi (1.49)) i vincoli differenziali, lineari
e omogenei rispetto alle velocita, sono automaticamente soddisfatti. Se i vincoli sono non stazionari, allora
la compatibilita con i vincoli signiﬁcaAla validita delle equazioni vincolari per ogni istante t e per velocita

nulle X = 0. In questo caso, i vettori X velocita virtuali possono variare nel tempo. Le stesse considerazioni
valgono per le forze applicate F: se esse dipendono dalla velocita e esplicitamente dal tempo ¢, la (1.87) va
intesa per F(Xjy,0,t), qualunque istante t.

Il principio degli spostamenti virtuali, nei casi pitt semplici di vincoli scleronomi, in cui le velocita virtuali
coincidono con le velocita possibili, era noto sin dai tempi di Galileo (“regola d’oro della meccanica”).
Aggiungendo alle forze effettive F le forze inerziali —Q, si perviene al principio di D’Alembert, secondo
il quale ogni posizione di un sistema in moto puod essere considerata come una posizione di equilibrio. Al
problema, dinamico si sostituisce cosi un problema statico, in cui le forze di reazione sono le medesime.
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2 Sistemi olonomi: cinematica ed equazioni di moto, lavoro ed
energia

Ci vogliamo ora occupare del caso significativo in cui i vincoli del sistema siano tutti geometrici, fissi o mobili.
Abbiamo gia osservato (vedi (1.53)) che la condizione di indipendenza dei vincoli (cioé la lineare indipendenza

dei vettori Vx fx, k = 1,...,m) equivale alla richiesta di rango massimo della matrice jacobiana m x 3n delle
funzioni f = (f1,..., fim) rispetto alle 3n variabili (z1,y1, 21, -, Zn, Yns 2n):
Oh 0 0N ofi  Oh O
Ox1 Oyi Oz Oz, Oy, Oz,
Jxf =
Ofm  Ofm  Ofm Ofm  Ofm  Ofm
Ox1 Oyi O0xn Oz, Oy, Oz,

2.1 Coordinate lagrangiane
Ricordiamo 'importante teorema della funzione implicita che ¢ alla base dello studio dei sistemi olonomi.

Teorema 2.1 Siano
&1y &Yty ym), k=1,...,m
funzioni da R*t™ a valori reali e
p=(&, &yl um)
un punto in R tali che

0
(1) le funzioni ok (&1,...,80,Y1,---yUm), kK = 1,...,m sono continue e hanno derivate TPk continue,

9y,
k,j=1,...,m in un intorno N' € R“™™ di p,

(i1) px(p) =0, per ogni k =1,...,m,

0
(#i%) il determinante della matrice m x m (S%) é diverso da zero.
Yj
Allora, esiste un insieme di funzioni y;(&1,...,&), j=1,...,m in un intorno As definito da |& — &9| <4,

1=1,...,¢, con le sequenti proprieta:

(1) i punti (&1, &,y1(E1, -5 &)y ym(&n, .-, &) sono in N e soddisfano le equazioni o = 0 per
ogni k=1,....,m,

(1) esiste una costante € tale che per ogni (&1, ..., &) in As Uinsieme (1, ..., &0, y1(E1y -+, &0)s -« oy Ym (15 -+, &0))
¢ lunica soluzione del sistema o, =0, k=1,...,m, che verifichi

Yi(€e, &) —e <y <yl 80) +e, j=1,...,m,

(ii1) y;(€9,...,€0) :y?,j: 1,...,m,

(tv) in un intorno sufficientemente piccolo As le funzioniy; (&1, ..., &), j =1,...,m hanno derivate parziali
continue di tanti ordini quanti ne posseggono le funzioni o, k=1,...,m in N.

Consideriamo ora una posizione Xy compatibile con i vincoli olonomi

f1i(X,t) =0
...... (2.1)
.fm (X7 t) =0
Supponendo la regolarita delle funzioni fx, k¥ = 1,...,m richiesta dall’ipotesi (i) del teorema e dato che

rank(Jxf) = m, possiamo esprimere, in un intorno del punto Xy, m variabili in funzione delle rimanenti
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3n — m. Nell’applicare il teorema si deve pensare alla variabile ¢ che appare esplicitamente in ciascuna fj
come ad un parametro.

Piu in generale, non é necessario considerare esclusivamente le coordinate cartesiane, esprimendole mediante
una parte di esse: tutte le 3n coordinate possono essere espresse in forma di funzione di £ = 3n—m parametri

indipendenti g1, ..., g e il tempo t, se é presente nelle equazioni vincolari: basta operare un cambiamento di
coordinate invertibile dalle coordinate (£1,...,&,) ai parametri (qi,...,q) € K aperto di RY, in modo tale
da avere

Ty = xl(qla"'7QE7t)7
Y1 = yl(qla-"aqévt)7
21 = Zl(qla .. -7q€7t);

Ty = 2n(q1,- -, qe,t)
Yn = yn(qla <. '7qlvt)
Zn = Zn(Qh CIEaE 7%715)

o, in forma piti compatta, X = X(q,t), dove q € R’ ¢ il vettore (g1, ..., qr).

Il valore £ corrisponde ai gradi di liberta del sistema vincolato. Le variabili ¢y, . . ., g¢ sono dette coordinate
lagrangiane o coordinate generalizzate indipendenti del sistema. Esse variano in una opportuna
regione Q(t) € K C R. Per ogni istante fissato ¢, ad ogni punto della regione corrisponde un possibile stato
del sistema. Il moto del sistema viene dunque a coincidere con il moto del punto ¢1,...,q¢ in Q.

Nel caso di vincoli scleronomi, il tempo ¢ non appare nelle equazioni (2.1). Dunque, ¢ possibile scegliere un
insieme di coordinate lagrangiane in modo che X = X(q). Si assumera sempre che per un sistema scleronomo
le coordinate lagrangiane vengano scelte in modo che ¢ non compaia nelle (2.2).

Osservazione 2.1 La proprieta (ii) del Teorema 2.1 assicura l'unicitd, in un opportuno intorno, della

funzione implicita. Il passaggio biunivoco ai parametri (q1,...,qe), ovvero & = &;(q,t), i =1,...,¢, a sua
volta determina l'unicita della rappresentazione X(q,t) con tale scelta delle coordinate q. -
Se utilizziamo un differente insieme di parametri (qi,...,qe), ossia se specifichiamo le funzioni & = £;(q, 1)

in modo biunivoco, otterremo il vettore rappresentativo X(q,t).

Dal confronto X (q,t) = X(q,t) si ricava la legge di trasformazione dei parametri q = q(q,t) e la sua inversa.
D’altra parte, l'utilizzo dei parametri q puo effettuarsi assegnando direttamente la trasformazione invertibile
(q,t) < (q,t), stabilita dalla corrispondenza biunivoca q = £ 1(£(q,t),t) =, dove & = (&1,...,&), € =
(51,-..7&). 1l vettore rappresentativo é, in questo caso, X(q, t) = X(q(q,t),t). Fssendo pero unica la

rappresentazione con la scelta dei parametri q, si ha X(q, t) = X(q,t).

Se K e K sono gli insiemi aperti di R di appartenenza dei due sistemi di coordinate q e q, supporremo
sempre che la trasformazione puntuale da K in K

q=aq(qt) (2.3)

sia un diffeomorfismo di classe almeno C? con inversa q = q(q, t).
Data una trasformazione invertibile q = q(q, t), chiameremo

I Y
Jqd = (2.4)

94 9%

oq Oqe
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la matrice jacobiana ¢ x ¢ (vedi (5.62)) della trasformazione di coordinate (2.3) e

90 90
on T 0q
94 940
on T 0q

la matrice jacobiana della trasformazione inversa. Si ha Jgq = (Jq@) '

Esercizio 2.1 Un punto P ¢ vincolato su una sfera di raggio R(t) = (at,bt,ct), a, b e ¢ costanti positive
e contemporaneamente su un piano diametrale. Scrivere le equazioni vincolari e determinare un insieme di
coordinate lagrangiane.

2.2 Spazio tangente e spazio normale

Sia F una funzione definita da ¥ aperto di RV a valori in R™, m < N, con derivate di ordine &:

F(X) = (i1, &n), o (&1, -, €N))

dove ciascuna fi, k =1,...,m & una funzione a valori reali.

Si dice che 'insieme di livello M = {X € U|F(X) = 0} definisce una sottovarieta regolare di R" di classe
C* e di dimensione N — m se la matrice jacobiana dell’applicazione JxF ha rango m.

Per quanto si & visto, I'ipotesi di indipendenza degli m vincoli olonomi comporta ’esistenza, per ogni istante
fissato t, di una sottovarieta regolare M(t) di R3" definita da f(X,¢) = 0 come in (2.1) e di dimensione
£ = 3n — m, con regolarita pari a quella delle funzioni che descrivono i vincoli. La sottovarietd M(t) prende
il nome di varieta delle configurazioni.

Ad ogni punto X, della varietd M si associa il sottospazio lineare cosi costruito. Si considerano tutte le
possibili combinazioni lineari degli m vettori indipendenti Vx fi(Xo,t), che definiscono in ogni punto e ad
ogni istante fissato ¢ un sottospazio vettoriale di dimensione m di R3”. Questo spazio, che indichiamo con
Nx, (t) ¢ detto spazio normale:

NXo (t) = {Y S Rgn‘Y = Zaivai(Xo,t), o; € R} (26)

i=1

Costruiamo ora un secondo sottospazio lineare per ogni punto della varieta delle configurazioni. Definiamo
curva in R3" un’applicazione
I:I1cR—R™ (2.7)

P()‘):(gl()‘)7a€3n()‘))v Ael

Richiediamo che la funzione I sia almeno C'. Il vettore tangente alla curva I & il vettore di R3"

ir(A) = <d51, o df?’”) .

dA dX dX
Una curva sulla sottovarieta regolare f(X,¢) = 0 di R3" & una curva I che verifica f(T'(\),¢) = 0 per ogni
A € I e ad ogni istante ¢ fissato.
Sia ora X un punto sulla varietd M e un aperto U di R3" contenente X,. Consideriamo poi, ad un
determinato istante ¢, I'insieme di tutte le curve contenute nell’insieme W = U N M passanti per il punto

Xy. L’insieme dei vettori tangenti delle curve nel punto X, forma uno spazio vettoriale che indichiamo con
Tx, € chiamiamo spazio tangente alla sottovarieta nel punto Xj:

dl’
Tx, (t) = {Y ER™|IT:TCR- R TN e W,Ae,T'(N) =Xp, o €,Y = d)\|’\=’\°} (2.8)

24



Proposizione 2.1 Data la sottovarieta regolare di R3" £f(X,t) = 0 di dimensione { e Xo un punto su di
essa, insieme Tx,(t) &, per ogni istante t fissato, un sottospazio vettoriale di R®" di dimensione (.

Dim. E’ immediato verificare che 7x, & uno spazio vettoriale. Consideriamo poi una parametrizzazione
(q1,---,q¢) in un intorno del punto Xg = X(qo, ) e i vettori

0X

aiqi(q,t”q:qu Z = 1,...,6. (29)

I vettori (2.9) sono linearmente indipendenti. Infatti, se (g1, ..., q¢) sono direttamente ¢ coordinate cartesiane
(ossia scelte fra le &;, i = 1,...,3n), allora i vettori sono evidentemente indipendenti. Altrimenti, se si &
operato un cambiamento di coordinate che porta ¢ coordinate fra le &; nelle g4, ..., gy, tale cambiamento
deve essere invertibile, dunque con determinante diverso da zero. Anche in tal caso, il rango della matrice
jacobiana JqX é massimo, pari a /.

Definiamo ora le curve

Di(A) = X(qf, s @) 1o A @i gs -5 q)), i=1,....0 (2.10)

Le curve sono contenute nella sottovarietd, dato che al variare di ¢; il vettore X rimane su di essa. Inoltre, i
vettori tangenti alle curve (2.10) dI'/dA calcolati in X sono esattamente gli ¢ vettori indipendenti (2.9).
D’altra parte, sia I'(A) una qualunque curva sulla varietd passante per Xo. E’ chiaro che essa pud essere
parametrizzata attraverso i parametri lagrangiani come I'(\) = X(q()),t), A € I C R, in modo che g(\g) =
qo- 1l vettore tangente in X &

a |)\:>\0 = JqX(qa t) |qZQOq/()\O>7

dunque ¢ una combinazione lineare dei vettori (2.9). Si conclude che la dimensione dello spazio lineare (2.8)
¢ ¢ e (2.9) costituiscono una base per Tx,. O

Le curve definite dalle (2.10) sono dette linee coordinate sulla sottovarieta.

In base alla Proposizione appena dimostrata, si ha

4
0X
Tx, {Y6R3”|Y > ot

3 s (i) ERZ}, Q= (41 -- -, 40)- (2.11)
i=1 g

9=do

Le ¢-uple (u', ..., u’) sono le componenti controvarianti di Y rispetto alla base scelta.
Se si utilizza una nuova parametrizzazione (4, ..., qe) in un intorno di X, allora il vettore rappresentativo &
- oX
X = X(q,t) e i vettori tangenti alle linee coordinate (calcolati in Xg) 55 i=1,...,¢ generano anch’essi
_ qi
lo spazio tangente Tx,, con Xy = X(qo, t) per una opportuno valore qg dei parametri.
Se @ = q(q,t) & l'applicazione invertibile (con inversa q = q(q,t)) associata al cambiamento di coordinate

locali, si ha (vedi Osservazione 2.1)

X(q,t) = X(a(q,t),t), X(a,t) =X(a(a,1),t), (2.12)
dunque
9X 9q; X 0g; .
i=1,...,0 2.13
Z 9q; 0q;” Z < 0q; 0g; (2.13)

Pertanto la matrice del cambiamento di base da

X X
Blg) = ( &, %2 2.14
() <3Q1 3qz> (2.14)
: oX  ox
Blqy) ={ =—,...,— 2.15
@) = (5o o) . (215)

e Jg q, dove Jgq ¢ la matrice jacobiana della trasformazione di coordinate definita in (2.5).
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Inversamente, la matrice del cambiamento di base da B(qo) a B(qp) ¢ la matrice ng con Jqq definita in
(2.4).
Se un qualunque vettore Y € Tx, ha le due rappresentazioni nelle due basi

4 0 <

,0X ,0X
VoL T
=1 3

=1

la relazione fra le componenti controvarianti v = (v!,...,v%) e u= (u!,..., u) & la seguente (vedi (5.49)):

0= a@r, v=(Jaa. (2.16)
Osservazione 2.2 Stabilita una (-upla di coordinate locali (q1,...,q) € U C R’ e fissato un punto qo € U,
possiamo identificare l'i-esimo vettore della base (2.14) con I’ operatore differenziale —, che agisce sulle

9qi
funzioni f : U = R, f € C', come segue:

0 Fo 8i
0q; B 0q; a=do

In tal modo, un qualunque vettore nello spazio (2.11) viene ad essere identificato con la derivata direzionale

Y:Zui 9

= 9%ilg=q
Facendo variare i coefficienti i (qo), - .., u(qo) per qo € U’ C U, si ottiene un campo vettoriale tan-
gente, ovvero si associa ad ogni punto q € U’ un vettore (ovvero un operatore differenziale) dello spazio

(2.11).
In generale, possiamo leggere un campo vettoriale su U C RY, ovvero un’applicazione v : U — RN come
un operatore differenziale lineare della forma

v = x = (x1,...,ZN)

N
0
. Ogl(X) axia

con le funzioni o; : U — R almeno C*.

Se W & un sottospazio vettoriale in R3" di dimensione ¢, indichiamo con W+ il complemento ortogonale
di W, cioé il sottospazio vettoriale di dimensione 3n — ¢ i cui elementi sono tutti ortogonali ai vettori di W:

WH={XecR"|X-Y=0VY€Tx,}
Proposizione 2.2 Si ha, per ogni punto Xy della sottovarieta regolare V:
(Txo)" = N, (2.17)

Dim. La dimostrazione segue immediatamente ricordando che su M vale l'identita F(X(q,t),t) = 0, al
variare di q in un aperto di RY. Derivando rispetto alle variabili q, si trova le identita

(VxF)(JgX) =0 (2.18)

in ogni punto Xy, dunque ciascuno degli m vettori base di (2.6) (ovvero i vettori riga di JxF') ¢ ortogonale
a ciascun vettore (2.14) (ovvero a ciascun vettore colonna di J4X). O
Ogni vettore V € R3"” ammette dunque un’unica rappresentazione

V=Y+Y' YeTx, Y*eNk, (2.19)

con Y e Y univocamente determinati. In altri termini: R3" = Tx, @& Nx,.
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Dato il vettore V € R3", i numeri reali

(a) X
Vol =V.—  k=1...,¢ 2.20
0.k aqk ( )
si dicono componenti lagrangiane del vettore V relativamente alla base , 1 =1,...,¢ dello spazio
qi
tangente.
Scriveremo anche complessivamente le £ componenti di (2.20) Véq) = (‘/—9(011)7 cey VQ((})) € R? come
Vi = (JX)TV (2.21)

Osservazione 2.3 Scomponendo V. =Y + YT come in (2.19), le componenti lagrangiane di V sono le
componenti covarianti di Y € Tx, rispetto alla base scelta:

0X
V(,("}c):Y-a—%, k=1,....0 (2.22)
5 X
Utilizzando una differente parametrizzazione q, le componenti lagrangiane si scrivono come Ve(?c) =V. %,
’ dk
k=1,...,¢. Utilizzando (5.71), si ha per V(q) (V(Oll), cees Ve(,c})):
V¥ = (Jq@) T (JX)TV
dunque il legame con le (2.20) & dato dalla formula
V¥ = (Jqa)" VY, (2.23)

in accordo con la regola di trasformazione delle componenti covarianti di un vettore ((Jgq)7 ¢ la matrice del
cambiamento di base).

2.3 Velocita e accelerazione di un sistema olonomo

Ricordando ora la (1.63), si osserva che l'insieme delle velocita virtuali in un punto Xy per un sistema
olonomo coincide con la totalita dei vettori ortogonali allo spazio normale Nx,, dunque, per la (2.17), con
lo spazio tangente nel punto Xg:

Vx, = Txo. (2.24)

In maniera equivalente, possiamo affermare che un vettore V in R3" ¢ una velocita virtuale per il sistema
vincolato se e solo se é combinazione lineare dei vettori (2.9):

N oX
Vevx, — V:Zaia—q_(q?,...,qg), (2.25)

dove Xo = X(q?,...,49).

Si trova cosi che la totalita delle velocita virtuali in un punto della sottovarietd ha la struttura di spazio
vettoriale di dimensione ¢. Se i vincoli sono stazionari, i vettori di 7x, rappresentano tutte le possibili
velocita che puod avere il sistema nel punto X, per essere compatibile con i vincoli imposti. Una di queste
veloita coincide con quella effettiva di moto.

Vogliamo ora determinare la rappresentazione lagrangiana del vettore velocita X. La derivata totale rispetto
al tempo del vettore X(q,t) fornisce

. d 0X
X ==X(qi1(t),..., i+ —= JqX — 2.26
SX(ar(0), - ailt Z G+ g = UaX)at o (2:26)
Le derivate ¢;, i = 1,...,¢ si dicono velocita generalizzate relativamente alla parametrizzazione scelta.
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La formula (2.26) suggerisce la scomposizione di X secondo una componente

2 (q)

X =[JqX(q,t)]q € Vx, (2.27)
con la quale il vettore velocita coincide nel caso di vincoli scleronomi, e una componente

0X
v — Z (g ¢ 2.28
@ = S t), (229)
che é legata al moto del vincolo.
Gli apici (q) stanno ad indicare la dipendenza delle due componenti dalla parametrizzazione. Utilizzando
altri parametri q si avra

d

X = LX(@0), a0 = (JX)a+ X

f(@ V@ 2.29
dt ot Ve (229)

Vogliamo ora confrontare la (2.26) e la (2.29). Utilizzando la (2.16) e le seguenti relazioni fra le velocita
generalizzate

- —\ aq - = aQ.
a=(Je@a+ 55 a=(ead+ 5, (2.30)
si trova, tenendo conto di (5.71):
> (@) . . 0q
X =(aX)Vaa)a= (JoX) (a— 5 | (2.31)
D’altra parte, tenendo conto che
oxX oxX , 0X 0q
—(q,t) = — t),t) = —I(q,t X)— 2.32
si trovano le relazioni fra le componenti della velocita nelle due differenti parametrizzazioni:
G C)) _
X =X - (JqX)@, V@ =v@ (JqX)@. (2.33)
ot ot
Esercizio 2.2 Mostrare che 5 o6
qa o\ 24
X)=— = —(JgX)—. 2.34

Esercizio 2.3 Pensando alla prima delle (2.30) come ad una trasformazione da R’ in R che associa a
il vettore q, si verifichi che
Jo@ = Jqa. (2.35)

Analogamente si mostri che Jyq = Jgq.
Dalla (2.34) si deduce che il vettore

2 (q) ACY oq

Y=V@ _ V@ _X" _X =(JX) o (2.36)

. . ... 0q . .
appartenente allo spazio tangente Tx, (¢) ha componenti controvarianti k. rispetto alla base B e componenti

_ ot
controvarianti —66—;1 rispetto alla base B.
Esercizio 2.4 Utilizzando le (2.30), verificare che
9q 99 0q _\9q
2= (Jaq)=—, 2= —(J.q)—. 2.37

La (2.33) permette le seguenti osservazioni:
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= (q) 2 (q)
(1) se la trasformazione di coordinate é indipendente dal tempo, ovvero se q = q(q), allora X =X |

VS_Q) _ VS_OI)

(#9) il vettore V 5 proiezione di ng) sullo spazio normale, di componenti covarianti V(Tq) Vxfe,k=1,....m
rispetto alla base dei gradienti (vedi (2.6)) non dipende dalla parametrizzazione scelta.

La velocita V ar viene detta velocita di trascinamento ed ¢ nulla se i vincoli sono scleronomi.

Osservazione 2.4 In accordo con (2.19), il vettore X ha la sua scomposizione intrinseca secondo una com-
ponente tangenziale € una componente normale X = Vg + Vs, con Vr € Tx,, Vn € Nx, univocamente

determinati. La componente tangenziale non necessariamente coincide con X e quella normale, dovuta al

moto del vincolo, non coincide in generale con e

Un altro modo per verificare I'indipendenza della velocita di trascinamento dalla parametrizzazione consiste
nel ricordare la forma cinematica (1.48) dei vincoli, ovvero le restrizioni per le velocita possibili. Tali
equazioni confermano 'appartenenza del vettore velocita allo spazio tangente nel caso di vincolo scleronomi
e permettono di scrivere (vedi (2.26) e (2.18))

0X Ofr

il v/ ZIE_ )

5 x[r+ 5
per ogni k = 1,...,m. Dato che 9f;/0t non dipende dalla parametrizzazione, neppure le proiezioni della
velocita di trascinamento sullo spazio normale dipendono dalla scelta delle (¢, ..., q¢)-

Guardando da un altro punto di vista, possiamo affermare che la totalitd dei vettori velocita del sistema
compatibili con i vincoli imposti é formata dai vettori

. 20X

X=X+ —— 2.38

ot (2.38)

dove il primo termine é un arbitrario vettore dello spazio tangente e fa parte dell’insieme delle velocita
(1.61) nel punto considerato, ossia ¢ un vettore del tipo (2.27) con velocita generalizzate (¢i,...,qds) scelte
arbitrariamente in RY.

- ) 19,4 )
Esercizio 2.5 Porre a confronto la (2.88) con la (1.60): mostrare che il vettore — ¢ effettivamente una

ot

soluzione particolare del sistema (1.59)

Osservazione 2.5 L’insieme delle velocita virtuali come combinazioni lineari dei vettori (2.9), nel caso di
un sistema olonomo, & comunque deducibile direttamente dalla definizione (1.65), dato che la differenza di
due wvelocita nel medesimo punto Xg e allo stesso istante t & esprimibile come (vedi (2.26))

X =X, — X, = JgX <q<1> - q@)) (2.39)

dove Vindice (1) o (2) si riferisce alla prima o alla seconda velocita. Al variare arbitrario delle differenze
(M) — q@) si ottiene appunto lo spazio lineare Tx, -

Per determinare ’espressione lagrangiana dell’accelerazione si deriva la (2.26) rispetto al tempo: tenendo
conto delle (5.66), (5.67), (5.74), si trova

- . e O ) oxX\ . 9°X
X = Jo[(JgX)ala+ Jg[(JeX)a] A+ [(JgX)d] + g | - | A+ 55 =
ot ot ot
¢
. oxX\ | . . oxX\ . 0?°X

9]
(si ¢ usato anche lo scambio di derivazione parziale fra t e q: E(qu) = J4(0X/0t)).
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2X_
L’espressione Jq(0X/dqy) corrisponde alla matrice 3n x £ delle derivate seconde di elementi %8%, 1=
dk

.,3n, 7 =1,...,¢. Alternativamente, si puo scrivere il primo termine in (2.40) come
‘
0*X .
[z i (X )] -3 g
Nel caso di vincoli scleronomi, la (2.40) si riduce a
X = Z

dove la prima sommatoria é un vettore dello spazio tangente in X(q). Le componenti nello spazio normale
sono dunque

+ Z q7q], (2.41)

o2X

X Vx fe(X) = 9000
7 J

i,j=1

-Vx fr(X)g:i4;, k=1,...,m (2.42)

Esercizio 2.6 Considerare un sistema olonomo scleronomo nei casi particolari n =1, m = 1,2 (un punto
vincolato su una superficie fissa o curva fissa, rispettivamente). Ottenere le formule dell’accelerazione nelle
componenti tangenti e normali dalla (2.41).

Si lascia per esercizio anche la scrittura in coordinate lagrangiane del vettore rappresentativo momento
della quantita di moto di un sistema olonomo, definito come

L=((P,—O0)Avy,...(P,—O)Av,) € R, (2.43)

In particolare, si verifichi che L puo essere scritto come

¢
0X 0X
A A =A JqX — 244
L 0 = 3 Ala 0 e+ Al ) Gy = Ala) | 19X)a+ (2.44)
con JqX matrice 3n x £ Jacobiana di (2.2) e A ¢ la matrice 3n x 3n

A o .. O
0 A 0 0 —z(at) wilat)
o o .. A —yi(a,t)  wi(q,1) 0

(0 indica la matrice nulla 3 x 3).

2.4 Energia cinetica nei sistemi olonomi

Definiamo I’energia cinetica del sistema di punti (P, ..

1 n
) >_miv]
i=1

Vogliamo determinare 1’espressione lagrangiana di 7', in funzione cioé delle variabili lagrangiane e delle
corrispondenti velocita generalizzate. Definendo il vettore dei momenti statici

., P,) la quantita

Xm = (mlxh M1y, Mi121, -, MpTy, MpYn, mnzn)a (245)
e ricordando la (1.73), si ha
1 1. .



A questo punto basta introdurre in (2.46) ’espressione lagrangiana dei vettori Q e X, che si determina dalla
(2.26). Possiamo cosi scrivere

1/2 oX,, . 0X
T=3 <X + =, ) - (X+at> (2.47)
dove .
Xm = (ml\A’l, e ,mn\A/'n) (248)

é il vettore rappresentativo della quantitd di moto relativa alle velocita virtuali

0x;
Z X(jk, i=1,....n, (2.49)
con x; = (x4, Yi, 2i)-
. l
Dato che, analogamente a (2.27) X Z " dk = (JqXim )4, la (2.47) porta alla formula
k=1 Oqk
T(qlv"'aqlvq.l,"'a(jlat): (250)
! !
1 .. .
5 Z a'h,k(qla ey qlvt)qhqk, + Z bh(qla ceey Ql7t)Qh + C(qla sy qlvt) =
h,k=1 h=1
1. . .
24 Ala,t)a +b(q,t) -4+ c(q,1)
dove a% e
t) = m. == hk=1 /
ah7k(q17 , 4, ) aqh 8qk7 5 ) )
0X,, 0X
b t) = ™= h=1,...,¢ 2.51
h(QL >, qe, ) aqh 8t 5 5 3 ( )
C( t) — laxm 87X
q1,---,4¢, *2 ot ot

e A(q,t) & la matrice £ x ¢ di elementi ay, , b,k =1,...,¢ e b(q,t) = (by,...,b) € R:

A(@,1) = (JaX) (JaXa) = (JaXo) (JaX), bla,1) = (JaXp)T o = (JX)T 5

ot
Dunque, T é un polinomio di secondo grado rispetto alle variabili cinetiche q. In caso di vincoli

scleronomi, ’energia cinetica 7" & un polinomio di secondo grado omogeneo rispetto alle medesime variabili.

Se utilizziamo un differente insieme di parametri (q, t), ’energia cinetica ha ovviamente la medesima struttura
(2.50):

(2.52)

T=T(q,qt) =q-AGt)a++b(a,t) +&a,t) (2.53)
dove gli elementi di Aa;;, di b by i,j=1,....,0 e ¢ sono definiti come in (2.51) sostituendo X(q,?)
[risp. X, (q,t)] al posto di X(q,t) [risp. X,.(q,t)] (vedi (2.12)).
Utilizzando le (2.32), (2.22) (vedere anche (5.54)) si mostrano le seguenti relazioni fra i nuovi e i vecchi
coeeficienti (verificare per esercizio):

dq

ot

Ala,) = ()" AlUga). ba.) = (ga) b+ 452] cfar) = .

{b + Aaq} (2.54)

E’ opportuno commentare la prima relazione in (2.54) anche da un altro punto di vista particolarmente
significativo, collegando la matrice aj j ad un prodotto scalare.
Introduciamo il vettore

Xm = (Vg 1,7/ MT Y1,/ M1 215 -+« s /Mo, Ty /My Yy A/, 20 (2.55)
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X
Mediante le (2.2) si determina X = Xaq(q,t). I vettori u; = 3 M, 1 = 1,...,¢ sono linearmente
qi

indipendenti e costituiscono una base per Tx, ().
Mediante i coefficienti (2.51)) definiamo il prodotto scalare fra i vettori della base ponendo (vedi (2.56))

u; - u; = a4, i,jil,...7€, (256)

Chiamiamo A, (A); ; = a;j, i,7 = 1,...,¢, la matrice rappresentativa del prodotto (2.56) rispetto alla base
ui,i: 1,...,5.
4 o
Per ogni coppia di vettori vi, v dello spazio tangente si ha (vedi (5.52)) vi-vy = > a;,;1'v7, essendo
ij=1

/ 4
vy =Y plug, ve = Y vy,
i=1 i=1

S - oxX
Se utilizziamo nuovi parametri (gi,...,q) = q, avremo Xy = Xaq(q,t) e la nuova base w; = 8‘M’
4
i=1,... 0
Si vede subito che la matrice del cambiamento di base da (ui,...,us) a (wi,...,wy) & ancora (Jqq)7,

dunque la matrice A del prodotto scalare (2.5_6) rispetto alla nuova base, ovvero la matrice di elementi
(A)ij =wi-wy, 0,5 =1,...,0 & (vedi (5.54)) A = (Jqq)" A(Jqq), che corrisponde alla prima delle (2.54).
Per quanto riguarda invece la relazione fra b e b in (2.54), notiamo che b [risp. b| elenca le k componenti

m X . .
5 [risp. 0 ; | rispetto alla base (2.14) [risp. (2.15)].
Dalla formula (2.23) si ha, avendo presente (2.32) e (2.34):

S (@ (@) _1(q) _
0X B oX,, B e oq o i @
( ot )0 _< ot )6 [(J"X"‘) 815} = (Jaa)b — A 55

lagrangiane (2.20) del vettore 0

%4 = —(Jqq)A@ dunque la seconda in (2.54).

Ricordando infine (2.37) e la prima in (2.54), si ottiene A B TR

La seguente proprieta é di fondamentale importanza:

Proposizione 2.3 Le matrice quadrata A di ordine { formata dagli elementi a; ; definiti in (2.51) é sim-
metrica e definita positiva.

Dim. Evidentemente a; ; = a;,, 4,7 =1,...,£. E’ chiaro poi (vedi (2.48) e (2.49)) che

R . L
XmX:ZlefflquqZO
i=1

e il segno di uguaglianza si ha solo se v; = 0 per ogni i = 1,...,n, dunque ¢ = 0 per ogni k = 1,...,¢,
per 'unicita della rappresentazione nella base (2.9). Per 'arbitrarieta delle componenti (g1, ..., qd;) € R?, si
conclude che yT'- Ay > 0, Vy € {R?/0}, cio¢ la matrice A da luogo a una forma bilineare simmetrica definita
positiva. [

La proposizione appena dimostrata ha un ruolo estremamente significativo sia dal punto di vista geometrico
(permettera infatti di introdurre una metrica nella varieta delle configurazioni) sia analitico (servira infatti
a mostrare la buona posizione delle equazioni di moto).

Ovviamente, ogni altra matrice A = (J5q)T A(Jqq) che rappresenta il prodotto scalare (2.56) rispetto ad
una seconda base ¢ sempre definita positiva, con (Jqq)T matrice del cambiamento di base.
Convenzionalmente, indicheremo con T;, i = 0,1, 2 le funzioni

. 1. . . .
r(9,9.) = 5q-Ala.)a, Ti(a,q,t) =b(a,t)- 4. To(a.t) = e(q,1) (2.57)
in modo che I'energia cinetica risulta essere
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e il valore ¢ = 0, 1 o 2 indica il grado del polinomio T; rispetto alle velocita generalizzate.
Mediante (2.47) si osserva che
13 : Xy & 0X 2 10X,, 0X
Th=X,- X, Th=—X=— Xy, To=z— —.
273 BT ot T2 e ot
Per un sistema scleronomo ’energia cinetica € un polinomio omogeneo di secondo grado nelle variabili q,
dato che T' = T5.

(2.59)

Esercizio 2.7 Verificare che utilizzando nuovi parametri q e scrivendo T = Ty + Ty + Ty con (vedi (2.54))

_ 1. - . _ _ . _
T2 = 5(_:1 : A((_l7 t)Qa Tl = b(éb t) . (_:L TO = E((TL t>7
sussistono le relazioni
- 0q .1 0q - 0Oq . aq - 0q 1 0q

E’ utile cercare di svolgere l’esercizio precedente utilizzando argomenti di invarianza del prodotto scalare
(2.56) e trasformazione delle componenti lagrangiane analoghi a quelli utilizzati per commentare le (2.54).
In particolare, per la prima in (2.60) si tengano presenti la (5.53), la (5.54)) e i seguenti fatti:

- la matrice della forma quadratica che rispetto alla base B ha matrice A ¢, rispetto alla base B (vedi (2.15)),
la matrice A,

- le componenti controvarianti rispetto a B del vettore X (che ha le ¢ come componenti controvarianti

rispetto a B) sono q — % (vedi (2.31), (5.49)),

0 09 _
- le f—uple a—;l e fa—? si corrispondono come componenti controvarianti rispetto alle basi B e B, in quest’or-

dine (vedi (2.34)).

Per la seconda in (2.60) si considera (come per la seconda in (2.54)) la regola di trasformazione delle
componenti lagrangiane (2.23), infine la terza di (2.60) non ¢ altro che la terza di (2.54).

2.5 Sistemi olonomi: le equazioni di moto

Se F € R3" ¢ il vettore rappresentativo di un sistema di forze applicato ai punti del sistema come in (1.75),
le (2.20), ovvero

F{ = (J,X)TF (2.61)

si dice forza generalizzata. Si usa anche dire che ciascuna delle ¢ componenti di (2.61) sono le forze
generalizzate.

Mediante questa notazione e ricordando la (2.25), l'ipotesi di vincolo liscio (1.83) si scrive per un sistema
olonomo annullando le componenti del vincolo secondo i vettori della base dello spazio tangente (in tal modo
risulta vera la (1.83) per ogni velocitd virtuale):

X
@g‘j;):@.gq. =0, Vi=1,...,0 (2.62)

Dunque, un vincolo é liscio se e solo se le forze vincolari generalizzate sono nulle, ovvero se @ non ha
componenti nello spazio tangente in ogni punto della sottovarieta (proprieta evidentemente indipendente
dalla scelta delle coordinate lagrangiane) e pud dunque scriversi come

& = zm: A Vx (X, 1) (2.63)

j=1

(confrontare la (2.63) con la (1.86)).
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Seguendo il medesimo formalismo, l’equazione generale della dinamica (1.84) per un sistema olonomo a
vincoli lisci si traduce nelle ¢ equazioni

QY =l (2.64)
Infatti, la validita della (1.84) sui vettori della base (2.9) comporta la validita della medesima equazione per

ogni vettore X € Vx.

La (2.64) vede a sinistra le forze di inerzia generalizzate, che dipendono solo dal sistema e dai vincoli imposti,
mentre a destra le forze direttamente applicate generalizzate, che dipendono dalle sollecitazioni cui é soggetto
il sistema.

E’importante dimostrare la seguente

Proposizione 2.4 La scrittura delle equazioni (2.64) ¢ indipendente dal sistema di coordinate q scelto.

Dim. Infatti, utilizzando differenti coordinate q e scrivendo pertanto le equazioni di moto come Q((f) = F((f‘)
si ottengono equazioni equivalenti alle (2.64), dato che (vedi (2.23))

QP FY = (1oa)” (@~ )

e la matrice jacobiana Jgq € non singolare. []
In presenza di vincoli non lisci, alle (2.64) si sostituiranno

QY =F + (@ (2.65)

con $y componenti lagrangiane del vettore rappresentativo delle reazioni vincolari ®.
Al fine di esplicitare le equazioni di moto (2.64) nelle variabili lagrangiane e le loro derivate, mostriamo il
seguente risultato, che pone in relazione le forze di inerzia generalizzate con ’energia cinetica.

Proposizione 2.5 Le componenti lagrangiane di Q verificano:

- d . .
Q" = 2 VaT(a,4.) ~ VaT(a,4.1), (2.66)

dove T(q,q,t) é l’energia cinetica nelle variabili lagrangiane definita in (2.50).

Dim. Si ha:
y(a) T d T d T| ¢ d T \T
6 - (JqX) Q= dat [(JqX) Q] - @(qu) Q= dat [(JqX) Q] - (JqX) Q. (2-67)
dove si assumono ipotesi di regolarita sufficienti per rendere lecito lo scambio di derivazione
d .
7 (JgX) = JgX. (2.68)

Utilizziamo ora la (2.46) per calcolare le derivate di T’ che compaiono in (2.66). Troviamo, tenendo conto di
(5.70):

1 . 1 . . .
Vol = 5Va(Q-X) = 5 [(JaQ X + (JaX)7Q| = (JaX)7Q. (2:69)
Per quanto riguarda invece le derivate rispetto alle velocita generalizzate, si trova analogamente:
Vol = (J4X)'Q. (2.70)

Utilizzando la (5.74) per il calcolo dell’ultima matrice jacobiana scritta, si trova 'importante relazione (vedi
anche (2.26)):

JoX = Jq ((JqX)q + %)f) = JgX. (2.71)

Dunque:
Vol = (JeX)"'Q (2.72)
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e sostituendo (2.69) e (2.72) nella (2.67) si trova la (2.66). O
Le ¢ equazioni

d . .
%vqT(qa qQ, t) - VQT((L qQ, t) = F((?q)> (273)

ottenute dalle (2.64) e utilizzando la (2.66) sono dette equazioni di Lagrange del secondo tipo o
equazioni di Lagrange in coordinate indipendenti e valgono per un sistema olonomo soggetto a vincoli
lisci. La presenza di vincoli non ideali comporta invece la scrittura

d . .

%vqT((L q, t) - VQT(q7 q, t) = Féq) + Qéq)7 (274)
dove ¢ necessario aggiungere delle ipotesi per descrivere il comportamento dei vincoli, ossia stabilire, in
termini generici, la dipendenza ® = ®(X, X, ).

Essendo anche, nel caso generale, F = F(X, X, ), possiamo affermare che il termine a destra nelle (2.73) e
(2.74) é funzione delle variabili lagrangiane, delle velocita generalizzate e, eventualmente, del tempo:

F9 = F@(q, Qa t)7 @9 = ¢9(q7 (:17 t)

Esercizio 2.8 Verificare la formula
d ]

(vedi anche (5.68)) e dedurre che le equazioni di moto (2.78) possono essere scritte nella forma, detta di
Nielsen: .
Vol — =2V T = F{Y.

Le conclusioni del seguente esercizio torneranno utili quando considereremo particolari sistemi di forze nella
Sezione seguente.
Esercizio 2.9 Sia ciascuna componente lagrangiana Fe(,(}c) (q,q,t), k =1,...,¢, una funzione lineare delle
q:
I
FQ(::]lg)(qa qa t) = Zf)/k,j(qa t)Qj + 77k((17 t)7 k= 13 R aéa
j=1
ovvero, nella notazione (2.21):
Fy¥ (q,4.1) = T(a.1)q + H(q, )

dove T' ¢ la matrice { x ¢ di elementi vy ;, k,j =1,...,¢, e H & il vettore (n,...,n,) € RE.
Verificare (utilizzando (2.23)) che, operando il cambiamento di parametri q = q(q,t), le componenti lagran-
giane rimangono funzioni lineari delle q:

F\V(q,q,t) = ['(q,£)q + H(q,t)

con T = (Jga)TT(Jgq), H= (J5q)T (F(z(;l + H), dove I' e H sono calcolati in (q(q,1),1).

Osservare in particolare che
' ¢ simmetrica (risp. antisimmetrica) se e solo se I ¢ simmetrica (risp. antisimmetrica),
T ¢ definita positiva (risp. definita negativa) se e solo se I' ¢ definita positiva (risp. definita negativa).

Concludiamo il paragrafo con la seguente osservazione.

Se al sistema olonomo di coordinate lagrangiane q aggiungiamo 'ulteriore vincolo intero f,,11(X,t) = 0,
indipendente rispetto agli esistenti m vincoli (2.1), possiamo senz’altro ricavare nuove coordinate lagrangiane
ac—1 = (@1,---,qe—1) (alcune eventualmente coincidenti con le precedenti) dalle m + 1 equazioni vincolari e
procedere nella scrittura delle £—1 equazioni di moto. Oppure, possiamo ricavare dalla relazione me (q,t) =
fm+1(X(q,t),t) = 0 una delle ¢;, 1 < j < ¢, in funzione delle rimanenti ¢ — 1 coordinate e sostituire nelle
(2.73).
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Risulta tuttavia sicuramente piti conveniente continuare a lavorare con le ¢ variabili lagrangiane di partenza
e ricordare che (vedi (1.86))

m—+1
Q-F =) MVxfi(X1).
j=1
Dunque ~
. 0X 0X O fm+ )
—F) ==\, ]l — = Am ,1), =1,...,¢ 2.
(Q ) 94, +1 VX frnt1 94, +1 24, (q,t), J (2.75)

e le equazioni di moto si scrivono

d . . ;
%VQT(qa q, t) - vqT(qa q, t) = F((Qq) + >\m+1 vqu,—i—l (qv t)

fm+1 (qa t) =0

nelle £ + 1 incognite q e Apyy1-
L’estensione al caso di aggiunta di s vincoli

Jmi(X,8) =0, j=1,...,s (2.76)

e dell’introduzione degli s moltiplicatori Ay, 41, ..., Am+s nelle equazioni di moto

d ) ) 5 ;
vqT(q, q, t) - VqT(qa q, t) = Féq) + ‘Zl >‘m+j vqu-i—j (qa t)a
j=

dt
(2.77)
frsi(@,t) =0 i=1,...,s
con frti(@,t) = fmsi(X(a 1)), i = 1,,...,5, & del tutto ovvia. Le £+ s equazioni (2.77) hanno come

incognite g e A1,..., As.

2.6 Studio del sistema di equazioni di Lagrange del secondo tipo
Vale il seguente importante

Teorema 2.2 Se le funzioni vincolari in (1.47) e le funzioni F, ® sono sufficientemente regolari, allora il
moto di un sistema olonomo & unicamente determinato dalla specificazione delle posizioni e delle velocita
iniziali

q0)=q°, q(0)=q". (2.78)

Dim. Il termine a sinistra delle (2.64) corrisponde a (J4X)TQ = (JoX.n)T X-

Ricordando la (2.40), possiamo affermare che nelle equazioni (2.64) gli unici termini a contenere le derivate
di ordine piu alto, cioé due, sono (vedi (2.52))

(JoXm) T (JqX)d = AQ.

I termini a destra delle uguaglianze (2.64) (oppure (2.65) nel caso di vincoli non lisci) non contengono le
derivate seconde delle variabili lagrangiane.
Richiamiamo ora la Proposizione 2.3, che ci assicura che il determinante della matrice A é sicuramente non
nullo. Dunque, le equazioni (2.64) (ovvero (2.65)) possono essere esplicitate nelle derivate seconde nella
forma

q=W(q,q,t). (2.79)

A questo punto la risolubilita di (2.79) ricade unicamente sulla regolarita della funzione a destra dell’'ugua-
glianza: se le funzioni W hanno, ad esempio, derivate parziali continue del primo ordine rispetto ai vari
argomenti, sappiamo dalla teoria delle equazioni differenziali che esiste un’unica soluzione di (2.79) che
soddisfa le equazioni, una volta assegnate le condizioni iniziali (2.78). O
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Esaminiamo ora il comportamento delle equazioni (2.73) (oppure (2.74)) nel caso in cui venga utilizzata una
differente parametrizzazione q. Evidentemente, dobbiamo scrivere

d = = = = q

dove T ¢ definita come in (2.53). Per quanto visto nella Proposizione 2.4 e per la (2.20), si ha
dg. 7 5 _ @ ¢ r(d
Dunque, le equazioni (2.80), per le quali si fa riferimento alla base (2.15), si riscrivono nel modo seguente:

(Jqa)” {ng - (;VqT - vg)] =0 (2.81)

e queste ultime, come si ¢ gia osservato, sono equivalenti alle (2.73).

Esercizio 2.10 A partire da T = T(q, q,t) e pensando al cambiamento di coordinate q = q(q, ), si ponga
T(q,q,t) =T(q(a,t),q(a,q,t),t) e si verifichi direttamente che

d_ - _ d
ﬁvg—v424A®T<ﬁmJ—ng.

Per utilita, esplicitiamo ora le equazioni di moto nella forma (2.73), utilizzando i coefficienti definiti in (2.51).
Si ha, utilizzando le (5.66), (5.67), (5.70), (5.74):

. d 1. . 0A. . Ob
Val'=Aq+b, Vel = JglAdla+Ad+o-q+Jgb-a+ o, (2.82)

1 . . .
Vol = ) (Jq[AQ])T q-+ (qu)Tq + Vqc (2.83)

¢
dove la matrice Jq[Aq] = > ¢k JqAyk, essendo Ay & la k—esima colonna (o riga) di A, é la matrice ¢ x ¢ il
k=1

cui elemento (i,7) &

o da
qua", i,j=1,...,¢.
k=1 4

Le equazioni (2.73) equivalgono quindi a

¢
. . 1 1\ . r OA\. 0Ob
AQ+<g¥kPﬁk—%AAw}>q+<%b—@ﬁ)+8t + 5~ Vac=Fy (2.84)
con la ovvia estensione nel caso (2.74).
Puo essere utile vedere scritta ciascuna componente di (2.84):
¢ ¢
.. 0a; i 1aaij) ..
@ik qi + == o ) 4+ 2.85
; ' i;l ( 05 2 O ’ (259

¢
8bk 8bi aak i . 8bk Jdc A
- g+ % R k=i, L
; (5%‘ g ot )q T T og '

Le reazioni vincolari ®, assenti nelle equazioni (2.73), fatto che rappresenta un notevole vantaggio del
formalismo lagrangiano, possono essere determinate, una volta integrate le (2.73), dalle equazioni

»=Q-F
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dove il secondo membro é funzione delle gy (¢), ..., qe(t), delle loro derivate prime e seconde, e del tempo t.
Equivalentemente, si possono ricercare i moltiplicatori A;, j = 1,...,m delle equazioni (2.63), che vanno
scritte come

(F-Q) vxfi= 3 TG Txfi k=l

Concludiamo il paragrafo osservando che una scrittura alternativa alle (2.73) (oppure (2.74)) si ottiene
partendo dall’osservazione che (vedi (2.40))

(confrontare con (2.71). Se dunque si introduce I’energia delle accelerazioni
1 - .2 .2 .2 1. ..
Tzikz:;mk (xk"'yk"'zk) =§Q-X, (2.86)
si vede subito che o ] )
Vil = (J4X)"Q = (J4X)'Q = Qq. (2.87)

Le equazioni di moto (2.64) possono pertanto essere scritte nella forma
V4l =Fy. (2.88)

dove T = 7(q,q,4q,t).

2.7 Sistemi olonomi: lavoro e energia

Ci occupiamo ora di operare un bilancio di tipo energetico di un sistema olonomo, utilizzando il formalismo
lagrangiano.

Ricordando la definizione (1.76) e la rappresentazione (2.26), troviamo la seguente espressione per la potenza
di un sistema di forze con vettore rappresentativo F':

0X A 0X .
Wp=F ([JoX]T+ ) =F@ . q+F - == = We(q,q,t).
ot ot
Formalmente, pensando alla Fy come forza generalizzata e alle q come velocita generalizzate, anche in termini
lagrangiani troviamo la potenza come prodotto di una forza per una velocita.
La potenza virtuale (1.77) consiste dunque in

W9 —F.X=F% g Xex, (2.89)

0X
mentre il termine W}(,qT) = F . —- &legato al moto del vincolo.

[ termini WI(,q), WI(;qT) dipendono ovviamente dalla parametrizzazione scelta. Si verifica subito che, utilizzando
i parametri q e scrivendo nelle nuove coordinate la potenza come

s & - oX . (5 -
Wr =Wr(q,q,t) = Fé“) q+F- E(% t) = ngq) + WIS?T),
valgono le relazioni

0 0
(@) 94 L O} (2.90)

(@ _ yir(a)
Wrm =Wp —Fy ot T ot
Ancora una volta, le formule trovate mostrano che le grandezze lagrangiane sono indipendenti dalla parame-
trizzazione in caso di cambiamenti di coordinate puramente geometrici q = q(q).
9q @ 94

Incidentalmente, si osservi che (vedi (2.34)) F((,q) " F, B

Nel seguito ci riferiremo ad una specifica parametrizzazione q prescelta e ometteremo ’apice (q) per sem-
plicita di notazione. Dove necessario, si richiedera di verificare come variano le formule trovate se si utilizza
una differente parametrizzazione.

. W =W

T
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Osservazione 2.6 Per un sistema a vincoli lisci con vettore rappresentativo ® delle reazioni vincolari vale

(vedi (1.79))
We=0%.qg=0, Vg eR’ (2.91)

La (2.91) propone la definizione alternativa di vincoli ideali come sistema di forze ® che compiono lavoro
virtuale nullo.

2.8 Il bilancio energetico

Vogliamo ora derivare dalle equazioni di moto un bilancio di tipo energetico. A tale proposito, iniziamo a

scrivere JT 1d
%:ia(Q.X):Q.X:WFJFW@. (2.92)

La nota equazione (2.92) (conosciuta anche come teorema delle forze vive) si trova moltiplicando la (1.74)
scalarmente per X, che rappresenta la velocita effettiva del sistema, e ricordando le definizioni (1.76), (1.78).
Elaboriamo il bilancio energetico (2.92) tenendo separate le componenti (2.27) e (2.28) della velocita:

Q X=Qy q=Wr+We, (2.93)
(2.94)
- 0X 0X 0X

In analogia a quanto fatto per le equazioni di Lagrange, in cui abbiamo espresso le proiezioni delle forze iner-
ziali sullo spazio tangente in termini dell’energia cinetica (vedi (2.66)), vogliamo scrivere le due componenti
di Q lungo la velocita virtuale e quella di trascinamento in termini di 7y, 77, T5. Per questo dimostriamo la
seguente

Proposizione 2.6 Valgono le sequenti formule:

Q'}z:%(Tz—To)-F%, (2.96)
(2.97)
Q% = %(2T0+T1)—%, (2.98)
dove Ty, Ty e T sono definite dalle (2.57).
Dim. Premettiamo la notevole formula di immediata verifica (vedi (2.82))
Vol -q=2T,+1T. (2.99)
La (2.99) ¢ anche deducibile dalla formula di Eulero:
y - Vyf(y) =mf(y), (2.100)
valida per una funzione f(y), y = (y1,...,yn) a valori reali e omogenea di grado m, ossia f(Ay) = A" f(y).
Esercizio 2.11 Verificare che scrivendo (2.99) rispetto ai parametri q si ha
Vel -q=2+T1 =2T,+T1 —Q"Y, (2.101)

dove Y ¢ definito in (2.36).

Si trova dunque per quanto riguarda il lavoro virtuale delle forze di inerzia:

.2 . . d .
Q- X=Qy-q= (dtvqT_vqT) q=
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d . 8 . d dr  oT d oT
= = (VT 4) - (VqT-Q—i-VqT-q) = 2 (2T +T) - (dt - 81&) = 5 (0 -Ty)+ 5
dove si ¢ tenuto conto delle (2.66), (2.57), (2.99), del fatto che
WMy + T —T =T, — Ty (2.102)
T .. T
e della regola di derivazione (5.65) Z—t =VqT -q+V4T- CH_aFTt'
D’altra parte: )
. X d X X
Q'afa(‘g'at)‘Q'at-
Osservando che (vedi (2.59))
X (o | 0X,\ 0X _
= (Xm 8t> Cor — it
e che (vedi (2.46))
0X 1(y 00X 00X, o oT
Q'at_2< m'm*at'x> = o

si perviene alla (2.98). Concludiamo osservando che, come ci aspettiamo, la somma delle equazioni (2.96) e
(2.98) rende il bilancio (2.92) e che la componente (2.98) ha un ruolo solo se il sistema ¢ reonomo, altrimenti
é banalmente verificata. [

Utilizzando le (2.96), (2.98) possiamo scrivere i bilanci energetici (2.93) e (2.95) per un sistema olonomo
(ricordando che Wg = 0 in caso di vincoli lisci) come segue

d or

2T =T =W Vo — — 2.1
o (L2 =To) = Wr +We — —, (2.103)
d 0X oxX oT
—2Lh+T)=F —+® - — + —. 2.104
gt o+ 1) at ¥ e T o (2.104)
Ricordando le definizioni (1.80), (1.82) e chiamando
¢ ¢ ox
Lp(t) = / Wr(r)dr, L) = / F . = (n)dr, (2.105)
to tD
(analogamente per ®) possiamo scrivere le (2.103), (2.104) in termini di lavoro:
d . A or
— (T —-Ty— Ly — L) = —— 2.1
(=T —Lr—Le) = -5 (2.106)
d o _ o) _ 9T
= (2T0 +1 - L — L ) =5 (2.107)
Una forma alternativa a (2.106) ¢ (vedi (2.102) e (2.99))
¢
d . d oT . oT
S o+ T —T—Lp—Lg) =2 i -T—Lp—1Lg|=-2 2.1
at ( 2+ 11 F <I>) i (; 8%(] F <1>> ot (2.108)
Se il sistema ¢ scleronomo, le (2.103) e (2.106) si riducono rispettivamente a:
T d
— =W W. — (T —-Lrp—Ls)=0 2.109
i r+ We, i ( F ®) ( )

con Wg =0, Lg = 0 se i vincoli sono ideali.
Ulteriori considerazioni sul bilancio di energia verranno fatti non apppena si siano introdotti campi di forza
con particolari caratteristiche.
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Esercizio 2.12 Utilizzando una differente parametrizzazione q, le formule (2.96) e (2.98) assumono la
forma (vedi (2.31), (2.32) e (2.53) per la definizione dei simboli)

or . oX d , - -
~To)+ 5 Qg =5 0+ Th) - - (2.110)

. 2 (a) d
Q-X _a(

Mostrare che
2 (Q) 2 (q) . . X
QX =Q-X -QY, Q 5 -Q- +QY
Th-To=T-Thy-Q-Y, 2T0+T1=2T0+T1+Q'Y,
or or

Y 2.111
ot ot +Q ( )
dove (vedi (2.36)) Y = (J¢X)T 8q —(JgXT gt Concludere che le (2.110) equivalgono alle (2.96), (2.98).

Utilizzando poi le formule trovate e la (2.90), mostrare che i bilanci (2.103), (2.104) scritti utilizzando la
parametrizzazione q (ovvero modificando come si é fatto in (2.110)), corrispondono a

d

i i dq (0T
S (=Ty-Q-Y) = W@ + W@ — (F¥ + @) . 21 - ( +Q- Y) (2.112)

ot ot
(2.113)

4 _ X | (p | p@). % (9T
SQL+T+Q-Y) = (F+®)- at+(F9 + oY) St ey (2.114)

Verificando infine che
0 .
(FE;‘) " q,éoo) _ a? =Q-Y, (2.115)

realizzare l'equivalenza delle (2.112), (2.114) con le (2.108), (2.104).
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3 Forze potenziali, giroscopiche, dissipative. Potenziali generaliz-
zati. Teorema di Noether

Ci occupiamo ora di esaminare esaminare le equazioni di moto (2.73) in presenza di particolari ipotesi sulle
forze che sollecitano direttamente il sistema o sulle forze di reazione esercitate dai vincoli.

3.1 Forze associabili ad un potenziale

Ricordiamo che un campo di vettori B : D C R? — R? si dice conservativo (o campo gradiente) se esiste
una funzione U : D — R tale che B(x) = VUx(x) in ogni punto x € D. La funzione U si dice potenziale
di F. Sappiamo che per un campo di vettori F definito su un dominio D la proprietd di essere conservativo
equivale all’indipendenza dalla scelta della curva regolare a tratti v che unisce due punti arbitrari di D per
calcolare l'integrale curvilineo di F lungo ~:

b
/F cdx = /F(x()\)) X (N = U(x(b)) — U(x(a))

~

Un campo gradiente ha il rotore

_ (0Bs 0By, 0B1 0Bs)\ . 0By 0B
rotB-(ay 8z)1+(8z 8x>J+(8:c ay)k. (3.1)

pari a zero. Se il dominio D é semplicemente connesso, allora la condizione rotB = 0 é anche sufficiente
affinché il campo B sia conservativo.
Riferiamoci ora al vettore rappresentativo delle forze applicate F € R3", suppondendo che non dipenda dalle
velocita: F = F(X, ).
Diremo che le forze sono potenziali se esiste una funzione U = U (X, t) detta potenziale a valori in R tale
che

VxU(X,t) =F(X,t)

in ogni istante t.
Se i vincoli sono olonomi, dato X = X(q1, ..., qs, t) alla funzione potenziale U si pud associare il potenziale
nelle variabili lagrangiane:

U(q,t) =U(X(q,t),t). (3.2)

La presenza esplicita del tempo ¢ nella funzione U deriva sia dal possibile carattere mobile dei vincoli sia
dall’eventuale dipendenza diretta delle forze dal tempo.

Il gradiente della U fatto rispetto alle variabili lagrangiane corrisponde al vettore delle componenti lagran-
giane della forza. Infatti (vedi (5.69)):

VqU = (JoX)'VxU = (J4X)TF.
Dunque, un sistema di forze F ¢ di tipo potenziale se nelle variabili lagrangiane vale (ricordare (2.21)):
VqU(a,t) = Fy?. (3.3)

Con una differente parametrizzazione q, si ha, analogamente a (3.2) e (3.3),

U(a,t) = U(X(a,t),t) =U (X(a(@1),t),t) = U(a(qt),t), Vql =F. (3.4)

Ricordando la (2.23)), si ha che la relazione fra i due gradienti deve essere necessariamente di tipo covariante.
In effetti, si verifica subito che -
VaU = (Jgq)" VU, (3.5)

esattamente come per le componenti lagrangiane della forza (vedi (2.23)).
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Vale la pena di osservare anche che (vedi (2.36), (2.115))

ou ,_ : ou

E(qvt):Q'Y"_a(qat)' (36)

Se il sistema ammette solo forze potenziali, la scrittura delle equazioni di moto (2.73) & formalmente la
seguente:

d
@Vqﬁ —VqL =0, (3.7
dove si é definito con £ la funzione lagrangiana
L(q,4,t) =T(a,4,t) + U(q,?). (3.8)

Sfruttando le (2.81), (3.4) e (3.5) si vede immediatamente che, utilizzando nuovi parametri q e definendo la
funzione Lagrangiana £(q,q,t), le equazioni di moto scritte nei due sistemi di coordinate sono equivalenti
dal momento che valgono le relazioni

d_ . d
i Val = Val = (Jgq)” (dtvq,c — qu:) : (3.9)

La funzione lagrangiana £ (detta anche potenziale cinetico) &, come l’energia cinetica, una funzione
quadratica delle velocita generalizzate:

L=L+L1+ L (310)
dove (vedi (2.57))
£2 :TQ, ,Cl :Tl, ,CO :T0+U (311)
. . . . . oL R
La Proposizione 2.3 assicura che la matrice J4(V¢£L) di elementi (quqﬁ)(i D= Bega b= 1,...,¢, énon
’ q:04;
singolare:

Anche il bilancio energetico assume un aspetto notevole nel caso di sistemi di forze conservative. Comin-
ciamo a calcolare la derivata totale di &/ lungo il moto effettivo:

au ou ou ou JOX o

ot ot et s vACY oo
= Vxl X on = F X o = We oo = W 4 F -8 4 2 (3.13)
In termini di coordinate lagrangiane si ha (vedi (3.3) e (2.89)):
U U _ g ¢y U _ e, U
&Y — =F =WV == 14
g~ Valrat g = At =Wr Ty (814)
Come aiuto alla verifica della perfetta equivalenza di (3.13) con (3.14) si osserva che
0 0 X ou oxX 9
g 2 _p 2 X
gl (@D = gUX(@D.0) =Vl - Zo o+ 5p = F- o & UK.
Il potenziale & legato al lavoro della forza mediante le formule:
W _dLe U
. dt ~ ot’
(3.15)

dU  dLp L
. dt ot
Dunque, la funzione U(t) coincide, a meno di una costante arbitraria, con la funzione lavoro se il sistema di

forze non dipende esplicitamente dal tempo, mentre la funzione U(t) ¢ (a meno di costanti) il lavoro virtuale
se, oltre all’ipotesi appena detta, il sistema é scleronomo.
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Utilizzando la (3.15) si perviene alla seguente espressione particolarmente significativa del bilancio (2.108):

d d ) 0 .
LR+ T — (T+U) = = (Vo -4~ (T +U)) = ——(T+U) + We. (3.16)
dt dt ot
Ricordando (3.8) e supponendo i vincoli lisci, si arriva al cosiddetto teorema dell’energia generalizzata:
d 0
(VT -q—L) = ——L. 1
La funzione

viene detta energia generalizzata e, come vedremo, coincide con I’Hamiltoniana del sistema.
Nel caso di un sistema scleronomo soggetto a forze posizionali potenziali F = F(X) e a vincoli lisci si ritrova
la nota legge di conservazione dell’energia totale

&=T-U =T(q(to),qa(to)) — Ula(to)) (3.19)

dove a destra 7" e U sono calcolate in un qualsiasi istante ¢g. Propriamente, sono questi i sistemi detti
conservativi.

Se il sistema & soggetto a forze potenziali posizionali e a vincoli non fissi ma tali che ’energia cinetica non
dipenda esplicitamente dal tempo, dalla (3.17) si trova:

E =Ty~ Ty — U = Ta(q(to), d(to)) — To(qa(to)) — Ulalto)) (3.20)

Nelle ipotesi suddette, la quantita costante T'— Ty — U viene detta integrale primo di Jacobi. Un esempio
tipico di questa circostanza si ha per i vincoli mobili che ruotano rigidamente con velocita angolare costante.
Osserviamo ora che una differente parametrizzazione q porta alla Lagrangiana £(q,q,t) = T(q,q,t)+U(q, t)
(vedi (2.53), (3.4)). Combinando insieme (2.101), (2.111), (3.6), si vede subito che il bilancio energetico nei
nuovi parametri si scrive

d _ . o 0L d or . oU .
0 = %(VaTq—L)—i—E—£(2T2+T1—Q~Y—£)+E+Q-Y+at+Q~Y (3.21)
d oL d d oL
= %(2T2+T1—Q-Y—£)+8t+%(Q~Y):£(2TQ+T1—£)+E7

che mostra ’equivalenza con il bilancio (3.17).

Esercizio 3.1 Adattare le equazioni (2.77) al caso in cui al sistema di Lagrangiana L e di equazioni (3.7),
si aggiungano le m + s equazioni vincolari intere (2.76).

Nell’ottica del precedente esercizio, possiamo scrivere le equazioni di Lagrange del primo tipo (1.85), nel caso
olonomo, come segue. Se il sistema € soggetto a forze conservative, si definisce, anche nel caso di presenza
di vincoli, la Lagrangiana come funzione di tutte le variabili del sistema X = (&3, ...,&s,), considerate come
variabili lagrangiane: £(X,X,t) = T(X,X,t) + U(X,1).

Se il sistema & soggetto ai vincoli olonomi (2.1), le equazioni (1.85) si scrivono

. d -
Q-F-= aVéﬁ— Vel = Z)\ijfj(th)

j=1
nelle incognite X e A1, ..., App.

Esercizio 3.2 Considerare il sistema costituito da un punto materiale P di massa m vincolato su un’asta
di lunghezza L che ruota a velocita angolare costante w su un piano orizzontale, mantenendo fisso uno degli
estremi O. Il punto P ¢ attratto da una molla verso il punto QQ dell’asta che é a distanza A < L da O.
Scrivere la Lagrangiana del sistema, ’equazione di moto e il bilancio energetico, osservando che l’energia
generalizzata € una costante del moto. Determinare inoltre la potenza della forza che mantiene il moto
rotatorio uniforme dell’asta.
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Il teorema dell’energia generalizzata pud essere dedotto direttamente dalle equazioni di moto (3.7) nel
seguente modo. Moltiplicando scalarmente le (3.7)) per ¢, e osservando che

. d d . . dc . . oL
(]'%Vqﬁ—%(q-vc'lﬁ)—(%vqﬁ, E—Vqﬁ'q—FVqﬁ'q‘FEa
si trova: J i or
(@ Val) = Vel -q+ Vel -d= -5 = —=
ovvero dg aﬁ
— = — Q&7 .22
FTRY (3.22)
con
&(a,q,t) =V4Ll-q- L. (3.23)

Osservare che la definizione (3.23) ¢ piu generale di (3.18), dove si deriva rispetto alle q, la funzione T,
anziché L. Questo argomento sara sviluppato parlando di potenziali generalizzati.
I passaggi formali che portano alla (3.22) sono in realta di notevole importanza teorica, in quanto si prescinde
dalla particolare forma della funzione lagrangiana, ovvero non € necessario supporre L = T+ U. Questo fatto
é essenziale ad esempio nella teoria della relativita, in cui la Lagrangiana per la particella libera non coincide
con ’energia cinetica. In questo contesto l’energia viene proprio definita tramite le (3.23), una volta scelta la
Lagrangiana con argomenti legati alla geometria spazio-tempo e al principio di costanza della velocita della
luce.
Sfruttando i passaggi effettuati in (3.21), si vede subito che rispetto a nuovi parametri @ = q(q,t) si ha la
relazione

E@at) =4 Vil —L=E-Q-Y
con Y definito in (2.36).
Concludiamo il paragrafo osservando che, se il sistema é soggetto a forze potenziali F unitamente a forze

non potenziali G = G(X,X,t) e i vincoli sono non lisci, allora la (3.7) e la (3.22) ammettono le ovvie
generalizzazioni

d

quﬁ - Vqﬁ = Gy + Py, (3.24)
d€ 0 N .

= . 2
= L Wo W (3.25)

dove £ =T + Ur comprende solo la parte potenziale, con VxUp = F, mentre £ = VgL - q — L.

3.2 Coordinate cicliche e Lagrangiana ridotta

. . . oL .
Osservando la struttura delle equazioni (3.7), si vede che la circostanza — = 0, ovvero l’assenza di una

qk
variabile g dalla funzione lagrangiana £, comporta immediatamente ’esistenza della costante di moto

oL

= — 2
Dk dir (3.26)

In altre parole, come diremo pitl avanti, la funzione

. . oL

I(qla"'7qk—17qk+1a"'7q27Q1,~~'7QEat) = 3.

gy,
é un integrale primo del moto, nel senso che I rimane, lungo ogni moto, identico al valore iniziale
I(q(0),q(0),0). Ovviamente moti distinti, ovvero individuati da differenti condizioni iniziali, sono associati,
in genere, a distinti valori della quantita I.
La variabile ¢, assente dalla Lagrangiana si dice ciclica o ignorabile. In generale, comunque, la velocita
generalizzata ¢ compare in L.

45



Per semplicita di notazione, stabiliamo che la variabile ciclica sia 'ultima, ovvero k = ¢. Ci chiediamo se é
possibile definire una nuova Lagrangiana Lg funzione delle sole coordinate qr = (q1,...,q—1) € Ur C R¢1
e delle loro velocita generalizzate qr € R~ mediante la quale si possano scrivere le equazioni di moto senza
distruggere la struttura lagrangiana (3.7).

Per fare questo, fissato p,, supponiamo che la (3.26) sia risolubile rispetto a ¢, (ovvero supponiamo p,; # 0):

d¢ = qe(dr, 4R, pe,t) (3.27)

e definiamo
Lr(dr,dr,pe,t) = L(Ar, 4r, §e(dR, AR, Pe; t),t) — pede(dr, dr, pe, t). (3.28)
Dato che
oL ) .
VarLlr =Vqr L+ @ngcu —PeVare = Vqr L
e analogamente per Vg, Lrg, si vede che Lg verifica le equazioni

4

dtquﬁR(ququplat) - quﬁR(QR»QR»Pbt) = 07 (329)

nelle —1 incognite qr. Le equazioni (3.29), dette equazioni ridotte, sono formulabili anche nel formalismo
hamiltoniano e prendono il nome, come vedremo, di equazioni di Routh.

La funzione Lp si dice Lagrangiana ridotta, in quanto riduce il numero di variabili, in virtu dell’informa-
zione (3.26).

E’ bene rendersi conto che il termine correttivo pyq, € necessario affinché le (3.29) siano soddisfatte: definire la
Lagrangiana ridotta semplicemente come Lagrangiana di partenza L riletta nelle variabili qr, qr (utilizzando
la sostituzione (3.27)) non porterebbe in generale a equazioni di moto di tipo lagrangiano, come in (3.29).
Nel caso di piu variabili cicliche, diciamo q;—s = (gst1,-.-,qe¢), con 0 < s < ¢ —1, ovvero

Vq_.L =0,
si hanno ovviamente le £ — s costanti di moto
pPr—s = V¢, L (3.30)

(il caso analizzato precedentemente corrisponde a s = ¢ — 1).
L’analisi del caso s = 0 & un semplice esercizio. Per 1 < s < ¢ —1, si pone qr = (¢1,.-.,qs) e dalle relazioni
(3.30) si ricavano, quando é possibile, le funzioni

('lz—s = q@—s(qR; qRa Pe—s, t)'

La Lagrangiana ridotta consiste stavolta in

Lr(qr,4r,p,t) = L(AR, 4r: de—s(AR, AR, Pr—s,t),t) — Pr—s - Ar—s(AR, AR, Pe—s, 1) (3.31)

e le equazioni di moto sono ancora le (3.29), con ps_s negli argomenti di Lg.

Anche se appare banale, vale la pena di osservare che la Lagrangiana ridotta é scritta sul sottoinsieme delle
spazio delle fasi lagrangiano corrispondente alla varieta p,—s = pJ_, costante. Nel formalismo hamiltoniano,
dove le p saranno nuove variabili indipendenti, questo fatto assume un significato preciso.

Esercizio 3.3 Considerare un punto materiale P di massa m soggetto ad una forza centrale conservativa
di energia potenziale v(r), con r distanza dal centro del moto O. Introducendo le coordinate polari (r,p)
di polo O sul piano dove avviene il moto, scrivere la Lagrangiana del sistema, verificare che ¢ é ciclica e
scrivere la Lagrangiana ridotta Lr. Confrontare con i risultati noti dal corso di Sistemi Dinamici riguardo
all’introduzione del potenziale efficace.

Esercizio 3.4 Considerare il moto di un punto materiale P di massa m vincolato in modo liscio sulla
superficie di rotazione x(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)). Il punto é soggetto ad una forza di energia potenziale
V(w). Verificare che v é ciclica e scrivere la Lagrangiana ridotta.
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3.3 Forze di tipo giroscopico

Si consideri un sistema vincolato olonomo o anolonomo.
Un sistema di forze con vettore rappresentativo G(X, X, t) € R3" tale che la potenza virtuale (vedi (1.60),
(1.77)) é nulla:

We=GX,X,t)-X=0 VXeVx (3.32)
si dice un sistema di forze giroscopico.
I vincoli ideali, ad esempio, sono un sistema di forze giroscopiche (vedi (1.83)), cosi come, ricordando (1.61),

m
un qualunque campo di forze che in ogni punto X verifica G = > \;A;(X,t), che nel caso olonomo diventa
i=1

m
G=> \NVxfi

i=1
Quest’ultima condizione é anche necessaria se G = G(X,t). Al contrario, nel caso in cui il campo di forze
dipenda dalla velocita, circostanza piu interessante per le applicazioni, il vettore G non & necessariamente

ortogonale allo spazio Vx (t).
Un caso interessante per le applicazioni riguarda una dipendenza del tipo

G(X,X,t) =G(X,X, )X (3.33)
dove I" & una matrice quadrata di ordine 3n. Ricordando la scomposizione (1.60), si trova:
We = XT G X +XT G X,.
Per ulteriori considerazioni, premettiamo la seguente

Proprieta 3.1 Una matrice quadrata A N x N ¢ antisimmetrica, ovvero AT = —A, se e solo se la forma
quadratica associata ad A é nulla per ogni vettorey € RN :

yIAy =0 VyeRV. (3.34)

Dim. Se A ¢é antisimmetrica, si ha y7 Ay = (y7 Ay)T = —y? Ay, dunque deve valere la (3.34) per ogni
y € R¥. Viceversa, se tale condizione vale per ogni vettore in RY, si sceglie y = e;, i = 1,..., N, vettore
con tutte le componenti nulle eccetto l-i—esima che vale 1. Dalla (3.34) si trova che gli elementi diagonali
sono tutti nulli: (A);,) = 0,4 =1,...,N. Scegliendo poi y = e; +ej, 4,5 = 1,...,N, i # j, si trova
(A) i) + (A)yi) =0, dunque A ¢ antisimmetrica. 0

Se dunque la matrice G(X, X, t) in (3.33) & antisimmetrica, si ha We = XT G Xo. Ricordando che X = 0
in caso di vincoli fissi, si ha la seguente

Proposizione 3.1 Per un sistema scleronomo le forze (3.33) con GT = —G sono giroscopiche.

Rileggiamo ora I’argomento nel formalismo lagrangiano per un sistema vincolato olonomo. Fissiamo la ¢—upla
q di coordinate lagrangiane. La definizione (3.32) equivale a (vedi (2.89))

Vi (q,q,t) = G (q,4,t)- =0 VqeR’ (3.35)

Ricordando la (2.90), si vede che la definizione data é indipendente dalla parametrizzazione scelta solo se si
considerano cambiamenti di coordinate indipendenti dal tempo q = q(q), come d’altra parte é ragionevole
supporre in questo contesto.

Le componenti lagrangiane delle forze conservative compaiono in generale nelle equazioni di moto (3.24),
mentre nel bilancio energetico (3.25) il contributo dovuto alle forze giroscopiche ¢ assente.

Se dunque un sistema scleronomo é sottoposto a forze F potenziali, U indipendente da t e forze G giroscopiche
vale la conservazione dell’energia (3.19), ovviamente se i vincoli sono lisci.

Il sistema di forze (3.33) ha componenti lagrangiane

Gi(q,q,t) = (J¢X)TG =T(q,a,t) - q + A(q. 4, 1), (3.36)
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dove T' ¢ la matrice £ x £ T(q,q,t) = (JqX)TGJqX con G da calcolarsi in G(X(q,t),X(q,¢q,t),t) e A ¢ il
X

vettore A(q,q,t) = (JqX)Tg—t € R

E’ evidente che T" é antisimmetrica se lo é G:

I'=-17" seg=-g". (3.37)

Utilizzando la Proprieta 3.1, si trova dunque per un sistema di forze del tipo (3.36) con I' antisimmetrica:

W' (a.a,1) = Aa,a.1) - 4.
La Proposizione 3.1 si enuncia ora come segue:

Proposizione 3.2 Per un sistema scleronomo le forze (3.36) con matrice T antisimmetrica sono
giroscopiche.

Infatti, per i vincoli fissi si ha A = 0.

Esercizio 3.5 Verificare che, utilizzando altri parametri q, la struttura (3.36) non viene alterata, de-
terminare la nuova matrice ' e verificare che essa é antisimmetrica se e solo se lo ¢ T' (vedi esercizio
2.7).

Se la matrice I' in (3.33) non dipende dalle velocita, ossia I' = I'(X, ¢), le componenti (3.36) diventano

Gy¥(a.q.t) =T(a.t) - 4+ Aq1) (3.38)
e la Propriete 3.1 consente la seguente caratterizzazione:

Proposizione 3.3 Per un sistema scleronomo le forze (3.38) sono giroscopiche se e solo se la matrice T
¢ antisimmetrica.

Applicando i risultati dell’esercizio 2.6, si ottiene 'indipendenza della caratterizzazione (3.37) dalla parame-
trizzazione scelta.

Un interessante esempio di sistema di forze giroscopico & dato dalla forza di inerzia di Coriolis che agisce
sui punti materiali qualora si osservi il moto da un sistema di riferimento non inerziale. Il problema della
scrittura delle equazioni di Lagrange in sistemi non inerziali verra affrontato sistematicamente nel prossimo
Capitolo: ci limitiamo ora a verificare che la forza di Coriolis ¢ di tipo girosocpico.

Consideriamo un sistema S che si muove rispetto ad un sistema inerziale > di velocita angolare w. La forza
di Coriolis che agisce su ogni punto materiale &

F$ = 2muwAver k=1,....n (3.39)

dove my, & la massa del punto Py, k = 1,...,n, v r & la velocitd di Py punto rispetto a S (velocita
relativa).

Verifichiamo che il vettore rappresentativo delle forze ha la struttura (3.33).

Dato il vettore w = (w1, w2, ws), al prodotto vettoriale wA  possiamo associare la matrice antisimmetrica
3x3

0 —Ws w2
Q= w3 0 —Ww1 (340)
—Ww9 w1 0

nel senso che w Ay = Qy per ogni vettore y € R? (vedi Paragrafo 5.9).
Indichiamo con X il vettore rappresentativo delle posizioni dei punti scritto rispetto al sistema S.
Il vettore rappresentativo della forza di Coriolis (3.39)

FC = (F{,...,F{) eR*"

si scrive dunque: ) .
FC = -2Q,,(X,X,t) X (3.41)
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dove €, & la matrice 3n x 3n

Q, = (3.42)
0 0 0 mQ

(Q ¢ la matrice definita in (3.40)) e X indica il vettore rappresentativo delle velocita relative (ovvero facendo
la derivazione rispetto al tempo in S).

La matrice Q,, ¢ evidentemente antisimmetrica, dunque per i sistemi a vincoli (geometrici o cinematici) fissi
rispetto al sistema S il sistema di forze (3.41) & giroscopico.

Se il sistema é olonomo, si ha

X
FC¢ = —2Q,, ((JqX)éH— 66t> (3.43)
con componenti lagrangiane
X
F§Y = —2(7,X)TQ,, [(JqX)q + 8&} , (3.44)

. . . . ce 0X . . .
che risultano giroscopiche nel caso di vincoli fissi rispetto a S, ovvero se o 0. Si noti che in questo caso

la velocita relativa coincide con la velocita virtuale.

Dunque, se i vincoli sono tali che la loro scrittura nel sistema non inerziale S non comporta la presenza
esplicita del tempo, se sono cioé scleronomi rispetto a S, allora le forze di Coriolis non compiono lavoro
durante il moto del sistema.

Osservazione 3.1 L’antisimmetria della matrice —2(JqX)TQ,,(JqX) ¢ d’altra parte riconducibile anche
alla proprieta del prodotto misto in R3

UAV-w=-uAw-v, uv,weR3

an 5Xk

applicata ai vettori w, a—q, W
i j

, con X, k=1,...,n componenti del k—esimo punto del sistema.

3.4 Forze dissipative

Un sistema, di forze ® € R3” si dice dissipativo se la potenza virtuale associata ad esso é negativa:
We=®(X,X,t)- X <0 VXeVx. (3.45)

Se il sistema é soggetto, oltre alla forza ®, a forze conservative posizionali F' di potenziale U e i vincoli sono

scleronomi, la (3.16) mostra che

d€ N
— 4
yr Was < 0, (3.46)

cioé ’energia totale decresce.
In generale, una matrice quadrata B di ordine N si dice definita negativa se

BT =B, y'. By<o0,VyeRY/{o0}. (3.47)
Immaginando di partire da una struttura del tipo (3.33), ovvero
® = B(X,X,t) X, (3.48)
con potenza associata We = XT BX +XT B Xy, ¢ di verifica immediata la seguente

Proposizione 3.4 Per un sistema scleronomo le forze di tipo (3.48) sono dissipative se B ¢ una matrice
definita negativa.
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Infatti, in tal caso si ha We = XT B(X,X,t) X < 0.
L’analisi del caso olonomo é analoga a quella svolta per le forze giroscopiche: scrivendo le componenti
lagrangiane di ® come (vedi (3.36))

. ) ) . ) o0X
&V (q,4,t) = la,a,)a+ p(a, & t), B(a,at) = (JoX)TBIX, = (JqX)TBE (3.49)

si dimostra la

Proposizione 3.5 Per un sistema scleronomo le forze (3.49) sono dissipative se e solo se la matrice
B(a,q,t) é definita negativa per ogni q, q e t.

La dimostrazione viene lasciata per esercizio, cosi come la verifica dell’indipendenza della proprieta rispetto
alla scelta dei parametri q (vedi anche esercizio 2.7).
Per le applicazioni ¢ interessante esaminare una dipendenza del tipo ® = B(X,t) X, che peraltro rientra

formalmente nella (3.48). La potenza virtuale W = XT B X @ negativa se la matrice B ¢ definita negativa,
anche se il sistema ¢ non scleronomo. La (3.49) assume la forma

3 (q,q,t) = B, t)d, B = (JgX) B(q,t)JgX (3.50)

e la potenza virtuale delle forze Wo = Bq & negativa se e solo se la forma quadratica

R = 54" fla, N (3.51)

¢ definita negativa nelle q, per ogni (q,t).
La (3.51 ¢ detta funzione dissipativa di Rayleigh. Si osservi che le forze generalizzate (3.50) si ottengono
da R mediante il gradiente rispetto alle variabili cinetiche:

&)= V4R

Se consideriamo un sistema scleronomo a vincoli lisci, soggetto a forze potenziali di potenziale U indipendente
dal tempo e a forze dissipative (3.48), la (3.46) mostra che

. .
= =4 B, )a=2R. (3.52)

La formula appena scritta evidenzia il significato fisico della funzione di Rayleigh, che determina il tasso di
decrescita dell’energia cinetica e potenziale.

Esercizio 3.6 Considerare per ogni punto P;, i = 1,...,n un sistema di forze di resistenza proporzionali
alle velocita virtuali dei punti:
éi:*,ui{’iy 2:1,,71

Determinare la potenza delle forze e la funzione di Rayleigh.

Esercizio 3.7 Considerare un punto materiale di massa m che si muove su un piano fisso e scabro. 1l
punto & soggetto ad una forza conservativa di potenziale U e a una resistenza d’attrito proporzionale alla sua
velocita. Scrivere le equazioni di moto e il bilancio energetico del sistema.
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3.5 Potenziali generalizzati

Sia ({1, - -,&3n) = X il vettore rappresentativo degli n punti. Un sistema di forze con vettore rappresentativo
F =F(X, X,t) in R® ammette un potenziale generalizzato U, = U,(X,X, ) se

d

F = VxlUy(X, X, t) — p

(vxug(x, X, t)) . (3.53)

Utilizzando la (5.67), possiamo esplicitare la definizione (3.53) come segue:

. ;)
F=VxU, - (Jx(VXU)X + Jx(VXU) XJra (qug)) . (3.54)
U
Le operazioni differenziali Jx (V) e Jx(VxU) corrispondono alle matrici 3N x 3N di elementi p: 5’2 e
106y
2
8‘ L{q , 4,7 =1,...,3N, rispettivamente.
9€i0¢;

Dato che si & posto, in generale, F = F(X, X, t), la relazione (3.54) ha senso se a destra dell’'uguale i termini
contenenti le derivate seconde rispetto al tempo sono nulli. Questo comporta I’annullarsi degli elementi della
matrice Jy (VyU), ossia una dipendenza necessariamente lineare dalle coordinate X:

Uy (X, X, t) = A(X,t) - X + B(X, 1) (3.55)

con A = (Ay,..., As,) funzione vettoriale da un aperto di R3”*! in R3" e B funzione a valori reali.
Sostituiamo ’espressione (3.55) in (3.53) per trovare la struttura del campo di forze in termini delle funzioni
AeB.

Dato che (vedi (5.70)) Vx (A(X,t)«X) — (JxA)TX, e che (vedi (5.70), (5.66)) %(vxug) - % -
(JxA)X + %—?, si trova
F = (JxA)" - (JxA)) X +VxB — %‘?. (3.56)
La matrice quadrata
AX,t) = (IJxA)T — (IxA) (3.57)

¢ antisimmetrica, pertanto il termine [(JxA)T — (JxA)] X in (3.56) ¢ di tipo giroscopico se il sistema
é non vincolato o scleronomo, in virtu della Proposizione 3.1.
Possiamo quindi enunciare la

Proposizione 3.6 Per un sistema non vincolato o scleronomo, le forze F non dipendenti esplicitamente

dal tempo che ammettono un potenziale generalizzato sono necessariamente del tipo ¥ = F1 +F5, con Fy di

tipo giroscopico e Fo di tipo conservativo.

Esercizio 3.8 Verificare che, se la forma differenziale in R3" che ha per coefficienti gli elementi del vettore
3n

A = (Ay,...,As,), ovvero > Ay(X,t)dE; ¢ esatta e W (X, t) ¢ una primitiva, allora la (3.56) definisce in

=1
ow
realta un campo conservativo di potenziale U = B — ——. Determinare la relazione fra U, definito dalla

ot
(3.55) e U.

3.6 Il potenziale elettromagnetico

La (3.56) nel caso n = 1 ammette formalmente una scrittura alternativa che vale la pena di considerare.
Se A = (A1, Ay, A3), si definisce rotore di A il vettore di R?

9¢, 0T 9Es 06 9E 0t

<6A3 0As 0A; 0As; 0A, 8A1>
rot A = .
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Dato y € R3, si verifica subito la coincidenza degli operatori (vedi (3.57))
Ay = (JxA)" — (IxA))y =y Arot A. (3.58)
La (3.58) non ¢ altro che la formula vettoriale
(yArot A+ (y - V) A=V, (y-A), x=(£,8,8&) R,
dove il simbolo (y - V) indica l'operazione

OA O0A O0A
= ylafgl +yom— tysn— Y= (¥1,Y2,:93)

06 93’

coincidente con (JxA)y. Si osservi, facendo riferimento alla (5.70), che V (y - A) coincide con (JxA)Ty in
quanto y va considerato costante.

In definitiva, se consideriamo il caso tridimensionale di un punto P di coordinate x in R3 e velocita v = x,
la struttura (3.56) conduce alla formula

(y : vx)A

A
F(x,v,t) =vArot A+ V«B — 887 (3.59)

che rappresenta un campo di forze con potenziale generalizzato (3.55), ovvero
Uy(x,v,t) = A(x,t) - v+ B(x,t) (3.60)

Un’applicazione notevole della rappresentazione (3.59) consiste nel considerare una carica elettrica puntiforme
in un campo elettromagnetico sottoposta alla forza di Lorentz

F=e (E + 1v A H) (3.61)
C

dove e é l'intensita della carica, ¢ € la velocitd della luce, E e H sono le intensitd del campo elettrico e
magnetico, rispettivamente. Le equazioni di Maxwell consentono di scrivere

divH =0,
(3.62)
10H
tE+-— =0
rot k-t c Ot

Essendo H a divergenza nulla, possiamo esprimere il campo magnetico come H = rot A; per un opportuno
A,

10
vettore Aj(x,t). Dunque, si vede dalla seconda delle (3.62) che il campo E + — ha rotore nullo e pud
c

essere espresso come gradiente di una funzione Bj(x,t). Complessivamente, il campo (3.61) si scrive

10A 1
F=c¢ (VxBl - - ! + —-v Arot A1> . (363)
c Ot c

Si riconosce nella (3.63) la struttura (3.59), scegliendo B =eB; e A = eA;/c.

Il campo (3.61) ammette dunque un potenziale generalizzato corrispondente a (3.60), ovvero

U, —e (Bl(x, £ + %v A (x, t))

con By e A legati al campo elettromagnetico E, H tramite

10A
rot A, = H, vale+fa L
c Ot
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3.7 Il potenziale generalizzato nel formalismo lagrangiano

Consideriamo un sistema vincolato olonomo, siano q i parametri lagrangiani e X(q,t) il vettore rappresen-
tativo.

Se la forza F € R3" ammette un potenziale generalizzato Uy (X, X, t) come in (3.53), possiamo esprimere la
funzione potenziale nelle variabili lagrangiane, in modo analogo alla definizione (3.2):

Ug (q7 qa t) = u_l] (X(qa t)? X(q7 qa t)7 t) (364)

dove X(q, q,t) & naturalmente la (2.26).
Dimostriamo ora una proprieta che generalizza la (3.3), nel senso che le componenti lagrangiane della forza
discendono dal potenziale generalizzato U,. Pill precisamente:

Proposizione 3.7 Per un sistema olonomo con parametrizzazione q, se F(X,X,t) ammette il potenziale
generalizzato Uy, allora le componenti lagrangiane (vedi (2.20)) Féq)(q, q,t) verificano

: : d :
i (a.4,1) = VaUy(a.4,1) = 7 (VaUy(a, 4. 1)), (3.65)

dove Uy, & la funzione definita in (3.64).
Dim. Si ha, tenendo conto di (5.69), (2.68), (2.71):

d
VqUy = (JqX)TvXUQ + dt [(JQX)T] VU, VqUg = (JqX)TvXUg.

Dunque:

d d
VqUy — @vdUg = (JqX>T VxUy — %qug = (JqX)TF = Fg)q)
e la (3.65) ¢ dimostrata. O
Le componenti lagrangiane Fy, come sappiamo, si trasformano secondo la formula (2.23). L’espressione
differenziale a destra dell’uguale in (3.65) deve dunque trasformarsi anch’essa in modo covariante, in modo
analogo a quanto visto in (3.5). Vogliamo verificare direttamente questa proprietd. Per brevita, definiamo

d

D@ — Vg — o

V4 (3.66)

'operatore differenziale che agisce sulle funzioni U(q, ¢, t) a valori reali e almeno C2 in K x R* xR, K aperto
in R?, nel seguente modo:

d
DAY =V, U - - (VaU).

d

Si osservi che DU ¢ un vettore di RY che dipende dagli argomenti (q,q,1).
Sia @ = q(q,t) una traformazione invertibile di parametri come in (2.3). La trasformazione induce il
cambiamento delle variabili cinetiche come in (2.30), ovvero

~ . _ . 8q
(9,9, 1) = (Jaa(a, 1) 4 + - (a. 1),
mentre la trasformazione inversa q = q(q, t) porta alla trasformazione

4(a,6.1) = (Jaa(@ ) d+ 2d(a, 1),

Ad ogni funzione U(q, q,t) che sia almeno C2 in K x R’ x R corrisponde pertanto la funzione

U(a,q,t) = U(q(a,t),q(a,q,t),t) (3.67)

della medesima regolarita di U, dato che si assume la trasformazione (2.3) sufficientemente regolare.
Dimostriamo quindi la seguente
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Proposizione 3.8 Sia @ = q(q,t) una traformazione invertibile di parametri come in (2.3). Allora, per
ogni funzione U(q,q,t) che sia almeno C? in K x R® x R vale

DY = (J,q) ' DDT = (J4q)T {qu - % (vaﬁ)] (3.68)

dove U ¢ la funzione (3.67) calcolata nelle nuove variabili.
Dim. Riferendosi alla formula (5.70), pensando a N =2/ e y = (q,q) € K x R? | si ha:
Vy = (Vq,Vq)T, VS/ = (V@Vé)T?

W\ el Jad 5 a@) Jaa )
con 0 matrice nulla ¢ x ¢. Per la seconda riga dell’ultima matrice scritta si tenga conto della (2.35) e

dell’inversione nell’ordine di derivazione fra derivate rispetto alle q e derivata d/dt.
La (5.70), scrivendo per semplicita solo gli operatori, assume dunque la forma

Vq [Jqal”  [d/dt(Jq@)]" Va
v, = _ = Vy, (3.69)
Vg4 0 [Jq(_l]T Vél
ovvero, per componenti,
_ d .. _ _
Vg = [Jq@]" Vq + i [Jqad]" Vi Ve =1Jqdl" Vg
Si ha dunque
DO = [Jgal" Va + 5 ol Vi~ 5 (adl” V) = adl” Ve - adl” 5V
q q dt q q dt q q q q q dt q

e la (3.68) ¢ dimostrata. O

Osservazione 3.2 Nella formula (3.68) rientra ovviamente la (3.5), ogni volta che U = U(q,t). Inolire, le
equazioni di moto (2.78) e (8.7) si scrivono rispettivamente

DT (q,4,t) =Fy, DDL(q,q,t) =0.
La covarianza dell’operatore DD almeno sulla funzione T era d’altra parte gid nota tramite la (2.66).

Un’ulteriore proprieta dell’operatore D@ & la seguente:

Proprieta 3.2 Per una qualunque funzione F(q,t) di classe almeno C? in K x I C R* x R, la funzione
derivata totale

) d . OF
G(q,q,t) = - F(q,t) = VqF(q,t) - q+ —-(q,1)

Cdt ot
verifica
d
DYG = VG — - (VaG) =0. (3.70)
d

La verifica di (3.70) ¢ immediata, essendo V4G = V4 F e, per inversione in ordine di derivazione, a(VqF) —

dr
Vq () = 0. Si ha dunque il

dt
Corollario 3.1 Le funzioni Lagrangiane £(q,q,t) e

5. . . ) d

hanno le medesime equazioni di moto (3.7).
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Ogni funzione F(q,t) in (3.95) viene detta funzione di gauge dinamica e la trasformazione lineare (ri-

A dF
guardante la funzione e non le coordinate, come invece avviene per le trasformazioni (3.92)) L = £ + g

trasformazione di gauge dinamica.

Torneremo sulla questione di Lagrangiane differenti che danno luogo allo stesso problema dinamico nel
prossimo Paragrafo. Ripartiamo ora dai potenziali (3.64) e esaminiamo la loro struttura rispetto alle variabili
lagrangiane q e alle velocita generalizzate q.

Vediamo che la dipendenza lineare (3.55) riletta tramite la (3.64), che si scrive Uy(q,q,t) = A(X(q,t),?) -

X(a,9,t) +B(X(q,t),t), comporta la dipendenza lineare di U, dalle variabili g:

con « vettore in R¢ e 3 funzione scalare definiti da

ala.t) = (JoX)"A(X(a.t),t) Bla,t) = A(X(a.1),t) - %X(q, t) + B(X(q,1),1). (3.73)

Sostituendo ’espressione (3.72) in (3.65), si determinano le corrispondenti componenti lagrangiane:

da

F(Oq) (qv q, t) = [(an(qv t))T - an<qa t)] q+ vqﬂ(Q» t) T ot

(a,t). (3.74)
D’altra parte, le (3.74) si ottengono anche dalle componenti lagrangiane di (3.56):

P = (aX)" (A~ ()] X+ (007 (VB - 5 ) (3.75)

La coincidenza delle (3.75) con le (3.74) ¢ una semplice verifica basata sulle relazioni (3.73).

Osservazione 3.3 Rimanendo in un contesto puramente lagrangiano, potremmo senz’altro partire dalla
(3.65), affermando che la forza F ammette un potenziale generalizzato Uy(q,q,t) se le componenti lagran-
giane verificano la (3.65). In questo caso, esplicitando la (3.65) come in come si é fatto in (3.54), si
ottiene 5

F\%(q,q,t) = VU, — (Jq(qug)q+ Ja(VaUy) d+atqug) (3.76)
e si mostra direttamente che il potenziale generalizzato U, deve dipendere linearmente dalle velocita gene-
ralizzate q, ovvero si scrivono direttamente le (3.72).
Coerentemente con (3.37), la matrice (Jqa)? — Jqa ¢ antisimmetrica. La Proposizione 3.6 puo essere
formulata come segue, nel contesto del formalismo lagrangiano:

Proposizione 3.9 Se le componenti lagrangiane di F verificano le (3.65) e il potenziale generalizzato asso-

) Oa . . . L
ciato (3.72) é tale che — =0, allora le componenti lagrangiane sono necessariamente costituite dalle forze

ot

potenziali lagrangiane di componenti Vq0(q,t) con potenziale lagrangiano 3(q,t) e dalle forze girosco-
piche lagrangiane (vedi (3.36)) lineari omogenee di componenti I'(q,t)q dove T' & la matrice antisimmetrica
(x T = (Jqa)T — Jqa =TT,

La questione sostanzialmente inversa viene lasciata per esercizio:

Esercizio 3.9 Dato il sistema di forze con componenti lagrangiane

Fi¥(q,q,1) = T(a,1)q
con T = —T'T, stabilire le condizioni per cui il sistema ammette un potenziale generalizzato e determinare
il corrispondente potenziale | ricordare che una matrice quadrata M ammette un’unica rappresentazione

1 1
M =S+ A, dove S = =(M + MT) ¢ simmetrica e A =

5( 5(M — MT) ¢ antisimmetrica |.
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Esercizio 3.10 Ripercorrere l’esercizio 3.5 nel formalismo lagrangiano: quale forma differenziale occorre
ipotizzare esatta?

Occupiamoci ora della scrittura delle equazioni di moto e del bilancio energetico nei sistemi olonomi con
forze derivanti da un potenziale generalizzato.

La (3.65) ha un’importante conseguenza: come nel caso dei potenziale ordinari, per un sistema soggetto a
forze che ammettono un potenziale generalizzato € possibile definire la funzione Lagrangiana

L£(q,9,t) =T(q,4,t) + Uy(q,q,t) (3.77)

e di scrivere le equazioni di moto esattamente come in (3.7).
Ricordando il risultato (3.72), definiamo

U971 = Ot(q, t) : qa Ug,O = B(cb t) (378)

la parte di grado uno e zero rispettivamente di U, come polinomio nelle 4.
Analogamente a quanto osservato in (3.10), la funzione lagrangiana ¢ ancora una funzione quadratica
nelle variabili velocita generalizzate £ = Lo + L1 + Lo e le (3.11) vengono sostituite da

Lo=T5, L4 =T1—|-Ug71, Lo=Ty+U ,0- (379)

Piu precisamente (vedi (2.57) e (3.78)):

£2=54-A@0d L= [bla.0)+ala,n] d Lo=cla0)+ a0 (3.80)

Una importante conseguenza € che la parte quadratica Lo é ancora una forma quadratica definita
positiva.
Dal punto di vista del bilancio energetico, se il sistema ¢ soggetto a forze con potenziale generalizzato Uy,
si ha da (3.22):

a€ oL

—_— = =0 3.81

dt ot ( )
dove £ = T + U, e Penergia é definita da (3.23). Osserviamo che in questo caso é essenziale in (3.23) la
presenza di £ nelle derivate rispetto alle ¢x, k =1, ..., ¢, dato che il potenziale dipende da queste variabili.

Specificando in funzione dei termini in (3.79), si vede che (ricordando la formula di Eulero (2.100))
E=2T+T + Ug’l — (T2 + Ty + Ty + Ug71 + Ugﬁo) =T5 - Ty — Ug,o.

Notiamo I'assenza della parte giroscopica di potenziale Uy ;.
In particolare:

() se il sistema ¢ a vincoli lisci e le funzioni A4, b, ¢ in (2.57) e 8 in (3.78) non dipendono esplicitamente
dal tempo si ha, durante il moto 'integrale di Jacobi

Ty — Ty — Uy 0 = costante, (3.82)

(7i) se il sistema ¢ a vincoli scleronomi e valgono le ipotesi elencate in (4), allora si conserva la quantita

T — U, = costante. (3.83)

Ovviamente, le medesime considerazioni contengono il caso di potenziali ordinari, in cui U = Uy 9, Ug1 =0
e i casi (i), (i) permettono di ritrovare le formule (3.20), (3.19) rispettivamente.

Per completezza, osserviamo che il bilancio (3.81) pud essere ottenuto anche da (3.16), tenendo presente che
nel caso dei potenziali generalizzati la relazione (che generalizza la (3.15)) fra potenziale e lavoro &

dU, dLp 0U, d .
W dt ot +dt (qug q). (384)
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d ..
Per trovare la (3.84), si parte da (vedi (5.67)) Uy _ VaUg-a+VaUy - Q+% e si tiene conto che (vedi

dt ot

(3.65))
dLrp  _+ . . d
W—WF—FQq—Vqu'q—&

La sostituzione di (3.84) in (3.17) porta alla stessa formula (3.81).
Osserviamo che la (3.84) pud essere scritta, mediante la (2.100), anche come

(Vqu) -q.

dlp dU, 09U, dU,, dU,, 98U,

dt — dt ot dt —  dt ot

che sottolinea ’assenza della parte giroscopica in termini di lavoro virtuale. Se la funzione « in (3.72) non
dipende esplicitamente dal tempo, allora il bilancio energetico appena scritto é quello delle forze conservative
(3.15), con potenziale Uy .
Nel caso di presenza simultanea di forze con potenziale generalizzato U, e forze G non riconducibili ad un
potenziale e nel caso di vincoli non lisci, la (3.81) ammette 'ovvia generalizzazione

d€ oL

= =S Wo W (3.85)

dove L =T+ U, e £ ¢ definita come in sono definite come definita come in (3.23).

3.8 Sistemi Lagrangiani

Premettiamo alcune definizioni a carattere generale riguardanti i sistemi di equazioni differenziali.
Data f(x,t) funzione definita per x € Q sottoinsieme aperto e connesso di R", t € I =]a,w[C R e a valori in
R™, si consideri il sistema di equazioni differenziali

% = f(x,1). (3.86)

Se f ¢ continua in I x Q e localmente Lipschitziana rispetto a x, allora per ogni punto (7,x) € I x
esiste un’unica soluzione massimale x(t) del sistema tale che x(7) = x. Chiamando I, ) =]a(7, x),w(7, x)]
I'intervallo della soluzione massimale, risulta definita la funzione (che indichiamo con x(; ) a valori in

(6, 7,X) = X)), (6, 7,X) € Iz ) X I X Q (3.87)

che associa al punto y € Q il punto x soluzione al tempo ¢ del sistema (3.86) con dato iniziale x(7) = .
Se in (3.87) fissiamo i valori 7 e ¢, la corrispondenza

.7:(77,5) Q= Q, ‘F(T,t) (X) = X(T7X)(t) XY/ (388)

definisce al variare di x in € una trasformazione di €2 in sé che chiamiamo flusso del sistema differenziale
(3.86). L’insieme di definizione di F, ;) € tutto (2 se, naturalmente, la soluzione x(t, 7, x) & definita al tempo
t per ogni x € €2, ovvero se t € I, ) Vx € 2.

Richiederemo, in generale, che la funzione definita in (3.88) sia almeno C2.

L’insieme ) viene detto spazio delle fasi per il sistema, mentre lo spazio delle fasi esteso é l'insieme
Qx1.

Una funzione definita nello spazio esteso

J=Jxt), J:QxI—-R
che rimane costante lungo le soluzioni di (3.86), ovvero una funzione tale che per ogni (7, x) € I x §2

j(X(Tvx) (t)’ t) = j(X? T)ﬂ te I(T,X) (389)

viene detta integrale primo per il sistema (3.86).
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Ricordiamo infine che un cambiamento invertibile di variabili y = y(x,t) trasforma il sistema (3.86) in

. ay
y=(hyf+ 5 (3.90)

dove il secondo membro va espresso in funzione di y mediante la trasformazione inversa x = x(y, t).
Le equazioni di moto trasformate sono dette invarianti se i sistemi (3.86) e (3.90) hanno soluzioni identica-
mente coincidenti se associati alla medesima condizione iniziale x(7) = y(7) = x.
La struttura del sistema (3.86) che ora ci interessa & quella del sistema delle equazioni di Lagrange (3.7)
(estese anche al caso di potenziali generalizzati) le quali, come si & osservato in (2.79), possono essere scritte
nella forma normale:

a=W(q,q,?).
Definendo x = (q,q), si ha X = (q, W(x,t)) = f(x,1) e si ottiene esattamente la forma (3.86), con n = 2¢.
Chiamiamo la coppia (q,q) stato cinematico. Possiamo supporre, in generale, che q € K aperto di RY,
q € RY. Lo spazio S = K x R’ degli stati cinematici ¢ dunque lo spazio delle fasi Lagrangiano. Dato
che le variabili q rappresentano la parametrizzazione della varietd delle configurazioni del sistema olonomo
vincolato, gli stati cinematici parametrizzano il fibrato tangente.
Viceversa, diremo che un sistema meccanico regolato dalle equazioni x = f(x,¢) ¢ un sistema meccanico
Lagrangiano se esiste una funzione L£(x, t) che verifica la condizione di regolarita (3.12) e tale che le soluzioni
del sistema di partenza coincidano con quelle del sistema

q=v,
d (3.91)
% (vvﬁ(qv Va t)) - vqﬁ(qv Va t) = 0

tramite la corrispondenza x = (q,v). Al sistema Lagrangiano si associano dunque gli stati cinematici (q, q).
Si consideri 'insieme delle trasformazioni di coordinate @ = q(q, t), che formalmente scriviamo come 'insieme
dei diffeomorfismi (vedi anche (2.3))

G={7Vqq €C*: Kq— Kg, Vqq invertibile} (3.92)

essendo Ky, Kgq C R’ gli aperti connessi in cui sono definite le parametrizzazioni q e q, rispettivamente.
Si verifica subito che G ha struttura di gruppo che chiamiamo gruppo delle trasformazioni puntuali.
La proprieta di covarianza riassunta in (3.68) puo essere ora rienunciata come segue:

Proposizione 3.10 Dato un sistema meccanico Lagrangiano con stati cinematici (q,q) e Lagrangiana L,
una qualungue trasformazione vq,5 € G da luogo ad un sistema Lagrangiano con stati cinematici (vedi (2.4),

(2.30)) )
(@.4) = (a(a. 01 (g 4+ 52

e Lagrangiana
dq

£aa ) = £ (a0, e 4+ G (3.99

essendo q(q,t) la trasformazione inversa vg.q = (Yq.q) " € Jg definita in (2.5).

Infatti, applicando la (3.68) alla funzione L si vede che

% (VgL) = VoLl = (JqQ)T (C(llt (Vqﬁ) - Vqﬁ) (3.94)
dunque gli stati cinematici (q, q) sono soluzioni del sistema di equazioni di Eulero-Lagrange con Lagrangiana
L se e solo se lo sono gli stati (q,q) del sistema con Lagrangiana L.

Si osservi che la k—esima componente della (3.94), k = 1,...,¢, non & altro che la (3.9): la covarianza di D
sulla Lagrangiana era in effetti gid nota.

Ci poniamo ora la questione se il medesimo insieme di stati cinematici (q,q) pud essere associato a piu di
una funzione Lagrangiana.

E’ importante a tale proposito richiamare il Corollario 3.1, che puo essere enunciato in questo contesto come
segue:
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Proposizione 3.11 Se £(q, q,t) definisce un certo sistema Lagrangiano, la trasformazione lineare di gauge
dinamica

A . . . d
ﬁ@%ﬂ=£@%0+G@qﬂ=£M%ﬂ+%F@ﬂ7 (3.95)

da luogo al medesimo sistema Lagrangiano.

Usando altri termini, possiamo dire che la Lagrangiana di un sistema meccanico Lagrangiano é determinata
a meno di una funzione di gauge dinamica F(q,t) di classe almeno C?.
Anticipando una nozione fondamentale del formalismo Hamiltoniano, definiamo le funzioni (p1, ..., p¢) come
le componenti del vettore

p= Vqﬁ(q, q, t)' (396)
Il vettore p viene detto vettore momento canonico.
Per una trasformazione (3.92) che da luogo al sistema lagrangiano come indicato nella Proposizione 3.10, si
vede subito che il vettore momento canonico si trasforma in modo covariante (vedi (2.35)):

D= V4l = (J4a)" V4L = (Ja@) V4L = (Jqa)' P

Esercizio 3.11 Verificare che il vettore momento canonico della Lagrangiana L legata a L mediante la
trasformazione di gauge (3.95) é
p=p+ V4F (3.97)

3.9 Trasformazioni ammissibili e teorema di Noether

Richiamando la Definizione (3.89), dove si sceglie 7 = 0 come tempo iniziale, x = (q(0),¢(0)) come stato
cinematico iniziale di un sistema Lagrangiano con Lagrangiana £(q, q,t), chiamiamo costante del moto o
integrale primo del moto ogni funzione

J=Jq.qt), J:KxRxR—=R
tale che
J(a(t),q(t),t) = T (a(0),4(0),0)
per ogni istante ¢ in cui ¢ definita la soluzione di (3.91) associato allo stato cinematico iniziale scelto.

d
Se la funzione J & di classe almeno C*, la condizione suddetta equivale a — 7 = 0.

Un caso in cui si determina immediatamente un integrale primo del moto é quello di una variabile ciclica
(o ignorabile) per la Lagrangiana, ovvero una variabile ¢; per cui si ha identicamente

oL
=0. 3.98
o (3.98)
Dalla i—esima equazione di moto si vede che
d oL
-7/ Pi = 5 = 07
at" = dg;

dunque p;(q, q,t) & un integrale primo del moto. Viceversa, se p; & costante, la variabile ¢; & ciclica.
Se g; é una variabile ciclica per la Lagrangiana £, ovviamente non é detto che lo sia per la Lagrangiana £
ottenuta mediante la trasformazione di gauge (3.95). La funzione p; rimane un integrale primo del moto se

oF
= 0, ovvero se e solo se — = 0, come d’altra parte si ricava anche da (3.97).
qi q;
Sia £(q,q,t) la Lagrangiana di un sistema lagrangiano e 7(q,q) una trasformazione in G (vedi (3.92)) con la
proprieta

e solo se

£(a,q,t) = £(a,q,t). (3.99)
Trasformazioni di questo tipo, che vengono dette anche ammissibili, lasciano formalmente identica la fun-
zione Lagrangiana, ovvero la Lagrangiana é invariante rispetto alla trasformazione. E’ evidente che il
sistema di equazioni di Lagrange associato a £ é invariante rispetto ad ogni trasformazione che abbia la
proprieta (3.99), ovvero il sistema di equazioni con Lagrangiana £ ha le medesime soluzioni del sistema con
Lagrangiana £ se si impongono le medesime condizioni iniziali q(0) = q(0), ¢(0) = q(0).
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Esercizio 3.12 Si verifichi che la trasformazione
Q=q1, -5 @1 = qi-1, §i = ¢ T 0 Gig1 = Qit1, -+, Qe = Qe
dove o € un qualunque numero reale, é ammissibile per una Lagrangiana che ha q; variabile ciclica.

Esercizio 3.13 Per { = 2, si mostri che la trasformazione

q1 = cosa q1 +sina qa,
G2 = —sina q; + cos a qa,

1
« costante reale, ¢ ammissibile per la Lagrangiana £ = 3 (G1 + 42) + U(|a]), dove |q] = \/¢? + ¢3.

Pia in generale, si verifichi che la trasformazione in R q = Aq, con A matrice costante ortogonale, ovvero
AT = A=Y, ¢ ammissibile per ogni Lagrangiana del tipo L(q,d) = f(|al,|d]), con |y| = Zle V2.

Osservazione 3.4 Pensando alla (3.95), possiamo definire pit in generale una trasformazione ammissibile
come una trasformazione in (8.92) per cui

A/ — - — - d —
per una funzione di gauge F', dato che tale trasformazione rende ancora invariante il sistema di equazioni
per L. In questo caso, pero, la Lagrangiana non é invariante.
Ovviamente, non ¢é detto che una trasformazione ammissibile per una opportuna funzione F' rimanga tale se
st sceglie una differente funzione di gauge dinamica.

Si consideri ora nell’insieme (3.92) una famiglia di trasformazioni ad un parametro

g= {’y((fg €C?: Kq— Kg, ’yé?g invertibile, « € A C R} (3.101)

parametrizzate come q = q(q,t, «), con funzione inversa q = q(q, ¢, «). Si suppone che 'insieme A sia un
aperto connesso di R.

Le trasformazioni definite negli Esercizi 3.9 e 3.10, con « € R, sono del tipo (3.101). Esse sono trasformazioni
particolari, in quanto ciascuna di esse ha una struttura di gruppo rispetto al parametro a: per a = 0 si
ha la trasformazione identica, la trasformazione inversa di quella associata a « ¢ la trasformazione associata
a —a. Le verifiche sono lasciate per esercizio.

Data una Lagrangiana £(q, 4, t), ciascun diffeomorfismo in (3.101) 7((5—), a € A, trasforma £ in (vedi (3.93))

E(a) ((i’ éla t’a) = L (q((i’ t? a)7q(Q7 éb t? a)’t « E A (3'102)

. — = — - a —
con q(q7 q, t7 O[) = [Jflq(qa t7 O[)} q + £ (qa t7 O[)

In modo piti compatto, indicando con y = (q,q) € U x RY, y = (q,q) € U x R*, possiamo scrivere la (3.105)
come B
LE(y,t,0) = L(y(§,t,0),1). (3.103)

Per la (3.94), si ha (vedi (3.66) e (3.68))
DAL(y,t) =0 < DDL(y,t,a)=0, (3.104)
essendo per ipotesi (Jqq)(q,t, @) non singolare per ogni a € A.

(o)

Osservazione 3.5 Se esiste ag € A per cui la trasformazione g 4" ¢ lidentita, ovvero q(q,t,a0) = q
(con inversa q(q,t,c0) = Q), allora J4q(q,t,a0) & la matrice identica ¢ x ¢, dunque ¢(q,q,t,ap) =
a, q(q,q,t,ap) = q. Pertanto, la (3.111) si scrive per a = ay:

L£@0)(q,q,t,a0) = £(q,q, 1) (3.105)

ovvero la trasformazione in corrispondenza di oy € ammissibile (vedi (3.99)).
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Vogliamo dimostrare la seguente
Proposizione 3.12 Si ha, per ogni o € A:

oL@ d oq
—(y,t = — 1L£(q,q,t) - —(q,t . 3.106
St = 4 (Vat@an - Share) (3.106
Dim. Calcolando la derivata rispetto al parametro « dei due membri in (3.103) e teniamo conto delle
equazioni (3.7) si trova B
L) oy

5 V@) =VyL(y(y.t,a),t) - 52(3, 1, ). (3.107)

D’altra parte, tenendo conto delle equazioni (3.7) e supponendo di poter effettuare I’inversione nell’ordine di
derivazione rispetto a t e «, si ha

Oy _g,p 9, g,p00_dg o0, o, d(0
Vyk: Oa _vq£.8a+vq£.8a Tdt (VaL) 8a+vq£ dt \0a )’

dunque la (3.106). O
E’ un utile esercizio ripercorrere la dimostrazione precedente partendo dalla relazione

LE(F(y,t,a),t,a) = L(y,t)

inversa, per cosi dire, rispetto alla (3.103). Derivando rispetto ad « si trova stavolta

oL - oy
7 L) g 22 =
9 (¥, t,a) + V3 LY (y,t, ) 9 (y,t,a) =0. (3.108)
Si osservi che, essendo (vedi anche (1.57))
ay — ay r(a
Sata) =—(hy) 2=, VL = (Jyy) VyL,

la (3.108) coincide con la (3.107).
Ragionando poi come nella dimostrazione della Proposizione precedente e tenendo conto della (3.104), si

conclude .
oL - oy d - oq
S v CO R A B v C B
da Vyk da dt (Vq£ 8a> '
.. . ) ~ 9q dq
Esercizio 3.14 Verificare direttamente che ViL(®) - — = V4L - —, a€ A
4 o Ja

Dalla Proposizione 3.12 segue immediatamente la seguente

Proposizione 3.13 Data una Lagrangiana L£(q,q,t) e una famiglia di trasformazioni invertibili q(q,t, ),
a € A, come in (3.101), la quantita

. . oq,_
j(qa q, ta Oé) = VqE(Qa q, t) ' a%(q7 ta Oé) |q:q(q,t,a) (3109)

¢ un integrale primo del moto per ogni o € A se e solo se la Lagrangiana nelle nuove variabili £(®) ¢
indipendente da o, ovvero

oLl |
90 (q,9,t,a) = 0. (3.110)

Osservazione 3.6 Per quanto visto prima, si pud equivalentemente affermare che la (3.110) é verificata se
e solo se la quantita

. e 9
J(@,q.t,a) = VgL (q,q,t, ) - gg(q,t»aﬂq:q(q,t,a)

e un integrale primo del moto per ogni o € A.
Si noti che (vedi Esercizio 3.11) T = -1 (q(q,t, a),q(q,q,t, ), t, a).
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Se vale la condizione (3.110), allora la quantita (3.109) ¢ di fatto indipendente da « e calcolabile rispetto ad

un qualunque valore ag € A. Nelle ipotesi dell’Osservazione 3.5, ovvero se esiste ag per cui fy((f‘g) é l'identita,
allora la condizione (3.110) assicura che (3.105) vale per ogni o € A:

L(q,q,t,0) = L(@,G,t), a€ A, (3.111)

dunque tutte le trasformazioni 'y((f(—i, a € A sono ammissibili e lasciano invariata la Lagrangiana L.

L’integrale primo (3.109) si scrive in questo caso come

) ) oq,_
j(qv q, t) = vfl['(qv q, t) : %(qv t, Cv) |(1:q, a=ag* (3'112)

Riassumiamo queste ultime considerazioni nel seguente risultato, noto come Teorema di Noether in ambito
Lagrangiano.

Teorema 3.1 Sia £(q,q,t) la Lagrangiana di un sistema e G, una famiglia ad un parametro di trasforma-

zioni (3.101), o € A, con 7((1%0) trasformazione identica, ag € A. Allora L ¢ invariante rispetto alla famiglia

Ga, ovvero le trasformazioni sono tutte ammissibili se e solo se la quantita (3.112) é una costante del
moto.

Il risultato pud essere esteso considerando le funzioni di gauge dinamiche (vedi (3.95)): se si considera,
anziché la (3.105), la proprieta (3.100) per ogni o € A, ovvero

~ — - — . — - — - d —
L£(q,q,t,0) = L (q(@,t, ), aq(a,q,t, ), t) = £(q,q,t) + —F(ata), (3.113)

dove F' ¢ una funzione di gauge dinamica dipendente da «, allora si ha, per la (3.106) e supponendo F
almeno C? in modo da poter invertire I'ordine di derivazione fra o e t:

oL _ d . Oq,_ d (OF ,_
W(yataa) - % (vqﬁ(cb q, t) : &l(qat7a)> - & (&y(qa t,Oé)) .

Dunque, l'esistenza di una famiglia ad un parametro di trasformazioni (3.101) con la proprieta di invarianza

(3.113) ¢é ora equivalente alla conservazione della quantita

. ) q OF ,_
J(CL q,t, Oé) = Vqﬁ(q, q, t) : 8704((17 t, Oé) |C_1:(_1(q,t,a) - 8705((17 t, Oé) |C_1:(_1(q,t,a)

calcolata per un qualunque « € A.

3.10 Gruppi ad un parametro di trasformazioni e campi vettoriali

Il teorema di Noether ha talvolta in letteratura una formulazione diversa da quella proposta appena sopra, che
si presta meglio alla generalizzazione del teorema nel formalismo hamiltoniano ma che richiede la conoscenza
di alcuni concetti teorici che ora andiamo a introdurre.

Una famiglia G di applicazioni differenziabili e invertibili v(*), o € A, definite in U C RN, ovvero

G={1 eC': U—U ~Y invertibile, « € A C R} (3.114)
si dice un gruppo locale ad un parametro di trasformazioni o di diffeomorfismi se
(1) 4(@0) ¢ lidentita idy, per un certo ag € A,
(i1) 7P 0 y(@) = 4B (4(2)) = 4(a+5) per ogni a, B € A e tali che a + 8 € A.

La proprieta (i7) ha un’immediata conseguenza. Se ag — 8, a + [ appartengono entrambi all’insieme A,
allora le trasformazioni (®0—#) e 4(®0+8) ¢ G sono una inversa dell’altra. Infatti:

,.)/(04075) ° 7(a0+3) _ ,Y(OtoJrDéo) — ,7(040) ° ,Y(Oto) =idy.
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In base a quanto appena osservato, si vede che il diffeomorfismo inverso (’y(o‘))_1 (che esiste per definizione)
appartiene ancora al gruppo G per ogni o € A se e solo se A & un intervallo del tipo (g — 8, a9 + §) con
0 > 0. Questa condizione ¢ soddisfatta nelle numerose applicazioni (come quelle degli Esercizi 3.12 e 3.13)
in cui si ha A =R, a9 = 0.
Sia ora v(x) = (v1(x),...,vn (X)), con x = (z1,...,2y) € U C RY, un campo vettoriale definito in U.
Le funzioni v;, ¢ = 1,..., N sono per lo meno differenziabili.
Le curve o linee integrali del campo sono le curve x(\) il cui vettore tangente coincide con il campo in
ogni punto. La linea integrale passante per xg € U per A = )y assegnato si trova risolvendo 1’equazione
differenziale

x'(A\) = v(x(N), x(\o) = xo. (3.115)

Si devono naturalmente supporre condizioni di regolarita che assicurino I’ esistenza di un intervallo minimo
aperto non vuoto I  Ag in cui la (3.115) ammetta soluzione per ogni xq € U.

Precisiamo ora un concetto che é stato introdotto in parte nell’Osservazione 2.2.

Un campo v(x), x € U C RY, viene identificato con un operatore di derivazione nel modo seguente. Sia
v(xg) il valore del campo in un prefissato punto xg € U.

Pensando a U C RY come varietd N-dimensionale, in ogni punto xq della varietd lo spazio tangente &

ox | .
Tx, = RY con base —,i=1,..., N, ovvero la base canonica B = (e1,...,en).

T
Se X;(xg), i = 1,...,N, sono le componenti di v(xg) rispetto a B, si associa al vettore v(xo) la derivata
direzionale

N

0
ZXi(Xo)axiv

=1

ovvero si pensa a v(xXg) come operante sulle funzioni differenziabili f : U C RY — R nel modo seguente:

N

v(x0)(f) =Y Xi(x0)

=1

Facendo variare il punto xg in U, si ottiene che il campo vettoriale v(x), x € U da luogo all’operatore
differenziale lineare X’ che opera sulle medesime f come

of
81'1' '

N
Xf=X(x) Vyf = in(x) (3.116)

Pertanto, un vettore v(x) viene identificato con una derivata direzionale e un campo v viene identificato
con un operatore differenziale lineare (che chiamiamo ancora v):

al 0
v(x) = X(x) - Vyx = ZXZ-(X)%. (3.117)
i=1 ¢

La derivata (3.116) viene detta derivata di Lie di f lungo il campo v (o X) e corrisponde alla derivata di
una funzione f lungo le curve integrali (3.115):

d Foay
o (X)) =V f - x () = X(x(V) - Vi .

Una notazione pitt concisa per la derivata di Lie ¢ Lx = X(x) - V.

Si ha dunque che una funzione f & costante lungo le curve integrali (x(\)) del campo se e solo se la sua

derivata di Lie ¢ nulla:
f(x(A\) =cost. < Lxf=0. (3.118)

Se si utilizza un altro sistema di coordinate X = (Z1,...,Zx), legate al primo tramite la trasformazione
invertibile x = X(x), il medesimo campo si esprime come

> Xi(fc)i = X(X) - V. (3.119)



Ricordando le regole (2.13), (2.16), si trovano le relazioni
Vs = (Jxx)"Vx, X = (Jxx)X,

che esprimono il carattere covariante degli operatori Vy, Vx (cosi come lo sono le basi (2.14) e (2.15)) e il
comportamento controvariante delle componenti X, X del campo nei due sistemi di coordinate.

Osservazione 3.7 Dalle relazioni di trasformazione si_deduce che i nuovi elementi X del campo non sono
quelli vecchi calcolati nelle nuove coordinate (ovvero X(X) = X(x(X))), ma questi ultimi devono essere
moltiplicati per la matrice Jacobiana della trasformazione per ottenere i nuovi:

X(i{) = (in) |x:x()’<)5§(i) .

Definiamo ora un’operazione che si esegue tra campi vettoriali. Detti v; e vy due campi vettoriali (intesi
come operatori (3.117) di componenti rispettivamente X; e Xs) si dice commutatore ’operatore

[Vl,Vg} = V1(V2) — V2(V1) = X1 . Vx (X2 . Vx) - X2 . Vx (Xl . Vx) . (3120)

L’indipendenza di (3.120) dal sistema di coordinate & evidente, dato che X; - Vg = (J,X)X; - (Jxx)TVx
=X, Vi, i=1,2.
L’operatore (3.120) ¢ ancora un operatore differenziale lineare:

Proposizione 3.14 Dati i campi vi e vo di componenti X1 e Xo, l'operatore [v1,vs3] é esprimibile come
Lz = Z(x) - Vx dove le componenti Z sono

Z = (JxX2)X; — (JxX1)Xs. (3.121)
Dim. La formula (5.70) vale ugualmente se b ¢ inteso come operatore gradiente:

Vi (a(x) - Vy) = [Jxa(x)]T Vi + [a(x)T T Vi) T

2
dove JxVy ¢ la matrice degli operatori del secondo ordine (JxVx);; = %, i,7 = 1,..., N (matrice
K3

hessiana). ’
Scegliendo a come X e Xj e sviluppando l’espressione (3.120), si ottiene la tesi (ricordare anche che a- Ab =
ATa b, con A matrice N x N). O

Le due seguenti proposizioni mostrano che ad ogni campo vettoriale v(x) corrisponde un gruppo locale di
trasformazioni ad un parametro e che, viceversa, il gruppo (3.114) ¢é associabile ad un campo vettoriale che

viene detto generatore infinitesimale del gruppo.

Proprieta 3.3 La soluzione x = x(\,xo) di (3.115) (supponendo esistenza e unicita locali), definisce un
gruppo locale ad un parametro di trasformazioni v : U — U che ad ogni xo € U associa x € U nel modo
sequente:

YN (x0) = x(\, x0), x0 € U.

Dim. E’ immediato verificare che le trasformazioni v(*), X\ € I verificano le proprieta (i), (i) enunciate
prima. Infatti, y(*0) = idy e la (ii) ¢ vera in virtii del fatto che ’equazione differenziale (3.115) ¢ autonoma,
dunque x(A1 + A2, %x0) = x(A2,x(A\1)). O

Vediamo ora il fatto inverso. Dato il gruppo locale (3.114) e detto

(o, x) = 7% (x), (3.122)
si definisce 5
V(%) = 5-%(a, X)|a=ao- (3.123)

Fissato x € U, l'insieme (3.122) ¢é la curva, parametrizzata con o € A, degli stati successivi (e precedenti)

. - . ox .
di x attraverso le trasformazioni (® e il vettore — & il vettore tangente alla curva. Il campo v assegna
(6%

dunque a ciascun vettore x € U il vettore “pendenza” della curva (3.122) nella posizione a = ay.
Il fatto significativo é dato dalla seguente
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Proprieta 3.4 Le linee integrali del campo (3.123) sono le curve (3.122).
Dim. Si deve verificare che le curve (3.122) verificano ’equazione differenziale (3.115), ovvero che

%)‘c(a,xﬂa:ﬁ =v(x(8,x)) VBeA Vxel. (3.124)

In effetti, dalla definizione (3.123) e sfruttando le proprieta di gruppo locale si ha, per ogni 5 € A:

V(X(5,%) = lim 1 [X(%(5, %), 00 + ) ~ X(X(3,%), a0)] = lim T [K(x(5 + £, x), 20) — X(x(5,%), a0)] =

1 0
= ;I_I{(l) g [X(B + €, X) - X(ﬁv X)] = %X(Xv a)|0¢:5'

O

Se le trasformazioni (3.114) sono definite per ogni o € R (ovvero se A = R), allora, supponendo ag = 0
per semplicitd, si ha che l'insieme G ha struttura di gruppo (non solo localmente) e ogni trasformazione
(@) € G ha come inversa (=% € G.

Esercizio 3.15 Verificare che i sequenti insiemi formano un gruppo ad un parametro di trasformazioni e
che il corrispondente generatore (3.123) ¢ il vettore in parentesi quadre:

(i) gruppo delle dilatazioni: v(*)(x) = e*x, x e RN, a € R, [v=x],
(ii) gruppo delle traslazioni: 7(*)(x) = x + aa, x € RN, a € R, a vettore fissato di RY, [v = a,

(iii) gruppo delle rotazioni attorno all’asse z: (¥ (x) = A(a)x, x = (v,4,2) € R3, a € R, A ¢ la

matrice
cosa sina 0
A(a) = —sina cosa O [v=(y,—x,0)].
0 0 1

Determinare inoltre il gruppo delle rotazioni in R3 attorno all’asse x e il gruppo delle rotazioni attorno
all’asse y e i corrispondenti generatori.

3.11 Grandezze invarianti e gruppi ammissibili ad un parametro di diffeomor-
fismi

Una funzione f : U — R si dice invariante rispetto alla trasformazione invertibile di coordinate X = x(x)

se, detta f(X) = f(x(x)) la funzione espressa nelle nuove coordinate, si ha
fx)=f(x) (3.125)

(vedi anche (3.99)), ovvero f e f sono formalmente identiche.
Il campo (3.117) si dice invariante rispetto alla trasformazione invertibile X = X(x) se le nuove componenti
X in (3.119) verificano

X(x) = X(x). (3.126)

In tal caso, 'operatore trasformato nelle nuove variabili (3.119) si scrive formalmente in maniera identica
a (3.116). Dall’Osservazione 3.7 si deduce che, equivalentemente, si puo definire invariante un campo X(x)
che sotto la trasformazione x = x(x) verifica

X (%) = (o) e X(X(5)) = ()0 X (5)- (3.127)

E’ chiaro dunque che l'invarianza del campo non significa 'invarianza delle componenti X;, i = 1,..., N
rispetto alla trasformazione (vedi (3.125)).

Assumiamo ora di avere un gruppo locale ad un parametro di trasformazioni x = x(a, x), € A. La funzione
f si dice invariante rispetto al gruppo locale di trasformazioni se la (3.125) vale per ogni o € A:

f(x(a, %)) = f(%). (3.128)



Analogamente, il campo (3.116) si dice invariante rispetto al gruppo locale di trasformazioni x =
x(ar, x) se le nuove componenti X(a, X) verificano

X(a,%x) = X(x), acA. (3.129)

Vogliamo ora caratterizzare I'invarianza di una funzione o di un campo rispetto ad un gruppo di trasforma-
zioni mediante il campo vettoriale (3.123) che viene associato al gruppo.
Dimostriamo a questo proposito la seguente

Proposizione 3.15 Sia G un gruppo locale di trasformazioni X = X(a, x) definite pera € ACR, xe U C
RYN e sia v il campo corrispondente (3.123) che opera sulle funzioni come in (3.117). Si ha:

(a) f:U CR é invariante rispetto al gruppo G se e solo se v(x)f =0 Vx e U,
(b) il campo w =Y (x) - Vx & invariante rispetto al gruppo G se [v,w] = 0.

Dim. Il campo (3.123) agisce su f come

VOO = (0,9, - Vaf (%) (3.130)

Derivando rispetto ad o I’espressione
f(x(a,x)) = f(x), (3.131)

chiaramente equivalente alla (3.125), si trova:

Vi (x(0,)) - g% (,3) = (sx(@,%)) Tl () - (e ) =0

che, valutata per a = «p, implica v(x)f = 0 (osservare per per &« = ¢ la matrice Jacobiana ¢ la matrice
identita).
Viceversa, se 'espressione (3.130) ¢ nulla per ogni x € U, si ha, per ogni a € A (vedi (3.124)):

0= V(x(0,%)f = Ve (%(0 %) - (a1, %)

dunque la funzione f(x(a,x)) & costante rispetto ad a:
f&x(a,x)) = f(x(a0,%) = f(x),
dunque vale la (3.131). Il punto (a) & dimostrato.
Per il punto (b), calcoliamo il vettore Z in (3.121) ponendo X; = agfc(a,x)h:ao, X, =Y:
e

2 = (X (0] oo — | (o ) | Y00,

Consideriamo i due termini separatamente. Invertendo 'ordine di integrazione, si ha per il secondo termine:

 (par(@lna )| Y00 = 5L Lkt Vi)

a=Qq

Per mostrare che quest’ultima espressione coincide con il primo termine, si osserva che la condizione di
invarianza (3.129) equivale a (vedi (3.127)):

Y (x) = Jxx(a,X) Y (X(a, X)).
Dunque:

— [Jxx(a,x)Y (x)] = — Y (x(a, x)) = J,—(Ya%i(a,x).
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In effetti, 'ultima espressione scritta coincide con il primo termine di Z quando viene calcolata per a = ay:
basta ricordare la formula di composizione per lo Jacobiano:

J2Y (x(a, X)) = J Y Jzxx(a, X)

e osservare che Jgx (o, X)|a=a, ¢ 'identita. O

Nell’ottica di considerare in modo ambivalente un campo vettoriale sia come operatore differenziale sia come
gruppo locale ad un parametro di diffeomorfismi (vedi Proprieta 3.3 e 3.4), é importante mettere in evidenza
il ruolo speculare dei due campi v e w del punto (b) della Proposizione appena dimostrata: essendo (3.120)
antisimmetrico, nell’ipotesi (b) si ha anche [w,v] = 0, ovvero il campo v & invariante rispetto al gruppo di
diffeomorfismi generato dal campo w.

Veniamo ora alla formulazione del teorema di Noether nel contesto teorico che abbiamo introdotto.

Siano q € U C R coordinate lagrangiane locali. La famiglia G di trasformazioni invertibili q(«, q), o € A, si
dice gruppo locale ad un parametro di diffeomorfismi se valgono le proprieta (7) e (i7) enunciate per definire
I'insieme (3.114).

Ciascuna trasformazione q(c«, q) induce una trasformazione sulle velocita generalizzate definta da

q = [Jqq(o, @))a.

Viene quindi naturale considerare l'insieme delle trasformazioni Gy = {X(a,x), a € A} definite per x =
(q,¢) € U x RY come

x(a,x) = (a(o, q), [Jqa(,q@)lg), a€A
ciascuna delle quali ha per inversa

x(a,%) = (a(a, @), [Jqa(a,@)a) € A.

L’insieme delle trasformazioni G; = {X(,x), o € A} definite per x € U x R’ & ancora un gruppo locale
ad un parametro di diffeomorfismi definiti nello spazio delle fasi (q,q). Infatti, servendosi (5.70) si trova

Jq(_l<al + az, q) = Jy(_l<a2>Y)JqQ<a1a q)7 pertanto

x(az,%(a1,%)) = (@(0z,(01,0)); Vg, @02, A1), _q(a, o Padlon, @)a) =

= (q(a1 + a2,q), [Jqq(or + a2,9)]q) = X(a1 + a2, X).

La regola di gruppo per lo Jacobiano si ricava tenendo presente che

— = : — j=1,...,L
aqk(al +O{2,q) ;ayj (a27Y)aqk(a17q)7 (2W) ) 7Z

0

Sev(q) = a—q(a, ) |a=a, € il campo (3.123) associato al gruppo g(«, q), il campo w(x) associato al gruppo
(6%

G e

0 _ 0 _ ) )
w(x) = (aaq(avq)|a=aov [anaq(a,q)lamo] q) = (v(q), Jqv(Q)d) (3.132)
identificabile con l'operatore (vedi (3.117)) che chiamiamo col medesimo nome
w(x) =v(q) Vq+Jqv(a)q- Vg (3.133)

Per quanto abbiamo visto, la Lagrangiana £(q, q, t) é invariante rispetto al gruppo G; se verifica la (3.128)
(oppure la (3.131)) rispetto alle coordinate x = (q, ¢) € U x R*, ovvero

L(x(a,%),t) = L(X,t) oppure L(X(a,x),t) = L(X,1). (3.134)
Si osservi che questa definizione coincide con quella data in (3.111). Spesso, in effetti, si parla di Lagrangiana

invariante rispetto alle trasformazioni di G, ovvero riferendosi solo alle variabili q.
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Data una Lagrangiana £ e un campo vettoriale v(q) di componenti K(q) = (K1(q), ..., K¢(q)) rispetto alla
scelta q di coordinate lagrangiane, la quantitd scalare

K(q,q,t) = K(q) - V4L (3.135)

verra detta momento della Lagrangiana L rispetto al campo v(q).
Essa non dipende dal sistema di coordinate q scelto: infatti, si ha (vedi (2.35) e (3.119))

K(@) Vg = [Jqd K(a) - [Jaq]" V4 = K(q) - Vg. (3.136)

Esercizio 3.16 Se X(q,t) ¢ il vettore (2.2) in R3" delle coordinate dei punti di un sistema materiale e Q
¢ la quantita di moto (1.73), si mostri che

K(q,a,t) = (JgX)K-Q=K- Q¥ (3.137)
(ricordare la (2.21), la (2.46), la (2.71), la (5.64)) e la (5.70)).
Dimostriamo la seguente

Proposizione 3.16 Il momento K(q,q,t) di L rispetto al campo v é un integrale primo del moto indotto
dalla Lagrangiana L (ovvero K é costante lungo le soluzioni delle equazioni (8.7)) se e solo se L é invariante
rispetto al gruppo di trasformazioni (8.123) associato al campo v.

Dim. Per la Proposizione 3.15, £ ¢é invariante rispetto al gruppo G; generato da agi(a,xﬂa:% se e solo
e
se w(x)L = 0, ovvero (da (3.133))
0

_ o _ '
0= %Q(OAQHa:aO . VqE + Jq%q(a,q”a:ao q-: vqﬁ

D’altra parte, se calcoliamo la derivata di K lungo il moto, si ha, tenendo conto di (3.7):
d . .

che coincide con ’espressione precedente, dato che, invertendo due volte gli ordini di integrazione:

. d (0 _ 0 0, _ ) 0 _ .
K(@) = 5 (gratealaca ) = 5400 @lacas = 5 Uaal0s@)ldlams, = | Ja -l @loc| @

|

E’ evidente il contenuto identico della Proposizione appena dimostrata e quello della Proposizione 3.13, a
parte l’eventuale dipendenza esplicita dal tempo ammessa per le trasformazioni che danno l'integrale primo
(3.112).

L
Il caso di una variabile ciclica g, corrisponde alla conservazione del momento ——, che si ottiene da (3.135)

o]
ponendo K(q) = (0,...,1,...,0), con 1 nella k—esima posizione. Il gruppo di trasformazioni ad un parametro
generato da questo campo é dato dalla traslazione q(a,q) = q+(0,...,0,0,...,0), « € R, (« nella k—esima

posizione). Una Lagrangiana nella quale g ¢ ciclica ¢ evidentemente invariante rispetto al gruppo ad un
parametro trovato.

In realtd il caso della variabile ciclica non é un caso particolare: si pud dimostrare che se un sistema di
Lagrangiana £ ammette un momento (3.135) che si conserva (o, equivalentemente, un gruppo locale ad un
parametro sotto il quale £ ¢ invariante), allora si puo trovare un nuovo gruppo di coordinate q rispetto alle

oL
quali la Lagrangiana ha una variabile ciclica, ovvero — = 0 per un certo j, 1 < j < /.

C{)qj‘
In effetti, basta ricordare 'invarianza (3.136) e tenere presente che le componenti K(q) possono essere
sempre scritte, rispetto ad opportune coordinate q, come K(q) = (0,...,1,...,0), con 1 in posizione j. La

. ... oL oL o
conservazione del momento implica —= = costante, ovvero —— = 0, dunque §; € ciclica.
q; qj
Sono pertanto equivalenti le tre affermazioni:
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e La Lagrangiana ha una variabile ciclica rispetto ad un opportuno sistema di coordinate lagrangiane,
e esiste un momento K che si conserva,

e esiste un gruppo locale ad un parametro di trasformazioni rispetto al quale la Lagrangiana é invariante.

Esercizio 3.17 Si consideri il gruppo delle traslazioni generato da K, vettore costante di R’, ovvero
a(a,q) = q+ aKy, con o € R.

Si stabilisca sotto quali condizioni la Lagrangiana L é invariante rispetto a tale gruppo e determinare la
corrispondente quantita conservata K di (8.135).

Mediante la (3.137), collegare K alla quantita di moto del sistema.

Esercizio 3.18 Si consideri il gruppo di trasformazioni ad un parametro q(a,q) = A(a)q, a € R, dove
A(a) & una matrice ¢ x £ ortogonale per ogni valore di o, B(ayg) é lidentita per un certo ag € R.

Verificare che il generatore del gruppo é il vettore Mq, dove M ¢é una matrice £ X £ antisimmetrica.
Determinare la quantita K che si conserva se una Lagrangiana L é invariante rispetto al gruppo.

In particolare, considerare il caso q € R® e A(a) come in (iii) dell’sercizio 3.15 (rotazioni attorno agli assi
assi qi, k = 1,2,3). Collegare lintegrale primo trovato (3.137) al momento angolare (2.44). Generalizzare
al caso q € R3™.

Concludiamo il Paragrafo esaminando brevemente il caso di simultanea presenza di piu trasformazioni in-
varianti. Siano vi(q) e va(q) due campi vettoriali come in (3.117). Sia vs = [v1, vo] il campo definito da
(3.120). Se K1(q), K2(q) sono le componenti di vy, vy rispetto ad un sistema di coordinate, si ha

=Ks(a) - Vq = {[JgK2(a)|Ki(a) — [JqKi(a)]K2(a)} - Vq. (3.138)
Le estensioni (3.132) wy(x), wa(x) di vq, va, v3 nello spazio delle fasi x = (q,q) sono
wi(x) = (Ki(@), [JaKi(@)]d) - Vo = Yi(x) - Vs, i =1,2,3. (3.139)
D’altra parte, il commutatore (rispetto alle variabili x) dei campi wy, wy ¢
(w1, wa] = [JxY2(x)]Y1(x) — [xY1(x)]Y2(x). (3.140)
Vogliamo dimostrare la seguente

Proprieta 3.5 L’estensione ws del commutatore v3 = [v1, V] coincide con il commutatore dei campi estesi
Wi, Wa.
W3 = [W17W2]. (3.141)

Dim. Se elaboriamo ’espressione (3.140), tenendo conto delle formule (5.72), (5.74), si trova:
(w1, wa] = (Ks, Jq[(JoK2)a[Ky — Jo[(JqK1)q[ Kz + [(JaK2) (JgK1) — (JoK1)(JqK2)]q) - Vx
Partendo invece da (3.139), ¢ = 3, si trova:
ws(x) = (K3, Jq[(JoK2)K1 — (JoK1)K2]q) - V.

Tutto si riduce dunque a verficare che Jq[(JqK2)q|K1 + (JqK2)(JqK1)q = Jq[(JqK2)K1]q.
Per la (5.74), la formula precedente equivale all’uguaglianza dei due vettori di R¢:

14

3 i () 10 = 35 o (52

k=1 k=1
con (41,...,4¢) =9q, (K11,...,K10) =K. La verifica ¢ lasciata per esercizio (si osservi la simmetria, per 4
0 (0K,
fissato, della matrice di elementi A, = 30 ( 8(;@’1) =Ap 5 k=1,...,¢ (Ko1,...,Ka20) =Kj). O
j

La Proprieta appena dimostrata ha una conseguenza notevole.
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Siano wi(x) e wa(x) due campi come in (3.133) tali che wi£ = wyo£ = 0 per una certa Lagrangiana L.
La Proposizione 3.16 assicura l’esistenza dei due integrali primi K; e Ky definiti da (3.135) mediante le
componenti K;(q) e K»(q) dei due campi.

D’altra parte, dalla definizione (3.120) segue che [wi,w3]L = 0. Per la (3.141) w3zL = 0, ovvero L &
invariante rispetto al gruppo locale di diffeomorfismi generato da vs(q) = [v1,va] (vedi Proposizione 3.15).
In base alla Proposizione 3.16, si & ottenuto la conservazione di un terzo momento K3 le cui componenti Kg
sono quelle del commutatore [vy, va] calcolate come in (3.121).

Abbiamo cosi dimostrato la

Proprieta 3.6 K1(q,q,t) = Ki(q) - VoL, Ka(q,q,t) = Ka(q) - VgL sono integrali primi del moto per
la Lagrangiana L, allora esiste un terzo integrale primo Ks(q,q,t) = Ks(q) - VoL @ cui coefficienti Kz si
calcolano come in (3.138).

Ovviamente, il risultato precedente puo essere espresso in termini di simmetrie: dalle due simmetrie associate
al campi v e Vg, si ricava una terza simmetria per la medesima Lagrangiana associata al commutatore.
La Proposizione 3.16 ¢ chiaramente estendibile al caso di piu integrali primi (o pit simmetrie):

Proposizione 3.17 I momenti K1(q,q,t), ..., Ks(q,q,t), 1 < s < ¢, di L rispetto ai campi vy, ..., Vs
sono integrali primo del moto indotto da L se e solo se L & invariante rispetto ai gruppi di trasformazioni
(8.128) associati ai campi v, ..., Vs.

La possibilita invece di associare a ciascun integrale primo (mediante una trasformazione di variabili) una
variabile ciclica, come avviene sempre nel caso s = 1, & legata al fatto che i campi vettoriali abbiano
commutatore nullo. A questo proposito, enunciamo il seguente risultato, noto come

Lemma di Frobenius: Siano v;(x) = K;(x)-Vy,i=1,...,5 < N campi vettoriali definiti perx € U C R,
Esiste un cambiamento di coordinate x = x(X) rispetto alle quali i campi sono scritti come

v(X)=e;-Vg, i=1,...,s (3.142)
cone; = (0,...,1,...,0) (1 nella posizione i) se e solo se il commutatore fra essi & sempre nullo:
[vi,vj] =0 perogni i,j=1,...,s.

Per quanto osservato prima, la scrittura dei momenti nella forma (3.142) comporta I’assenza delle variabili
G, 1=1,...,s, nella Lagrangiana L.

Come applicazione del caso di piti integrali primi consideriamo, per semplicita, il caso q € R? (si pud pensare
alle coordinate (z,y,2) d un punto materiale nello spazio).

Riferendosi all’Esercizio 3.17, si ha che se una Lagrangiana £ ¢ invariante rispetto ad una (o piu) delle
traslazioni q = q + ae,, s = 1,2,3 con (e,) base canonica in R?, allora si conserva la componente lungo la
medesima direzione della quantita di moto Q.

Supponiamo che questo avvenga lungo le direzioni e; e e, e chiediamoci quale terzo integrale primo é previsto
dalla Proprieta 3.6. I generatori dei due gruppi sono e; e es, rispettivamente.

Calcolando il commutatore (3.138), si vede subito che ¢é il campo nullo: [e;,e;] = 0, dunque K3 = 0.
La conservazione della quantitd di moto lungo due direzioni indipendenti e;, e; non comporta dunque la
conservazione lungo e; A ey, come é noto.

Questo fatto invece avviene per il momento della quantitd di moto. Infatti, partendo stavolta all’Esercizio
3.18, si ha che la conservazione della Lagrangiana rispetto ad una (o pit) delle rotazioni in senso orario
attorno ai tre assi @ = Ag(a)q, s = 1,2, 3, con (vedi anche Esercizio 3.15)

1 0 0 cosaa 0 —sina cosa sina 0
Aj(a)=| 0 cosa sina |, Ax(a)= 0 1 0 , As(a)=| —sina cosa 0
0 —sina cosa sinae 0 cos« 0 0 1

rispettivamente attorno agli assi g1, ¢2, g3 e con generatori, nello stesso ordine, K; = (0,¢3, —¢2), Ko =
(—g3,0,q1), K3 = (g2, —¢1,0). Dalla (3.138) si ha

0 0 -1 0 0 0 -1 0
[Vl,Vg} = 0 0 0 q3 - 0 0 0 qs3 . Vq = K3 . Vq.
1 0 O —q2 1 0 0 —q2
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Si vede anche che [vo,vs] = Kj - Vg, [vs,v1] = K3 - Vq.

Pertanto, se una Lagrangiana £ é invariante rispetto a due gruppi ad un parametro di rotazioni attorno a
m.

due assi, £ & necessariamente invariante rispetto alle rotazioni attorno al terzo asse. Se £ = —¢%+U(q), da

(3.137) risulta evidente che K, & la componente lungo ’asse ¢, del momento angolare (P—O)Amv, s = 1,2, 3:
si ha dunque che la conservazione angolare lungo due direzioni ortogonali comporta la conservazione del
momento lungo la direzioe ortogonale a ciascuna delle due.

Osservare che nel caso delle traslazioni ad ogni componente conservata é associabile una variabile ciclica,
mentre nel caso delle rotazioni questo non avviene.

Esercizio 3.19 Sempre per q € R3, esaminare il caso in cui la Lagrangiana ¢ invariante rispetto ad una
delle tre traslazioni e ad una delle tre rotazioni.
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4 Sistemi non inerziali. Sistemi anolonomi

4.1 Cinematica relativa e assoluta

Consideriamo un sistema di riferimento ¥ inerziale (secondo i principi della Meccanica Galileiana) e con assi
ortogonali (£,7,() a cui associamo i versori (e, e, e3). Un secondo sistema di riferimento S di assi (z,y, 2)
e versori 1,j,k) & in moto rispetto a X. Per semplicita, supponiamo che le origini dei due sistemi restino
coincidenti nel punto fisso O. In caso contrario, le modifiche sono del tutto ovvie.

Vogliamo affrontare lo studio del moto di un sistema vincolato di n punti materiali nel sistema S (includendo
dunque le cosiddette “forze apparenti”) utilizzando il formalismo lagrangiano.

Ciascun punto P;, i = 1,...,n, ha coordinate (varianti e controvarianti) (&;,7;,¢;) in ¥ e (2, v:, 2;) in S:

P-0=¢e +nex+Ges=zi+yj+zk i=1,...,n
Le relazioni

3 3 3
i= Zﬂuei, ji= 262,2‘91" k= Zﬂ&iei (4.1)
=1 i=1 =1

definiscono la matrice

Bia Biz2 Bigs
B=| f21 o2 B3 (4.2)
Ba1 P2 P33
ovvero la matrice del cambiamento di base da X in S.
x §
Le coordinate controvarianti, che in generale si trasformano secondo la regola Y = (B_l)T n 1,
z ¢
sono legate dalle relazioni
Z; &
Yi =B i 5 2:13' , (43)
Zi Gi
dal momento che B ¢ ortogonale: BT = B~
Le formule inverse alle (4.3) si scrivono:
& Z;
m | =BT w |, i=1,...,n (4.4)
Gi 2

La matrice B, che descrive il moto di S rispetto a X, in generale dipende dal tempo.
Derivando rispetto a t I'espressione [B(t)]T B(t) = I3, dove I3 ¢ la matrice identita 3 x 3, si realizza subito
che la matrice

O (t) = [B®)]"[B()] (4.5)

¢ antisimmetrica: [Q(g)]T =-06),
Definendo gli elementi non nulli di W come

0 —Ws3 w2
Q@ =1 ws 0 —w |, (4.6)
—Ww w1 0

chiamiamo velocita angolare di S rispetto a ¥ il vettore w = (wie; + waes + wses).
Riferendosi alla (4.6), possiamo pensare alla matrice [Q2(®)]” come matrice dell’endomorfismo che associa al

3 3
vettore y = Y y;e; il prodotto vettoriale w Ay, w = Y w;e;, calcolato come

i=1 i=1
1 0 —w3 wo Y1
w A y = Q(g) Y2 = w3 0 —Ww1 Y2
Y3 —wz w1 0 Y3

72



Esercizio 4.1 Verificare che nel sistema S l’endomorfismo si scrive

s [
wAy = ) (4.7)
U3
=) _ ST s _ . _
con )" =BB",y =yii+y2j+ ysk.
Verificare inoltre che 5(3) é antisimmetrica e, posto
0 —Ws  Wo
5(3) = w3 0 —w1 s
—Wy W 0
si ha
@1 w1
CI)Q =B wo
ws w3

Esercizio 4.2 Considerare un vettore con componenti costanti nel sistema S: y = xoi + yoj + 20k, xo, yo,
zo costanti (vettore solidale).
Derivando rispetto al tempo le (4.1) e utilizzando le formule inverse

e = Bi1i+ Bi2j + Bisk, 1=1,2,3,

si mostri che

x
% — BB
20
e, ricordando (4.7), si ottenga la formula di Poisson
dy ) )
7 Ay, y solidale in S. (4.8)
Portandosi ora nello spazio R3", indichiamo con X = (£1,11,C1, -y, &n, Mn, Ca) il vettore rappresentativo
delle coordinate dei punti rispetto a ¥ e con X = (x1,y1, 21, - - - , Tn, Yn, 2n) il vettore rappresentativo rispetto
;IldSu‘e vettori sono legati dalla (4.3) scritta n volte:
X =A)X, (4.9)
dove si & chiamato A(t) la matrice 3n x 3n
[BOI" 0 0
Aw_| O BOr 0
o 0 0 (B
evidentemente ortogonale: AT = A~1
Al tempo stesso, si definisce
Q® o0 ... 0 BTB 0 0
a_| o e® .. 0 |_ 0 BB ... 0 _AAT (4.10)
E’ immediato verificare che ) é ad ogni istante una matrice antisimmetrica
QT (t) = —Q(t). (4.11)



e che

Q(t)A(t) = A(t). (4.12)
Definiamo inoltre la matrice (vedi Esercizio 4.1)
a? o0 ... o0 BBT 0 ... 0
~ o® 5T
a=| 0 27 ... 0 j_f 0 BB .0 1 (4.13)
0 0 0 ﬁ(?’) 0 0 0 BBT

La cinematica nei due sistemi si ottiene derivando la (4.9) rispetto al tempo e tenendo conto di (4.12):
X = AX + AX = AX + QAX = AX + QX. (4.14)

Il termine X ¢ la velocita rispetto al sistema S, che, seguendo la terminologia della cinematica relativa chia-
miamo velocita assoluta. Il termine X, velocita in S, ¢ la velocita relativa, mentre QX, che corrisponde
alla velocita che avrebbe il sistema se le coordinate X non mutassero, ¢ detta velocita di trascinamento.
In un altro tipo di notazione, la (4.14) non ¢ altro che I'applicazione al vettore posizione della nota formula

W
dt

AW

= QW 4.1
=Lt (4.15)

S

, alla derivazione nel sistema .S,
b

che lega la derivazione rispetto al tempo nel sistema X, indicata con T

nella quale si considerano costanti le quantita che invarianti rispetto a S e che é denotata con p7il
s
Definiamo
Xm = (m1€17 mim, mlCh ey mnfna MnpTn, mnCn)

e X,, come in (2.45).
Per semplificare le notazioni, conviene considerare anche la matrice ,, definita in (3.42), ovvero la matrice
Q moltiplicata per le masse dei punti, e la matrice (vedi anche (4.13))

Q,, = ATQ,, A. (4.16)
L’energia cinetica in ¥ e quella relativa a S sono rispettivamente
1. . 1. .

Utilizzando la (4.14), Portogonalita di A e la (4.12) ¢ immediato verificare che

1. . . 1 . 1
Ty = ;Xp X+ AX - QAX,, + 5QAX - QAX,, = Ts + AX - QAX,, + SQAX - 04X,
- .1 -
= Ts+QuX X+ 50,X 0X. (4.18)

Per un sistema vincolato, fissiamo la nostra attenzione sul sistema S e supponiamo di aver scelto /¢
coordinate lagrangiane in modo da rappresentare le configurazioni del sistema mediante X = X(q, t), dove
t indica I’eventuale moto dei vincoli in S.

La dipendenza del vettore X' dai parametri lagrangiani si ottiene mediante la formula X (q,t) = A(t)X(q,t).
La velocita relativa in termini lagrangiani, ovvero

. . 0X
X = (JgX)q+ — (4.19)
ot
sostituita in (4.14) porta a
. 0X
X = A(JgX)q + AE + QAX. (4.20)
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Si osservi che, essendo

0X oxX
A(JqX) = JqX, A— 4+ QAX = —
(Jq ) Jq ) 325 + Bt ’
la (4.20) ¢ riconducibile alla velocita lagrangiana in X:
- . 0X

(o viceversa, la (4.20) & deducibile dalla (4.21)).
11 confronto di (4.20) con (4.21) permette di affermare che i due sistemi di riferimento registrano le medesime
velocita virtuali (il che & ovvio, dato che le coordinate lagrangiane sono le medesime nei due sistemi), mentre
la velocita di trascinamento (in senso lagrangiano) nel sistema Y. é data dal sovrapporsi del moto dei vincoli
rispetto a S (ovvero il trascinamento lagrangiano in S, descritto dal termine 0X/0t) e del moto di S rispetto
a ¥ (termine QAX = QX).
Come si era osservato nel paragrafo dedicato alle forze giroscopiche, se i vincoli sono scritti in modo
indipendente dal tempo nel sistema S, allora la velocita relativa coincide con quella virtuale.
Vogliamo ora individuare i termini 75 5, Th 5, 10,5, 12,5, 11,5, To,s che compongono ’energia cinetica rispetto
ai due sistemi

Ty =Ths+Txs+Tox, Ts=Tos+Tis+Tps

secondo la consueta suddivisione come potenze delle variabili cinetiche.
Dalla (4.19) si ha subito

oX,, T 10X 90X,

ot ST o o (4.22)

1 . . .
To 5 = §(JqX7n)Q' (JoX)a, Tis=(JgX)q-

Sostituendo poi le espressioni lagrangiane (4.22) e (4.19) in (4.18) troviamo per i termini di T% (si ricordi
anche la (4.16)):

Ty = S(aXn)d (JaX)a=Tos, (4.23)
Tiyx = (JoX)q- ag(—tm + A(JX)q - QAX,, = Ty 5 + QX - (JgX)4,
Tox = %% . 82(7;” +Aaa—)t( -QAX,, + %QAX -QAX,, =

= Tos+ QX 86—}: + %me -0X.

E’ evidente che, se la matrice €2 é nulla, i termini coincidono nei due sistemi. Inoltre, se le equazioni vincolari
in .S sono tali che il tempo non compare esplicitamente, ovvero sono del tipo f;(X) =0, j =1,...,m (diremo
vincoli fissi rispetto a S), allora X = X(q) e si ha
Tg =155 ="1Tos, Tis="1Tos=0,
(4.24)
1
Ty =A(JgX)q - QAX,,, Tox = §QAX -QAX,,.

Per quanto riguarda i vettori accelerazione nei due sistemi, si ha, derivando la (4.14) e ricordando la (4.12):

X = AX +20AX + QAX + QQAX. (4.25)
Nella (4.25) riconosciamo I'accelerazione X relativa a S, I'accelerazione di Coriolis 2QAX (che per
un singolo punto FP; nello spazio tridimensionale scriviamo a; ¢ = 2w A v; R, 1 = 1,...,n e v; g velocita

relativa a S del punto) e I'accelerazione di trascinamento QAX + QQAX (ovvero la somma diretta di
ar=w0AP-0)+wAwA(P,-0),i=1,...,n).
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Osservazione 4.1 Per una matrice quadrata Q) di ordine 3, loperazione QBQB)y  con v € R?, corri-
sponde a (vedi Osservazione 4.1)

Q(?’)Q(?’)y =wA(WwWAy) = —wzyJ‘, (4.26)
dove Wy
Y=y - 5w
w

denota la componente del vettore y ortogonale a w.
La (4.26) ¢ riconducibile alla nota formula relativa al doppio prodotto vettoriale u A (v Aw) = (u-w)v —
(u-v)w, valida per ogni terna di vettori u, v, w in R3,

Si osservi anche che vale la seguente proprieta:

QO=ATQA. (4.27)
Infatti, per le (4.11) e (4.12) si ha
Q= ATQA + AT(QA + QA) = —ATQOA + ATOA + ATQOA

e quindi la (4.27).

Dalla formula appena dimostrata segue che 2 é costante se e solo se Q ¢ costante, dato che A4 ¢ in ogni
istante non singolare. Questo corrisponde alla proprieta del vettore w velocita angolare di S rispetto a X di
essere costante in X se e solo se solidale a S.

Esercizio 4.3 Dimostrare, pit in generale, che Q = \(t)Qo, con Qo matrice costante, se e solo se Q=
)\(t)QQ, dove QO = AT(O)QQAT(O)

La proprieta da dimostrare si enuncia anche affermando che il vettore w ha direzione costante in 3 se e solo
se ha direzione solidale in S.

4.2 Dinamica relativa e assoluta

Sia F = F(X, X, t) il vettore rappresentativo in R3" delle coordinate nel sistema Y. delle forze direttamente
applicate nel punto di coordinate X'. Per esprimere il medesimo campo di forze F(X, X, t) con le coordinate
in S, si deve tenere conto che le componenti di un vettore in S sono quelle in ¥ moltiplicate per AT,
esattamente come in (4.9). Dunque:

F(X,X,t) = AT(t) F(A(t)X, QA()X + A(t)X, t). (4.28)

Viceversa, se risulta assegnato il campo di forze F(X, X, ) in S, ovvero con componenti espresse rispetto al
sistema di riferimento S, lo stesso sistema di forze in X &

F(X,X,t) = AOF(AT ()X, —A(H)QX + A(t) X, t). (4.29)

Osserviamo che se F & un campo gradiente, ovvero F(X,t) = V1U(X,t), allora la funzione potenziale per
Fe U(X,t) =U(AX,t). Infatti
VxU = ATVild = ATF =F. (4.30)

Viceversa, il potenziale U(X,t) di F(X, ) nelle variabili di ¥ ¢ U(X,t) = U(AT X, ). )
E’ conveniente osservare anche che se F(X,X,t) ammette il potenziale generalizzato U, (X, X,t), allora
F(X,X,t) ha come potenziale generalizzato la funzione

Uy (X, X, t) = Uy (AX, QAX 4 AX, t) (4.31)

(la verifica é lasciata per esercizio).

76



Viceversa, se esiste Uy (X, X, t) tale che

d

F(X,X,t) = = (Vi Uy,) — VxU,,
allora p
F(X,X,t) = o (V Uy,) — VxUy,

con U, = U, (ATX, —ATQX + AT X t).

La scrittura delle equazioni di moto puo essere effettuata sia nel sistema inerziale ¥ sia in S.
Definiamo i vettori rappresentativi delle quantita di moto nei due sistemi come Qs; = X1, € Qg = Xom.
Nel sistema ¥ le equazioni sono semplicemente le (1.74), ovvero

QZ:‘F(X7X7t)+¢(X7X7t)a (432)

se F ¢ il sistema di forze direttamente applicate e @ il vettore rappresentativo delle reazioni vincolari.
La (4.25), riscritta come

Qg = ATQy — 2470, AX — AT (QmAX + QmQAX) ,

ovvero (vedi (4.13), (4.27))
Qs = ATQs — 20, X — 0, X — Q,,0X,
permette di trovare le equazioni di moto in S (ricordare la (4.28)):

Qs=F+®+F-+Fr (4.33)

dove F = AT F sono le forze direttamente applicate espresse nelle coordinate di S, ® = AT ¢ il sistema
delle reazioni in S e

Fo(X,X,t) = —20,X, FrX,X,t) = -0, X — 0,,0X, (4.34)

rappresentano i contributi delle cosiddette forze apparenti (F¢ forza di Coriolis e Fr forza di trasci-
namento), ovvero le modifiche che devono essere apportate all’equazione della dinamica nel caso in cui il
sistema di riferimento sia in movimento.

Riconosciamo nelle (4.34) la sommma diretta delle forze in R3

=2mwAvir, —-m;(WAPFP-0)+wAwAP—-0)]), i=1,...,n

(si consideri che ’applicazione lineare €, che riproduce il prodotto vettoriale, ha come matrice rappresentativa
nel sistema S la matrice ATQA, che gioca il ruolo del vettore w velocitd angolare scritto con componenti in
S; lo stesso vale per Q e per 'applicazione Q€ rappresentata in S dalla matrice ATQAATQA = ATQOA).
Dimostriamo ora la seguente

Proposizione 4.1 Il sistema di forze

Fu(X,X,t) = Fo + Fr = —20,,X — 0,,X — 0,,0X (4.35)

ammette come potenziale generalizzato la funzione

Uy(X, X, t) = 0, X - X + 5me -OX. (4.36)
Dim.
Abbiamo dimostrato che la funzione Uy di (3.55) é il potenziale generalizzato per il sistema di forze (3.56).
Per la funzione (4.36), lineare nelle X, le funzioni A e B di (3.55) sono:

AX, 1) =Q,X, BX,t)=+-9,X-0X. (4.37)

1
2
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Calcoliamo F della (3.56) con questi coefficienti:

IxA)T — (IxA) =0F —Q,, = —2Q,,,
VB = %me n %QTme — 0, 0X

(per questa formula tenere presente che Vx (v -w) = (Vxv)Tw + (Vxw)Tv, per una coppia di funzioni
vettoriali v(X), w(X)),
oAz
— =0,X
ot "
(per quest’ultima formula tenere conto della (4.27)).
Si conclude che la forza (3.56) corrispondente a (4.36) ¢ proprio F 4 di (4.35).
|
Occupiamoci ora della scrittura delle equazioni nel formalismo lagrangiano.
Per un sistema olonomo vincolato ci poniamo in S e introduciamo i parametri ¢1,...,¢, in modo da
rappresentare la varietd delle configurazioni in S come X = Xq, t), dove la presenza di ¢t ¢ dovuta unicamente
all’eventuale moto della varieta rispetto a .S.
Il vettore rappresentativo in 3 é funzione delle medesime coordinate lagrangiane mediante

X(q,t) = A(t)X(q,t). (4.38)

Notiamo stavolta la presenza del tempo anche attraverso il moto di S rispetto a X.

Le componenti lagrangiane di un medesimo vettore scritto nelle componenti in 3 come W(X, X, t) ein S
come W (X, X, t) = AT(t)W sono le medesime funzioni di q, q e L.

Infatti, per la (4.29) e la (4.38) si ha

W = (Jg)TW = (AJgX)TW = (JeX)TW = W, (4:39)

Nel sistema X le equazioni lagrangiane del moto si trovano proiettando lungo i vettori dello spazio tangente
0X /0qr, k =1,...,4, e sono semplicemente le (2.73):

& d

, = Vals—Valz =7 + o), (4.40)

(JaX)7 Qs = (Qs)
con @éz) = 0 se i vincoli sono lisci.
Piu vantaggiosa puo risultare, in molti casi, la scrittura delle equazioni nel sistema non inerziale .S, privile-
giando il quale, d’altronde, abbiamo introdotto le coordinate lagrangiane q.
Proiettando la (4.33) sullo spazio tangente, si trova

) d
) VeTs — VqTs = FS¥ 4+ 0 4 (Fa)(¥, (4.41)

(JeX)"Qs = (Qs) ==

dove ‘P(QS) = 0 se i vincoli sono lisci.
Per quanto dimostrato nella Proposizione 3.7 e per la (3.64), il termine (FA)ésk) puo essere ricondotto ad un
potenziale generalizzato U4 nelle variabili lagrangiane. Piu precisamente:

U (q,q,t) = ai(a,t) -4 + Bla,t) = U + 0P (4.42)

dove, al solito, Ui(A), 1= 0,1 indica il grado del polinomio rispetto alle q e (vedi (3.73) e (4.37))

a(@t) = (JX)TA = (JX)T2X, (1.43)
oX 1= ~ ~ 0X

dove X = X(q, t).
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Le componenti lagrangiane della forza si ricavano da (3.75):

(Fa)o = —(JoX)TX + (JgX)T (—QmQX . s‘zmx) _
= —20JX) T D (JeX)q — (JX)T (Qm()x + fzmx) . 2(JqX)TQm%—):.

Ritroviamo nella parte lineare rispetto alle q la componente giroscopica proveniente dalla forza di Coriolis.
Se X = X(q) in S, allora la proiezione della forza di Coriolis & proprio la componente giroscopica, come
si ¢ visto precedentemente (va notato che la matrice Q,, di (3.44), costruita con le componenti in S di w,
corrisponde qui a Q,,, = ATQ,, A).

d
Dato che U™ ¢ tale che VqU(A) — quU(A) = (F4)9, si pud dunque definire una funzione Lagrangiana
Ls =T, + U™ in modo da poter scrivere le equazioni (4.41) come

d

S S
= Vals —Vals = B ol (4.44)

con ¢ = 0 nel caso di vincoli lisci

8 = .
Ovviamente, se le forze direttamente applicate derivano da un potenziale U, ordinario o generalizzato, allora
si definisce Lg = T 4+ U + U™ e le equazioni di moto, supponendo i vincoli lisci, sono

d
quﬁs —VqLls =0.
4.3 1l bilancio energetico nei sistemi non inerziali

Dalle equazioni (4.44) e da (3.85) ricaviamo la seguente equazione di bilancio energetico:

dé oLs = - .
T +Wr + We (4.45)
dove Lg = Ts + UM, £ & definita come in (3.23), ovvero
E=V4Lls-q—Ls,

mentre WF, W sono le potenze virtuali delle forze direttamente applicate e delle forze vincolari, rispettiva-
mente.

Non é sfuggita 'analogia fra i termini che compongono ’energia cinetica e il potenziale generalizzato delle
forze apparenti.

Proposizione 4.2 Si ha:
Tis=Tis+ U1, Tos="Tos+Us" (4.46)
e, se i vincoli sono scritti in modo indipendente dal tempo in S:
- 1~ ~ X
Tiy =UN = (JX) T, X-q, Tox=UN = 5 X OX se == =0, (4.47)

Dim.
E’ una diretta conseguenza di (4.23), (4.24), (4.42) e (4.43). O
Possiamo quindi dare la seguente espressione per ’energia &:

E=Vels -4 Ls=Tos—Tos U =Tos —Tox =Tox —Tos.

Nella duplice intenzione ora di concentrare ’attenzione sulle forze apparenti e di trovare integrali primi del
moto, poniamoci pure nel caso in cui le forze direttamente applicate derivino da un potenziale generalizzato
U9 = Ul(g) + Uég) (Ul(g) = 0 nel caso di un potenziale ordinario) e i vincoli siano lisci.
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E’ necessario definire nuovamente la Lagrangiana come Lg = T + U + U9 e nel bilancio energetico il
lavoro delle forze direttamente applicate si trasferisce in &:

E=Vels - 4—Ls=Tos—Tos U —~U§ =Tox — Tox — US. (4.48)

Se dunque Lg non dipende esplicitamente dal tempo, la quantita £ in (4.48) risulta costante. Un caso in cui
questa prorpieta si verifica pud essere facilmente immaginato e ricondotto ad una situazione nota.
Supponiamo infatti che i vincoli siano lisci e fissi in S, ovvero 90X /0t = 0, che le forze direttamente applicate
F siano indipendenti dal tempo in S, dunque il potenziale Uog non dipende esplicitamente dal tempo.
Supponiamo inoltre che Q (dunque Q, per la (4.27) sia costante. Con queste richieste, la funzione Lagrangiana
Lg ¢é tale che 0Lg/0t = 0, dunque la quantita (4.48) rimane costante.

Osservare che in questa circostanza il potenziale U# & costituito dalla parte U{“ che da luogo alle forze
giroscopiche di Coriolis e dalla parte U(j“ che proviene dalle forze di trascinamento, in questo caso posizionali
e indipendenti dalle q.

Il caso descritto descrive la rotazione uniforme del sistema S attorno ad una direzione, con vincoli
indipendenti dal tempo in S e con forze applicate non dipendenti esplicitamente da ¢ in S.

Esercizio 4.4 Esaminare il caso di una rotazione uniforme di S attorno ad uno degli assi coordinati.

Esercizio 4.5 Un punto materiale P di massa m é vincolato ad avere distanza costante pari a l da A ed é
soggetto unicamente alla forza peso (pendolo di Foucault).

Considerare un sistema di riferimento non inerziale con origine nel centro O della terra, asse z coincidente
con la verticale OA, asse x e asse y con versori paralleli ai versori del meridiano e del parallelo passanti per
A, rispettivamente, dove A’ é la proiezione di A sul suolo terrestre (ovvero O, A" e A sono allineati sulla
verticale). Studiare il moto del punto.

4.4 Sistemi anolonomi: vincoli misti

Ci occupiamo ora di derivare le equazioni di moto nel caso di un sistema sottoposto a vincoli in parte olonomi
e in parte non olonomi. Abbiamo gia ricavato le equazioni di moto del primo tipo (vedi (1.85)). Tuttavia, la
presenza di alcuni vincoli di tipo olonomo permette comunque l'introduzione di un set di variabili lagrangiane
che semplifichera la struttura delle equazioni.

Consideriamo dunque un sistema di n punti soggetto a p vincoli geometrici e v vincoli differenziali lineari:

f(X,t) =0, (4.49)
AX, )X +B(X,t) =0, (4.50)
dove f = (f1,..., fu) € una funzione vettoriale da R3"*1 a valori in R, u < 3n, A(X,t) & una matrice v x 3n,

in modo che p + v < 3n, e B(X,t) ¢ un vettore in R”.
Utilizzando dapprima solo i vincoli finiti (4.49), che supponiamo indipendenti, possiamo esprimere il vettore

rappresentativo delle posizioni in funzione di £ = 3n — u coordinate indipendenti q = (q1, . .., q¢), ottenendo

X =X(q,t) (4.51)

L’espressione del vettore velocita & sempre la (2.26), ovvero X = (JqX)q + 0X/0t, dove perd le variabili

velocita generalizzate 4 = (du,...,q¢) non sono indipendenti, dato che devono soddisfare i vincoli cinetici
(4.50). Sostituendo la (2.26) nelle equazioni vincolari (4.50), si trova

a(q,t)q+ B(q,t) =0, (4.52)

dove « ¢ la matrice v x X\ e 3 il vettore in R” definiti da
A(X(q,t),t)(JgX) € R

5last) = A(X(a,1),6) 5 X(a, 1) + B(X(q, 1), 1) € B,

Un modo per scrivere le equazioni di moto pud consistere senz’altro nel ripercorrere il metodo utilizzato
in (2.77), pensando stavolta di aggiungere vincoli di tipo cinematico anziché intero. Supponendo di avere

2

2

=
I

(4.53)
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forze direttamente applicate riconducibili ad un potenziale, eventualmente generalizzato, si ha, ricordando
la (1.86) e procedendo come per la (2.75) (vedi anche Esercizio 3.1):

0= (JX)" (Q~F ) = 4 Val(a,a.1) - VaLla a1 — la(a,0]"A (4.54)
dove A € R” ¢ il vettore dei moltiplicatori. Le ¢ equazioni (4.54), unitamente alle v condizioni vincolari
cinematiche (4.50), forniscono le equazioni di moto nelle ¢ 4 v incognite q, A. In sostanza, si tratta delle
equazioni di prima specie (1.85) rilette nelle variabili lagrangiane q, utilizzando le quali possiamo dimenticare
le condizioni vincolari intere (4.49).

Vogliamo pero cercare una scrittura delle equazioni di moto ancora piu ridotta, utilizzando, per cosi dire,
eventuali informazioni geometriche provenienti dai vincoli cinematici: 1’obiettivo & quello di ridurre il proble-
ma al numero essenziale di parametri, ovvero o = 3n — (u + v). Il ruolo fondamentale in questa operazione
é giocato dalla linearita delle condizioni (4.50).

Iniziamo con l’osservare che le v equazioni (4.52) nelle ¢ variabili ¢ consentono di esprimere v variabili in
funzione delle restanti o = ¢ — v (si osservi che 0 = 3n — (¢ + v) > 0 ¢ il numero di gradi di liberta del
sistema). Le o velocita generalizzate indipendenti hanno valori arbitrari e determinano i valori delle restanti
v velocita generalizzate.

Oppure, anziché procedere direttamente per questa via, in alcuni casi pud risultare conveniente scegliere
come quantitd indipendenti non le o velocita generalizzate, ma un’opportuna combinazione lineare n € R
di tutte le variabili velocita:

n(q,q,t) = Z(q,t)q € R” (4.55)
dove Z é una matrice o x ¢ da specificare.
Le n;, i = 1,...,0, vengono dette pseudovelocita. In particolare, alcune di esse possono coincidere con

alcune delle velocita generalizzate q.
La facolta di scegliere liberamente o velocita nella f—upla q si trasferisce nell’arbitrarieta di scelta delle o
componenti di . La matrice Z dei coefficienti in (4.55) viene scelta nel modo pit conveniente per affrontare il
problema. L’unica condizione che imponiamo ¢é la possibilitd di risolvere il sistema formato dalle v equazioni
date dalle (4.52), e dalle (4.55) nelle ¢ variabili q. Si richiede dunque che il determinante della matrice ¢ x ¢
che a blocchi é definita da (@)
alq, t Ix L

M(q,t) = ( Z(q.1) ) eR (4.56)
sia diverso da zero. Per ogni n € R? arbitrario si ottiene dunque un’unica ¢—upla di velocita generalizzate
qc R
Risulta abbastanza intuitivo immaginare che le velocita virtuali del sistema siano combinazioni lineari del tipo
(JqX)q, con g soluzione del sistema formato dalle (4.52) nella versione a tempo bloccato, ovvero ponendo
B — 0, e dalle (4.55). Per ogni stringa fissata 1 si ottiene un’unica soluzione, in maniera corrispondente al

fatto che lo spazio delle velocita virtuali X ha dimensione o = 3n — (u + v).
Vogliamo ora stabilire rigorosamente questa procedura e, partendo dall’equazione simbolica della dinamica
(1.84), trovare le equazioni di moto del sistema.

4.5 Le equazioni di moto di Appell

Le velocita virtuali X permesse dai vincoli (4.49) e (4.50) devono soddisfare il sistema (1.61), ovvero

{fo(x, HX =0, (4.57)

AX, )X = 0.

Da (4.49) e (4.51) si trova JxfJqX = 0, dunque ciascun vettore colonna di JqX verifica il primo rigo di
equazioni in (4.57) (corrispondente a p equazioni scalari). Dato che per ipotesi i vincoli f sono indipendenti,
anche i vettori colonna di J4X lo sono e la totalita delle soluzioni del primo blocco di equazioni in (4.57) &
dunque una qualsiasi combinazione lineare

X = (JgX)\ € R?"
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con A\ € R’ arbitrario, ovvero dallo spazio lineare di dimensione 3n — u = ¢ ortogonale ai vettori Vx fr,
k=1,...,u.
La compatibilita di queste soluzioni parziali con le restanti v equazioni in (4.57) comporta che esse devono
risolvere il sistema R

AX = A(JgX)\ = a(q,t)\ € R” (4.58)

(vedi (4.53)).
Il sistema (4.58) di v equazioni nelle £ incognite A viene risolto in forma parametrica aggiungendo le 0 = £ —v
equazioni

n=2Z(q,t)A € R? (4.59)

contenenti i parametri arbitrari 7 e i coefficienti di Z della definizione delle pseudovelocita (4.55).

Il sistema formato dalle (4.58) e dalle (4.59) assume la forma M (q,t)A = 7, dove M & la matrice £ x ¢ definita
in (4.56) e 77 = (0,1) € R’ con 0 vettore nullo di R”.

Essendo per ipotesi M invertibile, & possibile determinare A = M 1.

Definendo, per comoditd, i blocchi di M~! come

M~a,t) = ( ©(a,t) T(at) ), (4.60)
con © € RV T € R**7_ si vede subito che
A=TneR: (4.61)
L’insieme X delle velocita virtuali &€ dunque lo spazio lineare di dimensione o
X = {X e R*" | X = (JgX)Tp, n € R7}.

L’equazione di moto (1.84) assume cosi ’espressione (assumiamo pure i vincoli lisci, ovvero (1.83), in caso
contrario le modifiche sono ovvie)

Q- (JgX)I'n=F - (JgX)I'n. (4.62)
Ponendo -
[(q,t) = (JgX)I € R¥"*7 (4.63)
e chiamando B
I = [(JX)T)'F =T7F ¢ R” (4.64)
forze generalizzate corrispondenti alle pseudovelocita 7, si ha che la (4.62) assume la forma
(f"@-m)n=o0
che, per l'arbitrarieta delle 7, equivale a -
rfQ-m=o (4.65)

che sono le equazioni di moto in R? cercate.

Nell’intenzione ora di determinare I’espressione della velocita lagrangiana (2.26) in termini delle pseudove-
locita, vediamo che le ¢ verificano il sistema di v + o = ¢ equazioni date dalle (2.26) e (4.55). 1l sistema
corrisponde a

Mq: (76377) € sz

con M definita in (4.56) e 5 € R” in (4.53).
Si ha dunque (vedi (4.60))
q=In—-06peR (4.66)

e, sostituendo in (2.26), ) B
X(a,n,t) = T(q,t)n + A(q,t) € R™ (4.67)

con I' definito in (4.63) e

X
A(q,t) = —(J4X)O8 + %—t € R3".
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La (4.67) ha una chiave di lettura che ci riporta alla scomposizione della velocita lagrangiana che conosciamo.
Infatti, se chiamiamo I'; € R3", j =1,...,0 i vettori colonna di I, la (4.63) mostra che essi sono opportune
combinazioni lineari, secondo i coefficienti T', dei vettori 0X/dq, k = 1,...,¢, dunque il primo termine
in (4.67), riconducibile alla componente virtuale della velocita, ¢ un qualunque vettore del sottopazio di
dimensione o < I'y,..., T, > C < 0X/0qy,...,0X/0q, >. L'effetto dei vincoli anolonomi lineari (4.50) &
dunque quello di ridurre la dimensione dello spazio delle velocita istantanee permesse da £ a { — v = 0.
Il vettore A, invece, é dovuto al trascinamento dei vincoli e si annulla se i vincoli stazionari, essendo in tal
caso 5 =0.
Derivando rispetto a t la (4.67) e volendo mettere in evidenza la dipendenza del risultato dalle pseudoac-
celerazioni 7, ci accorgiamo che

X =I'n+ Z(q,n,1) (4.68)

dove il vettore =, che proviene dalla derivazione di I' e di A non dipende dalle pseudoaccelerazioni.
Ricordiamo la definizione di energia delle accelerazioni (vedi (2.86))

T=5Q X =T(an0)
Tramite la (4.68), si vede che (confronta con (2.87))
Vil = (J,X)7Q=T"Q
Si giunge pertanto alla scrittura delle (4.65) come
ViT(q,n,n,t) = I(q,7,7,t) € R7. (4.69)

Le o equazioni (4.69) sono chiamate equazioni di Appell. Esse contengono le o + ¢ incognite q € RY,
7 € R e vanno considerate unitamente alle ¢ equazioni (4.61).

La specificazione dei dati iniziali q(0) = q°, 7(0) = 7° determina univocamente il moto del sistema anolono-
mo. Va osservato che questi dati iniziali, arbitrari, individuano la posizione iniziale del sistema (mediante la
(4.51)) e le velocita iniziali (mediante la (4.55)) compatibili con i vincoli.

Se, in un caso particolare, si considerano come pseudovelocita o velocita generalizzate indipendenti ¢, . . ., ¢,

allora si ha
1
F =
< Fl(q7 t) )

con I matrice identitd o x o e 'y matrice in R~
Per comprendere la struttura di I" si scrivono i blocchi di JqX come (vedi (5.72))

Jq, Xo Jar . X
JoX =
Jq,,X3n—a Jq[,aXZin—a

dove g5 = (q1,...,q5) € R?, dove qv_y = (Got1,---,q¢) € R*™7 e analoga scomposizione per X, € R,
X?mfa S Rl’m—a, (Xoax?mfa) =X.
Si ha da (4.63):

Jago Xo + (Jq,_, X))

=i
I

c R?)nxo’
J%X?m—o + (qufox?m—a)rl
dunque
T T .

= [anXo + (qufaXa)Fl] F, + [anxiin—a + (qufgx?m—o)rl} F3,—- € R?, (4-70)
dove F € R®" & stato scomposto in F, € R? e F3,,_, € R* 7 in modo che (F,,F3,_,) = F.
Le equazioni (4.69) scritte con II come in (4.70) contengono il caso dei sistemi olonomi, in cui tutte le
velocita generalizzate sono indipendenti (v = 0, 0 = £). Si ha Il = (J,X)TF (4.69) coincidono con le (2.88).

In ogni caso, la scrittura delle equazioni di Appell mediante pseudovelocita scritte per i sistemi olonomi porta
ad equazioni di moto differenti dalle equazioni di Lagrange del secondo tipo.
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Esercizio 4.6 Verificare che le (4.69) sono le (2.88), nel caso dei sistemi olonomi in cui si scelga n = q

Esercizio 4.7 Determinare mediante le equazioni di Appell il moto del sistema descritto nell’esercizio (1.1),
(5), utilizzando come variabili g1, q2,qs le coordinate del centro di massa (x,y) e l’angolo ¢ che la sbarretta
forma con lasse delle ascisse e ponendo come pseudovelocita 1 = &/ cosp, N2 = .
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5 Il moto geodetico. Richiami di geometria differenziale e di alge-
bra lineare

5.1 Moto spontaneo su una sottovarieta

Sia dato un sistema olonomo a vincoli scleronomi con ¢ gradi di liberta. L’energia cinetica del sistema ¢é data

da (vedi (2.50))
¢

1 .
T=T,= 3 Z an,k(d)dndk (5.1)
h,k=1
con
_ X 09X
R v
La parametrizzazione scelta individua in ogni punto Xy = X(qq) i vettori (vedi (2.9))
0X
e =—qy, k=1,...,¢,
k(qO) aqk |q0

base dello spazio tangente 7x,.
Utilizziamo ora i coefficienti ap, j; dell’energia cinetica per definire una metrica sulla varieta, ponendo (vedi
(5.19))

9i,j = Q4,5, i,j:l,...,é.

Se dunque
4 ¢
1 2
vi=> e ya=> Ve,
i=1 i=1

sono due vettori di Tx,, il prodotto scalare (5.20) indotto dalla metrica &
¢
(y1,¥2) = Z ah,kuﬁf)uf). (5.2)
h,k=1

E’ immediato verificare che la (5.2) definisce una forma M bilineare simmetrica sullo spazio tangente
Tx,, con matrice rappresentativa

ank(do) = (en(qo),ex(qo)), hk=1,....L (5.3)
In virta della Proposizione (3.3), la forma M & definita positiva. La regolarita della dipendenza di X
dalle ¢, ..., qe assicura poi che la dipendenza della forma bilineare da qp sia differenziabile. Pertanto, M

definisce una metrica riemanniana sulla varieta delle configurazioni.

Osservazione 5.1 Se n = 1, la metrica definita da (5.3) definisce 'ordinario prodotto scalare moltiplicato
per la massa m dell’unico punto, dato che

0X 00X

Qh ke = M7 — " 7 -
dgn Oqx

Consideriamo ora il moto sulla sottovarieta {—dimensionale fissa in assenza di forze direttamente applicate
(moto spontaneo). Le equazioni di Lagrange di secondo tipo sono (vedi (2.85)), supponendo i vincoli lisci:

: L= [Daiy 10a;;\ . .
> aindit+ Y - Gid; =0, k=1,...,0 (5.4)
=1

0q; 2 Oqyg
E’ utile ora fare la seguente osservazione riguardo ad una qualunque matrice quadrata A di ordine /.
Dall’identita

ij=1

CAF AT A AT

A
2 + 2
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. . . A+ AT
si deduce che A ¢ decomponibile nella somma di una matrice simmetrica S = ———— e di una matrice

2
A— AT
5
La forma bilineare associata ad A definita da y” - Ay per ogni vettore y € R’ si pud dunque scrivere

antisimmetrica M =

y'-Ay=y"-Sy+y" - My.
Dato che M ¢é antisimmetrica, si ha y? - My = 0. Infatti:
T
y' - My=(y"-My) =(My)"-y=-y"'M-y

e 'unico numero coincidente con il suo opposto é zero.
Si conclude che y7 - Ay =y” - Sy.

da;
Applicando il ragionamento alla matrice A di elementi A; ; = a—z’k, i,7=1,...,£ con k fissato e pensando
qj
al vettore y come (¢i,...,d¢), otteniamo, per ogni k compreso fra 1 e ¢:
¢
Oa; 0a; i 8a37 Gid
> 5 Z 50, " o ) 4l
i,j=1 ij=1 v

Moltiplichiamo ora le (5.4) per I'elemento a®" della matrice inversa di (a; ;), sommando poi rispetto a k da
1 a £. Si ottiene:

g + X[: ila’” Ouig | 00k Oi )| 4o p—1,....1 (5.5)
r 2 ] aql an 147 ) 3y .

0
i,j=1 Lk=1 4

Confrontando con (5.26), ci accorgiamo che le (5.5) sono formalmente le equazioni (5.25) scritte con i
coefficienti g; ; = a; ; e rispetto al parametro ¢:

14
Gt Y THag; =0, r=1,... L (5.6)
i,j=1

In base alla Proposizione (11.1), possiamo affermare che le curve soluzioni di (5.6) (quindi di (5.4)) sono
geodetiche della varieta riemanniana /—dimensionale con la metrica indotta dall’energia cinetica. Dunque, il
moto spontaneo avviene su di esse. La medesima proprieta ci assicura che 1’ascissa curvilinea & proporzionale
al tempo ¢. Questo fatto, d’altra parte, risulta anche dalla definizione medesima di s (vedi (5.24))

s(t) = /

to

Z an kG g;dt = /\/ZTdt

i,j=1

to

e dall’osservazione che I’energia cinetica T rimane costante (vedi (3.19)).
Osserviamo infine che la scelta delle condizioni iniziali (2.78) si traducono per la geodetica nel fissare il punto
di passaggio e la direzione tangente in quel punto.

52 Ilcason=1m=1

Il caso semplice del moto di un unico punto vincolato su una superficie fissa e liscia si presta a varie
considerazioni di carattere geometrico, che lasciamo da dimostrare come esercizi.

Esercizio 5.1 Nel caso in esame le geodetiche della varietd sono caratterizzate dall’avere il versore normale
allineato con la normale alla superficie, ovvero curvatura geodetica nulla (vedi (5.35)). Sfruttare questa
caratterizzazione per dimostrare che il moto spontaneo avviene lungo le geodetiche, scomponendo ’equazione
ma = ® nelle direzioni del triedro principale della curva.
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Esercizio 5.2 Estendere la dimostrazione precedente al caso in cui il punto é soggetto ad un campo di forze
conservative F = VU, con x = (z,y,2), e vincolato ad una superficie equipotenziale U(x) = ¢, con c
costante.

Esercizio 5.3 Mostrare che la curvatura normale (vedi (5.35)) della traiettoria di un punto vincolato su
una superficie di equazione f(x) =0 verifica

tT . Hyft
[V f|
dove t ¢é il versore tangente alla traiettoria, scelto concorde con la direzione della velocita x e H é la matrice

Hessiana della funzione f.
Traccia: Partire dalla formula (1.69), che nel caso in questione si scrive

ko =

%1 Hyf%+ Vi fr -x=0.

Ricordare poi che k,, = x" - N (vedi (5.35)), dove N ¢ il versore normale alla superficie

_ Vxf
|Vl

N

e utilizzare la formula
1 x - x"(N)
< =i = e (0~ o <)

(k curvatura, n versore normale alla curva) ponendo \ =t.

Esercizio 5.4 Considerare un punto materiale vincolato su una superficie fissa e liscia e soggetto alla for-
za peso. Se xo € una configurazione di equilibrio stabile, mostrare che le pulsazioni wi, we delle piccole
oscillazioni si trovano risolvendo rispetto a w

det (W*G —gB) =0

dove G € la matrice della prima forma fondamentale sulla superficie g; ;, B la matrice della seconda forma
fondamentale (5, ; (vedi (5.44)) e —mgk, k versore verticale ascendente, é la forza peso.

5.3 Alcuni richiami di geometria differenziale

Se a = (aj,...,as) ¢ un elemento di R%, denotiamo con r; I’i—esima funzione coordinata
b b )

r:RCS R, r(a)=a;, i=1,...,L

Pre una funzione f che va da un insieme X in R¢, f; = r;of, i =1,...,¢ é I’i~esima componente.
Sia U un aperto di R’. Diciamo che f : U — R’ ¢ una funzione differenziabile di classe C* se esistono e
. . . L 0%
sono continue in U le derivate parziali 8§fl’ per [a] <k, dove (f1,...,fe)="fe
«

9 glal ¢
Tra = Acar agar =) .
7 e o =%

Per una funzione vettoriale F : RY — RY la differenziabilita si definisce su ogni componente F; = r; 0o F :
R 5 R,i=1,...,N.

Uno spazio localmente Euclideo M di dimensione ¢ & uno spazio topologico di Hausdorff in cui ciascun
punto m € M ammette un intorno aperto U C M omeomorfo ad un aperto ¢(U) dello spazio Euclideo R
mediante 'omeomorfismo (cioé applicazione continua, bijettiva che manda aperti in aperti e chiusi in chiusi)
¢. La coppia (U, ) si dice carta di dominio U e applicazione coordinata ¢. Ciascuna componente
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w; =r;op,i=1,...,0¢&detta funzione coordinata, mentre, dato un punto m € M, le f—uple (&1,...,&f) €
o(U), con & = r; o p(m), si dicono coordinate locali di m.

Il variare delle coordinate locali fornisce una parametrizzazione della porzione considerata di M.

Una struttura differenziabile o atlante F di classe C* su uno spazio localmente euclideo M ¢ un insieme
di sistemi di coordinate

{Ua, ¢a),a € A}
che soddisfano le seguenti proprieta:

(a)

(b) a0 @51 sono funzioni C* per ogni o, 3 € A.

Una varieta differenziabile di dimensione ¢ e di classe C & una coppia (M, F) formata da uno spazio
localmente Euclideo M di dimensione ¢ e da una struttura differenziabile F di classe C*.
Esempi immediati di strutture differenziabili di dimensione ¢ sono:

(i) lo spazio Euclideo R, con la struttura differenziabile data dall’applicazione identita,

(#4) uno spazio vettoriale V' di dimensione ¢, considerando una base dello spazio duale V* come sistema
globale di coordinate,

(#i7) ogni sottovarieta regolare di dimensione £.

La dimostrazione del caso (7ii), che ci interessa maggiormente, si basa sul teorema della funzione implicita
e la possibilita di trovare localmente sistemi di coordinate.

Date due varietd differenziabili (M;, F;) e (Ma, F») di classe C* e di dimensioni rispettivamente ¢; e fo, si
dice che un’applicazione F : M; — M, ¢ differenziabile di classe C", h < k, se, detti (Ua, o) e (Vs, ¥5)
due atlanti di M7 e Ms rispettivamente, la funzione

YpoFoprt:wa(UyNH) CRY = ohs(Vs) C R

¢ di classe C* per ogni (Ua, o) e (V,15) tali che UN H # (), dove H = F~1(Vj).
In altri termini, la funzione F' ¢ differenziabile se, composta nel modo suddetto con funzioni coordinate, da
origine a applicazioni di R®* in R differenziabili di classe C". Tenendo conto della definizione di differen-
ziabilita negli spazi RV, si pud dire che una funzione F fra due varietd é di classe C" se tali risultano le
funzioni

nj:rjoFO@Oé(flaﬂ'?fZ)v j:13~~~7€2~ (57)
Un’applicazione differenziabile F' di classe C* fra varieta (My, Fi) e (M, F;) di medesima dimensione £; si
dice diffeomorfismo se ¢ biunivoca con inversa differenziabile di classe C*.

5.4 Curve, spazio tangente, fibrato tangente

Una curva di classe C*, h < k, su una varieta differenziabile (M, F) di classe C* ¢ un’applicazione differen-
ziabile y da un aperto connesso I C R in M. Tenendo conto della (5.7), si ha che ~ ¢ una curva di classe C”
se sono tali le funzioni

gizriowo’}/()‘)zgi()\% AGI, izlv"'aga (58)
Le (5.8) si dicono equazioni parametriche della curva v nella carta (U, ¢).

Data una carta (U, ) di coordinate locali (&1,...,&), consideriamo un punto mo € U identificato dalle
coordinate (£9,... 758). Chiamiamo i—esima curva coordinata in mg la curva di equazioni parametriche
51 = £(1)7
&= A (5.9)

& =&
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dove A varia in un intorno I = (€2 — §,£% + §) € R con § sufficientemente piccolo in modo che la curva resti
inU.

Vogliamo ora definire lo spazio tangente in un punto della varieta differenziabile M. A tale proposito, si
consideri un punto mg su M e una curva -y passante per esso. Sia inoltre f una funzione differenziabile di
classe almeno C! definita su un intorno di mg in R e Dy(mo) la totalita di esse.

Sia mo = a(Ag). Si definisce vettore tangente alla curva v in mg l'applicazione v,,, : Df(mpy) — R tale

che
d

V(D) = [ 570200 (5.10

A=Xo

Il vettore tangente (5.10) é un operatore di derivazione direzionale, cioé un’applicazione che ad ogni
funzione f di classe C! in mq associa la derivata direzionale di f lungo la curva a.

Osservazione 5.2 Nello spazio Euclideo tridimensionale R3, la precedente definizione si scrive, nel punto
Po-
Vpof = Vpof -t = (t v)po f

dove t ¢ il vettore tangente alla curva in pg. In tal modo, il vettore tangente t definisce l’operatore di
derivazione che ad f associa la derivata direzionale di f in py lungo la curva «. Inversamente, assegnando
per ogni [ la derivata direzionale, resta definito l'operatore (t - V),,. C’¢’ dunque una corrispondenza
biunivoca tra i vettori tangenti alle curve passanti per p, e gli operatori di derivazione che ad f € Dy(po)
associano la loro derivata direzionale.

Sia ora 7p, (M) l'insieme di tutte le applicazioni (5.10) ottenute al variare di a nell’insieme delle curve di
classe C' passanti per mg. L’insieme T, (M), detto spazio tangente in my alla varieta M, & dotato di una
struttura di spazio vettoriale sui reali per mezzo delle operazioni

(VmO +Wmo)f:Vmof+wmofa (511)
(Mvmo (f) = M(Vmof)7 pueER.
Introdotto un sistema di coordinate (1, ...,&,) in un intorno del punto my, si ha:
) d¢
Viod = fop oo = for @ e =3 (5 )] (%) (5.12)
i=1 0% ®(mo) dA Ao

La formula (5.12) mette in evidenza la struttura di un qualunque vettore tangente v f come combinazione

lineare (secondo i coefficienti % che dipendono unicamente dalla curva ) dei vettori tangenti

(6)mo = (08& )

alle curve coordinate in myp. Infatti, se v;(\) € la i—esima curva coordinata di equazioni (5.9), si ha

L oi=1,...,¢ (5.13)

p(mo)

J

»(mo)

,J

1)mg J )\ f ry A=Ao : 1: agz
con éz,] Simboli di Kr()necher.

Una ulteriore importante proprieta degli £ vettori (5.13) consiste nel fatto che sono linearmente indipendenti.
Infatti, scegliendo f = r; o ¢, si ha:

©mg

Y4 Y4
0
Z/’L](e])mo’r’b oY= Z/u’] Téri(glv e 75@)
=%

Jj=1

L
= 18 =0
j=1

che implica I’annullarsi di tutti i coefficienti u; della combinazione lineare.
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Lo spazio Ty, (M) ¢ dunque uno spazio vettoriale su R di dimensione £ e i vettori (5.13) tangenti in my alle
linee coordinate ne costituiscono una base:

14
= ni(€)mor Wiy € Tong (M). (5.14)
i=1
I numeri reali ;, ¢ = 1,...,¢ si dicono componenti controvarianti di v,,, nella base naturale (5.13)
associata al sistema di coordinate (&1, ...,&¢) nell’intorno di myp.

Esercizio 5.5 Verificare che, operando una trasformazione di coordinate

U, (&1, -5 80) = (Vo (&1, 60))

in un intorno di mq si ha:

14 4
= Zni(ei)mo = Zn;(e;)mo
=1 =1

con ,
ol
W= (5] 6
j=1 J ’m,())
ee), i=1,...,¢, vettori tangenti in mo alle linee coordinate associate al sistema (&1, ...,§)).

Lo spazio vettoriale duale dello spazio tangente si dice spazio cotangente o spazio dei covettori ’7~‘m0 (M).
Esso ¢ costituito da tutte le applicazioni lineari che portano i vettori di 7,,,(M) in R. Fra queste, vi ¢ il
differenziale (df),,, di una funzione f € Ds(my):

(df)mo : 7~;n0 (M) — R

definito nel modo seguente:
(df)mo (Vmo) - Vmofv vao € Tmo (M) (515)

In una base naturale, risulta
(df )imo (Vi) Zamz

dove a; = (€;)m, (f) e n; & definito in (5.14).
Le relazioni _ _

Wing (€i)mo = 0
con 5;» simboli di Kronecher, individuano ¢ forme lineari wfng di ’7~'mO (M) che costituiscono una base del
medesimo spazio, detta base duale di (€;)m,, - - -, (€;)m,- Dato un sistema di coordinate (£1,. .., &) definite
dalla carta (U, ¢) nell’intorno U di my, si possono considerare i differenziali delle funzioni (&1, ...,&). Dalla
definizione (5.15), si trova

(@) €5V = (€)mts = (emari 00 = 5o ) = (5.16)

Dunque, la base duale di quella naturale in mg é costituita dai differenziali (5.16).

Esercizio 5.6 Verificare che, operando un cambiamento di coordinate come nell’esercizio (11.1), posto

4 J4
= vi(d&)m, = Y Vi(dE
i=1 =1

per un qualunque elemento w € 7~'m0 (M), si ha
3§j’>
v, =
< 9¢;
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L’insieme
TM) = | {m} x Tom(M) (5.17)
meM
é formato da tutte le coppie il cui primo elemento ¢ un punto della varietd M, il secondo € un vettore dello
spazio tangente relativo al medesimo punto. L’applicazione 7 : T (M) — M, detta proiezione, ¢ definita da

n(m,v) =m, meM,veT,(M).

La retroimmagine 7~ (m) = {m} x T,,(M) ¢é detta fibra.

Dato un sistema di coordinate locali su M, un punto m € U C M ¢é individuato dalle dalle ¢ coordinate
(&1,...,&). Inoltre, un vettore v € T,,,(M) & definito dalle sue componenti n;, ¢ = 1,..., £ rispetto alla base
(2.9) associata in m alle coordinate &; (vedi (5.14)). Resta dunque definita una corrispondenza biunivoca

U= | {m}xTn(M) = o(U) x R*
meU
Si puod munire l'insieme 7 (M) di una topologia in modo che ® risulti un omeomorfismo.
Le carte (U, (&1,---,&0,m1,--.,7¢)) costituiscono un atlante per T (M) di classe pari a quella di M. Alla
varieta differenziale di dimensione 2¢ che si ottiene si da il nome di fibrato tangente e le coordinate
(&1y.-.&0,m1, ... ,me) sono dette coordinate naturali per 7 (M).
Quanto detto puo essere ripetuto per l'insieme

Tmo(M) = | {m} x Tom(M) (5.18)
meM

Si definisce campo vettoriale W su M un’applicazione differenziabile
W:M—T(M)

tale che 1(W(m)) € T, (M), cioé associa ad ogni punto m € M un vettore v € 7T, (M) in modo differenzia-
bile.
Si chiama 1-forma differenziale su M un’applicazione differenziabile

w: M — T (M)

tale che 7(w(m)) € T, (M), cioé un’applicazione che associa ad ogni punto m un covettore wy, € T, (M).

5.5 Varieta riemanniane

Una metrica riemanniana su una varietd differenziabile M di dimensione ¢ consiste in una forma bilineare
simmetrica (,) definita positiva nello spazio tangente 7, (M), che vari in modo differenziabile al variare di
m in M. Una varieta differenziabile si dice varieta di Riemann o varieta riemanniana se su di essa &
assegnata una metrica riemanniana.

Fissata una parametrizzazione q1,...,qe, s€ (€;)m,, ¢ = 1,...,¢ & una base dello spazio tangente definita
come in (2.9), la conoscenza dei valori dell’applicazione sui vettori della base determina completamente la
forma bilineare:

gh’k(mg) = <(eh)m0,(ek)mo>, h,k S ].,...,g. (519)

Si identifica quindi la forma con la matrice simmetrica e definita positiva G di elementi g 1, h,k=1,...,L.
L’introduzione di una metrica riemanniana permette di definire il prodotto scalare fra due vettori dello
spazio tangente, definito come il numero reale associato dalla forma bilineare. In componenti, se

4 0
1 2
v =300 @) V2 =3 0P (€ mg
=1 =1

sono due vettori in T, (M), si ha

L
1 2
v VY = 57 g n? (5.20)
hk=1
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Formalmente, si dice che la struttura riemanniana su M é definita dalla “forma quadratica”

ds* = gn rdndéy (5.21)
h,k
dove &, 1=1,...,¢ dipendono dalla parametrizzazione.

Esercizio 5.7 Verificare che, operando un cambiamento di coordinate come nell’esercizio (11.1), i coeffi-
cienti della forma cambiano secondo le formule

14
0&; 0,

4,j=1

La metrica permette di definire la lunghezza di una curva sulla varietd M. Infatti, data la curva v di
equazioni parametriche (5.8), con I = (Ao, A1) C R, si definisce la sua lunghezza come

d&n(A) dép (N
L(7) (xo0A1) Z/ Z gk (E1(N), - &(N) Egi ) 625\ )Cl)\ (5.23)
XV hk=1
Esercizio 5.8 Verificare che la lunghezza non dipende dalle coordinate locali &, ¢ = 1,...,¢, né dalla

parametrizzazione .

La definizione di lunghezza porta a individuare il parametro naturale o ascissa curvilinea di v, definito
come la lunghezza della curva fra i punti su M v(Ag) e v(XA), con A € I:

$(A) = L) xon) (5.24)

La curva v pud dunque essere vista come applicazione da (sg, s1) in M tale che

¢
Z n.k(&1(8), ... 76[(8))d5228) dﬁgis) =1 Vsé€ (sg,51)

hk=1

dove &(s) = 150 9 0 1(s).

5.6 Curve geodetiche
Per definizione, le curve che verificano le equazioni differenziali del secondo ordine

14

dg;; ) di d&;
— rr——===0, k=1,...,¢ 5.25
dove ,
1 Jg; Jg; 0gi,j
IF=- o (220 DT =] 5.26
P ( o o ok (5.26)
e (g"m") ¢ la matrice inversa della matrice (g; ;), sono dette curve geodetiche della varieta differenziabile

rispetto alla metrica indotta da (g; ;). I coefficienti Ffj,
detti simboli di Christoffel.
Le equazioni (5.25) sono accompagnate dalle condizioni iniziali

che dipendono dalle coordinate locali &1, ..., &, sono

0
)

gi(s0) =q}, Gi(so)=4}, i=1...,L

In base al teorema di esistenza e unicitd per i sistemi di equazioni differenziali, possiamo affermare che, dato
un punto mg sulla varieta e un vettore v,,,, € T, , €siste una e una sola geodetica sulla varieta passante per
mg e con vettore tangente in mg pari a v,,,. Le componenti di vq rispetto alla base coordinata forniscono
le condizioni iniziali ¢;, 2 =1,..., 4.
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Esercizio 5.9 Verificare che i coefficienti (5.26) sono invarianti rispetto ad un cambiamento di variabili
che trasforma i coefficienti g; j, i,j =1,...,¢, come in (5.22).

Mostriamo ora la seguente

Proposizione 5.1 Se una curva sulla varietd verifica le equazioni (5.25) rispetto ad un parametro A, ovvero

déi; g di d&;
=0, k=1,...¢ 2
et Z SN T (5.27)

allora A = cs, con ¢ costante.

Dim. Dalla (5.24) si ha

2 L
(ﬁ) =2 gh,k(&(k)w-~7£e(A))d§§§A) di’;&” = h(}).

k=1

Verifichiamo che h & costante. Si ha

. LY
i 0&; dX dA dX Ml dX2 d\ e

¢ ¢
9] dé; dép d d*¢y, d d¢, d?
3 Ghk d€; d€p dS + 3 g En d&i + 3 g & d”8 (5.28)
Moltiplicando la (5.26) per g, e sommando rispetto a k si trova

14
891 n ag' n agi j
k jim J
; E Z o ( e o

n1

dove 6., =1 se r = n, zero altrimenti, 1 < n,r < /(.
Permutando I'indice 7 con l'indice r nella formula appena scritta e sommando le due equazioni ottenute, si

vede che
¢

=> (gral}; +ginlh ) - (5.29)
k=1

agiﬂ‘
0¢;

Sostituendo la (5.29) in (5.28) (con gli indici appropriati), si ha

14 14

dh d?¢, d&p d&; | dék
- =2 r Iy e L /A —_—
IR e DR ¥ o ol B

k,r= J=

L’espressione trovata & nulla perché &1, (), ..., & () verificano le equazioni (5.27). O

In virta della proprieta appena dimostrata, se una curva verifica le equazioni (5.27), la curva é necessaria-
mente una geodetica (basta operare il cambiamento di parametro s = A/c).

Definiamo isometria fra due varietd riemanniane M; e M> di medesima dimensione un diffeomorfismo F
tale che la lunghezza di ogni curva resta inalterata mediante 'applicazione: £(C) = L(F(C)).

Non ¢ difficile verificare che F' & un’isometria se e solo se per ogni punto m € M; di coordinate (&1,...,&)
si ha
g O Oy
1 ) .
gg,j)(flv---vfé Z g 7’]1 §1a-~-a§€)7~-~,77€(51>~--7&)) a¢ Zajzla"'ae (530)
h k=1 m 0&; 0§
dove (&1,...,&) e (n1,...,1n¢) sono coordinate locali in un intorno di m e di F(m), rispettivamente, e gffj)

sono i coefficienti delle forme fondamentali di M,., r =1, 2.

La (5.30) mostra che le isometrie modificano i coefficienti della forma fondamentale allo stesso modo dei
cambiamenti di coordinate (5.26), rispetto ai quali le funzioni (5.26) sono invarianti. Segue che un’isometria
fra due varieta porta geodetiche in geodetiche.
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5.7 Superfici in R?
Consideriamo l'insieme dei punti
flx,y,2)=0,  (z,y,2) €U CR’. (5.31)

La (5.31) definisce una sottovarieta regolare di dimensione due (che chiamiamo superficie) in tutti i punti
in cui Vif # 0, x = (z,v, 2). Il vettore rappresentativo assume la forma x = x(¢1, g2) mentre, nel punto xg
corrispondente ai valori dei parametri ¢?, ¢9 lo spazio normale e lo spazio tangente sono

New = {y €R®| y=AVyf(xo), a€R},

Txo = {Z R’ z =cv%(¢f,q3)+ﬁafx
1

0 0 R
aq 8q2(q17q2)a O(,,BE }7

ox
Indichiamo la base di quest’ultimo con x4, = =—, i = 1,2. Il vettore di modulo unitario

0q;

_ Xgp N\ Xgy
‘ch A qu‘

che ha la direzione di V4 f puo essere scelto come base per lo spazio normale.
La metrica (5.19) definita dai coeflicienti

9ij = Xq; " Xq;y L] = 1,2

permette di definire la lunghezza di una curva x(g1 (), g2(A)) , A € (Ao, A1), come (vedi (5.23) e (5.24))

A

2
s = / S gurd, (V) (A, A< Ay (5.32)
5 k=1
0
dg; .
dove ¢/ = d—):, i=1,2.
. . e o . s ot d
Data una curva parametrizzata mediante I’ascissa curvilinea s, il versore tangente é x’'(s) = d—x(s).
s
Definiamo il vettore curvatura
£ 2 2
X' (s) = x(s) = 3 (9)g + D a3} (5%, (533)
i=1 i,j=1
dove
0%x
qi,q;5 8%8%
Il vettore curvatura si pud scrivere in ogni punto x( della superficie univocamente nella forma
x"=k,N+7 (5.34)

dove T € Ty,. Inoltre, dato che x" - x” = 0, 7 risulta perpendicolare sia a N che a x’. Dunque 7 = kN A x’
e la (5.34) si scrive
x" =k, N+ kN AX. (5.35)

I due scalari &y, (s) e k¢(s) prendono il nome di curvatura normale e curvatura geodetica rispettivamente.
Dalla (5.35) si trova
ke =x" -NAX, (5.36)

OvVVvero
ke =x' Ax"-N. (5.37)
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Equivalentemente, introducendo i versori della terna intrinseca alla curva
/ ]‘ 1

t=x, n=_x, b=x'Ax",
rispettivamente versore tangente, normale e binormale (k > 0 curvatura), possiamo esprimere la (5.37) come
k; = kN - b, (5.38)

formula che mette in evidenza il carattere non intrinseco della curvatura geodetica, in quanto relativa alla
immersione della curva nello spazio euclideo R3.

Da (5.35) appare chiaro che ’annullarsi di &; significa l’allineamento della direzione normale alla curva con
la normale alla superficie. La stessa conclusione si pué far derivare da (5.37), in quanto k; = 0 equivale a t,
n e N complanari, ovvero che la normale alla superficie appartiene al piano osculatore della curva. Dato che
sia N che n sono, in ogni caso, perpendicolari a t, si conclude che una curva con curvatura geodetica nulla
ha la normale n allineata con la normale alla superficie N.

Si vede facilmente che annullarsi dell’espressione (5.37) (ovvero (5.38)) in un punto della curva non dipende
dalla parametrizzazione scelta sulla curva. Infatti, se A € un secondo parametro per la curva, dalle formule
di derivazione (si indica con il punto la derivazione rispetto a \)

X(A) = 3(V)x/(s), X(A) = 82 (V)x"(s) +5x/(s),

si trova .
"(s(A L, A "W (A
X (8( ))_ SQ(}\) X( )_ 83()\))(( )
Dalla (5.37) si ha dunque
ki(\) = mx(k) AX(A) - N(x(N)). (5.39)
Pertanto, ’annullarsi della curvatura geodetica, ossia
x(A) Ax(A)-N(x(N) =0 (5.40)

é una proprietd geometrica.

Vogliamo ora mostrare che la validita di (5.40) in ogni punto della curva corrisponde alla richiesta che la
curva sia una geodetica della superficie di appartenenza. Per le sottovarieta bidimensionali di R?, dunque,
le curve geodetiche sono caratterizzate dalla proprietd geometrica di avere la direzione normale n parallela
a quella della normale N alla superficie in ogni punto.

Per mostrare questo fatto, consideriamo una curva sulla superficie parametrizzata mediante ascissa curvilinea
x(q1(s), q2(s)) e confrontiamo la rappresentazione del vettore curvatura (5.35) con la (5.33). Ciascun vettore
Xgiq;5 J = 1,2 di quest’ultima formula ¢ esprimibile come combinazione della base x4, , X4,, N:

2
Xq'ivfb = Z a?,kXQh =+ Bi,jNv 7"] = la 2. (541)
h=1

Sostituendo le (5.41) nella (5.33) si trova

2 2 2
X"(s) = |a+ > aldd) | xg + D Bijdig}N (5.42)
h=1

7,j=1 i,j=1

I confronto tra (5.42) e 5.35) permette di scrivere

2
k=Y Bijdid (5.43)
ij=1
Le quantita
ﬂi,j = Xg;,q; - N, i,7=1,2 (5.44)

definiscono i coefficienti della seconda forma fondamentale della superficie.
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oN
8qj ’

Sempre dal confronto tra le medesime equazioni si trova

Esercizio 5.10 Mostrare che B; j = —x; -

2
ktN A X/ = XI/ - an = Z + Z 8%} jq;/q;/ Xgp -

3,j=1

Dato che i vettori x4, € x4, sono linearmente indipendenti, I’annullarsi della curvatura geodetica é dunque
equivalente al sistema di equazioni

- Z afiqlq) =0, k=12 (5.45)
i,j=1
Basta ora verificare che af ; = T'};, dove I'}; sono i simboli di Christoffel definiti in (5.26), per dimostrare

che la condizione (5.45) equlvale alle equazioni delle curve geodetiche (5.25).
Poniamo ['jpj = Xy, ¢, - Xq;- Si ha T'ig; = [yy; e, dalla (5.41)

Zk] Za1 9.k i7k7j =12 (546)
D’altra parte:
0915 = Xgi,q; " Xar T Xg; * Xgp,q; = Uik + Diji-
aqk i dj i dj
Permutando gli indici ¢, k e j si ottiene per somma e sottrazione:
1 (0gir  0gi; Ogr;
F'k‘—( = - 5.47
"2\ 9¢  Oq Og; (5.47)

Introducendo poi la matrice inversa alla (g; ;):

i\J - 1 g22 —g1,2
(9"7) = (9i) ' = ——— ( ' ),
91,2

g1,192,2 — —91,2 91,1
si ha dalle (5.46) e (5.47)

2
1 0gin . Ogin 09 .
k _ k,h 5 75 5] _
@ =529 (asj T e " ae, ) MR EL2

ossia esattamente le (5.26).

5.8 Coordinate controvarianti e covarianti

Dato uno spazio vettoriale V di dimensione ¢ e una sua base (uj, ...u,), un qualunque vettore v € V puo
essere espresso univocamente tramite la combinazione lineare

’
v:E alv;, ab,...a* eR.

I numeri reali a’,...,i = 1,/, si dicono componenti controvarianti del vettore v rispetto alla base
(uy,...uy). Convenzionalmente, si usa porre gli indici in alto per tali componenti.

Se utilizziamo una seconda base (w1, ... wy) per il medesimo spazio vettoriale V| il vettore u; della prima
base dovra esprimersi mediante componenti controvarianti 7}, ... ,nf, i =1,...,¢ rispetto alla nuova base,
ovvero

W=y nlwy, i=1,...,L (5.48)



Se dunque il generico vettore v ha componenti controvarianti (!, ..., a’) nella seconda base, ossia v =

L
> a'w;, si ha dalla (5.48)

i=1
¢

v = g a'nlw;
ig=1

che, per 'unicita della rappresentazione in una medesima base, comporta

¢
ol =Y "maf, i=1,...0 (5.49)
k=1
ovvero, in forma matriciale, « = ATa, dove a = (a',...,a"), a = (a',...,a’) (vettori colonna) e la matrice
A ha per elementi (A);; =7, 4,7 =1,....,L
La (5.49) fornisce la regola di trasformazione delle componenti controvarianti nel passare dalla base (uy, ..., ug)
alla base (wq,...,wy).
Se chiamiamo f ’endomorfismo (applicazione lineare dello spazio in sé) di V definito da f(u;) = wy,
i1 =1,...,¢, la matrice B associata a tale applicazione viene determinata dalle relazioni
z .
wi=» 6y, i=1,... (5.50)
j=1
ponendo (B);; = 9?, i,7 = 1,...,¢. La (5.50), in altri termini, specifica le componenti controvarianti dei

vettori della base nuova rispetto alla base di partenza.

Sostituendo (5.50) in (5.48), ¢ immediato verificare che AB = I, ovvero che la matrice A (matrice associata
al calcolo delle nuove componenti controvarianti) e B (matrice del cambiamento di base) sono una inversa
dell’altra. Naturalmente, la situazione € speculare, nel senso che la matrice A é la matrice dell’endomorfismo

g = f~! definito da g(w;) = w;, i = 1,...,¢ (matrice del cambiamento di base), mentre B ¢ la matri-
ce associata alla trasformazione delle componenti controvarianti nel cambiamento di base (wq,...,w) —
(ug,...,ug):
¢
a' =Y 0paF, i=1,... (5.51)
k=1

ovvero a = BT a.

Uno spazio vettoriale V si dice spazio vettoriale euclideo se é assegnata in esso una forma bilineare
simmetrica non degenere, ovvero un’applicazione ¢ : V x V — R tale che

(i) p(vi+va,v3) = (vi,v3) + ¢(v2,Vv3), p(Vi, V2 + v3) = ©(V1,V2) + ¢(V1,V3), per ogni vi, vz, v3 €V,
(1) p(avi,ve) = ap(vy, va) = ©(vi,ave), per ogni vi, vo € V e per ogni a € R,

(7i1) o(v1,va) = p(ve, V1) per ogni vi, vo € R,

(tv) se p(v,v1) =0 per ogni v € V, allora v = 0.

L’applicazione ¢ viene detta prodotto scalare. Due vettori vq, vo € V si dicono ortogonali se ¢(vy,va) =
0. La condizione (iv) di non degenerazione significa dunque che I'unico vettore ortogonale a tutti i vettori
dello spazio é il vettore nullo.

Fissata una base (uy,...,uy) di V, indichiamo con g; ; i prodotti scalari (u;,u;). Se v, vo € R hanno
componenti controvarianti rispettivamente (a',...,a’) e (b',...,b%), si ha, per le proprieta del prodotto
scalare:

4
(Vl,Vz) = Z gi,jaibj, (552)
i,7=1

ovvero, in forma matriciale, (vy, vo) = a’ Gb, dove a = (a',. .., a"), (la trasposizione da luogo ad un vettore
riga), b = (b',...,b%) G & la matrice £ x ¢ di elementi g; j, 5,5 = 1,...,¢.
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Se utilizziamo una seconda base (w1, ..., wy) per lo spazio V, se (a!,...,af) e (8%, ..., 3%) sono le compo-
nenti controvarianti di vi e vg, rispettivamente, nella nuova base, si ha

¢
(vi,va) = Y vij0'B =a'Tp (5.53)
ij=1
dove ; ; = (w;,w;) e I & la matrice di elementi (I'); ; = 7,5, ¢,j = 1,...,¢. Richiamando la (5.50), si vede
subito che ,
Yig =Y 07659 (5.54)
r,s=1

ovvero I' = BGBT, con (F)iﬂ' = Yi,j> 7,,] = 1, AN ,f.

Osservazione 5.3 La matrice rappresentativa I' & simmetrica, ovvero T'T = —T7T [risp. antisimmetrica,
ovvero I'T = —T'] se e solo se G & simmetrica [risp. antisimmetrica].

Questo permette di verificare facilmente che le espressioni (5.52) e (5.53) coincidono, in quanto
oTTB =a’ ABGBT ATb = a’ Gb. (5.55)
Esercizio 5.11 Verificare che la proprietd (iv) di non degenerazione é equivalente a richiedere det G # 0.

La forma bilineare ¢ si dice definita positiva se ¢(v,v) > 0 per ogni vettore v € V non nullo, ovvero se

¢
Z gija‘a’ =a’Ga >0 perogni(ai,...,a;) # (0,...,0). (5.56)

ij=1
Esercizio 5.12 Verificare che la proprieta (5.56) & indipendente dalla scelta della base per lo spazio V.
Il prodotto ¢(v,v) = a’Ta si dice forma quadratica associata al prodotto ¢.
Proposizione 5.2 Se la matrice I' é antisimmetrica, allora p(v,v) =0 Vv € V.

Uno spazio vettoriale in cui é fissata una base (uq,...,uy) e dotato di una forma bilineare simmetrica definita
) 9
positiva si dice propriamente euclideo e in esso possiamo definire la norma

vl == ' =+vaTGa (5.57)
dove v ha componenti controvarianti a rispetto alla base scelta e g; ; = (u;,u;), 4,5 =1,...,¢. Scegliendo una
seconda base (w1, ..., wy), in base alla (5.55) abbiamo ||v|| = Va T« dove (a1, ..., ap) sono le componenti
controvarianti di v nella nuova base e (I'); ; = (w;,w;), 4,7 =1,..., L.

Dato il vettore v dello spazio V, si definiscono componenti covarianti di v rispetto ad una base prescelta
(uy,...,us) le quantita
a; = (v,u), i=1,...¢. (5.58)

Rispetto ad un’altra base, si ha (vedi (5.50))

¢
o =V-owW; = g 0la;, i=1,...,¢
i=1

ovvero a, = Ba,, con a. = (a1,...,a), a. = (a1,...,ag). Si osservi che le componenti covarianti variano
come i vettori della base e non secondo la matrice inversa.
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La relazione fra componenti covarianti e controvarianti é la seguente:

4
ai:Zajgiw jZl,...,g.
j=1

Se dunque nello spazio V si adotta una base ortonormale, ovvero una base (eq,...,e.) tale che (e;,e;) =
8;,; (simboli di Kronecher), allora componenti covarianti e controvarianti coincidono: a; = a’, i =1,...,0 e
si ha la scomposizione
‘ ¢
vV = Zaiei = Z(v,ei)ei.
i=1 i=1

5.9 Prodotto vettoriale e endomorfismo associato

Sia (uj,us,u3) una base ortonormale per lo spazio R®. Fissato un vettore non nullo w in R? di coordinate
(w1, we, ws) rispetto alla base scelta, possiamo pensare al prodotto vettoriale

WAy = (yz3wz — yawz)uy + (y1wz — yswi)ug + (yow1 — y1w2)us, y = yiup + yausz + ysus

al variare di y € R3, come un’applicazione lineare f di R? in s¢ (endomorfismo):

fly)=wAy. (5.59)

Come ¢ noto, I’endomorfismo é completamente determinato dai valori su una base:

3
f(ul) = Zai,juj, Z = 1,273.
j=1

3 hn
Il vettore f(y), dove y = > y;u;, si ottiene calcolando AT | y» |, essendo A ¢ la matrice a; j, 4,5 = 1,2, 3.
=t Y3
Dato che wAu; = wsus—wsougz, WAU, = —w3Uu;+wiusg, WAU3 = woU] —wiUsg, la matrice dell’endomorfismo
(5.59) é
0 w3 — W2
W = —Wws3 0 w1
wo — W1 0

Dungque, eseguire il prodotto vettoriale w Ay corrisponde ad applicare la matrice W7 alle componenti di y
rispetto alla base scelta:

Y1 0 -—w3z we (1
WAy = wT Yo = w3 0 —w1 Yo . (560)
Y3 —wy Wi 0 Y3

Si osservi che W é una matrice antisimmetrica.

La (5.60) va intesa nel senso che le componenti del vettore w Ay (di per s¢ definito intrinsecamente) nella
base scelta per scrivere W e le componenti di y si ottengono mediante il prodotto matrice per vettore indicato
dalla formula.

Se utilizziamo una differente base 1,1z, 3 per lo spazio, la matrice dell’endomorfismo diventa W =
BWB™!, dove B ¢ la matrice bij, 1,7 = 1,2,3, del cambiamento di base, che si ottiene dalle relazioni

3
u; = E biyjuj, 1= 1,2,3,
J=1
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3
mentre le componenti del vettore y nella nuova base (ossia i coefficienti g; tali che y = > g;1;) diventano
i=1

"N Y1
yg = (Bil)T Y2 . (561)
Y3 Y3

L’endomorfismo nella nuova base si scrive pertanto

~ 7 Y1 Y1
wAy=W'l 5 | =[BHYWBTB YW | g |=BHYW| g
Ys Y3 Y3
Y1
cosi che il risultato coincide, come dev’essere, con le componenti del vettore W7 |y di (5.60) trasfor-

Y3
mate secondo la regola (5.61). Si osservi che W & ancora antisimmetrica.
5.10 Promemoria di formule utili

Elenchiamo alcune formule utilizzate pitt volte nelle dispense. La verifica di ognuna di esse, come anche la
precisazione delle regolarita richieste per le funzioni coinvolte, sono a cura del lettore.

Matrice Jacobiana. Se F(y) = (Fy(z1,...,2N), .., Fa(21,...,2n)), X = (z1,...,z5) € U CRY, é una
funzione vettoriale a valori in RM | il simbolo J,F(x) denota la matrice Jacobiana M x N di elementi 637;,
i=1,...,.M,j=1,...,N:
Oxq Ozo Oxn
oF,  oF, oF;
J.F O0x; O0xa Oxn (5.62)
OF OF OF
0x1 Oxo oz N

Matrice Hessiana. Data una funzione f definita per x = (x1, ...

hessiana la matrice N x N Hyf = Jx(Vxf), ovvero

,xy) € U C RY e a valori reali, si chiama

0 9 (oF 0_(oF
0x1 Oxo \ 011 Jdry \ 0z
9 0_(oF
Hyf = dxy Oxn \ Ozz (5.63)
i aF 5 ....aF
81‘1 8.13]\[ 81‘]\[ 81‘]\7

La matrice H é ovviamente simmetrica ogni volta che nelle derivate seconde si pud invertire l’ordine di
derivazione (per questo é sufficiente che le derivate seconde siano continue, Teorema di Schwarz).
Proprieta del prodotto scalare. Sia a un vettore di R, b un vettore di R™ e A una matrice M x N.
Si ha:

a-Ab = A"a - b. (5.64)
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Derivata totale di una funzione f: U C R xR — R;

d af

— t — .

SHGK(t),6) = Vuf %+ (5.65)
Derivata totale di un vettore: se v(y,t) = (v1(y,t),...,vm(y,t)) € una funzione vettoriale definita per

y €U CRYN, t eI CR avalori in RM| la derivata lungo il moto y(t) é

d . ov
00 = O30+ G (5.66)

In particolare, se y = (x,%) si ha:

d . . . ov
&v(x(t),x(t),t) = (Juv)Xx(t) + (Jxv)x(t) + 5 (5.67)
Se v = Vi f(x,%,t), si ha:
4 (eh) =¥, (ﬁ) Vof. (5.68)

Gradiente composto. Sia f(x) una funzione da U C RY in R e x = x(y) una funzione definita per
y € VCRM avaloriin U. Se f : V — R ¢ la funzione f(y) = f(x(y)), si ha

VYfN(y) - (JyX)Tvxf|x:x(y)- (5.69)

Se in particolare x = x(y) ¢ una trasformazione invertibile di variabili da U C R¥ in R¥, si ha anche

Vi f(x) = ( xY)Tvyf‘y y(x)-
Gradiente di un prodotto scalare. Siano a(x), b(x) due funzioni vettoriali definite per x € U aperto di

RY ¢ a valori in RM.
Vs (a0%) - b(x)) = [xa()]"b(x) + [ub(x)] a(x). (5.70)

Jacobiano composto. Sia F(x) = (Fi(x),...,Fs(x)) una funzione vettoriale definita per x € U e
codominio in R e x = x(y) una funzione definita per y € V' C RM a valori in U.

Chiamando F : V — RS la funzione F(y) = F(x(y)), si ha:
JyF(y) = JeF|xx(y) JyX(y) (5.71)

e,se M = N e x(y) ¢ invertibile: JxF(x) = Jyf‘|y:y(x)ny(X).
Jacobiano con gruppi di variabili. Siano F = (Fi(x,y),..., Fs(x,y)),
due funzioni vettoriali definite per z = (x,y) € U x V. C RN¥NtM x ¢
H(z) = (F(2),G(z)), H: U x V — R3*tE i ha:

= (Gl(xvy)a"'aGR(va))v
RV, y € V C RM, Detta

JxF(x,y) JyF(Xa y)
J.H(z) = (5.72)
JxG(x,y) JyG(xy)

(osservare che J,H ¢ una matrice (S+ R) x (N+ M), JxFeé Sx N, JJF ¢ Sx M, JxG e Rx N, J,G ¢
R x M).
Derivata totale seconda di f(x,t). Sia f come in (5.65), con derivate seconde continue. Si ha:

of 9% f
3t) o

d2

Ef(x(t) t) = (Hxf)X - %+ Vxf -Xx+2Vy ( (5.73)

%f(x7 t). Applicando la (5.65) a f1, si

e, tenuto conto delle (5.70) e (5.72), si giunge alla (5.73). Si osservi che si

Per dimostrare la (5.73), si chiama y = (x,%x) € U x R® e fi(y,t) =

trova fl(Yv t)=Vyfi1- Y+86ft
of

h - «f
suppone anche Vy T tV f
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Jacobiano di una matrice per un vettore. Sia A(x) una matrice M x N i cui elementi dipendono dalle
variabili x € U C RS e b(x) = (b;(X), ..., by (x)) una funzione vettoriale da U in R"V. La matrice Jacobiana
Jx(Ab) (di dimensioni M x S) ¢& data da

N
TA)b)] = 3 [b1(x) T Asc(x)] + A(x) b (x), (5.74)
k=1

dove A1,...An € RM sono i vettori colonna della matrice A.
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