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内 容 简 介 

在‘两观测者作相对运动且真空中光速为有限值”场合下，两观测者对同一运动质点进

行观测时，必然在不同的时刻“见到”该运动质点处在不同的空间位置上。在两观测者各自

“见到”该运动质点的时刻及质点位置之间，必然存在着确定的数据转换关系，这种数学转

换关系称之为“时空变换”。“时空变换”完全是运动观测中客观形成的数据转换关系，而并

非是可以人为地‘设计出’的。因此，我们只能根据客观的物理事实与观测过程去寻找、‘发

现’这种唯一地客观存在的“时空变换”，而绝不可人为地去“创建、设计”甚至“拼凑、

编造”出一个“时空变换”数学式子。 

成功地发现唯一地客观存在于运动观测中的“时空变换”，是建立正确的运动观测理论

不可逾越的关键环节。笔者以独特的视角，依据客观的物理事实与观测过程建立正确、的物

理模型，进行严谨的数学推导与论证，首次发现了“两观测者作相对运动且真空中光速为有

限值”场合下唯一客观存在的“时空变换”，奠定了运动观测理论的基础。笔者发现的时空

变换是伽利略型的时空变换，而经典的伽利略变换 utxx −=′ ， yy =′ , zz =′ , tt =′ 则

是此时空变换在“真空中光速为无穷大”假定条件下或在“两观测者相对速度与光速相比甚

小”情况下的特例。 

笔者运用所发现的时空变换审视了天文学中具有四百年历史的极负盛名的开普勒定律

（Kepler’s Law），在理论上阐释了天文学中著名的“哈勃定律”(Hubble’s Law)并首次揭示

了“哈勃定律”的理论表达式。此外，还建立了对超高速飞行物的测速原理。 
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引 论 

创立适合于‘两观测者作相对运动及真空中光速为有限值’场合的运动观测理论，有

赖于建立正确的物理模型及相应的数学模型，进行严谨的数理推导，发现运动观测中唯一客

观存在的两观测者“各自观测到”同一运动质点的时刻及空间坐标之间的数学转换关系 —

“时空变换”。 

两观测者在相对运动中对某一运动质点进行‘一次观测’，其物理过程是：两观测者中

一个观测者被视为“静止”的观测者，此观测者在其时钟所指示的某个时刻，观测到质点的

位置，于是根据所测得的这些数据（观测到质点的时刻和位置）及其他已知的数据（如：两

观测者的相对速度及真空中光传播速率），‘推算出’对于他作相对运动的另一观测者观测到

该同一运动质点的时刻和位置。在进行‘一次观测’中，两观测者中只可有一个观测者被视

为‘静止’的，即两坐标系中只可以假设一个坐标系为“静止系”（简称“静系”），而相对

于“静系”作平移运动的另一坐标系则为“运动系”（简称“动系”）。 

为了描述运动观测的物理过程，需要建立物理模型及相应的数学模型，进行严谨的数理

推导，这样才能找到运动观测中客观存在的时空数据转换关系 —“时空变换”，才能建立正

确的运动观测理论。 

在数学上，“时空变换”方程组可以表为一个矢量方程，也可表为一组代数方程。时空

变换方程组包含‘一个’时间变换方程和‘三个’空间变换方程。应当指出，时空变换方程

组必须是一个不定方程组，即变量个数多于方程个数的方程组。 

根据运动观测过程建立相应的物理模型 — 物理场景： 

1.建立两个坐标系（三维欧氏空间），记为：K系和K ′系。K系的 x 轴、 y轴、 z 轴中没

有任何一个轴优越于另一个轴；K ′系的 x′轴、 y′轴、 z′轴中也没有任何一个轴优越于另

一个轴。始终保持： x′轴// x 轴， y′轴// y轴， z′轴// z 轴。 

2.两观测者分别固定在K系原点和K ′系原点。两观测者持有‘时钟’及‘测距工具’。K系

观测者测得的时间（K系时间）记为 t，K ′系观测者测得的时间（K ′系时间）记为 t′。 

3.两坐标系相对运动的起始状态为：在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合。 

4. 在 t
′， 0>t 时，K ′系相对于K系做平移运动，相对速度为u

r
。 

5.光波或电磁波为承载质点位置讯息的‘媒介物’。 

6.定义： 
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a.‘时空’之定义：[ ] ≡
T

tr )()( 时间，（三维）欧氏空间
r [ ] ≡T

tr，
r [ ][ ]TT

tzyx ，,, 为可量测的

“物理时空（Physical Space-Time）”，可命名为“伽利略时空（Galilean Space-Time）”。 

“伽利略时空”的度规为



































10

0

100

010

001

，可命名为“伽利略度规（Galilean Metric）”。 

b. 整个“宇宙”为伽利略时空 [ ] ≡T
tr，

r [ ][ ]TT
tzyx ，,, ，其‘子时空’ [ ]Ttr，

r
内之时空点

[ ]Tttr ，)(
r

满足光传播定律： cttr =)(
r

， .constc = c为真空中光传播速率，故有：

tdtrd ln)(ln =
r

，即光的“传播时空弹性”为 1
ln

)(ln
==

td

trd
r

ε ，因此，有：

[ ] [ ]TT
ttrttr λλλ ，， )()(

rr
= [ ]Tttr λλ ，)(

r
= ，示于图 0-1。 

r
r
      

[ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ]Tttr ，)(
r

λ  

 

)(tr
r
λ                  )( tr λ

r
 

)(tr
r

                        光阵面 

 

[ ]Tttr ，)(
r

 

t    tλ                t  

图 0-1 [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ]Tttr ，)(
r

λ  

因此，按物理实质，伽利略时空 [ ]Ttr，
r

为“光照时空”（Illuminated Space-Time）。 

c. K 系观测者在时刻 t 观测到运动质点的位置坐标记为 )(tr
r [ ]Ttztytx )(),(),(= 。

[ ]Tttr )(
r

为K系观测者‘在时刻 t观测到运动质点 )(tr
r

时’指向该质点的“观测矢量”

（Observation Vector），同时也是该运动质点在时刻 t的“光照矢量”（Illuminated Vector）。 

d. K ′系观测者在时刻 t′测得运动质点的位置坐标记为 )(tr ′′
r [ ]Ttztytx )(),(),( ′′′′′′= 。

[ ]Tttr ′′′ )(
r

为K ′系观测者‘在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’指向该质点的“观测矢

量”，同时也是该运动质点在时刻 t′的“光照矢量”。 
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e. [ ]Tttr ，)(
r

为‘K系观测者在时刻 t观测到运动质点 )(tr
r

时’的“时空点”。 

[ ]Tttr ′′′ ，)(
r

为‘K ′系观测者‘在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’的“时空点”。 

***************     ***************     *************** 

可以将两观测者对运动质点进行观测的情况画成观测矢量图，示于图 0-2。 

 

K ′系观测者    )(tr ′′
r

   K ′系时空点 

K 系时空点 

距离矢量 tu ′
r

           tutrtr ′+′′=
rrr

)()(  

 

K系观测者 

图 0-2 两观测者对运动质点进行观测的情况 

图 0-2 中，“K ′系观测者在时刻 t′的观测矢量 )(tr ′′
r

”，通过“K ′系观测者在时刻 t′离

K 系观测者的距离矢量 tu ′
r

”与“ K 系观测者在时刻 t的观测矢量 )(tr
r

”构成一个矢量合

成三角形，此三角形称为“观测矢量三角形”。 

于是，我们可以给出以下定义： 

“若互作相对运动的两观测者在同一时刻观测到同一运动质点，则两观测者在此时刻

的观测矢量通过两观测者之间在此时刻的距离矢量构成一个矢量合成三角形，此三角形称

为‘观测矢量三角形’” 

在实质上，伽利略变换所刻画的是：在真空中光速为无穷大之假定条件下，或在坐标系

相对速度与光速相比较是非常小的情况下，互作匀速直线运动的两观测者在同一时刻观测到

同一运动质点，使得两观测者在同一时刻的观测矢量通过两观测者之间的距离矢量构成观测

矢量合成关系： 

tutrtr ′+′′=
rrr

)()(  

tt ′=  

[ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
v

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
v

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

上面的图 0-2 就是伽利略变换的观测矢量图。 
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笔者成功地发现了“两观测者作相对运动及真空中光速为有限值”场合下唯一客观存在

的时空变换： 

])([1)( tutr
c

u
tr ′+′′








+=

rr
r

r
 

t
c

u
t ′








+=

r

1  

式中： [ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
v

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
v

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

， c为真空中光速 

此时空变换的观测矢量图示于图 0-3。 

K 系时空点 

 

K ′系观测者     )(tr ′′
r

 

K ′系时空点 

距离矢量 tu ′
r

 

 

K系观测者                            ])([1)( tutr
c

u
tr ′+′′•








+=

rr
r

r
 

图 0-3 时空变换的观测矢量图 

这就是‘两观测者作相对运动及真空中光速为有限值’场合下唯一客观存在的两观测

者观测到同一运动质点的时间及空间坐标之间的数学转换关系 —“时空变换”。 

此时空变换为笔者首次发现，故命名为“周方变换”。可以看到，周方变换是伽利略型

时空变换，与伽利略变换不仅同型、同构，而且伽利略变换是周方变换的一个特例。因此，

也可将“周方变换”称为“伽利略-周方变换”（Galilean–Zhou Transformation）。 

笔者通过伽利略-周方变换审视了天文学中具有四百年历史的极负盛名的开普勒定律

（Kepler’s Law），在理论上阐释了天文学中著名的“哈勃定律”(Hubble’s Law)并首次揭

示了哈勃定律的理论表达式。此外，还建立了对超高速飞行物的测速原理。伽利略-周方变

换就是那种将超高速运动摄像装置传来的摄制图象进行转换，还原为实时景象的所谓“时空

透镜”。 

伽利略-周方变换之被发现，为创立正确的适合于‘两坐标系作相对运动及真空中光速

为有限值’场合的运动观测理论奠定了基础。 
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第一章 

“速度、加速度及高阶加速度不变性”定律 

定义： 

a.‘时空’之定义：[ ] ≡
T

tr )()( 时间，（三维）欧氏空间
r [ ] ≡T

tr，
r [ ][ ]TT

tzyx ，,, 为可量测的

“物理时空（Physical Space-Time）”，可命名为“伽利略时空（Galilean Space-Time）”。 

“伽利略时空”的度规为



































10

0

100

010

001

，可命名为“伽利略度规（Galilean Metric）”。 

b. 整个“宇宙”为伽利略时空 [ ] ≡T
tr，

r [ ][ ]TT
tzyx ，,, ，其‘子时空’ [ ]Ttr，

r
内之时空点

[ ]Tttr ，)(
r

满足光传播定律： cttr =)(
r

， .constc = c为真空中光传播速率，故有：

tdtrd ln)(ln =
r

，即光的“传播时空弹性”为 1
ln

)(ln
==

td

trd
r

ε ，因此，有：

[ ] [ ]TT
ttrttr λλλ ，， )()(

rr
= [ ]Tttr λλ ，)(

r
= ，示于图 1。 

r
r
      

[ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ]Tttr ，)(
r

λ  

 

)(tr
r
λ                  )( tr λ

r
 

)(tr
r

                        光阵面 

 

[ ]Tttr ，)(
r

 

t    tλ                t  

图 1 [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ] =T
ttr λλ ，)(

r [ ]Tttr ，)(
r

λ  

因此，按物理实质，伽利略时空 [ ]Ttr，
r

为“光照时空”（Illuminated Space-Time）。 

c. K 系观测者在时刻 t 观测到运动质点的位置坐标记为 )(tr
r [ ]Ttztytx )(),(),(= 。

[ ]Tttr )(
r

为K系观测者‘在时刻 t观测到运动质点 )(tr
r

时’指向该质点的“观测矢量”

（Observation Vector），同时也是该运动质点在时刻 t的“光照矢量”（Illuminated Vector）。 
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d. K ′系观测者在时刻 t′测得运动质点的位置坐标记为 )(tr ′′
r [ ]Ttztytx )(),(),( ′′′′′′= 。

[ ]Tttr ′′′ )(
r

为K ′系观测者‘在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’指向该质点的“观测矢

量”，同时也是该运动质点在时刻 t′的“光照矢量”。 

e. [ ]Tttr ，)(
r

为‘K系观测者在时刻 t观测到运动质点 )(tr
r

时’的“时空点”。 

[ ]Tttr ′′′ ，)(
r

为‘K ′系观测者‘在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’的“时空点”。 

物理场景： 

1.建立两个坐标系（三维欧氏空间），记为：K系和K ′系。K系的 x轴、 y轴、 z 轴中没

有任何一个轴优越于另一个轴； K ′系的 x′轴、 y′轴、 z′轴中也没有任何一个轴优越于另

一个轴。始终保持： x′轴// x轴， y′轴// y轴， z′轴// z 轴。 

2.两观测者分别固定在K系原点及K ′系原点。两观测者持有相同的‘时钟’及‘测距工具’。

K系观测者测得的时间（K系时间）记为 t，K ′系观测者测得的时间（K ′系时间）记为 t′。 

***************     ***************     *************** 

设：K系观测者与K ′系观测者处在不同地点。他们之间的距离（矢量）为 s
r
。 

两观测者在同一时刻（ tt ′≡ ）观测到运动质点 tE 之情况示于图 2。 

K ′系观测者o′   )(tr ′
r

  运动质点 tE  

 

距离矢量 s
r

           ( ) strtr
rrr

+′=)(  

 

K系观测者o  

图 2 两观测者同时（ tt ′≡ ）观测到运动质点 tE  

图 2中,K 系观测者在时刻 t对运动质点 tE 的观测矢量 )(tr
r

与K ′系观测者在同一时刻

（ tt ′≡ ）对质点 tE 的观测矢量
tEO′ )(tr ′=

r
通过距离矢量 s

r
形成（在时刻 t的）‘观 

测矢量合成三角形
tEOO ′∆ ’。这表示‘两观测者在同一时刻 tt ′≡ 均观测到运动质点 tE ’。 

因此有：                    ( ) strtr
rrr

+′=)(  

即：                         =′ tEO )()( trstr ′=−
rrr
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图 2 中， tEO′ 为运动质点
tE 在时刻 t“相对于 K ′系观测者之位置 ])([ str

rr
− ”：

=′ tEO )()( trstr ′=−
rrr

， tEO′ 同时又是运动质点
tE 在时刻 t′“在 K ′系内之位置 )(tr ′′

r
”：

 

)(trEO t ′′=′
r

。 

故有： =′ tEO )()( trstr ′=−
rrr

及 )(trEO t ′′=′
r

，从而得： 

)()( trtr ′≡′′
rr

 

表为伽利略时空[ ]Ttr，
r

内的时空点： 








 ′
≡








′

′′

t

tr

t

tr )()(
rr

 

从而得： 

[ ] [ ]
,

)()(
n

n

n

n

dt

trd

td

trd ′
≡

′
′′

rr

   

......21 ，，=n
 

由此可得结论：不论是K ′系观测者进行观测，还是K 系观测者进行观测，两者得到的

被观测质点的速度、加速度、… 是一致的，即：
[ ] [ ]

,...2,1,
)()(

=
′

≡
′
′′

n
dt

trd

td

trd
n

n

n

n rr

。也就

是说，伽利略时空内被观测质点 [ ]Tttr ′′′ ，)(
r

的运动速度及加速度等，均不因观测者所处地

点而变，简言之，被观测质点的运动速度及加速度等，是绝对的，不随观测者所处地点而变。 

由此得到一个十分重要的结论：质点的运动速度以及各阶加速度均是绝对的，与观测

者在何处对该质点进行观测无关，也就是说，与参考系的选择无关。此定律可称为“速度、

加速度及高阶加速度不变性”定律。 

“速度、加速度及高阶加速度不变性”定律是一条‘自然定律’，此定律同样也适用于

‘真空中光传播速率’：“真空中光传播速率为恒定值（约
5

100.3 × 仟米/秒），乃是光的固有

属性，与观测者在何处接受此光线无关，即与参考系的选择无关”。这就是人们经常（误）

称的“光速不变原理”。在国外有关文献中，往往将它写成“Principle of the constancy of 

the velocity of light”。笔者宁愿将她称为“光速不变性”定律。 

其实，“速度、加速度及高阶加速度不变性”定律与“相对性原理”是相通相容的。 

伽利略变换以及伽利略型的时空变换均满足伽利略时空 [ ]Ttr ,
r

[ ][ ]TT
tzyx ，,,≡ 内之“速

度、加速度及高阶加速度不变性”定律。 
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“速度、加速度及高阶加速度不变性”定律是建立“运动观测理论”不可或缺的基础

定律之一。“速度、加速度及高阶加速度不变性”定律所处之地位与‘闽可夫斯基时空’的

“时空间隔不变性”准则相当。 

***************     ***************     *************** 
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第二章 

“相对性原理”的数学描述及实际表现 

一、“相对性原理”的意义及内涵 

建立科学理论，其目的就是为了认识客观事物的自然规律。这种理论必须使不同坐标系

内的观测者都能够观测到相同的物理规律，这样的理论才有实际价值。 

将“相对性原理”用文字表述为： 

“物理体系的状态据以变化的定律，同描述这些状态变化时所参照的坐标系究竟是用

两个在互相匀速移动着的坐标系中的哪一个并无关系。” 

“表述客观定律的数学关系式在互作匀速直线平移相对运动的各个坐标系内具有相似

的形式”，即通常所称的“相对性原理”，对于我们探索与认识客观的自然规律具有特别重要

的意义。这里应当指出，“相对性原理”所要求的是客观定律的数学关系式在各个坐标系内

保持相似的“形式”，而并不要求数学关系式所描述的客观定律在各个坐标系内表现为相同

的“规模大小”。  

为了推导出时空变换的数学表达式，必须在数学推导过程中实际运用“相对性原理”。

为此，我们必须运用数学语言来表述“相对性原理”，找到时空变换方程组满足“相对性原

理”的充分必要条件，并将此条件引入实际的数学推导之中，以确定时空变换方程组中的各

项系数。 

 笔者以为，“相对性原理”可以更明确地表述为： 

“互作匀速直线运动的两观测者 A 和 B 对同一运动质点进行观测时，观测者 A（B）‘见

到’该质点的时刻及空间坐标与观测者 B(A)在观测中‘所推测的’观测者 A（B）‘见到’

该质点的时刻及空间坐标完全一致。”  

或表述为： 

“互作匀速直线运动的两观测者对同一运动质点进行观测时，一个观测者‘观测到’

该质点的时刻及空间坐标就是另一个观测者在观测中‘所推测到的’，对两个观测者皆是如

此。”  

下面，我们讨论时空变换方程组满足“相对性原理”的充分必要条件。不失一般性，我

们只需讨论一维时空的情况。 

现有时间变换式 CtAxt +=′ 与空间变换式 )( utxBx −=′ 组成的时空变换方程组： 
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)( utxBx −=′  

CtAxt +=′  

式中u为坐标系相对速度。 

这个联立方程组可以换写成如下形式： 

ButBxx −=′  

CtAxt +=′  

联立方程组的矩阵T为： 








 −
=

CA

BuB
T  

矩阵T为可逆矩阵，故必有 0det ≠+= ABuBCT 。这时，必存在方程组的逆矩阵 invT ： 









−

=
BA

BuC

T
Tinv

det

1
 

容易验证，联立方程组的矩阵T与逆矩阵 invT 总能满足以下恒等式：

 









≡







 −








−

=
10

01

det

1

CA

BuB

BA

BuC

T
TTinv  

即： 









≡







 −








−+

=
10

011

CA

BuB

BA

BuC

ABuBC
TTinv  

在上式中，将C替换为B，上面这个恒等式仍然成立，即：

 









≡







 −








−+ 10

011
2 BA

BuB

BA

BuB

ABuB
 

 

二、变换方程组满足“相对性原理”之充分必要条件 

现设：时空变换方程组为 

)( utxBx −=′   

BtAxt +=′  

方程组的变换矩阵为 






 −
=

BA

BuB
S ，且 0det

2 ≠=+= kABuBS 。 
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方程组的逆变换矩阵为 







−

=
BA

BuB

S
S inv

det

1
。 

显然，这个变换方程组具有以下两项性质： 

（a）变换方程组的变换矩阵 S为可逆矩阵； 

（b）当两观测者互换“静、动地位”时客观定律之数学关系式保持不变，故变换方程组的

变换矩阵 S与逆变换矩阵 invS 具有相同的张量形式。 

我们说，具有（a）、（b）两项性质的变换方程组 

)( utxBx −=′  

BtAxt +=′  

满足“相对性原理”。 

由此可得：时间变换式 CtAxt +=′ 与空间变换式 )( utxBx −=′ 组成的变换方程组 

)( utxBx −=′  

CtAxt +=′  

满足“相对性原理”之充分必要条件可表为如下联立方程组： 

 

 

 

由于 k )0( ≠k 可以是任何实数，所以必须利用“相对性原理”以外的其它数理条件给

出数值 k )0( ≠k 及 A（或B，或C），才能够确定时空变换方程组 

)( utxBx −=′  

CtAxt +=′  

的各项系数。 

对于具有如下特殊形式（时间变换式中不含‘ x’项）的时空变换方程组： 

)( utxBx −=′  

Ctt =′  

 “相对性原理”的充分必要条件则很简单，就只有：  

CB =  

在这种情况下，只需采用在物理上正确的合理的数学模型单独推导出时间变换式

CB =  
0≠=+ kABuBC  
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Ctt =′ ，就可惟一地确定时空变换方程组： 

)( utxCx −=′    

Ctt =′  

可以看出，这是一个“伽利略型”的时空变换方程组。 

容易验证：“伽利略型”的时空变换方程组 

)( utxCx −=′    

Ctt =′  

（ 0>C ） 

能够满足“相对性原理”。 

下面对三维空间时空变换方程组进行验证。 

设：K ′系相对于K系沿K系 x轴作匀速直线平移运动，且始终保持 x′轴平行于 x 轴、y′轴

平行于 y轴及 z′轴平行于 z轴，这时三维空间时空变换方程组为： 

)( utxCx −=′ ， 

Cyy =′ ， 

Czz =′ ， 

Ctt =′  

表为矩阵形式： 



































 −

=



















′

′

′

′

t

z

y

x

C

C

C

CuC

t

z

y

x

000

000

000

00

 

方程组的变换矩阵Φ为：

 

















 −

=Φ

C

C

C

CuC

000

000

000

00

















 −

=

1000

0100

0010

001 u

C

 

逆变换矩阵
1−Φ 为： 
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



















=Φ−

3

3

3

33

4

1

000

000

000

00

1

C

C

C

uCC

C


















=

1000

0100

0010

001

1

u

C
 

可见，变换矩阵Φ与逆变换矩阵
1−Φ 具有完全相同的张量形式。而且，有： 

















 −

=Φ×Φ −

1000

0100

0010

001

1

u

C



















×

1000

0100

0010

001

1

u

C
 



















=



















×

















 −

=

1000

0100

0010

0001

1000

0100

0010

001

1000

0100

0010

001 uu

 

所以，时空变换方程组 

)( utxCx −=′ ， 

Cyy =′ ， 

Czz =′ ， 

Ctt =′  

满足“相对性原理”。验证毕。 

后面，我们将发现时空变换方程组满足“相对性原理”的实际表现是： 

“在K ′系（ K 系）观测者对 K 系（K ′系）观测者的相对运动速度为u
r
（ u

r
− ）的情

况下，K系（K ′系）观测者依据在时刻 t（ t′）测得运动质点位置 r
r
（ r ′

r
），推测出K ′系

（K系）观测者在时刻 t′（ t）测得运动质点位置 r ′
r

（ r
r
）。”  
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第三章 

多普勒效应 

在两坐标系间距离不断增大的相离运动中，以及在两坐标系间距离不断减小的相向运动

中，均产生多普勒效应，其原因是： 

1．光源对观测者有相对运动（u）； 

2．真空中光传播速率为恒定值（c），与光源运动无关。 

（A） 相离运动中，有： 

t

c

u
t

+
=′

1

1
 ，（ +∞<< u0 ） 

即：
                            

t
c

uc
t ′

+
=

 

在静系观测者看来，动系时间间隔变大了： 

tt
c

uc
t ′∆>′∆

+
=∆  

（B） 相向运动中，有：  

t

c

u
t

f−

=′

1

1
，（ cu f <<0 ） 

即：                            t
c

uc
t

f ′
−

=
 

在静系观测者看来，动系时间间隔变小了： 

tt
c

uc
t

f ′∆<′∆
−

=∆  

运动光源O连续发光过程示于图 3-1 及图 3-2。 
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B  

uT                                  

光源运动方向 

光波波前 

 

 

 

 

 

1cT  

光源O       cT      观测者 A  

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3-1 运动光源O连续发光过程 

 

光源运动方向 

 

 

B    

uT                            1cT  

α  

运动光源O                   cT                    观测者 A  

图 3-2 运动光源O连续发光过程 

参看图 3-1 及图 3-2。c为真空中光传播速率，T 为光波的发射周期（固有周期）， 1T 为

光波的接收周期（多普勒周期）。 cTOA = ，cT 为光波的固有周期行程。 1cTBA = ， 1cT

为光波的多普勒周期行程。 uTOB = ，uT 为光源在光波固有周期内的运动行程。 

光源运动速度u对‘光源O—观测者 A’连线的夹角为α ，即OB对OA的夹角为α ，

即图中 α=∠BOA 。 

参看图 3-1 及图 3-2。 
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OABAOB =+  

得：                           OBOABA −=  

cTOA = ； uTOB = ； 1cTBA =  

参看图 3-2，有： 

BOAOBOAOBOABA ∠−+= cos2
22

 

即： 

αcos))((2)()( 22

1 uTcTuTcTcT −+=  

αcos21
2

2

c

u

c

u
cT −+=  

从而得：  

αcos21
2

2

1
c

u

c

u
TT −+=  

考虑到（发射）光波的固有频率为 T1=η 及（接收）光波的多普勒频率为 11 1 T=η ，

得： 

 

 

 

 

 

 

式中：c  — 真空中光传播速率；u  — 光源运动速度；α  — 光源运动速度u对‘光源O

—观测者 A’连线的夹角；T —光波的发射周期（固有周期）； 1T —光波的接收周期（多普

勒周期）； T1=η  — （发射）光波的固有频率；
11 1 T=η  — （接收）光波的多普勒频

率。 

 

 一、纵向多普勒效应 

A．当光源O向着观测者 A运动时， 0=α ；这时发生“多普勒蓝移”：  

T
c

u

c

u

c

u
TT 







 −=−+= 121
2

2

1
 

得： 

α

η
η

cos21
2

2
1

c

u

c

u
−+

=

 

0>u  
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B．当光源O背离观测者 A运动时， πα = ；这时发生“多普勒红移”：  

T
c

u

c

u

c

u
TT 







 +=++= 121
2

2

1
 

得： 

 

 

 

 

 

 

“多普勒蓝移”与“多普勒红移”示于图 3-3、图 3-4。 

 

 

二、侧向多普勒效应 

若光源运动速度u对‘光源O—观测者 A’连线的夹角α 处在以下范围： 20 πα <<  

及 παπ <<2 ，则有： 

αcos21
2

2

1
c

u

c

u
TT −+=  

得： 

 

 

 

 

 

 

三、横向多普勒效应 

若光源运动速度u垂直于‘光源O—观测者 A’连线，即 2πα = ，这时发生‘多普

勒红移’： 

η
η

η >
−

=

c

u
1

1

 

cu <<0  

η
η

η <
+

=

c

u
1

1

 

+∞<< u0  

α

η
η

cos21
2

2
1

c

u

c

u
−+

=
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2

2

1 1
c

u
TT +=  

得： 

 

 

 

 

 

光源运动速度u  

多普勒蓝移 

η
η

η >
−

=

c

u
1

1  

（ cu <<0 ） 

•        ∆  

观测者 

 

 

 

 

图 3-3 多普勒蓝移 

 

光源运动速度u  

多普勒红移  

η
η

η <
+

=

c

u
1

1  

（ +∞<< uc ） 

 

观测者∆                                      •  

 

 

 

 

 

 

图 3-4 多普勒红移 

η
η

η <

+

=

2

2
1

1
c

u
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第四章 

伽利略-周方变换的数理推导 

一、伽利略变换 

K系与K ′系之间的关系示于图 4-1、图 4-2。 

y ′  

y  

 

K ′系   K ′系观测者 

K系 

K系观测者                              相对速度 )(tu
r

 

 o′     

o  

z′                                     x′  

z                 运动质点
tE •          x  

图 4-1 K系与K ′系之间的关系 

 

y ′  

y  

 

K ′系     K ′系观测者 

K系 

K系观测者                               相对速度 )(tu
r

 

)(ts ′
r

 o′        

o            )(tr ′′
r

 

z′          )(tr                          x′  

z                      运动质点
tE ′ •       x  

图 4-2 K系与K ′系之间的关系 
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下面我们解释图 4-2 中诸矢量的定义及诸矢量之间的关系： 

1. “K系观测者o 在时刻 t观测到运动质点
tE ”，用矢量

tOE 表示，矢量 rOEt =  ， 

[ ]Tzyxr ,,= 称为“K系观测者o 在时刻 t对质点的观测矢量”。点
tE 称为“K系观测

者o 在时刻 t的K系时空点”。  

2.“K ′系观测者o′在时刻 t ′观测到运动质点 tE ′”，用矢量 tEO ′′ 表示，矢量 rEO t

r
′=′ ′ ，

[ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

称为“K ′系观测者o′在时刻 t ′对质点的观测矢量”。点
tE ′称为“K ′系

观测者o′在时刻 t ′的K ′系时空点”。 

3.矢量 )(tsOO ′=′
r

，式中 ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

， )(ts ′
r

称为“K ′系观测者o′

在时刻 t ′时离K系观测者o 的距离矢量”。 

参看图 4-2，互作相对运动的两观测者在同一时刻 )( tt ′= 观测到同一质点
tE （

tE ′），

使两观测者对该质点
tE（ tE ′）在同一时刻 )( tt ′= 的观测矢量 rEO t

r
′=′ ′ 与观测矢量 rOEt = 通

过两观测者之间的距离矢量 )(tsOO ′=′
r

构成观测矢量合成三角形 tEOO ′∆ 。由此可得：在

时刻 tt ′= ，K ′系观测者o′的观测矢量 rEO t

r
′=′ ′ 、K 系观测者o 的观测矢量 rOEt = 与

K ′系观测者o′离K系观测者o 的距离矢量 )(tsOO ′=′
r

满足矢量合成关系式：  

tt EOOOOE ′′+′=  

即：在时刻 tt ′= ，“K系观测者o 的观测矢量 tOE ”为“K ′系观测者o′离K系观测者o

的距离矢量 OO ′”与“K ′系观测者o′的观测矢量 tEO ′′ ”之和。 

将 rOEt = ， rEO t

r
′=′ ′ 及 )(tsOO ′=′

r
代入上面的矢量合成关系式，得：

 

)()()( tstrtr ′+′′=
rr

 

tt ′=  

这就是“一般伽利略变换”。由此得到一对互为正变换与逆变换的伽利略变换方程组： 

 



 26

)()()( tstrtr ′+′′=
rr

     
)()()( tstrtr

rr
−=′′  

tt ′=                  tt =′  

式中 [ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

“一般伽利略变换”的观测矢量图示于图 4-3。 

K ′系时空点 

K ′系观测者o′   )(tr ′′
r

    tt EE ′=  

)(ts ′
r

 

)()()( tstrtr ′+′′=
rr

     K系时空点 

K系观测者o  

图 4-3 “一般伽利略变换”的观测矢量图 

“一般伽利略变换”的数学表达式可以表为矢量方程： 









′

′+′
=









t

tsr

t

r )(
rr

 

即： 

)(tsrr ′+′=
rr

 

tt ′=  

式中： [ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

“一般伽利略变换”的观测矢量图列于表 4-1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 27

表 4-1 “一般伽利略变换”的观测矢量图 

一般伽利略变换 









′

′+′
=









t

tsr

t

r )(
rr

 

[ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

伽利略变换描述以下客观的物理现象： 

在光传播速度为无穷大之假定条件下，互作相对运动（u
r
）并持有相同的錶及尺的两个观测

者，在任何时刻（ tt ′= ）都能同时观测到同一运动质点，这时两观测者所获得观测数据之间形

成如下关系：观测矢量 ),( tr 与观测矢量 ),( tr ′′
r

通过两观测者之间的距离矢量 )(ts ′
r

构成观测

矢量合成三角形，如下图所示： 

K ′系时空点 

K ′系观测者o′   )(tr ′′
r

     tt EE ′=  

)(ts ′
r

 

)()()( tstrtr ′+′′=
rr

        K系时空点 

 K系观测者o  

 

实质上，伽利略变换的内涵是：在‘光速为无穷大’假定条件下，互作相对运动的两观

测者可以在同一时刻观测到同一运动质点：两观测者在此时刻的观测矢量通过两观测者之间

的距离矢量构成‘观测矢量合成三角形’。这样，伽利略变换刻画了“真空中光速为无穷大

假定条件下作相对运动的两观测者在同一时刻 )( tt ′= 的观测矢量 )(tr ′′
r

与 )(tr 通过两观测

者之间的距离矢量 )(ts ′
r

形成的矢量合成关系”：（参看表 4-1） 









′

′+′
=









t

tsr

t

r )(
rr

 

[ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

根据“一般伽利略变换”的观测矢量图（参看表 4-1），可以绘出“一般伽利略变换”

的K系时空轨迹，示于图 4-4。 
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K系时空轨迹                 相离运动 

 

 

 

 

 

K ′系观测者 

 

 

 

K系观测者 

图 4-4 “一般伽利略变换”的K系时空轨迹
 

“一般伽利略变换”的K系时空轨迹及K ′系时空轨迹示于图 4-5。 

 

K系时空轨迹                 相离运动 

 

 

K ′系时空轨迹 

 

 

K ′系观测者                    K ′系观测者 

 

 

 

K系观测者 

图 4-5 “一般伽利略变换”的K系时空轨迹及K ′系时空轨迹 

若 .constu =
r

，则 tudtuts

t

′==′ ∫
′

rrr

0

)( ，于是“一般伽利略变换”： 









′

′+′
=









t

tsr

t

r )(
rr

 

[ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， ∫
′

=′
t

dtuts
0

)(
rr

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

变为 









′

′+′
=









t

tur

t

r
rr
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[ ]Tzyxr ,,= ， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

 

可以将“一般伽利略变换”的“正变换”及“逆变换”写成沿坐标轴的展开形式： 

tuxx x
′+′=
        

tuxx x−=′  

tuyy y
′+′=
       

tuyy y−=′  

tuzz z
′+′=
       

tuzz z−=′  

tt ′=                tt =′  

在“一般伽利略变换”中令 [ ] [ ]TT

zyx uuuuu 0,0,,, ==
r

，就得到所谓的“特殊伽利略变换”： 

tuxx ′+′=
         

utxx −=′  

yy ′=
            

yy =′  

                         
zz ′=              

zz =′  

tt ′=                tt =′  

“特殊伽利略变换”通常简称为“伽利略变换”。 

另一种更简捷的推导“伽利略变换”的方法  

（1）在 0==′ tt 时， K ′系原点与 K 系原点相重合，也就是说，在时刻 0==′ tt 有：

0)0()( == rtr
rr

及 0)0()( =′=′′ rtr
rr

。 

（2）在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0)( =′′ tr
r

相对于K系原点 0)( =tr
r

做相对运动，此时‘K ′

系原点 0)( =′′ tr
r

对K系原点 0)( =tr
r

’之位置为 dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

。故在 t ′， 0>t 时

有： dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

及 0)( =′′ tr
r

。 

时空变换的时间变换式必须满足条件（1），空间变换式必须满足条件（1）和（2）。 

下面，我们推导出能满足（1）、（2）两项条件的 )(tr ′′
r

与 )(tr
r

之间的数学关系式 — 时

空变换的空间变换式： 

对于任意时刻 t ′， 0>t ，以下‘等价式’恒成立： 
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‘K ′系原点对K ′系原点’之位置 0)( =′′ tr
r

 ⇔  

‘K ′系原点对K系原点’之位置 dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

 

+ ‘K系原点对K ′系原点’之位置 dttu

t

∫−
0

)(
r

  

 

可以写成如下‘等价式’： 

}0)({ =′′ tr
r

⇔








=−=− ∫∫∫ 0)()()()(
000

dttudttudttutr

ttt
rrrr

 

即：               }0)({ =′′ tr
r

⇔








=− ∫ 0)()(
0

dttutr

t
rr

 

这个‘等价式’可以写成以下‘恒等式’： 

0)()()(
0

=−≡′′ ∫
t

dttutrtr
rrr

 

由此得到相应的‘条件等式’（方程式）： 









−=′′ ∫

t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

      ）（ 0≠k  

这就是时空变换的空间变换式所具有的数学结构形式。 

函数 







−=′′ ∫

t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

的逆函数为： 

dttutrktr

t

∫+′′=
0

)()()(
rrr

 









+′′= ∫ dttu
k

trk

t

0

)(
1

)(
rr

 

即：                    







+′′= ∫ dttu
k

trktr

t

0

)(
1

)()(
rrr

 

由此方程可得出与之等价的一组方程： 
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







+′′= ∫

′

dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

tkt ′=  

反过来，函数 







+′′= ∫

′t

dttutrktr
0

)()()(
rrr

的逆函数为： 

dttutr
k

tr

t

∫
′

−=′′
0

)()(
1

)(
rrr

 









−= ∫

′

dttuktr
k

t

0

)()(
1 rr

 

即：                    







−=′′ ∫

′

dttuktr
k

tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

由此方程可得出与之等价的一组方程： 









−=′′ ∫ dttutr

k
tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

t
k

t
1

=′
 

于是，得到互相等价的两个方程组： 









−=′′ ∫ dttutr

k
tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

             









+′′= ∫

′

dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

t
k

t
1

=′                                   tkt ′=  

这就是互为正、逆变换的两组时空变换方程组。写成矩阵形式： 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr

kt

tr
t

0

)()(1)(
rrr

          















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 

令 1=k ，得： 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr

t

tr
t

0

)()()(
rrr

          















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr

t

tr
t

0

)()()(
rrr
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这两组方程就是互为正、逆变换的“伽利略变换”。 

在K ′系原点相对于K系原点沿K系的 x 轴正方向以匀速u
r
做相对运动之场合下，有：

utux =)( ， 0)( =tuy ， 0)( =tuz ，即 [ ] [ ]TT

zyx ututututu 00)(),(),()( ，，==
r

。 

utdttu

t

x =∫
0

)( ， 0)(
0

=∫ dttu

t

y ， 0)(
0

=∫ dttu

t

z  

tudttu

t

x
′=∫

′

0

)( ， 0)(
0

=∫
′

dttu

t

y ， 0)(
0

=∫
′

dttu

t

z  

此时“伽利略变换”为： 

utxx −=′      tuxx ′+′=
         

 

yy =′
          

yy ′=
            

 

                         
zz =′            zz ′=

              

tt =′              tt ′=                 

必须指出，伽利略变换只在‘真空中光速为无穷大’假定条件下才能成立，或者是在‘真

空中光速为有限值’但参考系相对速度与光速相比较是微不足道的情况下才能近似地成立。

因此，在“两观测者作相对运动且真空中光速为有限值”且相对速度与光速相比并非微不足

道之实际条件下，伽利略变换的K系时空点以及K系时空轨迹实际上都是不可被K系观测

者观测到的。 

伽利略变换沿 x轴、 y轴及 z轴的时空图示于图 4-6、图 4-7、图 4-8。 

 

x′； x                            K系时空点[ tuxx ′+′= ， ]tt ′=  

 

K ′系时空点 ),( tx ′′      ),( tx  

tu ′  

),( tx ′′  

 

 

 

t t′ =                                           t′； t  

图 4-6 伽利略变换沿 x 轴的时空图 
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y′； y                              K系时空点[ yy ′= ， ]tt ′=  

K ′系时空点 ),( ty ′′  

),( ty ； ),( ty ′′   

 

 

 

t t′ =                                           t′； t  

图 4-7 伽利略变换沿 y 轴的时空图 

z′； z                             K系时空点 [ zz ′= ， ]tt ′=  

K ′系时空点 ),( tz ′′  

),( tz ； ),( tz ′′   

 

 

 

t t′ =                                           t′； t  

图 4-8 伽利略变换沿 z 轴的时空图 

 

将图 4-6、图 4-7、图 4-8 三个图整合为一个图，示于图 4-9。 

x′； x； y′； y  ； z′； z   

),( tx  

tu ′  

),( tx ′′            K系时空点 

K ′系时空点       ),( ty ′′ ； ),( ty  

),( tz ′′ ； ),( tz
 

 

 

t t′ =                                          t′； t  

图 4-9 伽利略变换的时空图 
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二、（一般）伽利略-周方变换 

1.建立两个坐标系（欧氏空间），记为：K系和K ′系。K系的 x 轴、 y轴、 z 轴中没有任

何一个轴优越于另一个轴；K ′系的 x′轴、 y′轴、 z′轴中也没有任何一个轴优越于另一个

轴。始终保持： x′轴// x 轴， y′轴// y轴， z′轴// z 轴。 

2.两个观测者分别固定在K系原点和K ′系原点。两观测者持有相同的‘时钟’及相同的‘测

距工具’。K系观测者测得的时间（K系时间）记为 t，K ′系观测者测得的时间（K ′系时

间）记为 t′， 

3.两坐标系相对运动的起始状态为：在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合。 

4. 在 t
′， 0>t 时，K ′系相对于K系做平移运动，相对速度为 )(tu

r
。 

5.光波或电磁波为传送质点位置讯息的‘工具’。 

K ′系与K系之间的关系示于图 4-1。 

y ′  

y  

 

K ′系   K ′系观测者 

K系 

K系观测者                                相对速度 )(tu
r

 

 o′     

o  

z′                                     x′  

z                 运动质点
tE •          x  

图 4-1 K ′系与K系之间的关系 

这里，我们将通过两种推导途径，揭示时空变换的数学表达式。 

A.推导途径 A — 将K系视为‘静止系’： 

（1）在 0==′ tt 时，K ′系原点与K系原点相重合，也就是说，在时刻 0==′ tt 有： 

0)0()( == rtr
rr

及 0)0()( =′=′′ rtr
rr

。 

（2）在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0)( =′′ tr
r

相对于K系原点 0)( =tr
r

做相对运动，此时‘K ′ 
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系原点 0)( =′′ tr
r

对K系原点 0)( =tr
r

’之位置为 dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

。故在 t ′， 0>t 时有： 

dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

及 0)( =′′ tr
r

。 

时空变换的时间变换式必须满足条件（1），空间变换式必须满足条件（1）和（2）。 

下面，我们推导出能满足（1）、（2）两项条件的 )(tr ′′
r

与 )(tr
r

之间的数学关系式 — 时

空变换的空间变换式： 

对于任意时刻 t ′， 0>t ，以下‘等价式’恒成立： 

 

‘K ′系原点对K ′系原点’之位置 0)( =′′ tr
r

 ⇔  

‘K ′系原点对K系原点’之位置 dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

 

+ ‘K系原点对K ′系原点’之位置 dttu

t

∫−
0

)(
r

  

 

可以写成如下‘等价式’： 

}0)({ =′′ tr
r

⇔








=−=− ∫∫∫ 0)()()()(
000

dttudttudttutr

ttt
rrrr

 

即：               }0)({ =′′ tr
r

⇔








=− ∫ 0)()(
0

dttutr

t
rr

 

这个‘等价式’可以写成以下‘恒等式’： 

0)()()(
0

=−≡′′ ∫
t

dttutrtr
rrr

 

由此得到相应的‘条件等式’（方程式）： 









−=′′ ∫

t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

      ）（ 0≠k  

这就是时空变换的空间变换式，其特点是等式右边必然出现 







− ∫

t

dttutr
0

)()(
rr

这个因

子，才能刻画“在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0)( =′′ tr
r

相对于K系原点 0)( =tr
r

做相对运动”
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这一物理事实。 

容易验证，方程式 







−=′′ ∫

t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

能够满足上面（1）和（2）两项条件。

函数 







−=′′ ∫

t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

的逆函数为： 

dttutrktr

t

∫+′′=
0

)()()(
rrr

 









+′′= ∫ dttu
k

trk

t

0

)(
1

)(
rr

 

即：                     







+′′= ∫ dttu
k

trktr

t

0

)(
1

)()(
rrr

 

由此方程可得出与之等价的一组方程： 









+′′= ∫

′

dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

tkt ′=  

反过来，函数 







+′′= ∫

′t

dttutrktr
0

)()()(
rrr

的逆函数为： 

dttutr
k

tr

t

∫
′

−=′′
0

)()(
1

)(
rrr

 









−= ∫

′

dttuktr
k

t

0

)()(
1 rr

 

即：                     







−=′′ ∫

′

dttuktr
k

tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

由此方程可得出与之等价的一组方程： 









−=′′ ∫ dttutr

k
tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

t
k

t
1

=′
 

于是，得到互相等价的两个方程组： 
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







−=′′ ∫ dttutr

k
tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

             









+′′= ∫

′

dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

t
k

t
1

=′                                   tkt ′=  

这就是互为正、逆变换的两组时空变换方程组。写成矢量形式： 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr

kt

tr
t

0

)()(1)(
rrr

           















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 

************************************************************ 

B.推导途径 B — 将K ′系视为‘静止系’： 

（1）在 0==′ tt 时，K ′系原点与K系原点相重合，也就是说，在时刻 0==′ tt 有： 

0)0()( == rtr
rr

及 0)0()( =′=′′ rtr
rr

。 

（2）在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0)( =′′ tr
r

相对于K系原点 0)( =tr
r

做相对运动，此时‘K ′

系原点 0)( =′′ tr
r

对K系原点 0)( =tr
r

’之位置为 dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

。故在 t ′， 0>t 时有：

dttutr

t

∫=
0

)()(
rr

及 0)( =′′ tr
r

。

 
时空变换的时间变换式必须满足条件（1），空间变换式必须满足条件（1）和（2）。 

下面，我们推导出能满足（1）、（2）两项条件的 )(tr ′′
r

与 )(tr
r

之间的数学关系式 — 时

空变换的空间变换式： 

对于任意时刻 t ′， 0>t ，以下‘等价式’恒成立：  

 

‘K系原点对K系原点’之位置 0)( =tr
r

 ⇔  

‘K系原点对K ′系原点’之位置 dttutr

t

∫
′

−=′′
0

)()(
rr

 

+ ‘K ′系原点对K系原点’之位置 dttu

t

∫
′

0

)(
r
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可以写成如下‘等价式’： 

}0)({ =tr
r

⇔








=+−=+′′ ∫∫∫
′′′

0)()()()(
000

dttudttudttutr
ttt
rrrr

 

即：               }0)({ =tr
r

⇔








=+′′ ∫
′

0)()(
0

dttutr
t
rr

 

这个‘等价式’可以写成以下‘恒等式’： 

0)()()(
0

=+′′≡ ∫
′t

dttutrtr
rrr

 

由此得到相应的‘条件等式’（方程式）： 









+′′= ∫

′t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

      ）（ 0≠k  

这就是时空变换的空间变换式，其特点是等式右边必然出现 







+′′ ∫

′t

dttutr
0

)()(
rr

这个

因子，才能刻画“在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0)( =′′ tr
r

相对于K系原点 0)( =tr
r

做相对运

动”这一物理事实。 

容易验证，方程式 







+′′= ∫

′t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

能够满足上面（1）和（2）两项条件。 

函数 







+′′= ∫

′t

dttutr
k

tr
0

)()(
1

)(
rrr

的逆函数为： 

dttutrktr

t

∫
′

−=′′
0

)()()(
rrr

 









−= ∫

′

dttu
k

trk

t

0

)(
1

)(
rr

 

即：                     







−=′′ ∫

′

dttu
k

trktr

t

0

)(
1

)()(
rrr

 

与此方程等价的一组方程为： 









−=′′ ∫ dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

ktt =′  



 39

反过来，函数 







−=′′ ∫

t

dttutrktr
0

)()()(
rrr

的逆函数为： 

dttutr
k

tr

t

∫+′′=
0

)()(
1

)(
rrr

 









+′′= ∫ dttuktr

k

t

0

)()(
1 rr

 

即：                   







+′′= ∫ dttuktr

k
tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

与此方程等价的一组方程为： 









+′′= ∫

′

dttutr
k

tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

t
k

t ′=
1

 

于是，得到互相等价的两个方程组： 









−=′′ ∫ dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

          









+′′= ∫

′

dttutr
k

tr

t

0

)()(
1

)(
rrr

 

ktt =′                               t
k

t ′=
1

 

这就是互为正、逆变换的两组时空变换表达式。写成矩阵形式： 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 

















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr

kt

tr
t

0

)()(1)(
rrr

 
 

式中系数k称为K系对K ′系的“时空度规比”。下面，我们确定方程组中的k值。

 在‘真空中光速为有限值c（ 秒千米5100.3 ×=c ）’条件下，在时刻 t ′，K ′系观测

者观测到运动质点并瞬刻即发出光波（电磁波）讯号。由于真空中光波（电磁波）速率为有
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限值（ c），故在时刻 t ′，离K ′系观测者之距离为 0)()(
00

>= ∫∫
′′

dttudttu

tt
rr

的K系观测

者不能与K ′系观测者同时观测到运动质点。直到时间延迟到时刻 t： 

t
tc

dttu

c

dttu

tt

tt

′





















′
+=+′=
∫∫
′′

00

)(

1

)(
rr

 

K系观测者才观测到运动质点。这就是 t与 t′之间的关系式 — 时空变换的时间变换式。 

将此式同公式 t
k

t ′=
1

相对照，即得到k值： 

1

0

)(

1

−
′





















′
+=
∫
tc

dttu

k

t
r

 

由于真空中光波（电磁波）传播速率为一个常值（ c），不随光源（电磁波源）及其接

收者的运动而有任何变化，故在光源（电磁波源）与其接收者之间有相对运动的情况下，对

接收者必然产生“多普勒效应”：周期与波长产生相同程度的变动。因此，K系空间对K ′系

空间的“空间度规比”相应地也为

1

0

)(

1

−′





















′
+=
∫

tc

dttu

k

t
r

。这样，时空变换的空间变换式为： 









−=′′ ∫ dttutrktr

t

0

)()()(
rrr

 

于是，时空变换方程组为： 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 

或写成： 
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














−

=







′

′′ ∫
t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 
















−

=







′

′′ ∫
t

dttutr
k

t

tr
t

0

)()()(
rrr

 

1

0

)(

1

−
′





















′
+=
∫
tc

dttu

k

t
r

 

逆变换式为： 

















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr

kt

tr
t

0

)()(1)(
rrr

 





















′
+=
∫
′

tc

dttu

k

t

0

)(

1
1

r

 

这就是‘两参考系做相对平移运动且真空中光速为有限值’场合下唯一客观存在的两

观测者观测到同一运动质点的时刻及空间坐标之间的（数据）转换关系—“时空变换”。可

以看到，此时空变换是伽利略型时空变换。 

在“两观测者作相对运动且真空中光速为有限值 c（ 秒千米5100.3 ×=c ）”而且参考

系相对速度与光速相比并非微不足道之条件下，两观测者对同一运动质点进行观测所得时空

数据（两观测者对该运动质点的观测矢量）之间客观存在的数学转换关系必为伽利略-周方

变换。 

两参考系之间相对速度保持不变[ .)( constutu ==
rr

]之情况： 

取伽利略-周方变换 
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















′

+′′
=







 ∫
′

t

dttutr

kt

tr
t

0

)()(1)(
rrr

 

1

0

)(

1

−
′





















′
+=
∫

tc

dttu

k

t
r

 

式中： [ ]Tzyxtr ′′′=′′ ,,)(
r

为K ′系观测者在时刻 t′对运动质点的观测矢量； 

[ ]Tzyxtr ,,)( =
r

为 K 系观测者在时刻 t对运动质点的观测矢量； 

)()(
0

tsdttu

t

′=∫
′

rr
为K ′系观测者在时刻 t′离 K 系观测者的距离（矢量）； 

c为真空中光速。 2
1

222 )]()()([)( tutututu zyx ++=
r

 

设:
 

.)( constutu ==
rr

且 .)( consttu x = ， .)( consttu y = ， .)( consttu z = ，则

有 tudttu

t

′=∫
′

rr

0

)( 及 tudttu

t

′=∫
′

rr

0

)( 。于是有： 

11

1

0 11

)(

1

−−

−′









+=









′

′
+=





















′
+=
∫

c

u

tc

tu

tc

dttu

k

t

rr
r

 

此情况下，伽利略-周方变换为： 









′

′+′′








+=








t

tutr

c

u

t

tr
rrrr

)(
1

)(

 或写成方程组： 

[ ]tutr
c

u
tr ′+′′








+=

rr
r

r
)(1)(

 
t

c

u
t ′








+=

r

1

 

运动观测图示于图 4-10。 
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运动质点 

 

])([1)( tutr
c

u
tr ′+′′








+=

rr
r

r

             

)(tr ′′
r

 

K ′系观测者 

u
r

 

 

 

tu ′
r

 

 

 

K 系观测者 

 

图 4-10 运动观测图 

 

现给出伽利略-周方变换的观测矢量图，示于图 4-11。 

tu
c

u
tu ′








+=

r
r

r
1  

K ′系观测者                   to′  

tu ′
r

    to ′′  

K系观测者o               )(tr ′′
r

 

K ′系时空点             
tE ′  

 

)(1)( tur
c

u
tr ′+′








+=

rr
r

r
           tE  

K系时空点 

图 4-11 观测矢量图 

图 4-11 中诸矢量的定义为： 

1.K 系观测者o 在时刻 t观测到运动质点
tE ，用矢量

tOE 表示，此矢量 rOEt
r

= ： 
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[ ]Tzyxr ,,=
r

称为“K系观测者o 在时刻 t的观测矢量”，或称为“K系观测者o 在 

时刻 t的K系时空点（矢量）”。 点 ),( rtEt
r

称为“K系观测者o 在时刻 t的K系时空点”。  

2. K ′系观测者 to ′′在时刻 t ′观测到运动质点 tE ′，用矢量 tt EO ′′′ 表示，此矢量 rEO tt

r
′=′ ′′ ： 

Tzyxr ],,[ ′′′=′
r

称为“K ′系观测者 to ′′在时刻 t ′的观测矢量”，或称为 “K ′系观测者 to ′′  

在时刻 t ′的K ′系时空点（矢量）”。点 ),( rtEt
r
′′′ 称为“K ′系观测者 to ′′在时刻 t ′的K ′系

时空点”。 

3.矢量 tuOO t
′=′′

r
称为“K ′系观测者 to ′′在时刻 t ′离K系观测者o 的距离矢量”。 

与时刻 t′及时刻 t 关联的观测矢量图示于图 4-12。 

 

tu
r

     时刻 t时的K ′系原点 

 时刻 t ′时的K ′系原点 0=′r
r

          to′   

tu ′
r

    to ′′                  

K系原点 0=r
r

 o              r
r
′             时刻 t ′时的K ′系观测矢量 

 

 

tE ′                 时刻 t ′时的K ′系时空点 

时刻 t时的K系观测矢量 r
r

 

       
 时刻 t时的K系时空点             tE  

图 4-12 时刻 t′及时刻 t时的观测矢量图 

伽利略-周方变换与伽利略变换之间的关系示于图 4-13。 
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t
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u
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






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r

1 ： tu
c

u
tu ′








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r
r

r
1     时刻 t时的K ′系观测者 

时刻 t ′时的K ′系观测者            to′  

tu ′
r

     to ′′  

K系观测者o              r
r
′               r

c

u r
r

′







+1  

伽利略变换： turr ′+′=
rr

       tE ′  

时刻 t时的K系时空点 

伽利略-周方变换： )(1 tur
c

u
r ′+′








+=

rr
r

r
          tE  

图 4-13 伽利略-周方变换与伽利略变换之间的关系 

对图 4-13 的解读如下： 

（1）在时刻 t ′，K ′系观测者 to ′′离K系观测者o 的距离为 tuOO t
′=′′

r
，此时K ′系观测者 to ′′

观测到运动质点 tE ′。如果真空中光速为无穷大，则K系观测者o 与K ′系观测者 to ′′同时

（也即在时刻 t ′）观测到运动质点 tE ′，形成观测矢量合成关系： turr ′+′=
rr

。但是，真空

中光速实际上为有限值（ c），而并非无穷大，故在时刻 t ′，K系观测者o不能与K ′系观

测者 to ′′同时观测到运动质点 tE ′。 

（2）直到时间延迟到时刻 t
c

u

c

tu
tt ′








+=

′
+′=

rr

1 t′>  [式中 2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

]，K ′ 

系观测者 to′离K系观测者o 的距离矢量为 tuOO t

r
=′ ，即 tu

c

u
tu ′








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r
r

r
1 ；在此时刻 

t
c

u
t ′








+=

r

1 ，K系观测者o 才观测到点 tE 。图 4-13 中的点
tE 为K系观测者o 在时刻 

t
c

u
t ′








+=

r

1 观测到的质点之“视像点”，它就是“K系观测者o 在时刻 t
c

u
t ′








+=

r

1 的 

K系时空点”。在K系观测者o 看来，K ′系观测者 to′在时刻 t
c

u
t ′








+=

r

1 也将观测到点 
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tE 。这就是说，在K 系观测者o 看来，在时刻 t
c

u
t ′








+=

r

1 ，K系观测者o 与K ′系观 

测者 to′将同时观测到质点
tE ′之“视像点”— 点

tE 。 

参看图 4-13，在时刻 t
c

u
t ′








+=

r

1 ，K ′系观测者 to′的观测矢量
ttEO′ 通过K ′系观测

者 to′离K系观测者o 的距离矢量
tOO ′，与K 系观测者o 的观测矢量

tOE 构成观测矢量三

角形 ttEOO ′∆ 。这个三角形 ttEOO ′∆ 与伽利略变换的观测矢量三角形 tt EOO ′′′∆ 成为两个‘相

似三角形’： ttEOO ′∆ ≅ tt EOO ′′′∆ 。 

于是，可以得出时刻 t时的观测矢量三角形 ttEOO ′∆ 的三个矢量： 

（1）K ′系观测者 to′离K系观测者o 的距离矢量
tOO ′： =′tOO tutu

c

u rr
r

=′







+1 ； 

（2）K ′系观测者 to′的K ′系时空点矢量（观测矢量）
ttEO′ ： =′
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c

u r
r

′







+1 ； 

（3）K 系观测者o 的K系时空点矢量（观测矢量）
tOE ： =tOE )(1 tur

c

u
r ′+′








+=

rr
r

r
。 

这样，我们从（1）、（3）便可得到伽利略-周方变换： 
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
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即： 

)(1 tur
c

u
r ′+′








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rr
r

r
 

t
c

u
t ′








+=
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1  

式中： [ ]Tzyxr ,,=
r

， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

， 2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

  

c为真空中光速。 

伽利略-周方变换的观测矢量图示于表 4-2。 
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表 4-2 伽利略-周方变换的观测矢量图 

伽利略-周方变换 
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u
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






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， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

， 2
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222 )( zyx uuuu ++=
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c为真空中光速 

伽利略-周方变换描述以下客观存在的物理事实： 

在光传播速度为有限值之条件下，互作匀速相对运动（u
r
）并持有相同的錶及尺的两个观测者，

因多普勒效应而只能分别在不同的时刻 t ′与 t
c

u
t ′
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
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1 观测到同一运动质点所处的不同位置

r
r
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u
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





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
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r
，这时两观测者所获得观测数据之间形成如下关系： 

在时刻 t
c

u
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


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1 ，观测矢量 )(tr
r

与观测矢量 )(1 tr
c

u
′′










+
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通过两观测者之间的距离

矢量 tu
c

u
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






+=

r
r

r
1 构成矢量合成三角形（下图中的大三角形），如下图所示： 

tu ′
r

   K ′系观测者 to ′′          to′           tu
c

u
tu ′








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r
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r
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K系观测者o                r
r
′          r

c

u r
r

′







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r   

K ′系时空点              tE ′            K系时空点 tE  

（伽利略变换的K系时空点） 
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c

u
r

c

u
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
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伽利略-周方变换为： 


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
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
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式中： [ ]Tzyxr ,,=
r

， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， [ ]Tzyx uuuu ,,=
r

， 2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

   

c为真空中光速 

此方程清楚地揭示：在K ′系对K系作平移运动的情况下，由于‘两坐标系有相对运动

（u
r
）且真空中光传播速率为有限值（ c）’，必然产生多普勒效应。多普勒效应叠加在伽利

略变换之上，因而使得在K系观测者看来，K ′系对K系的“时空度规比”增大了，由伽利

略变换的“1”增大为 






 +
c

u
1 。伽利略-周方变换的这种自然结构十分清楚地表明，她是伽

利略变换有机地嵌入了多普勒效应而形成。伽利略-周方变换似乎是一面使远古时发生的实

际情况（运动质点的实时轨迹）穿越遥远时空，纯真地呈现在K系观测者眼前的所谓“时

空透镜（Space-Time Lens）”。如果说，伽利略变换是一种“平面时空透镜”（即‘真空中光

传播速率为无穷大’假定条件下K ′系对K系的“时空度规比” 为“1”的“时空变换”），

那么周方变换则是“多普勒时空透镜”（即‘真空中光传播速率为有限值u
r
’条件下K ′系对

K系的“时空度规比” 为 






 +
c

u
1 的“时空变换”）。 

伽利略-周方变换的观测矢量图示于图 4-14。 
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u
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
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K系观测者 

                         图 4-14 伽利略-周方变换的观测矢量图 

根据伽利略-周方变换的观测矢量图（图 4-14），可以画出伽利略-周方变换的K系时

空轨迹，示于图 4-15。 
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K系时空轨迹 

 

伽利略变换的K系时空轨迹 

 

 

 

 

 

K ′系观测者 

 

 

 

K系观测者 

图 4-15 伽利略-周方变换的K系时空轨迹 

 

伽利略-周方变换的K系时空轨迹及K ′系时空轨迹示于图 4-16。 

 

K系时空轨迹 

 

伽利略变换的K系时空轨迹 

 

 

K ′系时空轨迹 

 

 

K ′系观测者                           K ′系观测者    

 

 

 

K系观测者 

图 4-16 伽利略-周方变换的K 系时空轨迹及K ′系时空轨迹 

伽利略-周方变换的K系时空点与K ′系时空点示于图 4-17。 
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K系时空点 

 

K ′系观测者 
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K ′系时空点
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u
r ′+′
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K系观测者

 图 4-17 伽利略-周方变换的K系时空点与K ′系时空点 

坐标系相离运动下伽利略-周方变换的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹示于图 4-18。 

 

K ′系观测者       K ′系对K系的相对速度 

u
r

              K ′系时空轨迹(封闭曲线) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

K系时空轨迹 

K系观测者      （伽利略变换的K系时空轨迹） 

图 4-18 相离运动下伽利略-周方变换的K 系时空轨迹与K ′系时空轨迹 

变换方程组： 
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与变换方程组： 
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u
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+
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u
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+
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是一对互为正变换与逆变换的伽利略-周方变换。 

伽利略-周方变换的正变换与逆变换方程组沿坐标轴的分解式为： 

)(1 tux
c

u
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式中： 2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

， c为真空中光速。 

从伽利略-周方变换的变换方程组可以看到，倘若真空中光速为无穷大（ ∞→c ），或

真空中光速为有限值 c而比值 cu
r

与 1相比较是微不足道时，伽利略-周方变换就近似为伽

利略变换。所以，伽利略变换不过是伽利略-周方变换的一个特例。 

伽利略-周方变换沿 x轴、 y轴及 z轴的时空图示于图 4-19、图 4-20、图 4-21。 
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图 4-19 伽利略-周方变换沿 x 轴的时空图 
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图 4-20 伽利略-周方变换沿 y 轴的时空图 
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图 4-21 伽利略-周方变换沿 z 轴的时空图 

 

三、（特殊）伽利略-周方变换 

在K ′系原点相对于K系原点沿K系的 x 轴正方向以匀速 .)( constutu ==
rr

做相对

运动之场合下，有： 

utux =)( ， 0)( =tuy ， 0)( =tuz ，即 [ ] [ ]TT

zyx ututututu 00)(),(),()( ，，==
r

。 

K ′系与K系之间的关系示于图 4-22。 

y  

K 系     y ′  

K系观测者                      K ′系 

o                  u
r

 

o′  

运动质点E •                      K ′系观测者 

z  

z′                                x′      x  

图 4-22 K ′系与K系之间的关系 
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在此场合下（参看图 4-22），有： 
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在此种场合下，得（特殊）伽利略-周方变换： 
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u
x ′+′






 +=

              
)(

1

1
utx

c

u
x −

+
=′  

y
c

u
y ′






 += 1

       逆变换：     
y

c

u
y

+
=′

1

1
 

z
c

u
z ′






 += 1

                     
z

c

u
z

+
=′

1

1
 

t
c

u
t ′






 += 1                        t

c

u
t

+
=′

1

1
 

（特殊）伽利略-周方变换沿 x轴、y轴及 z轴的时空图示于图 4-23、图 4-24、图 4-25。 
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x′； x         K系时空点 )(1 tux
c

u
x ′+



′







 += ， 


′






 += t
c

u
t 1  

),( tx  

 

ut  

K ′系时空点 

 

tu ′   

),( tx ′′    

x′                  x
c

u
′







 +1  

 

t′                    
c

tu ′
        t           t′； t  

t
c

u
t ′







 += 1  

图 4-23 （特殊）伽利略-周方变换沿 x 轴的时空图 

 

y′； y                     K系时空点 ),( ty  

K ′系时空点 ),( ty ′′  

y′               y
c

u
y ′







 += 1  

 

t′                     
c

tu ′
       t           t′； t  

t
c

u
t ′







 += 1  

图 4-24 （特殊）伽利略-周方变换沿 y 轴的时空图 
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z′； z                     K系时空点 ),( tz  

K ′系时空点 ),( tz ′′  

z′               z
c

u
z ′







 += 1  

 

t′                     
c

tu ′
       t           t′； t  

t
c

u
t ′







 += 1  

图 4-25 （特殊）伽利略-周方变换沿 z 轴的时空图 

将图 4-23、图 4-24、图 4-25 三个图整合为一个图，示于图 4-26。 

x′； x； y′； y  ； z′； z   

K系时空点 

 

),( tx  

K ′系时空点 

ut  

 

 

ut′  

),( tx ′′                  ),( ty  

),( ty ′′                  ),( tz  

),( tz ′′   

 

t′                    
c

tu ′
       t          t′； t  

t
c

u
t ′







 += 1  

图 4-26 （特殊）伽利略-周方变换的时空图 

在 K ′系原点相对于 K系原点沿 K 系的 x 轴正方向以匀速 .)( constutu ==
rr

做相对



 57

运动且 [ ]Tzyxr 00 ≡≡= ，，
r

、 [ ]Tzyxr 00 ≡′≡′′=′ ，，
r

之场合下，即可得（一维）

伽利略-周方变换： 








 −







 +=







′

′′ −

t

uttx

c

u

t

tx )(
1

)(
1

 

逆变换式为： 








 +=








c

u

t

tx
1

)(








′

′+′′

t

tutx )(

  

四、从时空变换的标准结构推导出伽利略-周方变换 

K ′系与K系之间的关系示于图 4-1。 

y ′  

y  

 

K ′系   K ′系观测者 

K系 

K系观测者                               相对速度 )(tu
r

 

 o′     

o  

z′                                     x′  

z                 运动质点
tE •          x  

图 4-1 K ′系与K系之间的关系 

时空变换的数学表达式必须满足以下三项条件： 

（1）在 0==′ tt 时，K ′系原点与K系原点相重合。也就是说，在时刻 0==′ tt ，必须有：

0=r
r

及 0=′r
r

。 

（2）在 t ′， 0>t 时，K ′系原点 0=′r
r

相对于K系原点 0=r
r

以速度u
r
做相对运动，此时

在‘K系坐标 r
r
为 dttu

t

)(
0

∫
r

’ 







= ∫ dttur

t

)(
0

rr
之处，必须是‘K ′系坐标 x′为 0’之点

（K ′系原点 0=′x ）。也就是说，在 t ′， 0>t 时，必须有： dttur

t

)(
0

∫=
rr

及 0=′r
r

。 
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（3）在K ′系对K系作平移相离运动的情况下，由于‘两坐标系有相对运动且真空中光传

播速率为有限值（ c）’，光波（电磁波）在两观测者之间传播时必产生多普勒效应：

光波（电磁波）的周期与波长产生同等程度的变动。 

“时空变换”的时间变换式必须满足条件（1）；空间变换式必须满足条件（1）和条件 

（2），而“时空变换”则应满足（1）、（2）、（3）全部三项条件（“充要条件”）。 

A.‘时间变换’的标准数学式 

下面，我们推导出能满足条件（1）的 t ′与 t之间的数学关系式 — 时空变换的时间变

换式。 

上面条件（1）中的时间条件 0==′ tt 提示以下（逻辑）‘等价式’成立： 

}0{ =′t ⇔ { }0=t  

此‘等价式’可以写成以下（数学）‘恒等式’： 

0=≡′ tt  

由此‘恒等式’可得到相应的‘条件等式’（方程式）： 

tkt 1=′     ）（ 01 >k  

 

 

 

tkt 1=′ 就是时间变换的标准数学式。 

B.‘空间变换’的标准数学式 

下面，我们推导出能满足（1）、（2）两项条件的 r ′
r

与 r
r
之间的数学关系式 — 时空变

换的空间变换式。 

对任意时刻 t ′， 0>t ，以下（逻辑）‘等价式’恒成立：  

 

‘K ′系原点对K ′系原点’之位置 0=′r
r

 ⇔  

‘K ′系原点对K系原点’之位置 dttur

t

)(
0

∫=
rr

 

+ ‘K系原点对K ′系原点’之位置 dttu

t

)(
0

∫−
r

  

tkt 1=′
 

）（ 01 >k  
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可以写成：  

}0{ =′r
r

⇔








=−=− ∫∫∫ 0)()()(
000

dttudttudttur

ttt
rrrr

 

即：                   }0{ =′r
r

⇔








=− ∫ 0)(
0

dttur

t
rr

 

这个‘等价式’可以写成（数学）‘恒等式’： 

0)(
0

=−≡′ ∫ dtturr

t
rrr

 

由此‘恒等式’得到满足条件（2）：“ 0=′r
r

及 dttur

t

)(
0

∫=
rr

”的‘条件等式’（方程式）： 









−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
      ）（ 02 >k  

这个式子的特点是式中有 







− ∫ dttur

t

)(
0

rr
这个因子，藉以刻画出“在 t ′， 0>t 时，K ′系

原点 0=′r
r

对K系原点 0=r
r

以速度u
r
做相对运动”这一物理过程。 

 

 

 

 









−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
就是空间变换的标准数学式。 

容易验证，空间变换的标准数学式 







−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
能满足条件（1）和条件（2）。 

C.‘时空变换式’：“伽利略-周方变换”的数学表达式 

下面，我们推导出满足（1）、（2）、（3）全部三项条件的 “时空变换”数学表达式。 

我们确定时间变换式 tkt 1=′ 中的 1k 和空间变换式 







−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
中的 2k 。

 

在‘真空中光速为有限值c（ 秒千米5100.3 ×=c ）’条件下，在某个时刻 t ′，K ′系

观测者观测到运动质点并即刻发出电磁波讯号。由于真空中光速为有限值（ c），故在时刻 t ′，









−=′ ∫ dttur

k
r

t

)(
1

02

rrr

       

）（ 02 ≠k
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离 K ′系观测者之距离为 0)()(
00

>= ∫∫
′′

dttudttu

tt
rr

的 K系观测者不能与K ′系观测者同时

观测到运动质点。直到时间延迟至时刻 t： 

t
tc

dttu

c

dttu

tt

tt

′





















′
+=+′=
∫∫
′′

00

)(

1

)(
rr

 

K系观测者才观测到运动质点。将此 t与 t′之间的关系式与公式 tkt 1=′ 相对照，可得 1k ： 

1

0

1

)(

1

−
′





















′
+=
∫
tc

dttu

k

t
r

 

式中系数 1k 称为K系时间对K ′系时间的“时间度规比”。 

空间变换式 







−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
中的系数 2k 称为 K系空间对K ′系空间的“空间度

规比”。

 
由于真空中光波（电磁波）传播速率为一个常值（ c），不随光源（电磁波源）及其接

收者的运动而有任何变化，故在光源（电磁波源）与其接收者之间有相对运动的情况下，光

波（电磁波）对接收者必产生“多普勒效应”：周期与波长产生相同程度的变动。 

因此，K系空间对于K ′系空间的“空间度规比”（ 2k ）与K系时间对于K ′系时间的

“时间度规比”（ 1k ）是相同的： 

1

0

12

)(

1

−
′





















′
+==
∫
tc

dttu

kk

t
r

 

将系数 1k 代入时间变换式 tkt 1=′ ，并将系数 2k 代入空间变换式 







−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr
，

就得到“伽利略-周方变换”的数学表达式： 
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







−=′ ∫ dtturkr

t

)(
0

2

rrr

 

tkt 1=′
 

1

0

21

)(

1

−
′





















′
+==
∫
tc

dttu

kk

t
r

 

在 K ′系原点对于 K 系原点沿 K 系的 x 轴正方向以匀速 .)( constutu ==
rr

做相对运

动之场合下，有： [ ] [ ]TT

zyx uuuuutu 00)( ===
rr

，  

tudtudttututudttudttu

tt

zyx

tt

′=++=++== ∫∫∫∫
′′′′

0

2

1

2

0

2

1

222

00

]00[)]()()([)()(
rr

 

11

1

0

21 11

)(

1

−−

−
′







 +=








′
′

+=





















′
+==
∫

c

u

tc

tu

tc

dttu

kk

t
r

 

K ′系与K系之间的关系示于图 4-22。 

y  

K 系     y ′  

K系观测者                      K ′系 

o                  u
r

 

o′  

运动质点E •                      K ′系观测者 

z  

z′                                x′      x  

图 4-22 K ′系与K系之间的关系 

在此种场合下，得（特殊）伽利略-周方变换”： 
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)(

1

1
utx

c

u
x −

+
=′

 

y

c

u
y

+
=′

1

1
 

z

c

u
z

+
=′

1

1
 

t

c

u
t

+
=′

1

1

 

 

五、通过最捷途径推导出伽利略-周方变换 

（一）（一般）伽利略-周方变换 

“时空变换”的数学表达式必须满足下列条件： 

（1）两坐标系相对运动的起始状态为：K ′系与K系重合。此时，两观测者将‘时钟’对

准到‘零点’，故以下“等价式”（Equivalence）成立： 

{ }0=′t  ⇔  { }0=t  

由此“等价式”可得相应的“恒等式”（Identity）： 

0=≡′ tt  

满足此“恒等式”的“方程式”（Equation）为： 

tkt 1=′        01 >k  

（2）在时刻 0>t ，K ′系原点（K ′系观测者）相对于K系原点（K 系观测者）以速度 )(tu
r

 

做相对运动。在时刻 t，K ′系原点离K系原点的距离（矢量）为 dttuts

t

∫=
0

)()(
rr

。这

就是说，在时刻 0>t 时，对应于 dttutr

t

)()(
0

∫=
rr

 [ 0)()(
0

=− ∫ dttutr

t
rr

 

]之点，必为

K ′系原点 0)( =′′ tr
r

。因此，以下“等价式”成立： 

{ }0)( =′′ tr
r

 ⇔  








=− ∫ 0)()(
0

dttutr

t
rr

 

由此“等价式”可得相应的“恒等式”： 
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≡′′ )(tr
r

0)()(
0

=− ∫ dttutr

t
rr

 

满足此“恒等式”的“方程式”为： 

=′′ )(tr
r

])()([
0

2 dttutrk

t

∫−
rr

   

02 >k  

（3）时空变换的数学表达式应满足“速度、加速度、… 不变性”定律。 

时空变换的数学表达式应满足以上（1）、（2）、（3）全部三项条件（“充要条件”）。 

下面，我们推导出满足上述充要条件的“K ′系观测者在时刻 t′对某运动质点的观测矢

量 )(tr ′′
r

”与“K 系观测者在时刻 t对该运动质点的观测矢量 )(tr
r

”之间的数学关系式，即

“时空变换”数学表达式。 

从上述条件（1）及（2）可得以下“时空变换”方程： 

tkt 1=′              01 >k  

=′′ )(tr
r

])()([
0

2 dttutrk

t

∫−
rr

      

02 >k  

令 021 >== kkk ，得： 

=′′ )(tr
r

])()([
0

dttutrk

t

∫−
rr

     

)0( >k
 

ktt =′
 

式中的系数 k称为K系对K ′系的“时空度规比”。 

这就是时空变换的标准数学式。 

对时空变换标准数学式求导： 

=
′
′′

td

trd )(
r

)(
)(1

)(
)(

])()([
0 tu

dt

trd

k
tu

dt

trd
k

td

dt

dt

dttutrd

k

t

r
r

r
r

rr

−=



 −=

′

− ∫
 

Q )()()(
0

trdttutr

t

′≡− ∫
rrr

  

∴
dt

trd
tu

dt

trd )(
)(

)( ′
≡−

r
r

r

 

得：                           
td

trd

′
′′ )(

r

dt

trd )(′
≡

r

 

从而有： 
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[ ] [ ]
,

)()(
n

n

n

n

dt

trd

td

trd ′
≡

′
′′

rr

   

......21 ，，=n
 

由此可知，上述时空变换标准数学式能满足“速度、加速度、… 不变性”定律，即能满足

上述条件（3）。 

下面，我们来确定时空变换标准数学式中的系数 k 。 

在“真空中光传播速率为有限值c（ 秒千米5100.3 ×≈c ）”条件下，在某时刻 t ′，K ′

系观测者观测到某运动质点并瞬刻发出该质点的电磁波讯号。由于真空中光传播速率为有限

值（ c），故在时刻 t ′，离K ′系观测者之距离为 0)()(
00

>= ∫∫
′′

dttudttu

tt
rr

的K系观测者尚不

能与K ′系观测者同时观测到该运动质点。直到时间延迟至时刻 t： 

tt
tc

dttu

c

dttu

tt

tt

′>′





















′
+=+′=
∫∫
′′

00

)(

1

)(
rr

 

K系观测者才观测到该运动质点。由此可得 t与 t′之间的关系式： 

t
tc

dttu

t

t

′





















′
+=
∫
′

0

)(

1

r

 

t
tc

dttu

t

t
1

0

)(

1

−
′





















′
+=′
∫
r

 

将此关系式与“时空变换”的时间变换式 ktt =′ 相对照，即可得出系数 k ： 

1

0

)(

1

−
′





















′
+=
∫
tc

dttu

k

t
r

 

k 称为K系时间（ t）对K ′系时间（ t′）的“时间度规比”。时空变换标准数学式： 

=′′ )(tr
r

])()([
0

dttutrk

t

∫−
rr

     

)0( >k
 

ktt =′  
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中的系数 k 称为K系对K ′系的“时空度规比”。 

最后，我们得到（一般）周方变换： 

=







′

′′

t

tr )(
r
















− ∫
t

dttutr
k

t

)()(
0

rr

 

1

0

)(

1

−
′





















′
+=
∫
tc

dttu

k

t
r

 

逆变换式为： 
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这就是‘两观测者作相对运动 )(tu
r

且真空中光速为有限值 c ’场合下唯一客观存在的

两观测者观测到同一运动质点的时刻及空间坐标之间的数学转换关系 — 时空变换。可以看

到，此时空变换是伽利略型时空变换。 

记 )()()(
0
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t

′=− ∫
rrr

。于是，伽利略–周方变换可以换写为： 
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若 .)( constutu ==
rr

，则（一般）伽利略–周方变换为： 
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伽利略变换的观测矢量图示于图 4-27。 
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K ′系观测者    )(tr ′′
r

   K ′系时空点； 

K 系时空点 

距离矢量 tu ′
r

           tutrtr ′+′′=
rrr

)()(  

 

K系观测者 

图 4-27 伽利略变换的观测矢量图 

（一般）伽利略–周方变换的观测矢量图示于图 4-28。 

 

K 系时空点 

 

K ′系观测者     )(tr ′′
r

 

K ′系时空点 
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u
tr ′+′′•








+=

rr
r

r
 

图 4-28 伽利略-周方变换的观测矢量图 

（一般）伽利略–周方变换的K系时空点及K ′系时空点示于图 4-29。 

伽利略–周方变换的K系时空点 

 

伽利略变换的K系时空点 

 

 

K ′系时空点 

 

 

K ′系观测者                           K ′系观测者    

 

 

 

 

K系观测者 

图 4-29 （一般）伽利略-周方变换的K系时空点及K ′系时空点 

在 坐 标 系 相 对 速 度 为 时 间 函 数 [ ]Ttutu 00)()( =
r

且
Txr ]00[=

r
及
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Txr ]00[ ′=′
r

的‘一维时空’场合下，伽利略–周方变换为： 
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逆变换式为 
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（二）（特殊）伽利略-周方变换 

在 K ′系原点相对于K系原点沿K系的 x 轴正方向以匀速 .)( constutu ==
rr

做相对运

动之场合下，K ′系与K系之间的关系示于图 4-22。 
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图 4-22 K ′系与K系之间的关系 

在这种场合下，有： [ ] [ ] .00)( constuuuuutu
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于是，可得（特殊）伽利略–周方变换： 
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在 坐 标 系 相 对 速 度 为 [ ] .00 constuu
T ==

r
且

Txr ]00[=
r

及

Txr ]00[ ′=′
r

的‘一维时空’场合下，伽利略–周方变换的变换方程为： 

 

 

 

或写成： 
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逆变换式为： 
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‘一维时空’场合下，伽利略–周方变换的时间变换式为：
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u
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
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此式说明，在K ′系观测者对K系观测者远离而去之场合下，K ′系观测者先于K系观测者

观测到运动质点。 

对于‘一维时空’场合，即图 4-22 中删去 y 轴、 y ′轴、 z轴、 z′轴之场合，K ′系与

K系之间的关系示于图 4-30。 
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K系观测者o                     u
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K ′系观测者o′     

运动质点E  

K ′系 

x′       K 系  

x  

图 4-30 K ′系与K系之间的关系 

伽利略-周方变换 
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的 K′系时空点与 K 系时空点示于图

4-31。 
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t
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u
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


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图 4-31 伽利略-周方变换的K ′系时空点与K系时空点 

计算示例示于图 4-32。 
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x， x′           K系时空轨迹： 1 1 sin
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K′系时空轨迹： 1 sinx t′ ′= + ， t
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u
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
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1
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c
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1
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t； t′  

图 4-32 伽利略-周方变换的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹 

伽利略变换为： 
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解读“伽利略变换”： 
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表示“K′系观测者与K系观测者同时（在时刻 tt ′= ）观测到

同一质点”。 
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的物理涵义是：“两异地观测者

（ 0≠tu
r

）同时（在时刻 tt ′= ）观测到同一质点”，其数学表述为：“两异地观测者的观测

矢量 )(tr
r

与 )(tr ′′
r

通过两观测者之间的距离矢量 tutu ′=
rr

形成（在时刻 tt ′= 的）观测矢量

合成三角形”。 

伽利略变换的特点是两参考系之间的‘时空度规比’为“1”。 

‘一维时空’场合下伽利略变换的K′系时空点与K系时空点示于图 4-33。 
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图 4-33 伽利略变换的K ′系时空点与K系时空点 

解读“伽利略-周方变换”： 
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从而可得： 
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观测到同一质点”。 

综上，“伽利略-周方变换” 
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伽利略–周方变换的特点是K系对K′系的‘时空度规比’为 11

1

<





 +

−

c

u
。 

伽利略–周方变换 
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u
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观测矢量合成三角形 

‘一维时空’场合下伽利略–周方变换的K′系时空点与K系时空点示于图 4-34。 

 

)(tx ′′ ； )(Tx

 

                             

K系时空点

 
tutxTx ′+′′= )()(  
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u
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




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图 4-34 伽利略-周方变换的K ′系时空点与K系时空点 

图 4-34 以及伽利略-周方变换的变换式： 

 

 

说明：在每个时刻 tt
c

u
T ′=






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1 ，K系观测者与K ′系观测者同时观测到同一质点。这

就等同于下述情况：由于光波（电磁波）在互作相对运动（u）的两观测者之间传播时保持

恒定的速率（ c）（ 秒千米5100.3 ×≈c ）而必产生“多普勒效应”（Doppler’s Effect），致








 −







 +=







′

′′ −

t

uttx

c

u

t

tx )(
1

)(
1








 −
=

T

uTTx )(
；






 ′
≡

T

Tx )(
t

c

u
T

1

1

−







 +=  



 74

使K系对K ′系的‘时空度规比’为 11

1

<





 +

−

c

u
，也就是K ′系对K系的‘时空度规比’

为 11 >





 +

c

u
，因而使K系观测者只能在滞后于（K ′系观测者观测到质点的）时刻 t′的时

刻 t
c

u
t ′






 += 1 才观测到质点。 

伽利略-周方变换可以写成： 


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
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得：                      )( Tt =′∀ ： )()( Txtx ′≡′′  

从而得：                   

[ ] [ ]
,

)()(
n

n

n

n

dT

Txd
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txd ′
≡

′
′′

   

......21 ，，=n
 

故伽利略-周方变换满足“速度、加速度、… 不变性”定律，即满足“相对性原理”。 

伽利略–周方变换 

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伽利略–周方变换 







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

 +=





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
t

tutx

c

u

t

tx )(
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)(
的 K′系时空点与 K 系时空点示于图

4-35。 
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)(tx ′′ ； )(tx
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图 4-35 伽利略-周方变换的K ′系时空点与K系时空点 

伽利略变换与伽利略-周方变换的K系时空点示于图 4-36、图 4-37、图 4-38。 
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)(tx ， )(tx ′′  

伽利略-周方变换的K 系时空点 

 

 

 

伽利略变换的K 系时空点 

 

光波阵面 

 

tu ′     tu
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u
tx ′






 += 1)(  

 

 

 

 

0)( ≡′′ tx  

t′      t
c

u
t ′







 += 1    t， t′  

图 4-36 伽利略变换与伽利略-周方变换的K系时空点 

 
光波阵面 

 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

 

 

 

 

伽利略变换的K系时空点 

tc ′2  

 

 

tc ′  
 

K系观测者                  0)( ≡′′ tx  

0==′ tt         t′                          t′                t  

图 4-37 伽利略变换与伽利略-周方变换的K系时空点 



 77

 

 

 

光波阵面 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

 

 

 

 

 

伽利略变换的K系时空点                                tc ′2  
 

 

tc ′  
 

K系观测者             0)( ≡′′ tx  

0==′ tt                      t ′                           tt ′= 2  

图 4-38 伽利略变换与伽利略-周方变换的K系时空点 

伽利略-周方变换的K系时空点与多普勒效应的形成示于图 4-39、图 4-40。 

 
光波阵面 

 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

 

 

伽利略变换的K系时空点 

 

 

tc ′2  

 

 

tc ′  
 

K系观测者                                    0)( ≡′′ tx  

0==′ tt         t′                          t′             t  

图 4-39 伽利略-周方变换的K系时空点与多普勒效应的形成 
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光波阵面 

 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

 

 

伽利略变换的K系时空点 
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K系观测者                                             0)( ≡′′ tx  

0==′ tt                        t′      t
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u
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





 += 1              t  

图 4-40 伽利略-周方变换的K系时空点与多普勒效应的形成 

伽利略变换与伽利略-周方变换之比较列于表 4-3。 

 

表 4-3 伽利略变换与伽利略-周方变换之比较 

 伽 利 略 变 换 伽利略-周方变换 

 

 

“一维时空”下的变换方程： 
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所属“时空” 

“伽利略时空（Galilean Space-Time）”: 

欧式空间[ ]Ttr ,
r

 
[ ][ ]TT

tzyx ，,,≡  

 

变换“不变量” 

（Invariance） 

 

被观测质点的速度：
dt
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xd ′
=

′
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vtx = ： 

0=′x  

tt =′ —“动系时钟(较静系

时钟)既不变慢，也不变快 

 

 

0=′x  

c

v

t
t

+
=′

1

—“动系时钟(较

静系时钟)变慢”效应 
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ctx = ： 

tvcvtctx ′−=−=′ )(  

tt =′ —“动系时钟(较静系

时钟)既不变慢，也不变快 

 

tvc
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+
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1

—“动系时钟(较

静系时钟)变慢”效应 

 

 

0=∆t ：

 

xx ∆=′∆  

— 动系尺度(较静系尺度)

既不变大，也不变小

 

c

v

x
x

+

∆
=′∆

1
 

—“动系尺度(较静系尺度)

变大”效应

 

 

（三）哈勃定律(Hubble’s Law)的理论表达式 

对 于 坐 标 系 相 对 速 度 为 [ ] .00 constuu
T ==

r
且

Txr ]00[=
r

及

Tr ]000[=′
r

的‘一维时空’，伽利略–周方变换的变换方程为： 

tu
c

u
x ′







 += 1 ； t
c

u
t ′







 += 1  

（一维）伽利略-周方变换的观测矢量图示于图 4-41。 

 

K系时空点  

 

 

 

x  

K ′系观测者 

 

K ′系时空点 

 

 

K系观测者                 tu ′            tu
c

u
utx ′






 +== 1  

 

 

图 4-41 （一维）伽利略-周方变换的观测矢量图（哈勃定律） 
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从图 4-41 即可得出哈勃定律(Hubble’s Law)的理论表达式： 

21 utu
c

u
x ∝′






 +=

 

ut
c

u
t ∝′







 += 1

 

式中： x为星系离地（视向）距离； 

t为观测到星系的时间； 

u为星系退行速度。 

 

（四）结 论 

(A)在‘不考虑光波（电磁波）的传播速率’或者‘假定光波（电磁波）传播速率为无穷大’

的条件下，作相对运动的两观测者能同时观测到同一运动质点。换言之，观测者能同步观测

到质点的实时运动过程。此情况下，唯一客观存在的时空变换为“伽利略变换”： 

 

 

 

即：K系观测者在时刻 t对质点的观测矢量 )(tr
r

与K ′系观测者在时刻 t′对同一质点的观测

矢量 )(tr ′′
r

通过两观测者之间的距离矢量 tutu
rr

=′ 构成（在时刻 tt ′= 的）观测矢量合成三

角形，示于图 4-42。 
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K系观测者 
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— 观测矢量 

质点 tE — 既是K ′系时空点，也是K系时空点 

图 4-42 两观测者同时在时刻 tt ′= 观测到同一运动质点 tE  

(B)在‘两观测者作相对运动 )(tu
r

且真空中光速为有限值 c （ 秒千米5100.3 ×=c ）’的








 −
=








′

′′

t

tutr

t

tr
rrr

)()(







 ′
=

t

tr )(
r

 



 81

场合下，唯一客观存在的“时空变换”为“伽利略–周方变换”： 
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逆变换式为： 
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“伽利略–周方变换”乃是因‘两观测者有相对运动 )(tu
r

且光速为有限值 c

（ 秒千米5100.3 ×≈c ）’而产生“多普勒效应”（Doppler’s Effect），因而导致两参考系

之间的‘时空度规比’不为‘1’所形成的一种‘时空数据之间的转换关系’（即俗称的“时

空变换”）。“伽利略–周方变换”之被发现，揭示了一个重要结论：在“两观测者作相对运

动及光速为有限值”且两观测者使用相同的测时测距量具之场合下，两观测者不可能同时

观测到同一运动质点。也就是说，观测者在对质点运动的遥测中不可能同步观测到质点的实

时运动过程。事实上，观测者在对质点运动的遥测中所观测到的只能是受多普勒效应影响的

‘现时’影像，而并非质点运动的‘实时’景象。“伽利略–周方变换”之被发现，为创立

物理学史上至今尚未有的一门新的理论 —“运动观测理论”奠定了基础。 

 

六、坐标系相离运动与相向运动 

（一）坐标系相离运动 

坐标系相对速度为 [ ] .,, constuuuu
T

zyx ==
r

时，伽利略-周方变换的变换方程组为： 
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式中： [ ]Tzyxr ,,=
r

， [ ]Tzyxr ′′′=′ ,,
r

， [ ] .,, constuuuu
T

zyx ==
r

， 2
1

222 )( zyx uuuu ++=
r

  

变换方程组的展开式为： 
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若 K ′ 系 沿 K 系 x 轴 正 方 向 做 平 移 相 离 运 动 ， 则 坐 标 系 相 离 速 度 为

[ ]Ttutu 00)()( =
r

，在这种情况下： 

1.在时刻 t′，K ′系观测者(K ′系原点)沿K系 x轴正方向离K系观测者（K系原点）的距

离为 0)()(
0

>=′ ∫
′

dttuts

t

。 

2. 在时刻 t′，坐标系相离速度为 0)(
)(

>′=
′
′

tu
td

tds
。 

设坐标系相离速度为 [ ] .00 constuu
T ==

r
，则伽利略-周方变换的变换方程组为： 
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坐标系相离运动下伽利略-周方变换的K系时空点示于图 4-43、图 4-44、图 4-45。 

 

（伽利略变换的K系时空点）          K系时空点 
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K系观测者

 图 4-43 坐标系相离运动下伽利略-周方变换的K系时空点 
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伽利略-周方变换的K系时空点 

 

xx ,′  

 

y′ 

 

 

u                              K ′系时空点 

y                      （伽利略变换的K系时空点，K系观测者观测不到） 

z′ 

K ′系观测者 

 

 

K系观测者                                z  

图 4-44 坐标系相离运动下伽利略-周方变换的K系时空点 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

K系观测者观测到的图像 

 

K ′系观测者观测到的图像 

（K 系观测者观测不到） 

y′  

 

 

u                                 K ′系时空点 

y                            （伽利略变换的K系时空点，K系观测者观测不到） 

z′  
 

K ′系观测者 

 

K系观测者                                z  

图 4-45 坐标系相离运动下伽利略-周方变换的K系时空点 

计算示例：设：某质点的K′系时空轨迹为 ttx ′+=′′ sin1)( ，
2)( taty ′=′′ ， tbtz ′=′′ )( 。 

将 ttx ′+=′′ sin1)( ，
2)( taty ′=′′ ， tbtz ′=′′ )( 代入坐标系相离运动下的伽利略-周方

变换方程组： 

 

 

 

xx ,′  
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)(1 tux
c

u
x ′+′






 +=  

y
c

u
y ′






 += 1  

z
c

u
z ′






 += 1  

t
c

u
t ′






 += 1  

得出该质点的K系时空轨迹： 

[ ] )sin1(1)(1)( tut
c

u
tutx

c

u
tx ′+′+







 +=′+′′

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
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


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+





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 +=
+

+
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





 +=
1

sin11)

11

sin1(1  
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22 1111)( at
c

u
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u
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u
ta

c

u
ty

−−








 +=






 +






 +=′






 +=  

bttb
c

u
tz =′







 += 1)(  

t
c

u
t ′







 += 1  

反之，将 )sin1(1)( tut
c

u
tx ′+′+







 += ， 21)( ta
c

u
ty ′







 += ， tb
c

u
tz ′







 += 1)( 代入“逆

变换”，则得出该质点的K ′系时空轨迹： 
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ttutut
c

u

c

u
tutx

c

u
tx ′+=′−′+′+







 +

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 +=′−
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



 +=′′
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sin1)sin1(11)(1)(
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11)(1)( tata
c

u
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u
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c

u
ty ′=′







 +






 +=






 +=′′
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tbtb
c

u

c

u
tz

c

u
tz ′=′







 +






 +=






 +=′′
−−

11)(1)(

11

 

t
c

u
t

1

1

−








 +=′  

将计算结果 — K ′系时空轨迹[ )(tx ′′ , )(ty ′′ , )(tz ′′ ]与相应的 K 系时空轨迹

[ )(tx , )(ty , )(tz ] — 示于图 4-46、图 4-47、图 4-48。 

x′， x           K 系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

  

K′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + ， t
c

u
t ′







 += 1   

 

 

 

1
u

c
+  

 

1
u

c
+  

1.0  

 

t′； t  

图 4-46 伽利略-周方变换在 x 轴方向的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹 
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y′， y   

        K 系时空轨迹
2

1

1)( at
c

u
ty

−








 += （抛物线） 

K′系时空轨迹
2)( taty ′=′′ （抛物线） 

t
c

u
t ′







 += 1  

 

 

 

 

 

t′； t  

图 4-47 伽利略-周方变换在 y 轴方向的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹 

z′， z   

    K 系时空轨迹： bttz =)( （直线） 

K′系时空轨迹： tbtz ′=′′ )( （直线） 

t
c

u
t ′







 += 1  

 

 

 

 

 

 

 

t′； t  

图 4-48 伽利略-周方变换在 z 轴方向的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹 

 

（二）坐标系相向运动 

1.在时刻 t′，K ′系观测者(K ′系原点)在K系 x轴正方向上离K系观测者（K系原点）的

距离为 0)()(
0

>=′ ∫
′

dttuts

t

。 

2.在时刻 t′，K ′系沿K系 x轴负方向，向着K系原点做平移运动，K ′系对K系的相对速



 88

度为“相向速度” [ ]T
T

f tu
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u 00)(00

)( ′=





′
′

=
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， 0)(
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。 

于是，伽利略-周方变换的变换方程组为： 

)]()([
)(1

1 tstx
td

tds

c
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逆变换式为： 
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坐标系相向运动下伽利略-周方变换的K系时空点示于图 4-49、图 4-50、图 4-51。 
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（伽利略变换的K系时空点） 

K ′系观测者 

 

                       

r ′
r

        K ′系时空点 

 

                  

tu ′
r

                               

K系时空点 

tur ′+′
rr

 

 

)(1 tur
c

u
r

f ′+′













−=

rr
r

r
 

K系观测者

 图 4-49 坐标系相向运动下伽利略-周方变换的K系时空点 

 

y′ 

 

xx ,′  

 

K系时空点     K ′系时空点 

y  
           u                  （伽利略变换的K系时空点，K系观测者观测不到） 

z′ 

K ′系观测者 

 

 

 

 

z  

K系观测者 

图 4-50 坐标系相向运动下伽利略-周方变换的K系时空点 
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y′ 

K系观测者观测不到的图像 

 

K系观测者观测到的图像 

 

 

y                                             z′ 

u                                        K ′系时空点 

（伽利略变换的K系时空点，K系观测者观测不到） 

 

K ′系观测者 

 

 

z  

K系观测者 

图 4-51 坐标系相向运动下伽利略-周方变换的K系时空点 

坐标系相离运动下伽利略-周方变换在 x轴方向的K 系时空点示于图 4-52。 

 

x′， x  

K系时空点 

 

 

)]()([
)(

1 tstx
tc

ts
x ′+′





′
′

+=  

0
)(
>

′
′

td

tds
 

)()( tstx ′+′′
 

 

c

ts )( ′

 
t ′； t  

0                       t ′               t  

图 4-52 坐标系相离运动下伽利略-周方变换在 x 轴方向的K系时空点 

坐标系相向运动下伽利略-周方变换在 x轴方向的K 系时空点示于图 4-53。 

 

 

xx ,′  

 

       K系时空点 
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x′， x  

[ ])()(
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1 tstxc
td

tds
x ′+′′



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′
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t
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



′
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+=
)(

1  

 

K 系时空点 

 

 

 

)()( tstx ′+′′
                 

[ ])()(
)(

1 tstxc
td

tds
x ′+′′





′
′

+=  

c

ts )( ′
 

 

0                  t′           t                             t′； t  

图 4-53 坐标系相向运动下伽利略-周方变换在 x 轴方向的K系时空点 

伽利略-周方变换与伽利略变换在 x轴方向的K系时空轨迹示于图 4-54。 

 

x′， x               伽利略-周方变换的K 系时空轨迹 

伽利略变换的K系时空轨迹 

 

 

 

 

 

 

t ′； t  
0 

相离运动              相向运动                相离运动 

图 4-54 伽利略-周方变换与伽利略变换在 x轴方向的K系时空轨迹 

坐标系相对速度方向突变时伽利略-周方变换的K 系时空点示于图 4-55。 
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伽利略变换的K系时空点            K系时空点（相离运动） 

 

K ′系观测者  
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       K ′系时空点
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图 4-55 坐标系相对速度方向突变时伽利略-周方变换的K系时空点 

伽利略-周方变换的K系时空轨迹示于图 4-56。 
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K系时空轨迹 

（伽利略变换） 

 

 

 

K系时空轨迹 

（伽利略-周方变换） 

 

K ′系观测者 

 

 

 

K系观测者 

 

 

 

图 4-56 伽利略-周方变换的K系时空轨迹 

“萤火虫飞行时空轨迹”示于图 4-57。 

 

伽利略变换的K系时空轨迹（不可见） 

 

 

 

 

 

 

 

 

观测者 

图 4-57 萤火虫飞行时空轨迹 

相离运动在时刻 t′突然转变为相向运动时伽利略-周方变换在 x轴方向的时空图示于图

4-58。 
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x′， x   

),( tx
   

)]()([
)(1

1 tstx
t

ts

c
x ′+′′





′
′

+=  

伽利略-周方变换的K系时空点 

（相离运动）                    （伽利略变换的K系时空点） 

 

（伽利略变换） 

 

伽利略-周方变换的K系时空点 

（相向运动） 

K′系时空点   )(ts ′  

)]()([
)(1

1 tstx
td

tds

c
x ′+′′





′
′

+=  

)(tx ′′                                    0
)(
<

′
′

td

tds

 

0 

t′              
c

ts )( ′
      t                                   t′； t  

tT ′>  

图 4-58 在时刻 t′相对速度突然变向时伽利略-周方变换在 x轴方向的时空图 

设：坐标系相对运动速度为 [ ]Ttutu 00)()( =
r

，则在时刻 t ′，K ′系观测者(K ′系原

点)在K系 x轴正方向上离K系观测者（K系原点）的距离为 0)()(
0

>=′ ∫
′

dttuts

t

。 

设：被观测运动质点一直停止在K ′系原点上,即 0)( ≡′′ tx 。 

在此场合下，坐标系相离运动在时刻 t′突然变为相向运动时伽利略-周方变换在 x轴方向的

时空轨迹示于图 4-59。 
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x′， x   

K系时空轨迹（相离运动）
 

 

伽利略变换的K系时空轨迹 

 

 

 

K系时空轨迹（相向运动） 

 

  

 

∫
′t

dttu
0

)(  

 

K ′系时空轨迹 0)( ≡′′ tx  

0        t′                t            T             t′； t  

 

c

dttu

t

∫
′

0

)(

 

图 4-59 相离运动在时刻 t′突然变为相向运动时伽利略-周方变换的时空轨迹 

若将坐标系相对运动速度设为： 

[ ] .00 constuu
T ==

r
及 [ ] .00 constuu

T

ff =−=
r

 

则图 4-59 就变为图 4-60。 

 

 

 

 

 

 

 



 96

 

x′， x  

K系时空轨迹（相离运动）       伽利略变换的K系时空轨迹 
),( tx  

 

 

 

K系时空轨迹（相向运动） 

 

 

 

 

tu ′  
 

 

 

K ′系时空轨迹 0)( ≡′′ tx  

0         t′          
c

tu ′
  t                          t′； t  

T  

图 4-60 相离运动在时刻 t′突然变为相向运动时伽利略-周方变换的时空轨迹 

 

七、伽利略-周方变换与伽利略变换的时空轨迹 

在这里，有必要再一次指出，伽利略变换只在‘不考虑光波（电磁波）的传播速率’或

‘假定光波（电磁波）传播速率为无穷大’的假定条件下才能成立，或者是在‘真空中光速

为有限值’但参考系相对速度与光速相比是微不足道的情况下才能近似地成立。因此，在“两

观测者作相对运动（u
r
）且真空中光速为有限值（ c）”之真实条件下进行观测时“伽利略

变换的K系时空点”以及“伽利略变换的K系时空轨迹”实际上都是观测不到的。 

在坐标系相对速度为时间函数 [ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

的一般情况下，伽利略-周方

变换的变换方程组为： 
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




+′′





















′
+= ∫
∫ ′

′

t

t

dttutr
tc

dttu

tr
0

0
)()(

)(

1)(
rr

r

r
 

t
tc

dttu

t

t

′





















′
+=
∫
′

0

)(

1

r

 

式中： [ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
r

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
r

， 

[ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

， c为真空中光速。 

变换方程组展开为： 
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式中： ∫
′

=′
t

dttutS
0

)()(
r

， )(tS ′ 为 K ′系观测者在时刻 t ′ 离 K 系观测者的直线距离；

[ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

； c为真空中光速。 
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伽利略-周方变换： 
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的逆变换式为： 

  

∫
∫ ′

−
′

−





















′
+=′′

t

t

dttutr
tc

dttu

tr
0

1

0
)()(

)(

1)(
rr

r

r
 

t
tc

dttu

t

t
1

0

)(

1

−
′





















′
+=′
∫
r

 

式中： [ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
r

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
r

， 

[ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

； c为真空中光速。 

可以将变换方程组表为标准形式： 

记： )(

)(
0 tU
t

dttu

t

′=
′

∫
′
r

 — 闭区间 ],0[ t′ 上的 Lagrange 平均速度。 

于是，有 ttUdttu

t

′•′=∫
′

0

)()(
r

，即： ttUdttu

t

′•′=∫
′

)()(
0

r
。 

将 ttUdttu

t

′•′=∫
′

0

)()(
r

及 ttUdttu

t

′•′=∫
′

)()(
0

r
代入上面的变换方程组，得变换方程组

的标准形式： 
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









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t
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













 ′
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1  

及其逆变换式： 
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c
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











 ′
+=′′

−

)()(
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1)(
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t
c
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t

1

)(
1

−















 ′
+=′  

式中： [ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
r

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
r

， 

t

dttu

tU

t

′
=′
∫
′

0

)(

)(

r

， [ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

； c为真空中光速。 

下面我们讨论坐标系相对速度为时间函数 [ ]Ttutu 00)()( =
r

且
Txr ]00[=

r

及
Txr ]00[ ′=′

r
的情况 —‘一维时空’情况。 

在坐标系相离运动下，‘一维时空’的伽利略-周方变换方程组之标准形式为： 

[ ]ttUtr
c

tU
tr ′•′+′′














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1)(
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t
c
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t ′















 ′
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1

 

式中： [ ]Ttztytxtr )(),(),()( =
r

， [ ]Ttztytxtr )(),(),()( ′′′′′′=′′
r

， 

t

dttu

tU

t

′
=′
∫
′

0

)(

)(

r

， [ ]Tzyx tutututu )(),(),()( =
r

； c为真空中光速。 

在方程组中令： 
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Ttxtr ]0,0),([)( =
r

，
Ttxtr ]0,0),([)( ′′=′′

r
， [ ]Ttutu 0,0),()( =

r
 

则有： 

t

dttu

t

dttu

tU

tt

′
=

′
=′

∫∫
′′

00

)()(

)(

r

 

代入方程组标准形式，得伽利略-周方变换： 









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

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
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t
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

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
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

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∫
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逆变换式为： 

∫
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


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
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t
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

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
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


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

′
+=′
∫

 

式中 dttuts

t

∫
′

=′
0

)()( ，故坐标系相离运动下‘一维时空’的伽利略-周方变换可表为： 

)]([
)(

1 tsx
tc

ts
x ′+′





′
′

+=  

t
tc

ts
t ′





′
′

+=
)(

1

 

及其逆变换式： 



 101

)(
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1

1
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tc
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



′
′
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t
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1
)(
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−







′
′

+=′
 

式中： dttuts

t

∫
′

=′
0

)()(

 

‘一维时空’情况下伽利略-周方变换的观测矢量图示于图 4-61。 

 

x  

K 系时空点 

)(tu  

K ′系观测者 

x′         K ′系时空点 

)(ts ′
               )]([

)(
1 tsx

tc

ts
x ′+′





′
′

+=  

K 系观测者                   t
tc

ts
t ′





′
′

+=
)(

1  

图 4-61 “一维时空”场合下伽利略-周方变换的观测矢量图

 
我们将整个运动过程划分为许多个短小的匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 ， ni ,...,2,1= 。取第 i

个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 ，在此匀速运动时段末端时刻 it′处的伽利略-周方变换时空图示于

图 4-62。 
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x′， x                          伽利略-周方变换的K系时空点 

]),([ ii ttx  

伽利略变换的K系时空点 

 

]),()([ iii ttstx ′′+′′  

 

 
)( its ′  

]),([ ii ttx ′′′     

 

K ′系时空点 

 

 

 

0                        1−′it          it′   
c

ts i )( ′
     it         t′； t  

it′                    第 i 个匀速运动时段[ ]ii tt ′′−，1  

图 4-62 第 i 个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′处的伽利略-周方变换时空图 

图 4-62 中，K ′系观测者在时刻 it′离K系观测者的距离为 )( its ′ ： dttuts
it

i ∫
′

=′
0

)()(  

（a）在第 i 个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′，若K ′系观测者对K 系观测者作相离运

动： 0
)(
>

′

′

i

i

td

tds
，则第 i 个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′上的伽利略-周方变换为： 

)]()([
)(

1)( ii

i

i

i tstx
tc

ts
tx ′+′′









′

′
+=  

i

i

i
i t

tc

ts
t ′









′
′

+=
)(

1

 

逆变换式为： 
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i
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

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

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

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

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可以按下面框图之运算程序，解出第 i个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′上的伽利略

-周方变换，示于图 4-63。 

在时刻 it′，K ′系观测者对K系观测者作相离运动： 0
)(
>

′

′

i

i

td

tds

 

 

 

 

K系时空轨迹 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

K ′系时空轨迹 

 

 

图 4-63 匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′上的伽利略-周方变换 

（b）在第 i 个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′，若K ′系观测者对K 系观测者作相向运

动： 0
)(
≤

′

′

i

i

td

tds
，则第 i 个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′处的伽利略-周方变换为： 
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


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
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i
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

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


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′
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it′， )( its ′
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i

i
i tstx
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





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−








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)( itx   

)( itx ′′
，

 
it′  
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逆变换式为： 

)()(
)(1

1)(

1
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i
i tstx
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c
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




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
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
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式中： dttuts
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i ∫
′

=′
0

)()(

 

可以按下面框图之运算程序，解出第 i个匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′处的周方变

换，示于图 4-64。 

在时刻 it′，K ′系观测者对K 系观测者作相向运动： 0
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≤

′

′

i

i

td

tds
 

 

 

 

 

K系时空轨迹 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

K ′系时空轨迹 

 

 

 

图 4-64 匀速运动时段 [ ]ii tt ′′−，1 末端时刻 it′处的伽利略-周方变换 

伽利略-周方变换的K系时空轨迹示于图 4-65、图 4-66。 
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伽利略-周方变换的K系时空轨迹               伽利略变换的K系时空轨迹 

 





















+













+

∫
∫

2

12

2

0
2

0
T
c

dtu

rdtu

T

tT

t  





















+
∫

4

1

4

0

T
c

dtu

r

T

t

 

 

 

 



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







+∫ rdtu

T

t 2
2

0

 

r           r  

u           tu  

A  

K ′系时空轨迹                      r  

 

 

r              质点 A的起始位置 

0=′t 时的K ′系观测者       tu                K系观测者 

 








= t
T

uut
π2

sin

    T

r
u

π2
=

 

图 4-65 伽利略-周方变换的K系时空轨迹 

图 4-65 中，质点 A沿着与K ′系观测者固联的硬质圆环,以速度
T

r
u

π2
= 作等速圆周

运动，周期为T 。K ′系观测者相对于K系观测者作直线往返周期运动，周期为T ，瞬时相

对速度为 






= t
T

uut
π2

sin 。 



 106

对于图 4-65，伽利略-周方变换为： 
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于是，得伽利略-周方变换： 
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逆变换方程组为：
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伽利略-周方变换的K系时空轨迹 
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图 4-66 伽利略-周方变换的K系时空轨迹 

图 4-66 中，质点 A在K ′系观测者为中心的圆环上作等速圆周运动，周期为T ，速度

为
T

r
u

π2
= 。K ′系观测者相对于K系观测者作直线往返周期运动，周期为T ，瞬时相对

速度为 






= t
T

uut
π2

cos 。 

对于图 4-66，伽利略-周方变换为： 
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1)( tz
tc

ts
tz ′′









′
′

+=
 

t
tc

ts
t ′









′
′

+=
)(

1
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式中： 

t
T

uT
rdtt

T
urdturts

tt

t
′+=







+=+=′ ∫∫
′′ π

π
π 2

sin
2

2
cos)(

00  

t
T

rtx ′−=′′
π2

cos)(

   

t
T

rty ′−=′′
π2

sin)(

   

0)( ≡′′ tz
 

于是，得伽利略-周方变换： 

×





















′








+

+=
∫
′

tc

dtt
T

ur

tx

t

0

2
cos

1)(

π




























++′− ∫
′

dtt
T

urt
T

r

t

0

2
cos

2
cos

ππ

 





















′








+

+=
∫
′

tc

dtt
T

ur

ty

t

0

2
cos

1)(

π








 ′−× t
T

r
π2

sin

 

0)( ≡tz
 

t
tc

dtt
T

ur

t

t

′





















′








+

+=
∫
′

0

2
cos

1

π

 
逆变换方程组为： 
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1

0

2
cos

1)(

−′





















′








+

+=′′
∫

tc

dtt
T

ur

tx

t π




























+−−× ∫ dtt
T

urt
T

r

t

0

2
cos

2
cos

ππ
 

1

0

2
cos

1)(

−′





















′








+

+=′′
∫

tc

dtt
T

ur

ty

t π








−× t
T

r
π2

sin  

0)( ≡′′ tz  

t
tc

dtt
T

ur

t

t

′





















′








+

+=
∫
′

0

2
cos

1

π

 

即: 

1
2

sin
21)(

−



















′

′
+

+=′′
tc

T

tuT
r

tx

π
π
















 +−−×
T

tuT
r

T

t
r

π
π

π 2
sin

2

2
cos

 

1
2

sin
21)(

−



















′

′
+

+=′′
tc

T

tuT
r

ty

π
π








−×
T

t
r

π2
sin  

0)( ≡′′ tz  

t
tc

T

tuT
r

t ′



















′

′
+

+=

π
π

2
sin

21  

对K系观测者作相对运动的摄像装置（K ′系观测者）在时刻 t ′所摄得之时空轨迹（我

们称之为“真实时空轨迹”）与K系观测者在时刻
k

t′
接收到的从摄像装置传来的时空轨迹（我

们称之为“现显时空轨迹”）之比较示于图 4-67、图 4-68。 
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现显时空轨迹（间断线） 

K系观测者 

伽利略-周方变换的K系时空轨迹 

 

伽利略变换的K系时空轨迹               相离运动 

 

相向运动 

 

 

 

K ′系观测者 

 

 

 

K系观测者 

现显时空轨迹（间断线）           K ′系观测者 

 

 

 

K ′系时空轨迹（真实时空轨迹） 

图 4-67 “现显时空轨迹”与“真实时空轨迹”之比较 
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现显时空轨迹（间断线） 

K系观测者 

 

 

K系时空轨迹 

伽利略变换的K系时空轨迹 

相离运动 

相向运动 

 

 

K ′系观测者 

K ′系观测者 

 

 

 

 

K系观测者           现显时空轨迹（间断线） 

 

 

 

K ′系时空轨迹（真实时空轨迹） 

 

图 4-68 “现显时空轨迹”与“真实时空轨迹”之比较 

从图 4-67、图 4-68 可以绘出从“现显时空轨迹”至“真实时空轨迹”之路径： 

 

 

 

 

（在时刻
k

t′
的）“伽利略变换” 

 

 

 

（在时刻 t ′的）“伽利略-周方变换”  

 

 

“现显时空轨迹” 

(K 系观测者‘在时刻
k

t′
’接收到从摄像装置传来的时空轨迹 ) 

K系观测者‘在时刻 





 ′
=
k

t
t ’的K系时空轨迹（ 10 ≠> kk ， ） 

“真实时空轨迹” 

（K ′系观测者‘在时刻 t ′’的K ′系时空轨迹 ） 
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由此可知，K系观测者从对他作相对运动的摄像装置（K ′系观测者）接收到的图像乃

是“现显时空轨迹”，而并非“真实时空轨迹”。 

计算示例（一维空间） 

（以K系作为静系）的相对运动物理模型示于图 4-69。 

y )0( =x                y
′ )0( =′x  

K系（静系）            K ′系（动系）      u  

)( tx ′′，     xv′   

∗                       ⊕            •              x′  x  

ut                
1
u
x

c

  ′+ 
 

  )( tx，
     

uvv xx +′=  

x  

∗ —K系观测者，⊕—K ′系观测者；u —K ′系对K系的相对速度 

图 4-69 相对运动的物理模型（以K系作为静系） 

图 4-69 中： 

a. xv
td

xd
′=

′
′

为运动质点的K ′系速度； uvv
dt

dx
xx +′== 为运动质点的K系速度； 

b. 1
u
x

c

  ′+ 
 

为K系观测者所推测的运动质点在时刻 t的K ′系坐标，而“ x′”则是K ′系 

观测者在时刻 t′所测得运动质点的K ′系坐标。 

c. K系观测者与K ′系观测者持有相同的时钟及量尺。在K ′系观测者掠过K系观测者的时 

刻，两者的时钟对准零点（ 0==′ tt ）。 

设：运动质点的K ′系时空轨迹为 2tax ′=′ （抛物线），将 2tax ′=′ 代入伽利略-周方变

换： 

)(1 tux
c

u
x ′+′






 +=  

t
c

u
t ′






 += 1  

得： 

utat
uc

c
utat

c

u
tuta

c

u
tux

c

u
x +

+
=+

+
=′+′






 +=′+′






 += 222

1

1
)(1)(1  
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即：                         
2c

x at ut
c u

= +
+

 

这就是K系观测者关于K ′系时空轨迹
2tax ′=′ 所观测到的K系时空轨迹。 

可以看出， K ′系时空轨迹
2tax ′=′ 是抛物线， K 系观测者观测到的 K 系时空轨迹

2c
x at ut

c u
= +

+
也是抛物线，这说明伽利略-周方变换满足“相对性原理”。 

可以将K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2 写成抛物线的标准形式： 

2 2 2 ( )c ac ac c u u
x at ut t ut t t

c u c u c u ac

+ = + = + = + + + +  
 

2 2

2 ( ) ( ) ( )

2 2

ac c u u c u u c u u
t t

c u ac ac ac

 + + +   = + + −    +      
 

2 2

2 ( ) ( ) ( )

2 2

ac c u u c u u ac c u u
t t

c u ac ac c u ac

 + + +   = + + −    + +     
 

2 2
2 ( ) ( ) ( )

2 4

ac c u u c u u c u u
t t

c u ac ac ac

 + + + = + + −  +    
 

2 2( ) ( )

2 4

ac c u u c u u
t

c u ac ac

+ + = + − +  
 

由此得K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2 的抛物线标准形式： 

22( ) ( )

4 2

c u u c c u u
x a t

ac c u ac

 + + + = +   +   
 

下面，我们绘出K系观测者所观测到的K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2 。 

令 02 =+
+

= utat
uc

c
x ，即可得到此方程的两个根： 0=t 及

( )c u u
t

ac

+
= − ，此即K

系时空轨迹
2c

x at ut
c u

= +
+

与 x轴的两个交点。K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2 示于图

4-70。 
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x  

 

A — K系时空点           A 

 

 

抛物线 

 

 

 

 

C 

 

O                                   t  

曲线 COA 为K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2

 

图 4-70 K系时空轨迹 

伽利略-周方变换下的时空图示于图 4-71。 

x′； x  

 

A — K系时空点           A 

A’ — K ′系时空点 

 

 

 

抛物线 

A’ 

 

C 

 

O                                t′； t  

曲线 COA 为K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2

 

曲线 OA’为K ′系时空轨迹
2tax ′=′  

图 4-71 伽利略-周方变换的时空图 

如果我们将K系观测者所观测到的K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2 代入伽利略变换：

x x ut′ = − ， t t′ = ，则推断出的K ′系时空轨迹将是： 

2 2 2c c c
x x ut at ut ut at at

c u c u c u

 ′ ′= − = + − = = + + + 
 

而不是 2tax ′=′ 。 
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按伽利略变换推测出的时空图示于图 4-72。 

x′； x  

 

A — K系时空点           A 

B’ — K ′系时空点 

 

 

 

B’ 

 

 

C 

 

O                                t′； t  

曲线 COA 为K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2

 

曲线 OB’为按伽利略变换推测出的K ′系时空轨迹
2c

x at
c u

′ ′=
+

 

图 4-72 按伽利略变换的时空图 

将图 4-71 与图 4-72 合并，示于图 4-73。 

x′； x  

 

A — K系时空点             A 

A’ — K ′系时空点（周方变换） 

B’ — K ′系时空点（伽变换） 

 

B’ 

 

A’ 

 

C 

 

O                                t′； t  

曲线 COA 为K系时空轨迹 utat
uc

c
x +

+
= 2

 

曲线 OA’为按伽利略-周方变换推测出的K ′系时空轨迹
2tax ′=′  

曲线 OB’为按伽利略变换推测出的K ′系时空轨迹
2c

x at
c u

′ ′=
+

 

图 4-73 伽利略-周方变换及伽利略变换的时空图 

从图 4-73 可以看到，K系观测者依据他所测得的K系时空点 A，按伽利略-周方变换

推断出的K ′系时空点为点 A’，而错误地按伽利略变换推断出的K ′系时空点为点 B’。我们
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还可以清楚地看到，K ′系时空点 A’与K ′系时空点 B’ 之间以及伽利略-周方变换下的K ′系

时空轨迹（图中曲线 OA’）与伽利略变换下的K ′系时空轨迹（图中曲线 OB’）之间均存在

着相当大的差异。 

下面我们再看另一个例子。 

假设运动质点的K ′系时空轨迹为 1 sinx t′ ′= + ，将 1 sinx t′ ′= + 代入伽利略-周方变换： 

)(1 tux
c

u
x ′+′






 +=  

t
c

u
t ′






 += 1  

得到相应的K系时空轨迹： 

1 ( ) 1 (1 sin )
u u

x x ut t ut
c c

   ′ ′ ′ ′= + + = + + +   
   

 

1 1 sin

1 1

u ut t

u uc

c c

 
  = + + +  

   + +
 

 

1 1 sin

1

u u t
ut

uc c

c

   = + + + +   
    +

 

即：                  1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

 

这就是K系观测者关于K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 所观测到的K系时空轨迹。可 

以看出，K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

与K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 互有 

相似的形状，这证明伽利略-周方变换满足“相对性原理”。 

下面是 K系观测者根据所测得的 K 系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

通过
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伽利略-周方变换推断出K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 的过程。 

第一步：对伽利略-周方变换 )(

1

1
utx

c

u
x −

+
=′ ，

1

t
t

u

c

′ =
+

进行“变量替换”：即在式

中令

1
j

t
t

u

c

=
+

[在物理上，就是在观测中将静系时钟的走时节率下调至
1

1
u

c
+

倍，使得静系

时钟所示时刻恰好与动系时钟所示时刻同步。这就是所谓“对钟”]，同时令

1
j

x
x

u

c

=
+

[在

物理上，就是在观测中将静系量尺的单位长度上调至 1
u

c

 + 
 

倍，使得静系量尺的单位长度

恰好与动系量尺的单位长度相同。这就是所谓“对尺” ]。所谓“对钟、对尺”， 

其实就是静系观测者调整两参考系之间的“时空度规比”，使原先的
1

1
u

c
+

调整至‘1’，从

而使伽利略-周方变换 )(

1

1
utx

c

u
x −

+
=′ ，

1

t
t

u

c

′ =
+

变为参考系( x′、t′)与参考系(
jx 、

jt )

之间的伽利略变换： 

j jx x ut′ = −  

jt t′ =  

1
j

x
x

u

c

=
+

 

1
j

t
t

u

c

=
+

 

于是，我们在K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

中代入

1
j

t
t

u

c

=
+

，得： 

( )1 1 sin 1j j

u u
x t ut

c c

   = + + + +   
   

1 (1 sin )j j

u
t ut

c

 = + + + 
   

再将

1
j

x
x

u

c

=
+

代入此式，我们就得到用变量
jx 及

jt 表示的K系时空轨迹： 
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1 sinj j jx t ut= + +  

这样，在K系观测者 “对钟、对尺”之后，K系时空轨迹为 1 sinj j jx t ut= + + ，示

于图 4-74。 

 

jx ； x    

    K 系观测者未“对钟、对尺”时的K 系时空轨迹： 

1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

 

K 系观测者“对钟、对尺”后的K 系时空轨迹： 

1 sinj j jx t ut= + +  

 

 

 

 

 

1
u

c
+  

 

1
u

c
+  

1.0  

 

jt ； t  

图 4-74 K系观测者“对钟、对尺”前后的K系时空轨迹 

第二步：将以变量
jx 及

jt 表示的K系时空轨迹 1 sinj j jx t ut= + + 代入伽利略变换： 

j jx x ut′ = −  

jt t′ =  

最终得到K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + ，示于图 4-75。 

 

 

 

 



 120

 

x′； jx    

K 系观测者“对钟、对尺”后的K 系时空轨迹： 

1 sinj j jx t ut= + +  

K′系时空轨迹： 1 sinx t′ ′= +  

 

 

1.0 

 

1.0  

 

t′； jt  

图 4-75 K ′系时空轨迹 

将图 4-74 与图 4-75 合并为一个图，并删除中间过渡性的K系观测者“对钟、对尺”

后的K系时空轨迹 1 sinj j jx t ut= + + ，我们就得到参考系相对速度 0>u 且光速为有限值

c场合下的K′系时空轨迹与相应的K系时空轨迹，示于图 4-76。 

x′； x    

    K 系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

 

K′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= +  

 

 

 

 

 

1
u

c
+  

 

1
u

c
+  

1.0  

 

t′； t  

图 4-76 K ′系时空轨迹与相应的K系时空轨迹 
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我们将K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

直接代入伽利略-周方变换： 

)(

1

1
utx

c

u
x −

+
=′  

1

t
t

u

c

′ =
+

 

就可直接得到相应的K′系时空轨迹： 

1 sin 1 sin

1 1

x ut t
x t

u u

c c

−′ ′= = + = +
+ +

 

即：                           1 sinx t′ ′= +  

这样，K系观测者根据所测得的K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

，通过

伽利略-周方变换即可推断出K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 。（参看图 4-76） 

但是，如果K系观测者将所观测到的K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

 

代入伽利略变换： x x ut′ = − ， t t′ = ，即对K系时空轨迹进行伽利略变换，则将得出如下

的“K ′系时空轨迹”： 

1 1 sin

1

u t
x x ut ut ut

uc

c

  
   ′ = − = + + + −   
   +
   

 

1 1 sin

1

u t

uc

c

 
  = + +  

   +
 
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1 1 sin

1

u t

uc

c

 
 ′ = + +  

   +
 

 

这就是说，K系观测者根据观测到的K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

错误地

按伽利略变换推得“K ′系时空轨迹”为 1 1 sin

1

u t
x

uc

c

 
 ′ ′ = + +  

  +
 

，后者却不是真正的K ′

系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 。 

由 此 我 们 看 到 ， K 系 观 测 者 根 据 他 所 测 得 的 K 系 时 空 轨 迹

1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

，按伽利略-周方变换能够推断出真正的 K ′系时空轨迹

1 sinx t′ ′= + ， 而 按 伽 利 略 变 换 则 错 误 地 推 断 出 “ K ′ 系 时 空 轨 迹 ” 为

1 1 sin

1

u t
x

uc

c

 
 ′ ′ = + +  

  +
 

。 

K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

   +
 

分别按伽利略-周方变换与按伽利略变

换推断出的K′系时空轨迹示于图 4-77。 
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x′； x    

    已知的K 系时空轨迹： 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

 

[ 伽利略变换： x x ut′ = − ， t t′ =  ] 

[伽利略-周方变换：

1

x ut
x

u

c

−′ =
+

，

1

t
t

u

c

′ =
+

 ] 

按伽利略变换推断出的“K′系时空轨迹”： 1 1 sin

1

u t
x

uc

c

 
 ′ ′ = + +  

  + 
 

  

按伽利略-周方变换推断出的K′系时空轨迹： 1 sinx t′ ′= +  

已观测到的K系时空轨迹 

 

 

 

1
u

c
+  

 

1
u

c
+  

1.0  

 

t′； t  

图 4-77 按伽利略-周方变换与按伽利略变换推断的K ′系时空轨迹 

可以清楚地看到，按伽利略-周方变换推断出的真正的K′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 与按

伽利略变换推断出的那个“K ′系时空轨迹” 1 1 sin

1

u t
x

uc

c

 
 ′ ′ = + +  

  +
 

之间在本质上存在

着相当大的差异。 

 

八、“质量不变性”定律 

设有两个球：A 球     和 B 球     ，（静止）质量均为 0m ；两球始终位于一条与 x轴
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平行的直线上。又设：在K系内，B 球静止（ 0=Bv ），A 球向右运动，以速度 uvA = （速

度
Av 的方向沿 x轴正方向）与 B 球碰撞。在两球碰撞过程中：从 K 系度量，B 球静止

（ 0=Bv ），其质量为 0m ；A球作速度为
Av （ uvA = ）的匀速运动，其质量为m；从K ′系

度量，A 球静止（ 0=′Av ），其质量为 0m ；B 球作速度为
Bv′ （ uvB −=′ ）的匀速运动，其

质量为m。又设两球发生的碰撞是完全非弹性碰撞，在碰撞后合为一体，以同一速度运动。 

K ′系相对于K系的匀速直线平移运动示于图 4-78。 

 

从K系度量：                          从K ′系度量： 

uvA =     0=Bv              0=′Av       uvB −=′  

 A           B                     A           B 

m        0m                    0m          m  

                          u )0( >u  

2v                        2v′  

A  B                     A  B 

 

              0mm +                   0mm +  

K系                                 K ′系 

u  — K ′系对K系的相对速度 

图 4-78 K ′系相对于 K 系作匀速直线平移运动 

 A．从K系度量   

B 球静止（ 0=Bv ），A 球向右运动，以速度 uvA = 与 B 球碰撞。在两球碰撞合一之后，

结合体的运动速度为
2v 。 

根据动量守恒定律及质量守恒定律，有：
 

200 )( vmmmvvm AB +=+
 

200 )(0 vmmmum +=+×
 

20 )( vmmmu +=  
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u
mm

m
v

0

2 +
=

    

                   （A） 

B．从K ′系度量 

A 球静止（ 0=′Av ），B球向左运动，以速度 uvB −=′ 与 A球碰撞。 

在碰撞之前，两球的运动速度分别为
Av′ 和 Bv′ ： 

0=−=−=′ uuuvv AA     

uuuvv BB −=−=−=′ 0     

在两球碰撞合一之后，结合体的运动速度为
2v′。 

根据动量守恒定律及质量守恒定律，有：
 

200 )( vmmvmvm BA
′+=′+′
 

200 )(0 vmmmum ′+=−×
 

20 )( vmmmu ′+=−  

u
mm

m
v

0

2 +
−=′

                     （B） 

1．伽利略-周方变换： 

在伽利略-周方变换下，两球结合体之（K系）速度 2v 与（K ′系）速度 2v′服从“矢量

叠加法则”，即满足以下关系式： 

uvv −=′ 22
                        （C） 

将（A）式 u
mm

m
v

0

2 +
= 及（B）式 u

mm

m
v

0

2 +
−=′ 代入（C）式，得： 

uu
mm

m
u

mm

m
−

+
=

+
−

00

  

 
uu

mm

m
=

+ 0

2

   

 

mmm 20 =+
  

 

得：                             0mm =  
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由此可得，物体的质量不随坐标系及物体的运动状态而变；物体的质量是绝对的，符合

牛顿对‘质量’的定义。不存在所谓的“质速关系”。 

“物体的质量是一个绝对量，不随参考系及物体运动状态而变化”（即“不存在质速关

系”）。 

由此可得，“速度合成服从矢量叠加法则”是“不存在质速关系”（即“物体的质量不

随参考系及物体运动状态而变化”）的充分必要条件。由于“速度合成服从矢量叠加法则”

是一条普适的自然定律，故“不存在质速关系”（即“物体的质量不随参考系及物体运动状

态而变化”）随之也是一条普适的自然定律。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0mm =
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第五章 

超高速太空飞行物测速原理 

我们利用相离运动中产生的“动系时间间隔显大”

 

tt
c

u
t ′∆>′∆







 +=∆ 1 ，

（ +∞<< u0 ），以及相向运动中产生的“动系时间间隔显小”

 

tt
c

u
t

f ′∆<′∆







−=∆ 1 ，

（ cu f <<0 ），来建立高速运动物体的测速原理，藉以测量超高速太空飞船的径向相对速

度。 

 一、主动式脉冲雷达测速 

主动式脉冲雷达测速，就是将雷达站置于地面观测点（如太空飞船出发地点），向运动

物体（如太空飞船）发射一定重复周期 0t∆ （或重复频率 01 t∆ ）的电磁脉冲信号，根据回

波脉冲重复周期 2t∆ （或重复频率 21 t∆ ）与发射脉冲重复周期 0t∆ （或重复频率 01 t∆ ）

之比值 02 tt ∆∆ ，计算出运动物体（如太空飞船）相对于地面观测点（如飞船出发地点）的

径向相对速度u。 

（1）相离运动     

设：在时刻 0=t ，飞船起飞（ 0=x ，x为 飞船至飞船出发地点雷达站的距离）。在某

个时刻 0t ，飞船与地面雷达站之间的距离为 000 )0( uttux =−= ，在此时刻地面雷达向飞

船发出第一个电磁脉冲信号。在此后的某时刻 1t ，脉冲信号到达飞船，立刻向地面雷达反射

回去。由于电磁脉冲信号与飞船同向运动，故电磁脉冲信号从发出时刻 0t 至抵达飞船时刻 1t

之间的时间间隔 01 ttt −=δ 满足以下关系： 

uc

x
ttt

−
=−= 0

01δ  

即：                        
uc

ut
ttt

−
=−= 0

01δ  

因此，脉冲信号到达飞船的时刻 1t 为： 
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uc

ut
tt

−
+= 0

01  

即：                          
 

01 t
uc

c
t

−
=  

在时刻 1t ，脉冲信号从飞船向地面雷达站反射。此时飞船与地面雷达站之间的距离为

111 )0( uttux =−= 。根据“真空中光传播速率为恒定值假设”：  

“物体发射出来的光线总是以确定的速度 c运动着，不管这道光线是由静止的还

是运动的物体发射出来的。” 

地面雷达站接收到脉冲信号的时刻 2t 为： 

c

ut
tt 1
12 +=  

即：                           12 t
c

uc
t

+
=  

从 01 t
uc

c
t

−
= 和 12 t

c

uc
t

+
= 得：

 

002 t
uc

uc
t

uc

c

c

uc
t

−
+

=
−

+
=  

等式两边取增量，得： 

002 tt
uc

uc
t ∆≥∆

−
+

=∆  

式中： 0t∆ —雷达发射脉冲重复周期（秒）； 

2t∆ —雷达接收脉冲重复周期（秒）。 

记：

 

1
0

2 ≥=
∆

∆
λ

t

t
，上式可以写成： 

1

1

1

0

2 ≥
−

+
=

−
+

=
∆

∆
=

c

u
c

u

uc

uc

t

t
λ

    

 

由此式得： 

c

u

c

u
+=







 − 11λ
   

 

0)1()1( =−−+ λλ
c

u
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解出： 

1

1

+
−

=
λ
λ

c

u

   

（ 1≥λ ） 

这样，在相离运动中： 1≥λ ，主动式脉冲雷达测速公式为： 

 

 

 

 

************************************************************************ 

（2）另一种推导方法 

模型： 

设：在 A 与 B 重合时 0=t ，B 相对于 A 以直线匀速远离而去。在
A

It 时刻，A 与 B 之

间的距离为 01x ： A

I

A

I vttvx =−= )0(01
。这时，A 向 B 发出信号 1。对于 A（静系观测者）

而言：信号 1 自 A 以速度c传播，B 相对于 A 以速度v远离而去。信号 1 从 A 发出后接近

（追赶）B 的速度为 )( vc − 。因此，信号 1 耗时
vc

x
t

−
=∆ 01

1 到达 B。信号 1 到达 B 的时刻

是 1ttt A

I

B

I ∆+= 。 

信号 1在时刻 1ttt A

I

B

I ∆+= 被 B向 A 反射。根据“光速不变假设”（即“真空中光传播

速率为恒定值假设”）— 《任何光线在‘静止的’坐标系中都是以确定的速度 c 运动

着，不管这道光线是由静止的还是运动的物体发射出来的。》 （爱因斯坦，2006 年

版），尽管光源 B 相对于 A 是处在运动之中，然而，对于 A（静系观测者）而言：从光源 B

向 A（静系观测者）反射的光线在空间内的传播速度与光源 B 的运动无关，仍为真空中光

传播速率c，因此，信号 1从光源 B 返回到 A耗时
c

tvx
t 101

1

∆+
=′∆ 。信号 1返回到 A的时

刻是 11 tttt A

I

A

II
′∆+∆+= 。 

推导： 

将
vc

x
t

−
=∆ 01

1 代入
c

tvx
t 101

1

∆+
=′∆ ，得： 

1

1

+
−

=
λ
λ

c

u

  

（ 1≥λ ） 
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1

0101010101

1

01

1 1 t
vc

x

vc

c

c

x

vc

v

c

x

vc

x

c

v

c

x
t

c

v

c

x
t ∆=

−
=

−
=








−

+=
−

+=∆+=′∆  

信号 1回到 A的时刻是： 

1111 2)( tttttttt A

I

A

I

B

I

A

II ∆+=′∆+∆+=′∆+=  

得：                     )(
2

1
11

A

I

A

II tttt −=′∆=∆  

由此式可得增量方程： 

)]()([
2

1
)()( 11

A

I

A

II tttt δδδδ −=′∆=∆  

因 A

Ivtx =01
，故增量方程为 )()( 01

A

Itvx δδ = 。从
vc

x
tt

−
=∆=′∆ 01

11 可得：  

)(
)()(

)()( 01
11

A

I

A

I t
vc

v

vc

tv

vc

x
tt δ

δδ
δδ

−
=

−
=

−
=∆=′∆  

式中 )( A

Itδ 为 A 发出信号 1 与发出信号 2 之间的时间间隔。 

将 )()( 1

A

It
vc

v
t δδ

−
=∆ 代入增量方程 )]()([

2

1
)( 1

A

I

A

II ttt δδδ −=∆ ，得： 

)]()([
2

1
)( A

I

A

II

A

I ttt
vc

v
δδδ −=

−
 

)()()(
2 A

I

A

II

A

I ttt
vc

v
δδδ −=

−
 

由此式得：           )(

1

1

)()( A

I

A

I

A

II t

c

v
c

v

t
vc

vc
t δδδ

−

+
=

−
+

=  

)(

1

1

)( A

I

A

II t

c

v
c

v

t δδ
−

+
=  

即：                          

c

v
c

v

t

t
A

I

A

II

−

+
=

1

1

)(

)(

δ
δ

 

式中： )( A

Itδ 为 A发出信号 1与发出信号 2之间的时间间隔； 

)( A

IItδ 为 A 接收信号 1 与接收信号 2 之间的时间间隔。 

这就是主动式脉冲雷达测速原理的计算公式。 
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下面我们证明 ≠
)(

)(
A

I

B

I

t

t

δ
δ

)(

)(
B

I

A

II

t

t

δ
δ

，式中 )( B

Itδ 为 B接收（并反射）信号 1与接收（并反射）

信号 2之间的时间间隔。 

证： 

11 tttt A

I

A

II
′∆+∆+=  

式中
B

I

A

I ttt =∆+ )( 1 ，故有： 

1ttt A

I

B

I ∆+=   及  1ttt B

I

A

II
′∆+=   

取增量，得： 

)()()( 1ttt A

I

B

I ∆+= δδδ  

考虑到 )()( 1

A

It
vc

v
t δδ

−
=∆ ，故得： 

)()()()( A

I

A

I

A

I

B

I t
vc

c
t

vc

v
tt δδδδ

−
=

−
+=  

从而得： 

 

 

另外，取增量，得：    )()()( 1ttt B

I

A

II
′∆+= δδδ  

考虑到 )()( 1

A

It
vc

v
t δδ

−
=′∆ 及

vc

c

t

t
A

I

B

I

−
=

)(

)(

δ
δ

，故得： 

)()()()()()( B

I

B

I

B

I

A

I

B

I

A

II t
c

vc
t

c

vc

vc

v
tt

vc

v
tt δδδδδδ

+
=

−
−

+=
−

+=  

从而得： 

 

 

显然，                        ≠
)(

)(
A

I

B

I

t

t

δ
δ

)(

)(
B

I

A

II

t

t

δ
δ

 

证毕。 

将
vc

c

t

t
A

I

B

I

−
=

)(

)(

δ
δ

与
c

vc

t

t
B

I

A

II +
=

)(

)(

δ
δ

综合起来，即可得： 

vc

c

t

t
A

I

B

I

−
=

)(

)(

δ
δ

 

c

vc

t

t
B

I

A

II +
=

)(

)(

δ
δ
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=
)(

)(
A

I

A

II

t

t

δ
δ

)(

)(
A

I

B

I

t

t

δ
δ

)(

)(
B

I

A

II

t

t

δ
δ

vc

c

−
=

c

vc +  

c

v
c

v

t

t
A

I

A

II

−

+
=

1

1

)(

)(

δ
δ

 

这里的物理模型是：  

“有相对运动的 A 和 B 中的 A（静系观测者）发出光信号 → 光信号到达 B 并向 A 反

射回去 → 光信号被 A（静系观测者）接收”。 

这是一个描述空间内光信号传播过程的物理模型，是由“光信号自 A 传到相对运动中

的 B”及“由 B 反射回 A”两阶段有机地构成的一个不可分割的完整过程。因此，这个完整

过程必须在整体上满足“相对性原理”。可以证明，这个完整过程满足“相对性原理”显然

是没有问题的。现证明如下： 

完整模型的文字叙述 

在 A 与 B 重合时， 0=t ；B 相对于 A 以直线匀速远离而去。 

阶段（I）： “光信号自 A传到 B”— A 为静系观测者，B 相对于 A 以直线匀速 v远离 

而去。对于 A（静系观测者）而言，在
A

It 时刻，A 与 B 之间的距离为： 

A

I

A

I vttvx =−= )0(01
，这时 A 向 B 发出光信号 1，光信号 1 相对于 A 以速度c传播， 

同时 B 相对于 A 以速度v远离而去，故光信号 1 接近（追赶）B 之速度为 )( vc − 。因 

此，光信号 1 耗时
vc

x
t

−
=∆ 01

1 到达 B。光信号 1 在时刻 1ttt A

I

B

I ∆+= 到达 B。 

阶段（II）： “光信号由 B 反射回 A”— 光信号 1 在时刻 1ttt A

I

B

I ∆+= 被 B 向 A 反射。根 

据“光速不变假设”（即“真空中光传播速率为恒定值假设”）— 《任何光线在‘静止 

的’坐标系中都是以确定的速度 c 运动着，不管这道光线是由静止的还是运动的 

物体发射出来的。》 （爱因斯坦，2006 年版），尽管光源 B相对于 A（静系观测者） 

是处在运动之中，然而，对于 A（静系观测者）而言，从光源 B向 A（静系观测者） 

反射的光线在空间内的传播速度与光源 B 的运动无关，仍为真空中光传播速率 c，因 

此，光信号 1 耗时
c

tvx
t 101

1

∆+
=′∆ 从光源 B 反射回到 A。光信号 1 在时刻： 
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11 tttt A

I

A

II
′∆+∆+= 返回到 A。 

可以证明，A与 B 是平权的。现证明如下： 

在上面的模型中，我们将“A”换为“B”，“B”换为“A”，并将 B 设为静系观测者，而

其余皆保持不变。在此情况下，如法炮制，进行与上述完全相同的数学推导： 

将
vc

x
t

−
=∆ 01

1 代入
c

tvx
t 101

1

∆+
=′∆ ，得： 

1
0101010101

1
01

1 1 t
vc

x

vc

c

c

x

vc

v

c

x

vc

x

c

v

c

x
t

c

v

c

x
t ∆=

−
=

−
=








−

+=
−

+=∆+=′∆  

信号 1回到 B（静系观测者）的时刻是： 

1111 2)( tttttttt B

I

B

I

A

I

B

II ∆+=′∆+∆+=′∆+=  

得：                     )(
2

1
11

B

I

B

II tttt −=′∆=∆  

由此式可得增量方程： 

)]()([
2

1
)()( 11

B

I

B

II tttt δδδδ −=′∆=∆  

考虑到 B

Ivtx =01
，从

vc

x
tt

−
=∆=′∆ 01

11 可得：  

)(
)()(

)()( 01
11

B

I

B

I t
vc

v

vc

tv

vc

x
tt δ

δδ
δδ

−
=

−
=

−
=∆=′∆  

式中 )( B

Itδ 为 B（静系观测者）发出信号 1与发出信号 2之间的时间间隔。 

将 )()( 1

B

It
vc

v
t δδ

−
=∆ 代入增量方程 )]()([

2

1
)( 1

B

I

B

II ttt δδδ −=∆ ，得： 

)]()([
2

1
)( B

I

B

II

B

I ttt
vc

v
δδδ −=

−
 

)()()(
2 B

I

B

II

B

I ttt
vc

v
δδδ −=

−
 

由此式得：             )(

1

1

)()( B

I

B

I

B

II t

c

v
c

v

t
vc

vc
t δδδ

−

+
=

−
+

=  

)(

1

1

)( B

I

B

II t

c

v
c

v

t δδ
−

+
=  
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即：                           

c

v
c

v

t

t
B

I

B

II

−

+
=

1

1

)(

)(

δ
δ

 

式中： )( B

Itδ 为 B发出信号 1与发出信号 2之间的时间间隔； 

)( B

IItδ 为 B 接收信号 1 与接收信号 2 之间的时间间隔。 

在‘原’模型中有

c

v
c

v

t

t
A

I

A

II

−

+
=

1

1

)(

)(

δ
δ

，将‘原’模型中的 A 与 B互相‘对换’及 B设为静

系观测者之后得出

c

v
c

v

t

t
B

I

B

II

−

+
=

1

1

)(

)(

δ
δ

，这说明 A 与 B是平权的。 

另外，还可证明：         ≠
)(

)(
B

I

A

I

t

t

δ
δ

)(

)(
A

I

B

II

t

t

δ
δ

 

式中的增量 )( A

Itδ 为 A接收（并反射）信号 1 与接收（并反射）信号 2 之间的时间间隔。 

证： 

11 tttt B

I

B

II
′∆+∆+=  

式中
A

I

B

I ttt =∆+ )( 1 ，故有： 

 1ttt B

I

A

I ∆+=  及  1ttt A

I

B

II
′∆+=   

从 1ttt B

I

A

I ∆+= 取增量：    )()()( 1ttt B

I

A

I ∆+= δδδ  

考虑到 )()( 1

B

It
vc

v
t δδ

−
=∆ ，故得： 

)()()()( B

I

B

I

B

I

A

I t
vc

c
t

vc

v
tt δδδδ

−
=

−
+=  

从而得：                     
vc

c

t

t
B

I

A

I

−
=

)(

)(

δ
δ

 

从 1ttt A

I

B

II
′∆+= 取增量： )()()( 1ttt A

I

B

II
′∆+= δδδ  

考虑到 )()( 1

B

It
vc

v
t δδ

−
=′∆ 及

vc

c

t

t
B

I

A

I

−
=

)(

)(

δ
δ

，故得： 

)()()()()()( A

I

A

I

A

I

B

I

A

I

B

II t
c

vc
t

c

vc

vc

v
tt

vc

v
tt δδδδδδ

+
=

−
−

+=
−
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从而得：                      
c

vc

t

t
A

I

B

II +
=

)(

)(

δ
δ

 

显然，                        ≠
)(

)(
B

I

A

I

t

t

δ
δ

)(

)(
A

I

B

II

t

t

δ
δ

 

证毕。 

此外，下面我们还给出相离运动下主动式脉冲雷达测速原理计算公式的另一种推导方

法： 

物理模型是：“有相对运动的 A 和 B 中的 A（静系观测者）发出信号 →信号到达 B 并

向 A 反射回去 →信号被 A（静系观测者）接收”。这是一个描述空间内光信号传播过程的

物理模型，是由“信号自 A 传到相对运动中的 B”及“由 B 反射回 A”两阶段有机地构成的

一个不可分割的完整过程。 

设：B相对于 A（雷达站）以直线匀速u远离而去。在某个时刻 1t ，B 离 A的距离为 1x ，

在此时刻 A 向 B 发出信号 1，信号 1 相对于 A（静系观测者）以光速c传播，同时 B 相对于

A 以速度u远离而去，故信号 1 接近（追赶）B之（相对）速度为 ( )c u− 。因此，信号 1 耗

时 1x

c u−
到达 B。这样，信号 1 在时刻 1

1

x
t

c u

 + − 
到达 B。在信号 1 到达 B 之时刻，B 离 A

的距离为 1
1

x
x u

c u

 + • − 
，此时信号 1 即刻从 B 向 A 反射回去，经过一段时间

1
1

x
x u

c u

c

 + • − 
到达 A（静系观测者）。这样，信号 1 回到 A（即雷达站 A 接收到信号 1）

的时刻 2t 为： 

1
1

1
2 1

x
x u

x c u
t t

c u c

 + • −   = + + − 

1

1
1

1
u

x
x c u

t
c u c

 + −   = + + − 
 

1
1 1 1 1

1 1 1

2

c
x

x x x xc ut t t
c u c c u c u c u

  −= + + = + + = + − − − − 
 

等式两边取增量： 
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2 1 1

2
( ) ( ) ( )t t x

c u
δ δ δ= +

−
 

式中 1( )tδ 为 A（雷达站）发出信号 1与发出信号 2 之间的时间间隔； 

2( )tδ 为 A（雷达站）接收信号 1 与接收信号 2之间的时间间隔。 

将时间间隔 1( )tδ 内发生的 B 离 A 之距离变化 1 1( ) ( )x u tδ δ= • 代入此式，得： 

2 1 1

2
( ) ( ) ( )

u
t t t

c u
δ δ δ= +

−
 

即： 

2 1( ) ( )
c u

t t
c u

δ δ
+

=
−

 

************************************************************************ 

（3）相向运动 

只需在相离运动下的公式
uc

uc

t

t

−
+

=
∆

∆
=

0

2λ 中，将u代之以 fu− （ cu f <<0 ），即可

得到相向运动下的相应公式： 

1

1

1

0

2 ≤

+

−
=

+

−
=

∆

∆
=

c

u
c

u

uc

uc

t

t

f

f

f

fλ  

由此式得：  

c

u

c

u ff −=







+ 11λ

 

 

0)1()1( =−++ λλ
c

u f

  
 

解出：                           
λ
λ

+
−

=
1

1

c

u f

   

（ 10 ≤≤ λ ） 

这样，在相向运动中： 10 ≤≤ λ ，主动式脉冲雷达测速公式为： 

 

 

 

 

 

λ
λ

+
−

=
1

1

c

u f

（ 10 ≤≤ λ ） 
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主动式脉冲雷达测速曲线示于图 5-1。 

c

u f

              c

u

 

相向运动:        相离运动:

 

λ
λ

+
−

=
1

1

c

u f
     

1

1

+
−

=
λ
λ

c

u

 

1.0 

 

 

 

1/3 

0               1.0             2.0         0

2

t

t

∆

∆
=λ

 

u—相离速度； fu — 相向速度；c
 
— 光速 

图 5-1 主动式脉冲雷达测速曲线 

主动式脉冲雷达测速曲线同样也可表为图 5-2。 

c

u

 

1

1

+
−

=
λ
λ

c

u

 

相向运动           相离运动
  

1.0 

 

 

 

1/3 

0                  1.0             2.0        0

2

t

t

∆

∆
=λ

 

 

 
u — 相对速度；c

 
— 光速

  

-1.0   

 

图 5-2 主动式脉冲雷达测速曲线 
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由以上分析可以看到，主动式脉冲雷达测速只适用于低于光速的相对运动。 

 

二、被动式脉冲雷达测速 

被动式脉冲雷达测速，就是将雷达发射装置安置在运动物体（如太空飞船）上，向观测

者（飞船出发地点的雷达接收装置）发射一定重复周期（重复频率）的电磁脉冲信号，根据

接收脉冲重复周期 2t∆ 与发射脉冲重复周期 1t∆ 之比值 12 tt ∆∆ ，计算出运动物体（如太空

飞船）相对于飞船出发地点的径向相对速度u。 

（1）相离运动 

设：在时刻 0=t ，飞船起飞（ 0=x ， x为 飞船至飞船出发地点雷达站之距离）。在

某个时刻 1t ，飞船与地面雷达站之间的距离为 11 utx = 。在此时刻飞船上的雷达发射装置向

地面雷达接收装置发射一个电磁脉冲信号。根据“真空中光传播速率为恒定值假设”：  

“物体发射出来的光线总是以确定的速度 c运动着，不管这道光线是由静止的还

是运动的物体发射出来的。” 

地面雷达接收装置接收到脉冲信号的时刻为 2t ： 

c

ut
tt 1
12 +=  

12 1 t
c

u
t 







 +=   

等式两边取增量，得： 

12 1 t
c

u
t ∆







 +=∆  

式中： 1t∆ —飞船雷达发射脉冲重复周期（秒）； 

2t∆ —地面雷达接收脉冲重复周期（秒）。 

记 µ=
∆

∆

1

2

t

t
，上式可以写成：   11

1

2 ≥+=
∆
∆

=
c

u

t

t
µ  

这样，在相离运动中： 11 ≥+=
c

u
µ ，被动式脉冲雷达测速公式为： 
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（2）相向运动 

只需在相离运动下的公式
c

u

t

t
+=

∆

∆
= 1

1

2µ 中，将u代之以 fu− （ cu f <<0 ），即可

得到相向运动下的相应公式：  11
1

2 ≤−=
∆

∆
=

c

u

t

t fµ  

这样，在相向运动中： 10 ≤≤ µ ，被动式脉冲雷达测速公式为： 

 

 

 

 

被动式脉冲雷达测速曲线示于图 5-3。 

 

c

u f

            c

u

 

                
相向运动:    

     
相离运动:

  

µ−=1
c

u f
      1−= µ

c

u

 

1.0 

 

 

 

 

0               1.0            2.0       1

2

t

t

∆

∆
=µ  

u — 相离相对速度； fu — 相向相对速度；c
 
— 光速 

 

图 5-3 被动式脉冲雷达测速曲线 

 

1−= µ
c

u

)1( ≥µ
 

µ−=1
c

u f

)10( ≤≤ µ
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被动式脉冲雷达测速曲线同样也可表为图 5-4。 

  c

u

 

1−= µ
c

u

 

相向运动         相离运动
  

1.0 

 

 

 

 

0                1.0            2.0      1

2

t

t

∆

∆
=µ

 

 

 

u — 相对速度；c
 
— 光速 

 

 

-1.0 

图 5-4 被动式脉冲雷达测速曲线 

由以上分析可以看到，被动式脉冲雷达测速可以用于超光速的相离运动。 

两种测速方法之比较示于图 5-5。 
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c

u
 

被动式测速： 1−= µ
c

u
 

 

 

相向运动           相离运动
 1.0 

 

 
 

1/3 

 

0                  1.0             2.0         
µλ；  

 

主动式测速：
1

1

+
−

=
λ
λ

c

u
 

 

-1.0
 

u — 相对速度；c
 
— 光速；

0

2

t

t

∆

∆
=λ ；

1

2

t

t

∆

∆
=µ   

图 5-5 两种测速方法之比较 
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第六章 

“哈勃定律”(Hubble’s Law)的理论表达式 

1929 年，美国天文物理学家哈勃（E．P．Hubble）发现河外星系视向退行速度与距离

成正比，即距离越远，视向退行速度越大。“哈勃定律”的陈述是：来自遥远星系光线的红

移与他们的距离成正比。这条定律是哈勃在约十年的观测之后，于 1929 年首先提出的。“哈

勃定律”中速度和距离都是间接观测得到的物理量。“速度 — 距离”关系和“速度 — 视

星”关系，是建立在观测“红移 — 视星”等关系及一些理论假设前提上的。“哈勃定律”

原来由对正常星系观测而得，现今已应用到类星体或其他特殊星系上。“哈勃定律”通常被

用来推算遥远星系的距离。可是，“哈勃定律”至今从未得到理论上的解释。笔者十分简捷

地首次给出了“哈勃定律”的理论表达式。 

“哈勃定律”： 

 “在任何一个星系上，都能观测到其他星系在作远离该星系的退行运动，而且距离越

远的星系退行速度越大。” 

“对宇宙中的任何两个星系来说，它们都在彼此互相远离，而且星系间的距离越远，相

互远离的速度也越大。” 

“遥远天体的红移（即退行运动）的大小与天体的距离成正比。” 

设：在某时刻 t′，一颗新星相对于地面观测者∗以匀速u远离而去，示于图 6-1。 

新星 

     ∗                                                       x  

tu ′  

（∗ 为地面观测者；u为新星退行速度 ） 

图 6-1 在时刻 t′新星以匀速u离观测者∗而远去 

在时刻 t′，新星离地面观测者∗的距离为 tu ′。由于光的传播速度为有限值（ c），故地

面观测者∗在时刻 t′尚观测不到新星。直到时刻 t
c

u

c

tu
tt ′







 +=
′

+′= 1 ，地面观测者∗才

观测到新星，这时新星离地面观测者∗的视向距离为 utx = ，示于图 6-2。 
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x  

视向距离 utx =  

 

 

 

 

tu
c

u
utx ′







 +== 1  

 

tu ′
 

 

 

∗       0≡′x                                       t′； t  

t′               
c

tu ′
 

t
c

u

c

tu
tt ′







 +=
′

+′= 1

 

（∗ 为地面观测者；u为新星退行速度；c为光速） 

图 6-2 时刻 t′爆发的一颗新星及其视向距离 

图 6-2 中的时间关系式 t
c

u
t ′







 += 1 就是周方变换的时间变换式。将时间变换式

t
c

u
t ′







 += 1 代入 utx = ，得 tu
c

u
utx ′







 +== 1 。这个公式 tu
c

u
x ′






 += 1 恰好就是伽利

略-周方变换的空间变换式 )(1 tux
c

u
x ′+′






 += 在 0≡′x （即将新星置于新星坐标系的原

点）条件下的公式： tu
c

u
x ′






 += 1 。将此式写成 utu

c

t
tu

c

u
x ′+

′
=′







 += 21 ，继而写成： 

22

2

u u u u
x ct ct ct

c c c c

    ′ ′ ′= + = +    
     
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2

Hx u u= +  

式中 H

x
x

ct
=

′
称为“哈勃距离”；

u
u

c
= ， c为光速。 

这就是“哈勃定律”的理论表达式： 

 

 

 

 “哈勃定律”理论表达式曲线示于图 6-3。 

“哈勃距离”
H

x
x

ct
=

′
 

“哈勃定律”理论表达式：
2

Hx u u= + （抛物线） 

•  

现行的所谓“哈勃定律” 

•       （实测数据拟合直线） 

1−  

•  

1 2−          •  

•  

 

•  

 

1 4−                                                  
u

u
c

=  

图 6-3 “哈勃定律” 

或者将与 2

Hx u u= + 等价的 utu
c

t
tu

c

u
x ′+

′
=′







 += 21  即： 

 

 

 

 

“哈勃定律”理论表达式（抛物线）以及现行的所谓“哈勃定律”（对实际观测数据拟

合而成的直线）示于图 6-4。 

 

 

2

Hx u u= +
 

( 0)u >
 

utu
c

t
x ′+

′
= 2

 

)0( >u
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实际上，我们可以从伽利略-周方变换的观测矢量合成图直接导出哈勃定律的理论表达式。 

x  

“哈勃定律”理论表达式： 

utu
c

t
x ′+

′
= 2

（抛物线）

 

•  

现行的所谓“哈勃定律” 

•（对实际观测数据拟合而成的直线） 

c−                        实际上只能作为“哈勃定律”的观测 

统计拟合近似表达式 

•  

2c−          •  

•  

 

u  

4tc ′−  

图 6-4 “哈勃定律” 

伽利略-周方变换的观测矢量合成图示于图 6-5。 

(时刻 t时)之K ′系观测者        (时刻 t时)之K ′系（K系）时空点 

tu
c

u
tu ′








+=

r
r

r
1  

(时刻 t′时)之K ′系观测者           r
r
′    

tu ′
r

                （时刻 t′时）之K ′系时空点 

K系观测者 

                         

)(1 tur
c

u
r ′+′








+=

rr
r

r
 

图 6-5 伽利略-周方变换的观测矢量图 

与观测矢量图相对应的伽利略-周方变换为： 

)(1 tur
c

u
r ′+′








+=

rr
r

r
 

t
c

u
t ′










+=

r

1
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取 [ ]Tuu 0,0,=
r

之场合，即：K ′系沿K系的 x轴正方向作匀速直线平移运动，相对速度

为u，且保持 x′轴与 x轴相重合；y′轴与 y轴平行及 z′轴与 z 轴平行。在这种场合下，有：

uux = ， 0=yu ， 0=zu ，即 [ ] [ ]TT

zyx uuuuu 0,0,,, ==
r

。于是，伽利略-周方变换的时

空变换方程组为： 

)(1 tux
c

u
x ′+′






 +=  

y
c

u
y ′







 += 1  

z
c

u
z ′







 += 1  

t
c

u
t ′







 += 1  

取“一维空间”情况（ [ ]Txr 0,0,=
r

）并令 [ ]Tr 0,0,0≡′
r

，得“哈勃定律”: 

 

tu
c

u
x ′







 += 1  ， t
c

u
t ′







 += 1  

( c为真空中光速) 

太空星系观测图示于图 6-6。 

 

 

太空星系 

 

])([1)( tutr
c

u
tr ′+′′








+=

rr
r

r

            

)(tr ′′
r

 

天文望远镜 

u
r

 

 

 

tu ′
r

 

 

 

地面接收站 

 

图 6-6 太空星系观测图 
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“一维空间”情况下伽利略-周方变换在 0≡′r
r

时的观测矢量合成图示于表 6-1。 

表 6-1 “一维空间”下伽利略-周方变换在 0≡′r
r

时的观测矢量合成图 

[ ]Tuu 0,0,=
r

， [ ]Txr 0,0,=
r

，
 

[ ]Tr 0,0,0≡′
r

 

“哈勃定律”: tu
c

u
x ′







 += 1  ，  t
c

u
t ′







 += 1  

( c为真空中光速) 

 

x  

 

 

 

新星 

tu ′       tu
c

u
x ′







 += 1 ， t
c

u
t ′







 += 1  

K 系观测者∗  

 

表 6-1 中，（一维）伽利略-周方变换的公式： tu
c

u
x ′







 += 1 ， t
c

u
t ′







 += 1 实际上就是哈

勃定律的理论表达式： 

utu
c

t
tu

c

u
x ′+

′
=′







 += 21  

即：                          utu
c

t
x ′+

′
= 2

 

最后指出，哈勃定律的物理基础是光波多普勒效应。哈勃定律的理论表达式实际上就是

0≡′x ， 0≡′y ， 0≡′z 场合下一维时空的伽利略-周方变换： 
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tu
c

u
x ′







 += 1  

01 ≡′






 += y
c

u
y  

01 ≡′






 += z
c

u
z  

t
c

u
t ′







 += 1

 

tu
c

u
x ′







 += 1  

t
c

u
t ′







 += 1  

对 tu
c

u
x ′







 += 1 取自然对数： 

tu
c

u
x ′++







 += lnln1lnln

 

以 t为自变量取导数：

 

t
dt

d
u

dt

d

c

u

dt

d
x

dt

d
′++







 += lnln1lnln

 

dt

td

tdt

du

udt

du

ucdt

dx

x

′
′

++
+

=
1111

c

utdt

du

udt

du

ucdt

dx

x +
′

++
+

=
1

11111
 

tdt

du

udt

du

ucdt

dx

x

1111
++

+
=

 

tdt

du

uuc

uc

dt

dx

x

1

)(

21
+

+
+

=
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t

x
tu

c

uc

dt

du

uuc

uc

dt

dx
+′

+
+
+

=
)(

2

 

t

x
t

dt

du

c

uc

dt

dx
+′

+
=

2

 
ut

dt

du

c

uc

dt

dx
+′

+
=

2

 
1.如若 0>

dt

du
（即星系加速退行），则 u

dt

dx
> ，即：星系退行距离的增大速度

dt

dx
大于星

系退行速度u，显示宇宙处在加速膨胀之中。 

2.如若 0=
dt

du
（即星系匀速退行），则 u

dt

dx
= ，即：星系退行距离的增大速度

dt

dx
等于星

系退行速度u，显示宇宙处在匀速膨胀之中。 

3.如若 0<
dt

du
（即星系减速退行），则 u

dt

dx
< ，即：星系退行距离的增大速度

dt

dx
小于星

系退行速度u，显示宇宙处在减速膨胀之中。 

附言 

1929 年，美国天文学家哈勃首先发现了星体间的距离不断变大的现象，提出了宇宙膨

胀理论。这一发现导致俄裔美国天体物理学家伽莫夫的“宇宙大爆炸理论”，他认为宇宙诞生

于约 137±2 亿年的一次大爆炸，星系的退行正是这次宇宙大爆炸的直接结果。 

此后，天体物理学界认为宇宙正在以一个恒定的速度膨胀。直到上世纪末，美国天体

物理学家萨尔·波尔马特(Saul Perlmutter)、美国/澳大利亚物理学家布莱恩·施密特(Brian P. 

Schmidt)以及美国科学家亚当·里斯(Adam G. Riess)三位科学家对超新星进行了一系列观

测，获得两组相同的观测结果，发现星系离地距离随其退行速度而增大的规律为‘抛物线’，

从而揭示了宇宙是在加速膨胀。他们在 1998 年向外公布：宇宙的膨胀速度不是恒定的，也

不是越来越慢，而是不断加速的，即越来越快。这一发现“动摇了宇宙学的理论基础”，直

接撼动了整个天体物理学界。于是人们认为，存在一种“暗能量”在推动着星系快速退行。上

述三位物理学家由于他们的这一重大发现，获得了 2011 年诺贝尔物理学奖。 
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第七章 

审视开普勒定律（Kepler’s Law） 

开普勒定律（Kepler’s Law）是德国天文学家开普勒（Johannes Kepler，1571-1630）

提出的关于行星运动的三大定律。第一定律和第二定律发表于 1609 年，是开普勒从丹麦天

文学家第谷（Tycho Brahe，1546－1601）观测火星位置所得资料中总结出来的；第三定律

发表于 1619 年。开普勒定律是一个普适定律，适用于一切二体问题。开普勒定律不仅适用

于太阳系，它对具有中心天体的引力系统（如行星-卫星系统）和双星系统都成立。 

1.第一定律：所有行星（和彗星）的轨道都属于圆锥曲线，而太阳则在它们的一个焦点上。 

2.第二定律：行星和太阳的连线在相等的时间间隔内扫过相等的面积。 

3.第三定律：所有行星绕太阳一周的恒星时间的平方与它们轨道长半轴的立方成比例。 

其实，开普勒第一定律、第二定律、第三定律并非是相互独立的三条“定律”，而实际

上是一条基于共同的基础，具有三项性质的开普勒定律。 

下面我们就来审视天文学中极负盛名的开普勒定律（Kepler’s Law，1609 年）。 

 

一、关于“开普勒第一定律” 

诸行星绕恒星公转的方向具有“同向性”，绕恒星公转的轨道面具有“共面性”，绕恒星

公转的轨道形状具有“近圆性”。同向性就是指诸行星向着同一个方向绕恒星公转，共面性

就是指诸行星绕恒星公转的轨道面在同一平面上，近圆性就是指行星绕恒星公转的轨道形状

接近于圆形。 

K系（静系）观测者‘所测得的’行星 A在平面 )( zx ′′— 内绕恒星 S的匀速圆周运动

示于图 7-1 及图 7-2。 
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z； z′  

x  

x′  
 

 

 

 

 

z           z  

 

 

行星 A                                                                     x； x′  

 

 

 

 

 

r             R         R             r  

图 7-1 K系观测者‘所测得的’行星 A 绕恒星 S 的运动（ 1<rR ） 

x  

x′  
 

 

z′  
 

 

 

 

行星 A     恒星 S                                                             x  

 

 

 

 

 

r             R               R             r  

图 7-2 K系观测者‘所测得的’行星 A 绕恒星 S 的运动（ 1≥rR ） 

                          z′  
                                 z  

 

恒星 S 

 

 

tθ   r  

tθ         ρ  

R  

θ  
Sθ  

K 系观测者 E 

     z′                             z′  

 

 

 

 

 

 

 

ρ    r  

tθ           
SRω  

θ            

Sθ     R  

K 系观测者 E 
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参看图7-1及图7-2。K系观测者（地球E）绕恒星S作匀速圆周运动， t
T

t
S

SS

π
ωθ

2
== ，

ST 为K系观测者（地球E）绕恒星 S 的运动周期。R为K系观测者（地球 E）绕恒星 S 作

匀速圆周运动的半径长度。行星 A 绕恒星 S作匀速圆周运动， t
T

ttt

π
ωθ

2
== ，T 为行星 A

绕恒星 S 的运动周期。行星 A 在时刻 t′的K ′系空间位置（K ′系时空点）为点( zx ′′, )。K

系观测者在同一时刻 tt ′= 即观测到行星 A的K系空间位置（K系时空点） — 点( zx, )。

在真空中光速为有限值 c的条件下，点( zx ′′, )与点( zx, )之间存在着伽利略-周方变换： 

)
2

cos(
2

1 t
T

Rxc
T

R
x

SS

′−′







+=

ππ
 

0≡′= yy  

)
2

sin(
2

1 t
T

Rzc
T

R
z

SS

′+′







+=

ππ
 

tc
T

R
t

S

′







+=

π2
1  

在真空中光速为无穷大（ ∞→c ）或
ST

Rπ2
值与真空中光速 c之比值 c

T

R

S

π2
远远小于

1 的假设条件下，上面的伽利略-周方变换就退化为伽利略变换： 

t
T

Rxx
S

′−′=
π2

cos  

0≡′= yy  

t
T

Rzz
S

′+′=
π2

sin  

tt ′=  

从图 8-1 及图 8-2 可知： t
T

rrx t
′−=−=′

π
θ

2
coscos 及 t

T
rrz t

′==′
π

θ
2

sinsin 。 

将 t
T

rx ′−=′
π2

cos 及 t
T

rz ′=′
π2

sin 代入上面的伽利略变换，便可得出K 系观测者（地球

E）‘观测到的’行星 A绕恒星 S 作匀速圆周运动的K系时空轨迹，其方程组为： 
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t
T

Rt
T

rx
S

′−′−=
ππ 2

cos
2

cos  

0≡′= yy  

t
T

Rt
T

rz
S

′+′=
ππ 2

sin
2

sin  

tt ′=  

从而得出从某个行星 E 观测到的另一行星 A 的K系时空轨迹： 

 t
T

Rt
T

rx
S

ππ 2
cos

2
cos −−=  

t
T

Rt
T

rz
S

ππ 2
sin

2
sin +=  

对二式取平方和，得： 









•+•++=+ t

T
t

T
t

T
t

T
rRRrzx

SS

ππππ 2
sin

2
sin

2
cos

2
cos22222

 

t
TT

rRRrzx
S








−++=+

ππ 22
cos22222

 

从而得行星 A 的K系时空轨迹的矢径 ρ ： 

 

2

1

222

1

22 22
cos2)( 
















−++=+= t
TT

rRRrzx
S

ππ
ρ  

 

此外，从图 7-1 及图 7-2 还可得下列关系式： 

Rr

tS )sin()sin( θθθθ −
=

−
  

R

t
T

r

t
TS







 −

=








− θ

ππ
θ 2

sin
2

sin

 

 

即： 

 

 

 
R

t
T

r

t
TS







 −

=




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由此可得：从某个行星 E 观测到另一行星 A 的 K 系时空轨迹为“内摆线”

（hypocycloid）。曲线的形状取决于 







−

STT

ππ 22
的值，即由 








−

STT

ππ 22
的值而定。 

结论： 

我们得到关于行星运动轨迹的定律 —“内摆线定律”： 

1.行星绕恒星的运动服从牛顿万有引力定律。诸行星绕恒星公转的方向具有“同向性”，绕

恒星公转的轨道面具有“共面性”，绕恒星公转的轨道形状具有“近圆性”。 

2.从一个行星观测到另一行星的时空轨迹为： 
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Rt
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ππ 2
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2
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t
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S
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sin

2
sin +=  

或用极坐标表为：（参看图 7-1 及图 7-2） 
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由此可知，行星的表观运动轨迹为“内摆线”（hypocycloid）。曲线的形状取决于









−

STT

ππ 22
的值，即由 








−

STT

ππ 22
的值而定。 

 

二、关于“开普勒第二定律” 

（A）我们讨论从K系观测者（E）看，行星 A绕恒星 S运动中连线 AE在相等的时间间隔内

所扫过的面积是否相等的问题。 

行星 A绕恒星 S 运动中连线 AE在时间间隔 t∆ 内所扫过的面积 S∆ 示于图 7-3。 
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x∆  

z∆  

S∆      ρρ ∆+  

z              ρ     

 

行星 A                恒星 S           观测者 E 

x  

r             R  

图 7-3 行星 A 绕恒星 S 运动中连线 AE 在 t∆ 之内扫过的面积 S∆  

从图 7-3 可知，行星 A 绕恒星 S运动中连线 AE在时间间隔 t∆ 内所扫过的面积 S∆ 为：  
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从K系时空轨迹方程组 
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故有：
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21 ))(()( tttzx ∆ΦΦ=∆∆  

将 ttx ∆Φ=∆ )(1 ， ttz ∆Φ=∆ )(2 及
2
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由此得：       )])(()()()([
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对时间 t取微商，得“面积速度
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T
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从式中可以明显地看到，面积速度
dt

dS
与时间 t有关。这就是说，K系观测者（图 7-3

中的点 E）‘所测到的’行星 A 绕恒星 S运动中连线 AE 在相等的时间间隔内所扫过的面积不

为常数，而是随时间 t而变的。 

（B）我们讨论从K系观测者（E）看，行星 A绕恒星 S运动中连线 AS在相等的时间间隔内

所扫过的面积是否相等的问题。 

行星 A绕恒星 S 运动中连线 AS在时间间隔 t∆ 内所扫过的面积 1S∆ 示于图 7-4。 
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行星 A                恒星 S          观测者 E 
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r             R  

图 7-4 行星 A 绕恒星 S 运动中连线 AS 在 t∆ 之内扫过的面积 1S∆  

从图 7-4 可知，行星 A 绕恒星 S运动中连线 AS在时间间隔 t∆ 内所扫过的面积 1S∆ 为： 
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从K系时空轨迹方程组 
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故有：
2

21 ))(()( tttzx ∆ΦΦ=∆∆  

将 ttx ∆Φ=∆ )(1 ， ttz ∆Φ=∆ )(2 及
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21 ))(()( tttzx ∆ΦΦ=∆∆ 代入 1S∆ ，得： 
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由此得： 
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对时间 t取微商，得“面积速度
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从此式可以明显地看到，面积速度
dt

dS1 与时间 t有关。这就是说，行星 A 绕恒星 S运动

中连线 AS在相等的时间间隔内所扫过的面积不为常数，而是随时间 t而变的。 
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（C）我们讨论从K系观测者（E）看，行星 A绕恒星 S运动过程中连线 AS在相等的时间间

隔内所扫过的面积是否相等的问题。 

行星 A绕恒星 S 运动过程中连线 AS在时间间隔 t∆ 内所扫过的面积 2S∆ 示于图 7-5。 

)cos( tr θ∆              z  

)sin( tr θ∆
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图 7-5 行星 A 绕恒星 S 运动中连线 AS 在 t∆ 之内扫过的面积 2S∆  
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式中 0)( ≠Φ t ，故有： ttt
t

S
∆Π+Φ=

∆
∆

)()(2  

取微商，得“面积速度
dt

dS2 ”： 
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)(2 t
dt

dS
Φ=  

可以看到，面积速度
dt

dS2 与时间 t有关。这就是说，行星 A 绕恒星 S运动过程中“行星

A—恒星 S”连线 AS 在相等的时间间隔内所扫过的面积不为常数，而是随时间 t而变的。 
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附录 A：导出“伽利略-周方变换”之最简捷途径 

推导途径一 

“时空变换”的数学表达式必须满足以下两项条件： 

a.两坐标系相对运动的起始状态为：在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合。 

b.在 t ′， 0>t 时，K ′系相对于K系做相对平移运动，相对速度为u
r
。 
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“伽利略-周方变换”的观测矢量合成图示于图 1。 
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图 1 伽利略-周方变换的观测矢量合成图 

1.在时刻 t ′，K ′系观测者（B）观测到运动质点（C′），即发出光波（或电磁波）信号，

此时形成观测矢量合成三角形： 
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3.因为光传播速率 c为有限值（
5

100.3 ×≈c 仟米/秒），故K系观测者（ A）必须从时刻 t ′

延迟至时刻 t才观测到该质点： 
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5.在时刻 t，K系观测者（ A）观测到质点（C）： 

)()()( trtrtr ′∆+′=
rrr

 

)(1)( tr
c

u
tr ′








+=

r
r

r
 

)(1)( tr
c

u
tr ′








+=

r
r

r
 

])([1)( tutr
c

u
tr ′+′′








+=

rr
r

r
 

6.由此得“伽利略-周方变换”： 
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***************     ***************     *************** 

 

推导途径二 

在时刻 t′，K ′系观测者观测到运动质点 )(tr ′′
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空’） [ ]Ttr，
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由于光传播速率 c为有限值（
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
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




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t
c

u
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c

u

t

tutr

1
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r
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







′
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







+=







 −

t
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c

u

t

tutr )(
1
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rrr

 

由此得“伽利略-周方变换”： 








 −








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
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
′

′′
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“伽利略-周方变换”的观测矢量合成图示于图 2。 

 

tu
r

                          

)(tr ′
r

         

C  

 

K ′系观测者:B      )(tr ′′
r

  C′  

u
r  

K系观测者： A                                 )(tr
r

 
 

图 2 伽利略-周方变换的观测矢量合成图 

***************     ***************     *************** 

 

推导途径三：从标准空间变换式出发进行演绎 

“时空变换”的数学表达式必须刻画以下物理事实： 

a.两参考系相对运动的起始状态为：在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合。 

b.在 t ′， 0>t 时，K ′系相对于K系做相对平移运动，相对速度为u。 

为此，时空变换式必须反映如下事实：“K系内 utx = 之点即为K ′系之原点 0=′x ”。

相应地，空间变换式必须是方程 )( utxkx −=′ 。下面就从这个标准的空间变换式

)( utxkx −=′ 出发，进行演绎，推导出实际中客观存在的时空变换。 

函数 )( utxkx −=′ 的逆函数为： 

ut
k

x
x +

′
= )(

1
)(

1
tux

k
kutx

k
′+′=+′=  

ktt =′  
从而得出以下‘等价式’： 







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







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






′

′′
−

t
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c

u

t
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rrrr
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 逆变换式： 


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



′
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




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




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c
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)(
1

tux
k

x ′+′=
 

)( utxkx −=′   ⇔ 

ktt =′   

由此得到‘互为正、逆函数’的两组方程： 

)( utxkx −=′            )(
1

tux
k

x ′+′=
 

⇔ 

ktt =′                   t
k

t ′=
1

 

取：                              )( utxkx −=′  

ktt =′  
写成矩阵形式： 








 −
=







′

′

t

utx
k

t

x

 

下面确定系数k。 

在某个时刻 t′， K ′系观测者观测到运动质点 x′ ，由于光传播速率 c 为有限值

（
5

100.3 ×≈c 仟米/秒），故在同一时刻 t′，与K ′系观测者的距离为 tu ′的K系观测者尚不

能观测到该运动质点。直到K′系观测者发出光波（电磁波）信号的时刻 t ′之后的时刻 t：

c

tu
tt

′
+′= （真空中光传播速率 .constc = ），K系观测者才观测到该运动质点。故有： 

t
c

u

c

tu
tt ′






 +=

′
+′= 1 。 

考虑到方程中的关系式 ktt =′ ，得：  

1

1

−







 +=

c

u
k  

从而得伽利略-周方变换： 








 −






 +=








′

′ −

t
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c

u

t

x
1
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






 −






 +=








′
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t
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c

u

t

x
1
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逆变换式： 









′
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





 +=








t
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c

u

t

x
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K 系 

 K’系 

u
 

 

K’观测者 

 

“伽利略-周方变换”之形成： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ut                        ut         ktx )( ′′  

)(tx
                    

)(tx  

ktx )( ′′       ktu ′  

)(tx
 

])([)( uttxktx −=′′ ； ])([
1

)( tutx
k

tx ′+′′= ； ktt =′ ； 11

1

<






 +=
−

c

u
k  

1=k 时，伽利略-周方变换即退化为伽利略变换 

***************     ***************     *************** 

 

推导途径四 

“观测矢量合成图”的形成过程如下： 

时空变换的数学表达式必须描述以下实际物理过程： 

a.在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合（ 0==′ xx ）。 

b.在 t ′， 0>t 时，K ′系相对于K系做速度为u的平移运动。 

（1）在相对运动中的某时刻 0t′，K 系观测者（K系原点）驻留在原地不动（ 0=x ），此

 
 

 

 

K 观测者 

])([)( uttxktx −=′′  
])([

1
)( tutx

k
tx ′+′′=
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时，K ′系观测者已运动至离K系观测者距离为 0tu ′之处。在此时刻 0t′，K ′系观测者发出一

道闪光 k’。闪光 k’以恒定的传播速率 c向四周传播。 

（2）光点 k’在时刻 0t′至时刻 t′的时间段 )( 0tt ′−′ 内完成了径向行程 )( 0ttc ′−′ ，( c为K ′系

内的光传播速率，同时也是K系内的光传播速率)。在时刻 t′，K ′系观测者观测到光点 k’，

即观测到运动质点 D。此时运动质点 D至相对运动起始点（ 0==′ tt 之点）的距离为

00 )( tuttc ′+′−′ 。 

（3）在时刻 t，K系观测者观测到光点 k’，即观测到运动质点D。此时运动质点D至相对

运动起始点（ 0==′ tt 之点）的距离为 )( 0ttc ′− 。 

这样，K ′系观测者在时刻 t′观测到运动质点D，K系观测者在时刻 t观测到运动质点D。 

K ′系观测者与K系观测者在不同时刻 t′与 t观测到运动质点D之情形（即“观测矢量

合成图”）示于图 1。 

质点运动方向 

运动质点D                    )( 0ttc ′−′            K ′系观测者 

ϕ  

)( 0ttc ′−                         0tu ′  

ϕ  

K系观测者 

图 1 K系观测者与K ′系观测者的观测矢量合成图 

下面，找出K ′系观测者与K系观测者观测到运动质点D的时刻 t′与 t之间的关系。 

从图 1 可得： 

ϕcos))((2)()()( 00

2

0

2

0

22

0

2 tuttctuttcttc ′′−′−′+′−′=′−  

取 πϕ = 之情况，即“在时刻 0t′，K ′系观测者沿直线处在K系观测者前方 0tu ′之处”的情

况，得： 

))((2)()()( 00

2

0

2

0

22

0

2 tuttctuttcttc ′′−′+′+′−′=′−  

000 )()( tuttcttc ′+′−′=′−
 

等式右边表示：在某时刻
0t′，K ′系观测者发出闪光 k’，光点 k’经过一段行程 )( 0ttc ′−′ ，

在时刻 t ′，到达运动质点D，即K ′系观测者观测到运动质点D。这时运动质点D至相对
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运动起始点（ 0==′ tt 之点）的距离为 00 )( tuttc ′+′−′ 。 

等式左边表示：一直驻留在相对运动起始点（ 0==′ tt 之点）的K系观测者在时刻
0t′

之后的时刻 t观测到K ′系观测者在时刻
0t′所发出光点 k’，即K系观测者在时刻 t观测到运

动质点D。这时运动质点D至相对运动起始点（ 0==′ tt 之点）的距离为 )( 0ttc ′− 。 

设：在任意的时刻 t ′，K ′系观测者发出闪光 k’，于是，上式中变量 0t′取流动值 t ′：

tt ′=′0 ，上面的等式 000 )()( tuttcttc ′+′−′=′− 便成为下式：
 

tuttcttc ′+′−′=′− )()(
 

tuttc ′=′− )(
 

t
c

u
t ′







 += 1
 

t
c

u
t

1

1

−







 +=′

 

t ′为K ′系观测者观测到运动质点D的时刻， t为K系观测者观测到运动质点D的时刻。
 

由关系式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 可知，K ′系观测者先于K系观测者观测到运动质点D。关系

式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 可以换写成 t

c

u
t ′






 += 1 ，此式说明，K系观测者滞后于K ′系观测者观

测到运动质点D。其原因是：K ′系观测者对K系观测者有相对运动，使得从K ′系观测者

发出的光波（或电磁波）在传播中产生‘多普勒红移’效应。 

关系式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 表示两观测者观测到运动质点D的时刻之间的关系，这个公式

就是伽利略-周方变换的‘时间变换式’。 

将时间变换式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 表为： 

Tt
c

u
t =






 +=′

−1

1
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将此式作为“伽利略变换”成立之‘同时性’条件，导出在时刻 Tt
c

u
t =






 +=′

−1

1 下

的“伽利略变换”，后者就是我们所要推导出的“伽利略-周方变换”。 

Tt =′ 下的“伽利略变换”： 








 −
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






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uTTx

t
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等价于： 




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
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




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=








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t
c

u

t
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u
ut

c

u
x

t

tx
1
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1

1)1(
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Tt
c

u
t =






 +=′

−1

1  

由此得出“伽利略-周方变换”： 








 −







 +=







′

′′ −

t

uttx

c

u

t

tx )(
1

)(
1

 

 

 

 

 

***************     ***************     *************** 

 

推导途径五 

“观测矢量合成图”的形成过程如下： 

时空变换的数学表达式必须描述以下实际物理过程： 

a.在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合（ 0==′ xx ）。 

b.在 t ′， 0>t 时，K ′系相对于K系做速度为u的平移运动。 

（1）在相对运动中的某时刻 0t′，K 系观测者（K系原点）驻留在原地不动（ 0=x ），此

时，K ′系观测者已运动至离K系观测者距离为 0tu ′之处。在此时刻 0t′，K ′系观测者发出一

道闪光 k’。 

（2）光点 k’在时刻 0t′至时刻 t′的时间段 )( 0tt ′−′ 内完成了径向行程 ))(( 0ttuc ′−′− ，[ 式中

c为K系内的光传播速率， )( uc − 为K ′系内的光传播速率]。在时刻 t′，K ′系观测者观测

到光点 k’，即观测到运动质点D。此时运动质点D至相对运动起始点（ 0==′ tt 之点）的








 −







 +=







′

′′ −

t

uttx

c

u

t

tx )(
1

)(
1
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距离为 00 ))(( tuttuc ′+′−′− 。 

（3）在时刻 t，K系观测者观测到光点 k’，即观测到运动质点D。此时运动质点D至相对

运动起始点（ 0==′ tt 之点）的距离为 )( 0ttc ′− 。 

这样，K ′系观测者在时刻 t′观测到运动质点D，K系观测者在时刻 t观测到运动质点D。 

K ′系观测者与K系观测者在不同时刻 t′与 t观测到运动质点D之情形（即“观测矢量

合成图”）示于图 2。 

质点运动方向 

运动质点D                ))(( 0ttuc ′−′−            K ′系观测者 

ϕ  

)( 0ttc ′−                         0tu ′  

ϕ  

K系观测者 

图 2 K系观测者与K ′系观测者的观测矢量合成图 

从图 2 可得： 

ϕcos))()((2)()()()( 00

2

0

2

0

22

0

2 tuttuctuttucttc ′′−′−−′+′−′−=′−  

取 πϕ = 之情况，即“在时刻 0t′，K ′系观测者沿直线处在K系观测者前方 0tu ′之处”的情

况，得： 

))()((2)()()()( 00

2

0

2

0

22

0

2 tuttuctuttucttc ′′−′−+′+′−′−=′−  

000 ))(()( tuttucttc ′+′−′−=′−
 

设：在任意的时刻 t ′，K ′系观测者发出闪光 k’，于是，上式中变量 0t′取流动值 t ′：

tt ′=′0 ，等式 000 ))(()( tuttucttc ′+′−′−=′− 便成为下式：
 

tuttucttc ′+′−′−=′− ))(()(
 

tuttc ′=′− )(
 

t
c

u
t ′







 += 1
 

t
c

u
t

1

1

−







 +=′
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t ′为K ′系观测者观测到运动质点D的时刻， t为K系观测者观测到运动质点D的时刻。 

由关系式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 可知，K ′系观测者先于K系观测者观测到运动质点D。关系

式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 可以换写成 t

c

u
t ′






 += 1 ，此式说明，K系观测者滞后于K ′系观测者观

测到运动质点D。其原因是：K ′系观测者对K系观测者有相对运动，使得从K ′系观测者

发出的光波（或电磁波）在传播中产生‘多普勒红移’效应。 

关系式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 表示两观测者观测到运动质点D的时刻之间的关系，这个公式

就是伽利略-周方变换的‘时间变换式’。 

将时间变换式 t
c

u
t

1

1

−







 +=′ 表为： 

Tt
c

u
t =






 +=′

−1

1

 

将此式作为“伽利略变换”成立之‘同时性’条件，导出在时刻 Tt
c

u
t =






 +=′

−1

1 下

的“伽利略变换”，后者就是我们所要推导出的“伽利略-周方变换”。 

Tt =′ 下的“伽利略变换”： 
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等价于： 
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由此得出“伽利略-周方变换”： 
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关于“伽利略变换”： 

“伽利略变换”为： 

 






 −
=







′

′′

t

uttx

t

tx )()(
 

t ′为K ′系观测者观测到运动质点D的时刻， t为K系观测者观测到运动质点D的时刻。
 

由上式可以看到，“伽利略变换”成立之充要条件是 tt ′= ，就是说，“伽利略变换”要

求：在相对运动中当K ′系观测者在时刻 t ′观测到运动质点时，K 系观测者同时（在时刻

tt ′= ）观测到该运动质点。在K 系观测者与K ′系观测者有相对运动之场合下，这种情况

只有在传递运动质点位置讯息的光波（电磁波）之传播速率（ c）为无穷大的条件下才会出

现。所以，“伽利略变换”得以实现之必需条件是光波（电磁波）之传播速率（ c）为无穷

大，换言之，在光波（电磁波）之传播速率（ c）为有限值（
5100.3 ×≈c 仟米/秒）之场

合下在物理上是不可能实现“伽利略变换”的。因此，在“真空中光（电磁波）传播速率为

有限值（
5100.3 ×≈c 仟米/秒）之场合下“伽利略变换”在物理上是不现实的。在这种场

合下，在物理上唯一现实存在的时空变换是“伽利略-周方变换”： 
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
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 −
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 +=
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tx )(
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)(
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由此式可以清楚地看到，“伽利略变换”只是“伽利略-周方变换”在真空中光（电磁波）传

播速率为无穷大之假定条件下的特例。 

********************     ********************     ******************** 

附录 B：“洛伦兹变换”必被“伽利略-周方变换”取代 

“洛伦兹变换”必被“伽利略-周方变换”取代 

摘要 不论采用何种方法推导出的“洛伦兹变换”都是错误的。“洛伦兹变换”在逻辑上不

自洽，在数学上‘似是而非’，在物理上虚无不实，不具有任何实际意义。本文的分析得到

一个重要结论：‘闽可夫斯基时空’内对质点运动的观测必满足“时空间隔不变性”，这个命

题只适合于两观测者无相对运动之场合。在两观测者有相对运动的场合下，此命题是一个伪

命题。相对应地，不论两观测者是否有相对运动，‘伽利略时空’内对质点运动的观测都满

足“矢量合成法则”。本文的分析揭示：两观测者有相对运动且真空中光传播速率为有限值

场合下客观存在的唯一的时空变换为“伽利略-周方变换”。 
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关键词  相对论 狭义相对论 运动观测论 洛伦兹变换 伽利略变换 伽利略-周方变换 

 

定义： 

a.‘时空’之定义：[ ] ≡
T

tr )()( 时间，（三维）欧氏空间
r [ ] ≡T

tr，
r [ ][ ]TT

tzyx ，,, 为可量测的

“物理时空（Physical Space-Time）”，可命名为“伽利略时空（Galilean Space-Time）”。 

“伽利略时空”的度规为



































10

0

100

010

001

，可称为“伽利略度规（Galilean Metric）”。 

b. 整个“宇宙”为伽利略时空 [ ] ≡T
tr，

r [ ][ ]TT
tzyx ，,, ，在其‘子时空’[ ]Ttr，

r
内任意时空

点 [ ]Tttr ，)(
r

光的传播满足光传播定律： cttr =)(
r

， .constc = （ c为真空中光传播速率），

故有： tdtrd ln)(ln =
r

，即光在任意时空点的“传播时空弹性”为 1
ln

)(ln
==

td

trd
r

ε ，

因此，有： [ ] [ ]TT
ttrttr λλλ ，， )()(

rr
= [ ]Tttr λλ ，)(

r
= 。观测者对时空点 [ ]Tttr ，)(

r
的观

测示于图 1。 

r
r
    

[ ] =T
ttr ，)(

r
λ [ ]Tttr λλ ，)(

r [ ]Tttr λλ ，)(
r

=  

cttr =)(
r

 

)(tr
r

λ                  )( tr λ
r

      光照方程
 

)(tr
r

                        光阵面 

观测矢量 

[ ]Tttr ，)(
r

 

观测者             t    tλ                t  

图 1 观测者对时空点 [ ]Tttr ，)(
r

的观测矢量 

因此，按物理实质，伽利略时空 [ ]Ttr，
r

为“光照时空”（Illuminated Space-Time）。 

c. K 系观测者在时刻 t 观测到运动质点的位置坐标记为 )(tr
r [ ]Ttztytx )(),(),(= 。

[ ]Tttr )(
r

为‘K系观测者在时刻 t观测到运动质点 )(tr
r

时’指向该运动质点的“观测矢
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量”（Observation Vector），同时也是‘该运动质点 )(tr
r

在时刻 t被K系观测者观测到时’

的“光照矢量”（Illuminated Vector）。 [ ]Tttr ，)(
r

也可称为‘K系观测者在时刻 t观测到

运动质点 )(tr
r

时’的“时空点”。 

d. K ′系观测者在时刻 t′观测到运动质点的位置坐标记为 )(tr ′′
r [ ]Ttztytx )(),(),( ′′′′′′= 。

[ ]Tttr ′′′ )(
r

为‘K ′系观测者在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’指向该运动质点的“观

测矢量”，同时也是‘该运动质点 )(tr ′′
r

在时刻 t′被K ′系观测者观测到时’的“光照矢量”。

[ ]Tttr ′′′ ，)(
r

也可称为‘K ′系观测者在时刻 t′观测到运动质点 )(tr ′′
r

时’的“时空点”。 

***************     ***************     *************** 

一、推导时空变换数学式的前提条件 

不失一般性，本文仅分析（一维）伽利略时空[ ]Ttx 的场合。 

定义： 

t ′、 t分别为K ′系观测者、K系观测者所持‘时钟’指示的‘时刻’； 

x′、 x分别为K ′系观测者、K系观测者所持‘量尺’指示的‘位置’； 

)(tx ′′ 为K ′系观测者在时刻 t ′观测到运动质点处于K ′系内的位置。通常为了简化书写， 

省略括号中的 t ′，即将 )(tx ′′ 简写为 x′。 

)(tx 为K系观测者在时刻 t观测到运动质点处于K系内的位置。通常为了简化书写，省 

略括号中的 t，即将 )(tx 简写为 x。 

[ ]Tttx ′′′ )( 为K ′系观测者在时刻 t ′对运动质点 )(tx ′′ 的“观测矢量”。 

[ ]Tttcx ′′=′ 为光照点 tcx ′=′ 在时刻 t ′的“光照矢量”，即K ′系观测者在时刻 t ′对

光照点 tcx ′=′ 的“观测矢量”。 

[ ]Tttx )( 为K系观测者在时刻 t对运动质点 )(tx 的“观测矢量”。 

[ ]Ttctx = 为光照点 ctx = 在时刻 t的“光照矢量”，即K系观测者在时刻 t对光照点

ctx = 的“观测矢量”。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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迄今，人们在推导时空变换数学表达式时，无不都认为时空变换式应满足以下三项前提

条件： 

（1）“两观测者始终有相对运动”— 

在 0==′ tt 时，两参考系（K ′系与K系）重合（ 0==′ xx ）。在 t ′， 0≥t 时，K ′系

相对于K系做速度为u的平移运动。两观测者持有一样的‘时钟’及‘量尺’。 

（2）两观测者对同一运动质点进行观测时必满足“相对性原理”— 

a.“互作匀速直线运动的两观测者（A 和 B）对同一运动质点进行观测时，观测者 A（B）

‘观测到’该质点的时刻及空间坐标与观测者 B(A)在观测中‘所推测的’观测者 A（B）

‘所观测到’该质点的时刻及空间坐标完全一致”。 

或者表述为： 

b.“互作匀速直线运动的两观测者对同一运动质点进行观测时，一个观测者‘观测到的’

该质点的时刻及空间坐标就是另一个观测者在观测中‘所推测到的’，对于两个观测者

皆是如此”。 

（3）光的传播满足“光速不变性”定律 —  

“真空中光传播速率为恒定值（约
5

100.3 × 仟米/秒），乃是光的固有属性，与它在哪个

参考系内进行传播无关”。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

二、“洛伦兹变换”之导出 

人们采用多种方法推导出“洛伦兹变换”，这里我们仅例举其中一种最简单的但具有代

表性的推导“洛伦兹变换”的方法。 

“洛伦兹变换”的‘炮制者’依据上述三项前提条件进行推导。 

（1）“两观测者始终有相对运动”— 

在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合（ 0==′ xx ）。在 t ′， 0≥t 时，K ′系相对于K系

沿 )(xx ′ 轴作速度为 u 的平移运动。因此，时空变换的空间变换式之数学形式为

)( utxkx −=′ ， 0>u 。 

（2）两观测者对同一运动质点进行观测时必满足“相对性原理”— 

 “洛伦兹变换”的炮制者将方程 )( tuxkx ′+′= 视为方程 )( utxkx −=′ 的‘逆变换式’， 

引入数学模型，藉以使时空变换能够满足“相对性原理”。 
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（3）光的传播满足“光速不变性”定律— 

设：在K ′系观测者与K系观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）发出一道闪光。光

照点在K ′系与K系内的传播分别表为光照方程 tcx ′=′ 与 ctx = （ c为真空中光传播速

率）。于是，在数学模型中引入光照方程 tcx ′=′ 与 ctx = ，使时空变换满足以两观测者

重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）为光源的“光速不变性”定律。 

这样，“洛伦兹变换”的炮制者综合以上三项前提条件，预设一个包含变量 ttxx ′′ ,,, 的

线性方程组： 

)( utxkx −=′  

)( tuxkx ′+′=                  (A) 

ctx =  

tcx ′=′  

式中k为待定系数。 

求解这组联立方程，得出完整解： 

2

2

1
c

u

utx
x

−

−
=′ ，

2

2

2

1
c

u

c

ux
t

t

−

−
=′ ， ctx = ， tcx ′=′  

从完整解中摘取满足 ctx = 与 tcx ′=′ 的两个函数：

2
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1
c

u

utx
x
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−
=′ 与

2

2

2

1
c

u

c

ux
t

t

−

−
=′ ，分别作

为时空变换的“空间变换式”与“时间变换式”，将这组函数命名为“洛伦兹变换”。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

三、两观测者对光照点的观测矢量 [ ]Tttcx ′′=′ 与 [ ]Ttctx = 之间的对应关系 

（1）将光照点的（K系）时空轨迹 ctx = 代入空间变换式

2

2

1
c

u

utx
x

−

−
=′ ，得： 

tc
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ctct
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u

utct
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−
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22
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1
 

即得出该光照点的（K ′系）时空轨迹： tcx ′=′ 。 
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（2）将光照点的（K系）时空轨迹 ctx = 代入时间变换式
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即得出该光照点被两观测者观测到的时刻 t′与 t之间的关系：
uc

uc
tt

+
−

=′ 。

 于是，得到以下‘等价式’： 

“洛伦兹变换” 










−

−
=′

2

2

1
c

u

utx
x ，










′=′=

−

−
=′ tcxctx

c

u

c

ux
t

t ，，

2

2

2

1
  

c  









+
−

=′′=′=
uc

uc
tttcxctx ，， ⇔









+
−

=′==
′
′

uc

uc
ttc

t

x

t

x
， ⇔



















=

+
−
+
−

==
′
′

c

uc

uc
t

uc

uc
x

t

x

t

x
 

⇔



















=

+
−
+
−

=
′
′

==
′
′

c

uc

uc
t

uc

uc
x

t

x
c

t

x

t

x
， ⇔















































+
−

+
−

•−
+
−

=







′

′′








 •−
=








′

′′

uc

uc
t

uc

uc
t

uc

uc
tx

t

tx

t

ttx

t

tx

0)(
)(

0)()(
，

 

⇔
































 •−

+
−

=







′

′′








 •−
=








′

′′

t

ttx

uc

uc

t

tx

t

ttx

t

tx

0)()(

0)()(
，

⇒















 •−
=







′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(
⇔







 ==
′
′

c
t

x

t

x
 

式中 






 •−
=








′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(
为‘两观测者无相对运动（ 0≡u ）’下的伽利略变换。 
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将方程组 c
t

x

t

x
==

′
′

示于图 2。 

x ′， x                   tcx ′=′ ， ctx =

  
 

 

 

xx =′     K系与K ′系内的光阵面相重合 

 

 

 

 

 

 

t′， t                     t′， t  

图 2 K ′系观测者与K系观测者对光照点进行观测之过程 

可以看到，图 2中出现 tcx ′=′ 与 ctx = ，即‘两直线相重合’，即：对于任何时刻 tt ′≡

都有 xx ′= ： c
t

x

t

x
==

′
′

。这就是说，K ′系观测者与K 系观测者在每个时刻（ tt ′≡ ）同

时观测到运动质点处在同一位置 xx ′= 。也就是说，K ′系观测者与K系观测者始终没有相

对运动（ 0≡u ），即始终停留在两观测者重合点（ 0==′ xx ）上，在每时每刻（ tt ′≡ ）

同时盯视着光照点。 

这显然有悖于描述“两观测者始终有相对运动”的方程[ )(t∀ ： )( utxkx −=′ ， 0>u ]。 

还可以看到，图 2中 ctx = 与 tcx ′=′ （‘两直线相重合’），使得在时刻 0==′ tt 从两

观测者重合点（ 0==′ xx ）发出的闪光在K ′系与K系内的光阵面为同一阵面。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

四、“洛伦兹变换”是物理上不存在的‘时空变换’ 

下面我们揭示“洛伦兹变换”之谬误。 

（1）方程 )( utxkx −=′ 能满足以下条件： 

a.在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合（ 0==′ xx ）。 

b.在 t ′， 0≥t 时，K ′系相对于K系做速度为u的平移运动。 

因此，联立方程组(A)中预设的方程 )( utxkx −=′ 是一个正确的方程。 

（2）为了满足“相对性原理”，“洛伦兹变换”的炮制者在联立方程组(A)中预设方程 
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)( tuxkx ′+′= ，并将方程 )( tuxkx ′+′= 与方程 )( utxkx −=′ 视为时空变换的‘正变换式’ 

与‘逆变换式’。 

事实上，函数 )( tuxkx ′+′= 不能单独成为函数 )( utxkx −=′ 的‘逆函数’，其原因是：

函数 )( utxkx −=′ 中除空间变量 x， x′之外还含有时间变量 t，因此在它的‘逆函数’中必

定有变量 t′。因此，‘正函数’及‘逆函数’除有‘ x与 x′之关系式’（空间变换式）之外

必定还有‘ t与 t′之关系式’（时间变换式），（读者可自行推导）。所以， )( tuxkx ′+′= 与

)( utxkx −=′ 单独两个方程并不能成为时空变换的‘正变换式’与‘逆变换式’。所以，“洛

伦兹变换”： 
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2

2

1
c

u

c

ux
t

t

−

−
=′  

不满足“相对性原理”。（读者可自行验证） 

[提示：必须使用求“逆函数”的正规方法（而不是采用‘对换数学符号’的简单手法）进

行逐步推演，试看能否使‘正函数’与‘逆函数’具有相同的结构形式，即试看变换方程

组的变换矩阵与逆变换矩阵是否具有相同的张量形式。] 

（3）“洛伦兹变换”的炮制者依据‘闽可夫斯基时空’内质点运动满足“时空间隔不变性”： 

)( tt ′∀ ， ： .2222222 conststcxtcx ==′−′≡−  

得出关系式： 

 

 

于是在数学模型中引入方程 tcx ′=′ 与 ctx = 。 

‘以K ′系观测者与K 系观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）为光源’的“光速

不变性”定律示于图 3。 

K系观测者            ctx =  

 

           
tcx ′=′  

K ′系观测者 

图 3 在两观测者重合点发光的“光速不变性”定律 

)( tt ′∀ ， ： 0=′−′≡− tcxctx  
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如图 3 所示，‘以两观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）为光源’的“光速不变性”

定律应表为如下关系式： 

 

 

（因为两观测者持有相同的‘时钟’，故式中： tt ′≡ ） 

引入方程 tcx ′=′ 与 ctx = ，就使得图 2中出现 tcx ′=′ 与 ctx = ，即‘两直线相重合’。 

图 2中‘两直线相重合’，说明对于任何时刻 tt ′= 都有 xx ′= 。这就是说，K ′系观测

者与K系观测者在每个时刻（ tt ′≡ ）同时观测到运动质点处在同一位置 xx ′= 。也就是说，

K ′系观测者与K 系观测者之间不存在相对运动（ 0≡u ），即两观测者始终停留在重合点

（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）上，于每时每刻同时盯视着光照点的实时运动。 

这样，依据‘闽可夫斯基时空’内质点运动必满足“时空间隔不变性”，推导出： 

“洛伦兹变换”










−

−
=′

2

2

1
c

u

utx
x ，










′=′=

−

−
=′ tcxctx

c

u

c

ux
t

t ，，

2

2

2

1
 

⇔






 ==
′
′

c
t

x

t

x
 

⇔















 •−
=








′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(

 
可以看到，推导出的“洛伦兹变换”为“恒等变换（Identical Transformation）”







 ==
′
′

c
t

x

t

x
，即‘两观测者无相对运动（ 0≡u ）’下的“伽利略变换” 







 •−
=








′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(
，

这显然违背了描述“两观测者有相对运动”的方程[ )(t∀ ： )( utxkx −=′ ， 0>u ]的前提条

件： 0>u 。 

“洛伦兹变换”将事实上有相对运动的两观测者对运动质点的观测过程在数学上歪曲

为无相对运动的两观测者对运动质点的观测过程。因此，“洛伦兹变换”是物理上根本就不

存在的‘时空变换’。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

下面，为了与“洛伦兹变换”相对照，我们采用一种极简捷的方法推导出伽利略-周方

变换。 

 

 

 

 

)( tt ′≡∀ ： 0=′−′≡− tcxctx ⇔ xx ′≡  
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“伽利略-周方变换”之简捷推导 

按下列步骤进行推导。 

（1）“两观测者始终有相对运动”— 

在 0==′ tt 时，K ′系与K系重合。在 t ′， 0≥t 时，K ′系相对于K系做速度为u的

平移运动，故空间变换式的数学式应为 )( utxkx −=′ ， 0>k 。 

（2）两观测者对同一运动质点进行观测时必满足“相对性原理”— 

函数 )( utxkx −=′ 的逆函数为： 

ut
k

x
x +

′
= )(

1
)(

1
tux

k
kutx

k
′+′=+′=  

ktt =′  

从而得到‘互为正、逆函数’的两组方程： 

)( utxkx −=′          )(
1

tux
k

x ′+′=
 

⇔ 

ktt =′                t
k

t ′=
1

 

其中任意一组方程皆可为时空变换式。取： 

)( utxkx −=′  

ktt =′  

为时空变换式。式中k为待定系数。 

（3）光的传播必满足“两参考系有相对运动（ 0≠u ）下的‘光速不变性’定律”—  

“两参考系有相对运动（ 0≠u ）下的‘光速不变性’定律”： 

)( tt ′≡∀ ： 0)( =′−′+′≡− tctuxctx ⇔ tuxx ′+′≡  

等价于“两观测矢量通过观测者之间距离形成矢量合成三角形”准则。 

在两观测者有相对运动之场合下，光的传播必满足“两参考系有相对运动（ 0≠u ）下

的‘光速不变性’定律”。这就是说，在引入方程 ctx = 与 tcx ′=′ 时应考虑“两参考系有相

对运动（ 0≠u ）”这一约束条件： tuxx ′+′= ，也就是说，应当在K ′系观测者（ 0=′x ）

运动至“K系内 tux ′= 之点”时，分别从“两观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）”

与“K系内 tux ′= 之点”各自发出闪光，而不应当像“洛伦兹变换”的炮制者那样：在两

观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）发出一道闪光，引入‘以两观测者重合点（ 0==′ tt ，
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0==′ xx ）为光源’的“光速不变性”定律。 

约束条件 tuxx ′+′= 下的“光速不变性”定律示于图 4。 

K系观测者（ 0=x ） 

ctx =  

 

tu ′
            

tcx ′=′  

K ′系观测者（ 0=′x ） 

图 4 两观测者在不同地点同时发光的“光速不变性”定律 

如图 4 所示，约束条件 tuxx ′+′= 下的“光速不变性”定律对应于以下关系式： 

 

 

将 ctx = 与 tcx ′=′ 代入约束条件 tuxx ′+′=  

得：                             tutcct ′+′=  

从而得：                         t
c

u
t

1

1

−








 +=′
 

将此关系式与上面的时间变换式 ktt =′ 相对照，便得到待定系数k：

1

1

−








 +=
c

u
k  

于是，就得到‘一维时空’下的伽利略-周方变换： 








 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1

 

 

 

 

 

 

 

引入两参考系有相对运动（ 0≠u ）下的“光速不变性”定律，等同于在预设方程组中

引入方程组 ctx = ， tcx ′=′ 与 tuxx ′+′= 。这样，关于伽利略-周方变换的预设方程组便是： 

 








 −






 +=








′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1

 
逆变换式： 









′

′+′






 +=








t

tux

c

u

t

x
1

 

)( tt ′≡∀ ： 0)( =′−′+′≡− tctuxctx ⇔ tuxx ′+′≡  
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)( utxkx −=′  

ktt =′  

ctx =  

tcx ′=′  

tuxx ′+′= 。 

从这组方程即可得出伽利略-周方变换： 






 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1

 

将两观测者重合点（ 0==′ tt ， 0==′ xx ）发出之光照点的（K系）时空轨迹 ctx =

通过‘伽利略-周方变换’，映射为该光照点的（K ′系）时空轨迹： 

将 ctx = 代入伽利略-周方变换 






 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1 ，得： 

)(1

1

utct
c

u
x −






 +=′

−

tuctuc
c

u ′−=−





 +=

−

)()(1

1

 

t
c

u
t

1

1

−








 +=′
 

由此得： 








 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1 ⇔



















 +=′′−=′=
−

t
c

u
ttucxctx

1

1)( ，，
 

于是，得出一组同时成立的函数： ctx = 与 tucx ′−=′ )( ，描述K ′系观测者与K 系观

测者对光照点进行观测之过程。关系式 t
c

u
t

1

1

−








 +=′ 反映两观测者之间相对运动产生的“多

普勒效应”。 

将 ctx = 与 tucx ′−=′ )( 示于图 5。 
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x ′， x                        ctx =
 

光阵面 

 

两个同心圆           x  

tucx ′−=′ )(  

tu ′  
 

x′  
 

 

t′， t                      t′， t  

图 5 ctx = 与 tucx ′−=′ )( 之间的伽利略-周方变换 

伽利略-周方变换 






 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1 可等价地表为： 

























 +







 +−






 +

=







′

′′
−

−−

t
c

u

t
c

u
ut

c

u
x

t

tx
1

11

1

1)1(
)(

 

由此可以看出，“伽利略-周方变换”其实就是两观测者有相对运动场合下于时刻

t
c

u
t

1

1

−








 +=′ 的“伽利略变换”。换言之，“伽利略-周方变换”就是两观测者有相对运动且

真空中光传播速率为有限值场合下因‘多普勒效应’导致两参考系之间‘时空度规’发生变

动而形成于时刻 t
c

u
t

1

1

−








 +=′ 的“伽利略变换”。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

“伽利略-周方变换”计算示例 

对于‘一维时空’场合，K ′系与K系之间的关系示于图 6。 
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K系观测者o                     u
r

 

 

K ′系观测者o′     

运动质点E  

K ′系 

x′       K 系  

x  

图 6 K ′系与K系之间的关系 

伽利略-周方变换 







′

′+′′







 +=







t

tutx

c

u

t

tx )(
1

)(
的K ′系时空点与K系时空点示于图 7。 

x； x′         K系时空点 )(1 tux
c

u
x ′+



′







 += ， 


′





 += t

c

u
t 1  

 

),( tx  

 

 

 

 

K ′系时空点         tu ′  

),( tx ′′              x
c

u ′





 +1  

 

 

 

t′                     
c

tu ′
       t         t； t′  

t
c

u
t ′







 += 1  

图 7 伽利略-周方变换的K ′系时空点与K系时空点 

计算结果示于图 8。 
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x， x′  

K系时空轨迹： 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

 

K ′系时空轨迹： 1 sinx t′ ′= + ， t
c

u
t ′







 += 1  

 

 

 

1
u

c
+  

 

1
u

c
+

                                    

伽利略变换的K系时空轨迹 

1.0  

 

t； t′  

图 8 伽利略-周方变换的K ′系时空轨迹与K系时空轨迹 

图 7 及图 8 展示了运动质点的K ′系时空轨迹 1 sinx t′ ′= + 通过伽利略-周方变换转换为

K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

的清晰图景： 

1.由于K ′系观测者与K 系观测者之间有相对运动（u），使得从K ′系观测者向K 系观

测者传播的波动产生‘多普勒效应’。因此，在K 系观测者看来，K ′系中的波动变慢 





 +

c

u
1

倍[即频率变低 





 +

c

u
1 倍]，相应地周期及波长均变大 






 +

c

u
1 倍。 

2.由于真空中光传播速率为有限值（ c），致使K 系观测者在时间上滞后于K ′系观测者

[ t
c

u
t ′







 += 1 ]观测到运动质点。因为（观测中）时空点（即‘光照点’）[ ]Tttx ，)( 满足‘光

传播定律’： cttx =)( ， .constc = 使得光的“传播时空弹性”为 1
ln

)(ln
==

td

txd
ε ，所以K ′

系中的波动周期变大 





 +

c

u
1 倍。就使得波动振幅也变大 






 +

c

u
1 倍。 
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总的情况是：在 K 系观测者看来， K ′系中的波动：频率变低 





 +

c

u
1 倍，周期变大







 +

c

u
1 倍，波长变大 






 +

c

u
1 倍，振幅变大 






 +

c

u
1 倍。 

在K系时空轨迹 1 1 sin

1

u t
x ut

uc

c

 
  = + + +  

  + 
 

中必然出现‘ut’，说明两观测者始终

处在相对运动之中。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

下面，列出五个表，对“洛伦兹变换”与伽利略-周方变换进行全面对照。 

表 1 

 “洛伦兹变换” 伽利略-周方变换 

 

相 

 

对 

 

性 

 

原 

 

理 

 

 “洛伦兹变换”： 

2

2

1
c

u

utx
x

−

−
=′ ，

2

2

2

1
c

u

c

ux
t

t

−

−
=′  

不满足“相对性原理”。（读者可自行验证） 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

提示： 

必须使用求“逆函数”的正规方法（而不是采用‘对

换数学符号’的简单手法）进行逐步演绎，试看能否使

‘正函数’与‘逆函数’具有相同的结构形式，即试看

变换方程组的变换矩阵与逆变换矩阵是否具有相同的

张量形式。 

函数 )( utxkx −=′ 的‘逆函数’为： 

ut
k

x
x +

′
= )(

1
)(

1
tux

k
kutx

k
′+′=+′=
 

ktt =′  

由此得到互为‘正变换’与‘逆变换’的 

（互相等价的）两组方程： 

)( utxkx −=′    )(
1

tux
k

x ′+′=  

ktt =′          t
k

t ′=
1

 

（k 为待定系数） 

其中任一组方程即为时空变换方程组 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

“伽利略-周方变换”为： 








 −







 +=







′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1  

能满足“相对性原理”。 
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表 2 

 “洛伦兹变换” 伽利略-周方变换 

 

 

 

光 

 

 

速 

 

 

不 

 

 

变 

 

 

性 

 

 

 

依据：‘闽可夫斯基时空’内光照点运动必满足“时空

间隔不变性”— 

 

 

 

从而引入方程 ctx = 与方程 tcx ′=′ ，得“洛伦兹变

换”： 









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−
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1
c

u

utx
x ，









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−

−
=′ tcxctx

c

u

c

ux
t

t ，，

2

2

2

1

 

c

 









+
−

=′==
′
′

uc

uc
ttc

t

x

t

x
，

 

⇔“恒等变换”






 ==
′
′

c
t

x

t

x

 ⇔‘两观测者无相对运动（ 0≡u ）’下的“伽

利略变换”















 •−
=








′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(

 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

两观测者对光照点观测的时空轨迹为：  

ctx = ， tcx ′=′  

两直线相重合（参看图 2） 

 

依据：‘伽利略时空’内光照点运动必满

足“两观测矢量通过观测者之间距离形成

矢 量 合成 三角 形”， 引 入约 束 条件

tuxx ′+′= 下的“光速不变性”定律： 

 

 

 

 

从而引入方程 ctx = 、方程 tcx ′=′ 与

约束条件 tuxx ′+′= ，得： 

t
c

u
t

1

1

−








 +=′  

与变换方程组： )( utxkx −=′ ， ktt =′

中的时间变换式 ktt =′ 相对照，得出待

定系数k ：

1

1

−







 +=

c

u
k

              

从而得“伽利略-周方变换”：

 








 −






 +=








′

′ −

t

utx

c

u

t

x
1

1

 

c
 

t
c

u
ttucxctx

1

1,)(,

−







 +=′′−=′=

 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

两观测者对光照点观测的时空轨迹为：  

ctx = ， tucx ′−=′ )(  

两直线不相重合（参看图 5） 

)( tt ′≡∀ ： 

0)( =′−′+′≡− tctuxctx  

⇔ tuxx ′+′≡  

)( tt ′≡∀ ： 

0=′−′≡− tcxctx  
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表 3 

“洛伦兹变换” 伽利略-周方变换 
“洛伦兹变换”

 

，



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



−

−
=′
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
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







+
−

=′′=′=
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tttcxctx ，，
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“恒等变换”

 





 ==

′
′′

c
t
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t

tx )()(
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






 •−
=








′

′′

t

ttx

t

tx 0)()(

 

—‘两观测者无相对运动（ 0≡u ）’下的“伽利略变换” 

“伽利略-周方变换” 
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—两观测者有相对运动且真空中光传播速

率为有限值场合下因‘多普勒效应’导致两

参考系之间‘时空度规’发生变动而形成于

时刻 t
c

u
t

1

1

−








 +=′ 的“伽利略变换”。 
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表 4 

 “洛伦兹变换” 伽利略-周方变换 
 （1）“洛伦兹变换”的炮制者依据‘闽可夫斯基时空’内

光照点运动必满足“时空间隔不变性”： 

 

 

 

预设联立方程组： 

（1） )( utxkx −=′ ， 0>u  

（2） )( tuxkx ′+′= ， 0>u  

（3） 0=′−′≡− tcxctx  

等同于方程组： 

)( utxkx −=′  

)( tuxkx ′+′=           (A) 

ctx =  

tcx ′=′  

方程组中四个方程是互相独立的方程。此方程组有解。 

由此得出“洛伦兹变换”：

 

，










−

−
=′

2

2

1
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utx
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








′=′=

−

−
=′ tcxctx

c

u

c

ux
t

t ，，

2

2

2

1

 

依据‘伽利略时空’内光照点运动必满

足“两观测矢量通过观测者之间距离形

成矢量合成三角形”，引入约束条件

tuxx ′+′= 下的“光速不变性”定律： 

 

 

 

 

（参看图 4） 

预设方程组为： 

)( utxkx −=′ ，    0>u  

ktt =′  

0)( =′−′+′≡− tctuxctx  

⇔ tuxx ′+′≡ ， 0>u  

等同于方程组： 

)( utxkx −=′ ， 0>u  

ktt =′  

ctx =  

tcx ′=′  

tuxx ′+′= ， 0>u  

方程组中五个方程显然是兼容的。 

此方程组有解。

 

由此得出“伽利略-周方变换”：

 


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

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)( tt ′≡∀ ： 

0=′−′≡− tcxctx  

)( tt ′≡∀ ： 

0)( =′−′+′≡− tctuxctx  

⇔ tuxx ′+′≡  
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表 4（续） 

 “洛伦兹变换” 伽利略-周方变换 
 （2）实际上，以两观测者重合点（ 0==′ tt ，

0==′ xx ）为光源的“光速不变性”定律应当表为如

下关系式： 

 

 

 

 

（参看图 3） 

故预设方程组应为： 

（1） )( utxkx −=′ ， 0>u  

（2） )( tuxkx ′+′= ， 0>u  

（3） 0=′−′≡− tcxctx  

⇔ xx ′≡  

等同于方程组： 

)( utxkx −=′ ， 0>u  

)( tuxkx ′+′= ， 0>u  

ctx =  

tcx ′=′  

xx ′=  

此情况下，将 xx ′= 代入方程 )( utxkx −=′ 及方程

)( tuxkx ′+′= ，导致 0≡u ，与方程 )( utxkx −=′ 及

方程 )( tuxkx ′+′= 的前提条件 0>u 相矛盾。因此，

此方程组无解。 

 

 

 

)( tt ′≡∀ ： 

0=′−′≡− tcxctx  

⇔ xx ′≡  
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表 5 预设方程组的构成 

 

‘相对性原理’ 

’‘+                   ’‘+  

 

 

 

’‘+  

’‘+  

 

‘光速不变性’ 

 

’‘+                                 ’‘+  

“洛伦兹变换” 

 

逻辑上不自洽，无解                     “伽利略-周方变换” 

 

 

 

结 论 

迄今，人们采用各种方法推导出的“洛伦兹变换”竟然皆为“恒等变换（Identical 

Transformation）”即：‘两观测者无相对运动（ 0≡u ）’下的“伽利略变换”。时至今日，

终于真相大白：一个多世纪以来，“洛伦兹变换”通过‘似是而非’的数学公式，‘指鹿为马’，

‘偷梁换柱’，将事实上有相对运动的两观测者对运动质点的观测过程在数学上歪曲为无相

对运动的两观测者对运动质点的观测过程。因此，“洛伦兹变换”是物理上根本就不存在的

‘时空变换’。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

 

时间变换式 

ktt =′  
（‘同时’的绝对性）

 

空间（逆）变换式 

0)( >′+′= utuxkx ，

tcxctx ′=′= ，  

空间变换式 

0)( >−=′ uutxkx ，

（两观测者有相对运动）
 

 

0>′+′= utuxx ，  xx ′=  

tcxctx ′=′= ，  
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本文得到一个重要结论：‘闽可夫斯基时空’内质点运动必满足“时空间隔不变性”，

只在‘两观测者无相对运动’之场合下是正确的。在‘两观测者有相对运动’的场合下，‘闽

可夫斯基时空’内质点运动必满足“时空间隔不变性”，是一个伪命题。 

相应地，本文的分析得出如下定律：“处于相对运动中的两观测者不可能于每时每刻

（ tt ′≡ ）同时观测到运动质点处在同一位置（ xx ′= ），除非两观测者始终无相对运动”。 

这是一条‘自然定律’，可称为“运动观测定律”。“运动观测定律”是“运动观测论”

的基础定律，在“运动观测论”中具有奠基性地位。 

总之，“洛伦兹变换”










−

−
=′

2

2

1
c

u

utx
x ，










−

−
=′

2

2

2

1
c

u

c

ux
t

t 是在逻辑上不自洽，在数学上‘似

是而非’，在物理上根本不存在的‘伪时空变换’。 

“洛伦兹变换”祸害全球物理学界长达一个多世纪，对现代科学的发展起了阻碍作用，

带来严重的恶果 ，从它所得出的结论中“悖论百出”。因此可以说，直接或间接依赖于“洛

伦兹变换”所得出的任何物理学结论，以及以“洛伦兹变换”为基础，或有其参与，或赖其

佐证而得到的任何结论统统都不可避免是荒谬的、是不可置信的。 

文中分析揭示，只需铲除“洛伦兹变换”的各项致命错误，对“洛伦兹变换”进行‘拨

乱反正’，便立即得出正确的时空变换 —“伽利略-周方变换”。 

“两观测者有相对运动且真空中光传播速率为有限值”场合下客观存在的唯一的时空

变换是“伽利略-周方变换”。 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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Theory for Motion Observation 

Zhoufang 

(Chinese Academy of Social Sciences) 

Abstract The objectively existing in nature transformation of space-time for the case of 

observers’ mutual uniform motion and limited light velocity is firstly revealed. The 

discovered transformation, referred to as Galilean-Zhou Transformation , is logically 

derived by author, using both the principle of relativity and the postulate of constancy of the 

light velocity. The Galilean-Zhou Transformation is actually and essentially the General 

Galilean Transformation. A new theory of special relativity, referred to as ‘Theory for 

Motion Observation’ is put forward. The theoretical interpretation for Hubble’s Law is 

firstly revealed by author, and the Kepler’s Law is as well reviewed, utilizing Galilean-Zhou 

Transformation. 

 


