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#❤❡ ✜*(# ❤❛❧❢✲♣❡❛❦ ✇✐❞#❤ ❛# ✲✶✵✳✶ ❞❛②( ❛♥❞ #❤❡ (❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢✲

♣❡❛❦ ✇✐❞#❤ ❛# ✷✷✳✸ ❞❛②( ✐( ✉(❡❞✳ ❈♦♥(❡W✉❡♥#❧② ❛❧❧ ✇✐❞#❤(

❛*❡ *❡❧❛#✐✈❡ #♦ #❤✐( ❧✐❣❤# ❝✉*✈❡✳

✸✳✸✳ ❋✐--✐♥❣ ❊❛❝❤ ▲✐❣❤- ❈✉&✈❡

❚❤❡ ♣✉*♣♦(❡ ♦❢ #❤❡ ❧✐❣❤#✲❝✉*✈❡ ❛♥❛❧②(✐( ✐( #♦ ♦❜#❛✐♥ ❡(#✐✲

♠❛#❡( ♦❢ #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#②✱ #❤❡ ✇✐❞#❤ ♦❢ #❤❡ ❧✐❣❤#✲❝✉*✈❡

*❡❧❛#✐✈❡ #♦ #❤❡ #❡♠♣❧❛#❡ ❛♥❞ #❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦✛(❡# ♦❢ #❤❡ ❧✐❣❤#

❝✉*✈❡✳ ❚❤✐( ♦✛(❡# ✐( ❛ ♥✉✐(❛♥❝❡ ♣❛*❛♠❡#❡* #❤❛# ❛❧❧♦✇( ❢♦*

#❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♣♦❝❤ ♦❢ #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#② ❛♥❞ ✐( ❞❡✜♥❡❞

#♦ ❜❡ #❤❡ ❡♣♦❝❤ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✜##❡❞ ❧✐❣❤# ❝✉*✈❡

*❡❧❛#✐✈❡ #♦ #❤❡ ♦❜(❡*✈❡❞ ❡♣♦❝❤(✳ ❋♦* ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ #❤❡

❢✉♥❝#✐♦♥ gi(pi, q, w) ❜②

gi(pi, q, w) = C((pi − q)/w), ✭✾✮

✇❤❡*❡ pi ✐( #❤❡ ❡♣♦❝❤ w ✐( #❤❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✇✐❞#❤✱ C((pi −
q)/w) ✐( #❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❧✐❣❤# ❝✉*✈❡✱ ❛♥❞ q ✐( #❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦✛(❡#✳
❚❤❡♥ #❤❡ ♦✈❡*❛❧❧ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐(

L = −1

2

n
∑

i=1

[

(

fi − Fgi(pi, q, w)

σi

)2

− ln(
√
2πσi)

]

✭✶✵✮

✇❤❡*❡ fi ✐( #❤❡ ♦❜(❡*✈❡❞ ✢✉① ❞❡♥(✐#② ❢♦* ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ pi❀ σi ✐(

#❤❡ ✢✉① ❞❡♥(✐#② ✉♥❝❡*#❛✐♥❧②✱ ❛♥❞ F ✐( #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#②✳

❙✐♥❝❡ #❤❡ ❧❛(# #❡*♠ ✐♥ ❊W✳ ✶✵ ✐( ✐**❡❧❡✈❛♥# ❢♦* ❛❧❧ ❝❛(❡( ✉(❡❞

❤❡*❡✱ ✐# ✐( ✐❣♥♦*❡❞✳

❚❤❡ ♠❛❥♦* ♣*♦❜❧❡♠ ✐( #♦ ❞❡#❡*♠✐♥❡ #❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦✛(❡#

q✳ ❚❤❡ (❡❛*❝❤ ♠❡#❤♦❞ ✉(❡❞ ✇❛( #♦ ❡(#✐♠❛#❡ #❤❡ ❛✈❡*❛❣❡
✢✉① ❞❡♥(✐#② ❢♦* ❡✈❡*② ❞❛✐❧② ❡♣♦❝❤ ✐♥ #❤❡ ♦❜(❡*✈❡❞ *❛♥❣❡✳

❚❤✐( ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ✉(❡❞ ❛ ●❛✉((✐❛♥ ✇❡✐❣❤# ❢❛❝#♦* ✇✐#❤ #❤❡

weight = exp(−(pi−p0)
2) ✇❤❡*❡ pi ✐( #❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦❢ ❛ ♥❡❛*❜②

♦❜(❡*✈❛#✐♦♥ ❛♥❞ p0 ✐( *❡❢❡*❡♥❝❡❞ ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡ (❡❛*❝❤ ❛((✉♠❡❞
#❤❛# #❤❡ ✇✐❞#❤ ❢♦* ❡❛❝❤ (✉♣❡*♥♦✈❛ ✇❛( 1+ z✳ ❚❤❡ ❞❛② ✇✐#❤
#❤❡ ❧❛*❣❡(# ❛✈❡*❛❣❡ ✢✉① ❞❡♥(✐#② ❞❡✜♥❡❞ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ❡♣♦❝❤

♦✛(❡#✳

❙✐♥❝❡ #❤❡ ✇✐❞#❤ (❤♦✉❧❞ ❜❡ #❤❡ (❛♠❡ ❢♦* ❛❧❧ ✜❧#❡*(✱ ❡❛❝❤

(✉♣❡*♥♦✈❛ ❤❛( ❛ (✐♥❣❧❡ ✇✐❞#❤✳

◆❡①# ❛ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ ♠❡#❤♦❞ ✭E♦✇❡❧❧✬( ♠❡#❤♦❞ E*❡(( ❡# ❛❧✳

✭✷✵✵✷✮✮ ✇❛( ✉(❡❞ #♦ ❞❡#❡*♠✐♥❡ #❤❡ ✇✐❞#❤ ❛♥❞ ❡♣♦❝❤ ♦✛(❡#

✉(✐♥❣ ❊W✳ ✶✵✳ ◆♦#❡ #❤❛# ✐♥ #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❊W ✶✵✮ ❡❛❝❤ ✢✉①

❞❡♥(✐#② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#② ✐( ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✐#( ✉♥✲

❝❡*#❛✐♥#② ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥( #❤❛# ✜##❡❞ ✇✐❞#❤ ✐( ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜❧#❡* ❝❛❧✐❜*❛#✐♦♥( ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ #❤❡

(❛♠❡ ❡①♣*❡((✐♦♥✳

❆# ❡❛❝❤ (#❡♣ ♦❢ #❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛#✐♦♥ #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#②

❢♦* ❡❛❝❤ ✜❧#❡* ✇❛( ❞❡#❡*♠✐♥❡❞ ❢♦* #❤❛# ❡♣♦❝❤ ♦✛(❡# ❛♥❞

✇✐❞#❤ ❜② ❛ ❞✐*❡❝# ✉(❡ ♦❢ #❤❡ ❡W✉❛#✐♦♥

F =

n
∑

i=1

(figi/σi)/

n
∑

i=1

g2i /σi). ✭✶✶✮

❆ ❝*✉❝✐❛❧ (#❡♣ ✇❛( #♦ ❡❧✐♠✐♥❛#❡ ❛♥② ♦❜(❡*✈❛#✐♦♥ ❢♦* ✇❤✐❝❤

#❤❡ ❛❜(♦❧✉#❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ❡①♣*❡((✐♦♥ (fi − Fgi)/σi ✇❛(

❣*❡❛#❡* #❤❛♥ ✾✳ ❚❤✐( ✇❛( ❞♦♥❡ ♦♥ #❤❡ ✢② (♦ #❤❛# ❛♥ ❡①♣*❡(✲

(✐♦♥ ♠❛② ❜❡ *❡❥❡❝#❡❞ ❡❛*❧② ✐♥ #❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛#✐♦♥ ❜✉# ♠❛② ❜❡

✈❛❧✐❞ ♦♥❝❡ #❤❡*❡ ✇❡*❡ ❜❡##❡* ❡(#✐♠❛#❡( ♦❢ #❤❡ ♣❛*❛♠❡#❡*(✳

❋✐♥❛❧❧②✱ #❤❡ ✉♥❝❡*#❛✐♥#② ✐♥ #❤❡ ✇✐❞#❤ ✇❛( ❞❡#❡*♠✐♥❡❞

❢*♦♠ #❤❡ ♣*♦♣♦(✐#✐♦♥ #❤❛# #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝#✐♦♥✱ (L) ❛( ❛
❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ✇✐❞#❤ ✐( ❡W✉✐✈❛❧❡♥# #♦ #❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ●❛✉(✲

(✐❛♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ✇✐❞#❤ ✇✐#❤ ❛ (#❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ❡W✉❛❧ #♦

#❤❡ ✇✐❞#❤ ✉♥❝❡*#❛✐♥#②✳

■# ♠✉(# ❜❡ ♥♦#❡❞ #❤❛# #❤❡ ✜##✐♥❣ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ✐( ❝♦♠♣❧❡#❡❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ #❤❡ *❡❞(❤✐❢# ❛♥❞ ✐( ❛❧(♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ #❤❡

✜❧#❡* #②♣❡✳ ❆❧#❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ✜❧#❡* ❤❛❞ ✐#( ♦✇♥ ❡(#✐♠❛#❡ ♦❢ ✐#(

♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥(✐#②✱ #❤❡ ✇✐❞#❤ ❝❛♠❡ ❢*♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✜# #♦ ❛❧❧

✜❧#❡*(✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ *❡(✉❧# ✇❛( ❛♥ ❡(#✐♠❛#❡ ♦❢ #❤❡ ✇✐❞#❤ ❛♥❞ ✐#(

✉♥❝❡*#❛✐♥#② ❢♦* #❤❡ (✉♣❡*♥♦✈❛❡ ❛♥❞ ❡(#✐♠❛#❡( ♦❢ #❤❡ ♣❡❛❦

✢✉① ❞❡♥(✐#② ❛♥❞ ✐#( ✉♥❝❡*#❛✐♥#② ❢♦* ❡❛❝❤ ♦❢ ✐#( ✜❧#❡*(✳

❚❛❜❧❡✶ (❤♦✇( #❤❡ (#❛#✐(#✐❝( ❢♦* #❤❡ (❡❧❡❝#❡❞ (✉♣❡*♥♦✈❛❡✳

❚❤❡ (❡❧❡❝#✐♦♥ ❝*✐#❡*✐❛ ✇❛( #❤❛# #❤❡*❡ ✇❛( ❛ ❣♦♦❞ ✜# ❛♥❞ #❤❡

✇✐❞#❤ ✇❛( ❜❡#✇❡❡♥ ✵✳✻ ❛♥❞ ✹✳✵ ❛♥❞ #❤❡ ✇✐❞#❤ ✉♥❝❡*#❛✐♥❧②

✇❛( ❧❡(( #❤❛♥ ✵✳✸✳ ❋*♦♠ ✶✱✼✹✼ ✐♥✐#✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛#❡( #❤❡*❡ ✶✱✹✷✷

#❤❛# (❛#✐(✜❡❞ #❤❡(❡ ❝*✐#❡*✐❛ ❛♥❞ ❛❧(♦ ❤❛❞ ❛ ❣♦♦❞ ✜#✳ ▼♦(#

♦❢ #❤❡ *❡❥❡❝#✐♦♥( ✇❡*❡ ❜❡❝❛✉(❡ #❤❡*❡ ✇❡*❡ ✐♥(✉✣❝✐❡♥# ♦❜(❡*✲

✈❛#✐♦♥( ♣*✐♦* #❤❡ ♣❡❛❦ ❡♣♦❝❤ ♦* #❤❛# ✇❡*❡ ✐♥❝♦♥(✐(#❡♥❝✐❡(

❜❡#✇❡❡♥ ❞✐✛❡*❡♥# ✜❧#❡* ✢✉① ❞❡♥(✐#✐❡(✳

✹✳ ❖❜%❡'✈❡❞ ✇✐❞,❤%

❙✐♥❝❡ #❤❡ ❛♥❛❧②(✐( ❛((✉♠❡( #❤❛# #❤❡ ✐♥#*✐♥(✐❝ ✇✐❞#❤ ✐( ♦♥❡✱❛♥

✐♠♣♦*#❛♥# *❡(✉❧# ♦❢ #❤✐( ✇✐❞#❤ ❛♥❛❧②(✐( ✐( ❛ *❡❣*❡((✐♦♥ ♦❢

wobs(z) ❛( ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ z ❢♦* ❛❧❧ #❤❡ ✶✱✹✷✷ ❛❝❝❡♣#❡❞ ♦❜(❡*✲
✈❛#✐♦♥( ✇❤✐❝❤ ♣*♦✈✐❞❡(

wobs(z) = (1.043± 0.006) + (0.948± 0.027)z. ✭✶✷✮

❚❤❡ ✇✐❞#❤( ❢♦* ❛❧❧ #❤❡ (✉♣❡*♥♦✈❛❡ ❛*❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✶✳

■# ✐( ❝❧❡❛* #❤❛# #❤❡ (❧♦♣❡ ✐( ❝♦♥(✐(#❡♥# ✇✐#❤ #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ w(z) = 1+z✳ ❚❤✉( ✐# ✐( ❝♦♥(✐(#❡♥# ✇✐#❤ ❜♦#❤
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ (#❛#✐❝ ♠♦❞❡❧(✳

❙❝♦❧♥✐❝ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ♣*♦✈✐❞❡( ❛ #❛❜❧❡ ♦❢ #❤❡ ✇✐❞#❤( ❢♦*

#❤❡ E❛♥✲❙❚❆❘❘❙ (✉♣❡*♥♦✈❛✳ ❋♦* ✶✱✶✻✽ #②♣❡ ■❛ (✉♣❡*♥♦✈❛❡

#❤❡ *❡❣*❡((✐♦♥ ❢♦* #❤❡ ✇✐❞#❤ ✈❛*✐❛❜❧❡ x1 ✐(

xobs
1

(z) = −(0.224± 0.030)− (0.074± 0.231)x1, ✭✶✸✮

❆(/✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡(✱ ♣❛❣❡ ✸ ♦❢ ✶✶



❆✫❆ ♣#♦♦❢&✿ ♠❛♥✉$❝&✐♣) ♥♦✳ ♠$❞❢❝

❚❛❜❧❡ ✶✳ ▲✐❣❤)✲❝✉&✈❡ ♥✉♠❜❡&$ ❢♦& ❡❛❝❤ ✜❧)❡&

❋✐❧#❡% λ/µ♠ ◆

a
◆

b

❯ ✵✳✸✻✺ ✸✼ ✵

❇ ✵✳✹✹✺ ✻✻ ✵

❱ ✵✳✺✺✶ ✻✻ ✵

❘ ✵✳✻✺✽ ✸✷ ✵

■ ✵✳✽✵✾ ✸✹ ✵

✉ ✵✳✸✺✹ ✶✷✻ ✵

❣ ✵✳✹✼✺ ✸✻✻ ✾✼✵

% ✵✳✻✷✷ ✸✾✼ ✾✼✵

✐ ✵✳✼✻✸ ✸✾✼ ✾✼✶

③ ✵✳✾✵✺ ✸✻✵ ✾✼✵

❋✼✼✺❲ ✵✳✼✼✶ ✼ ✵

❋✽✺✵▲= ✵✳✾✵✼ ✶✻ ✵

a
◆✉♠❜❡% ♦❢ A✉♣❡%♥♦✈❛❡ ❢%♦♠ ♦#❤❡% ❝❛#❛❧♦❣✉❡A✳

b
◆✉♠❜❡% ♦❢ A✉♣❡%♥♦✈❛❡ ❢♦% #❤❡ ♣A✶ ❝❛#❛❧♦❣✉❡✳

❋✐❣✳ ✶✳ ❆ ♣❧♦) ♦❢ )❤❡ )②♣❡ ■❛ $✉♣❡&♥♦✈❛❡ ❧✐❣❤) ❝✉&✈❡ ♦❜$❡&✈❡❞

✇✐❞)❤$ ❢♦& ❛❧❧ )❤❡ ✜❧)❡&$✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦)$ ❛&❡ ❢♦& )❤❡ <❙✶ ❛♥❞ )❤❡

❜❧❛❝❦ ❞♦)$ ✇✐)❤ ❡&&♦& ❜❛&$ $❤♦✇ )❤❡ ❍❙❚ ♦❜$❡&✈❛)✐♦♥$✳ ❆❧❧ ♦)❤❡&

♦❜$❡&✈❛)✐♦♥$ ❛&❡ $❤♦✇♥ ❜② )❤❡ ❣&❡❡♥ ❞♦)$✳ ❚❤❡ &❡❞ ❧✐♥❡ $❤♦✇$ ❛

(1 + z) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✇❤❡%❡ x1 ✐A ❛ ♠❡❛A✉%❡ ♦❢ width/(1+z)−1✳ ❚❤✉A #❤❡ ❙❝♦❧♥✐❝
❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ =❛♥✲❙❚❆❘❘❙ ✇✐❞#❤A ❛%❡ ❝♦♥A✐A#❡♥# ✇✐#❤ #❤❡

(1 + z) ✇✐❞#❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

✺✳ ❋❧✉① ❞❡♥'✐)✐❡' ❛♥❞ ♠❛❣♥✐)✉❞❡'

✺✳✶✳ ▼❛❧♠$✉✐'( ❜✐❛'

❆❧#❤♦✉❣❤ #❤❡ #②♣❡ ■❛ A✉♣❡%♥♦✈❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛A ❛ ✜①❡❞ ❛❜A♦❧✉#❡

♠❛❣♥✐#✉❞❡✱ ✐#A ♠❡❛A✉%❡♠❡♥# ✐A A✉❜❥❡❝# #♦ #❤❡ ✉A✉❛❧ ✉♥❝❡%✲

#❛✐♥#✐❡A✳ ❚❤✐A ✐A ✇❤② #❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜A❡%✈❡❞ ❛# ❧❛%❣❡ %❡❞A❤✐❢#A

❜❡②♦♥❞ #❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧✐♠✐# ♦❢ #❤❡ #❡❧❡A❝♦♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡% ♠♦A#

♦❢ #❤❡ ♦❜A❡%✈❛#✐♦♥A ❝♦♠❡ ❢%♦♠ #❤❡ =❙✶ A✉%✈❡② ✇❤✐❝❤ ✐A ❡A✲

A❡♥#✐❛❧❧② ♣%♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥#✐♥✉♦✉A %❡❝♦%❞ ♦❢ #❤❡ A❦② A♦ #❤❛#

#❤❡ A✐♠♣❧❡ ▼❛❧♠X✉✐A# ❜✐❛A ✐A ♥♦# ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❆♥❞ A✐♥❝❡ #❤❡②

♣%♦✈✐❞❡ #❤❡ ♠❛❥♦%✐#② ♦❢ #❤❡ ♦❜A❡%✈❛#✐♦♥A #❤❡%❡ ✐A ♥♦ ❛##❡♠♣#

#♦ ❛♣♣❧② ❛ ❝♦%%❡❝#✐♦♥ ❢♦% ▼❛❧♠X✉✐A# ❜✐❛A✳

❚❛❜❧❡ ✷✳ ■♥)&✐♥$✐❝ ♠❛❣♥✐)✉❞❡ ❛$ ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ✐♥)&✐♥$✐❝ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣)❤

ǫ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼ ✵✳✽

▼❛❣✳ ✹✳✸✺ ✶✳✶✸ ✵✳✵✸ ✲✵✳✸✹ ✵✳✷✶ ✵✳✹✻ ✵✳✵✽✷

✺✳✷✳ ■♥(,✐♥'✐❝ ♠❛❣♥✐(✉❞❡'

❙✐♥❝❡ #❤❡ ✐♥#%✐♥A✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤ ✐A ❞❡✜♥❡❞ ❜② ǫ = λ/(1 + z)✱
✐# ✐A ❝❧❡❛% #❤❛# #❤❡%❡ ✐# ❤❛A ❛ A#%♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ %❡❞A❤✐❢#

❛♥❞ #❤❡ ✐♥#%✐♥A✐❝ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ✐A A#%♦♥❣❧② ❝♦%%❡❧❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡

❝♦A♠♦❧♦❣② %❛#✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡% ❛❧❧ #❤❡ ♦❜A❡%✈❛#✐♦♥A ❢♦% ❛ ♣❛%#✐❝✲

✉❧❛% A✉♣❡%♥♦✈❛ ♠✉A# ❤❛✈❡ #❤❡ A❛♠❡ ❝♦A♠♦❧♦❣✐❝❛❧ %❛#✐♦✳

❋♦% ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐# ❤❡❧♣A #♦ ❝♦♥✈❡%# ❛❧❧ #❤❡ ✢✉① ❞❡♥A✐#✐❡A

✐♥#♦ ♠❛❣♥✐#✉❞❡A✳ ❆❧❧ ♦❜A❡%✈❡❞ ❛♣♣❛%❡♥# ♠❛❣♥✐#✉❞❡A ❡①❝❡♣#

#❤❡ #❤♦A❡ ✐♥ #❤❡ ❙❉❙❙ ❝❛#❛❧♦❣✉❡ ✇❡%❡ ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❜② mi =
27.5 − 2.5 log10(Fi) ✇❤❡%❡ Fi ✐A #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥A✐#② ❛♥❞

i ✐A #❤❡ A✉♣❡%♥♦✈❛ ✐❞❡♥#✐✜❡%✳ ❚❤♦A❡ ✐♥ #❤❡ ❙❉❙❙ ❝❛#❛❧♦❣✉❡
✉A❡❞ mi = 24.5−2.5 log10(Fi)✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡ ❧✐❣❤# ❝✉%✈❡ ✇✐❞#❤A
❛%❡ ♥♦# %❡❧❡✈❛♥# #♦ #❤❡ ♠❛❣♥✐#✉❞❡A✱ #❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥A✐#✐❡A

✇❡%❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✉A✐♥❣ #❤❡ #❤❡♦%❡#✐❝❛❧ ✇✐❞#❤ ♦❢ w = (1 + z✮✳

❚❤✉A ❛ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ A❡♣❛%❛#✐♥❣ #❤❡ ❝♦A♠♦❧♦❣✐❝❛❧ %❛#✐♦ ❢%♦♠

#❤❡ ✐♥#%✐♥A✐❝ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ✐A #♦ ✉A❡ ❞❛#❛ ❢%♦♠ A✉♣❡%♥♦✈❛❡ ✇✐#❤

♠❛♥② ✜❧#❡%A✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡ ❝♦A♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥#%✐❜✉#✐♦♥ #♦ #❤❡ ✢✉①

❞❡♥A✐#② ✐A #❤❡ A❛♠❡ ❢♦% ❡❛❝❤ ✜❧#❡%✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡# ❛♥ ❡A#✐♠❛#❡ ♦❢

#❤❡ ✐♥#%✐♥A✐❝ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❜② A✉❜#%❛❝#✐♥❣ #❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ♠❛❣♥✐✲

#✉❞❡ ♦❢ ❛❧❧ #❤❡ ✜❧#❡%A ❢♦% #❤❛# A✉♣❡%♥♦✈❛ ❢%♦♠ #❤❡ ♦❜A❡%✈❡❞

♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❢♦% #❤❛# ✜❧#❡%✳

❙✐♥❝❡ ♥❡❛%❧② ❛❧❧ #❤❡ A✉♣❡%♥♦✈❛❡ ❤❛❞ ❛# ❧❡❛A# ❢♦✉% ❞✐✛❡%❡♥#

✜❧#❡% ♦❜A❡%✈❛#✐♦♥A #❤❡ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ ❞❡#❡%♠✐♥✐♥❣ #❤❡ ❛✈❡%❛❣❡

♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥A✐#② ✇❛A #♦ ✉A❡ ❣❡♥❡%❛❧ ❧✐♥❡❛% ❧❡❛A# AX✉❛%❡A

♠❡#❤♦❞ #♦ ❡A#✐♠❛#❡ #❤❡ ♦❜A❡%✈❡❞ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❢♦% ❡❛❝❤ A✉✲

♣❡%♥♦✈❛✳ ❚❤✐A ♠❡#❤♦❞ ✐A ✐❞❡♥#✐❝❛❧ #♦ A✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛% %❡❣%❡A✲

A✐♦♥ ❡①❝❡♣# ✐# %❡♣❧❛❝❡A #❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡A ❜② ✈❡❝#♦%A ❛♥❞ #❤❡ ❡❧✲

❡♠❡♥#A ✐♥ #❤❡ ✈❡❝#♦%A ❛%❡ ♣♦✇❡%A ♦❢ λ✳ ■♥ #❤✐A ❝❛A❡ ♦♥❧②

A✉♣❡%♥♦✈❛ ✇✐#❤ ❛# ❧❡❛A# #❤%❡❡ ✜❧#❡%A ✇❡%❡ A❡❧❡❝# ❛♥❞ #❤❡②

✇❡%❡ ✜##❡❞ ✇✐#❤ ❡✐#❤❡% ❛ ♣❛%❛❜♦❧✐❝ ✭✇❤❡♥ #❤❡%❡ ✇❛A ♦♥❧②

#❤%❡❡ ✜❧#❡%A ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ ♦% ❛ ❝✉❜✐❝ ❡X✉❛#✐♦♥✳ ❚❤❡♥ #❤❡ ❛✈❡%❛❣❡

♠❛❣♥✐#✉❞❡ ✇❛A ✐#A ✈❛❧✉❡ ❛# ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥#%✐♥A✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✱

ǫ = 0.445µ♠ ✭❝❤♦A❡♥ #♦ ❜❡ #❤❡ B ✜❧#❡% ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✮✳ ❚❤❡

❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❜A❡%✈❡❞ ✜❧#❡% ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❛♥❞ #❤✐A

%❡❢❡%❡♥❝❡ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ♣%♦✈✐❞❡A ❛♥ ❡A#✐♠❛#❡ ✐❢ #❤❡ ✐♥#%✐♥A✐❝

♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❢♦% ❡❛❝❤ ♦❜A❡%✈❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✳

❚❤✉A ❢♦% ❡❛❝❤ A✉♣❡%♥♦✈❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❜A❡%✈❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✱

λ✱ #❤❡%❡ ✐A ❛♥ ❡A#✐♠❛#❡ ♦❢ ✐#A ✐♥#%✐♥A✐❝ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❛# #❤❡

✐♥#%✐♥A✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣#❤✱ ǫ✳

mint = (23.9± 1.8)− (162.0± 14.5)ǫ

+(400.6± 43.4)ǫ2 − (431.2± 55.8)ǫ3

+(173.2± 26.1)ǫ4, ✭✶✹✮

✇❤❡%❡ #❤❡ ✉♥❝❡%#❛✐♥#✐❡A ❛%❡ ❝♦%%❡❧❛#❡❞ ❛♥❞ ❛%❡ #❤❡

AX✉❛%❡ %♦♦#A ♦❢ #❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥#A ♦❢ #❤❡ ❝♦✈❛%✐❛♥❝❡ ♠❛✲

#%✐①✳

❆ ❣❡♥❡%❛❧ ❧✐♥❡❛% ❧❡❛A# AX✉❛%❡A ♠❡#❤♦❞ ❛A ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ǫ
✇❛A ✉A❡❞ #♦ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ ✜##❡❞ ❢✉♥❝#✐♦♥ A❤♦✇♥ ✐♥ ❊X✳ ✶✹✱ ❛♥❞

#❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥#%✐♥A✐❝ ♠❛❣♥✐#✉❞❡ ❞❛#❛ ♣♦✐♥#A ❛♥❞ ❊X✳ ✶✹

❛%❡ A❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✷✳

❆&)✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡&✱ ♣❛❣❡ ✹ ♦❢ ✶✶



❉❛✈✐❞ ❋✳ ❈(❛✇❢♦(❞ ✿ ■. /❤❡ ✉♥✐✈❡(.❡ ./❛/✐❝❄

❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥/(✐♥.✐❝ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ♦❢ /②♣❡ ■❛ .✉♣❡(♥♦✈❛❡ ❛. ❛

❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ✐♥/(✐♥.✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣/❤✳ ❚❤❡ (❡❞ ❝✉(✈❡ .❤♦✇. /❤❡ ❣❡♥❡(❛❧

❧❡❛./ .<✉❛(❡. ✜/ /♦ /❤❡ ❞❛/❛ ♣♦✐♥/.✱ ❊<✳ ✶✹✳

✻✳ ❙!❛!✐❝ ❝♦&♠♦❧♦❣②

❚❤❡ #$❛$✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉#❡❞ ❤❡-❡ ✐# ❈✉-✈❛$✉-❡ ❈♦#♠♦❧♦❣②✱ ❛ #✉♠✲

♠❛-② ♦❢ ✐$ ✐# ❣✐✈❡♥ ✐♥ $❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ■$# ❞✐#$❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉# ✐#

❞❡✜♥❡❞ ❜② µ(z) = m − M ✳ ❚❤✐# ❛♥❛❧②#✐# ✉#❡# $❤❡ -❡❞✉❝❡❞

❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥#$❛♥$✱ ❤❂❍✴✭✶✵✵ ❦♠#

−1
▼♣❝

−1
✮✱ ✇✐$❤ $❤❡ ✈❛❧✉❡

h = 0.644✳ ❚❤❡ ❝♦♥#$❛♥$✱ A = 42.384✱ ✐# $❤❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ❛$
$❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♣❝✱ ♦❢ ❛ #♦✉-❝❡ ✇✐$❤ ❛ ✢✉① ❞❡♥✲

#✐$② ♦❢ ✸✱✼✷✵ ❏②✳

■$ ✐# ❝♦♥✈❡♥✐❡♥$ $♦ ✐♥$-♦❞✉❝❡ ❛ ✈❛-✐❛❜❧❡✱ χ = ln(1 +

z)/
√
3✱ $❤❡♥ $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉# ✐#

µ(z) = 2.5 log10((1 + z)[
√
3 sin(χ)/h]2) +A. ✭✶✺✮

❚❤❡ ❛♣♣❛-❡♥$ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ❢♦- ❡❛❝❤ #✉♣❡-♥♦✈❛ ❛♥❞ ✜❧$❡-

✐# ❞❡✜♥❡❞ $♦ ❜❡ $❤❡ ♦❜#❡-✈❡❞ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♠✐♥✉# $❤❡ ✐♥$-✐♥#✐❝

♠❛❣♥✐$✉❞❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊M✳ ✶✹✳ ❚❤✐# ❛♣♣❛-❡♥$ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ✐#

#❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✸✳ ❚❤❡ -❡❞ ❝✉-✈❡ #❤♦✇# $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♠♦❞✲

✉❧✉# ❢♦- $❤❡ #$❛$✐❝ ❝♦#♠♦❧♦❣②✳

❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❝♦.♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❛(❡♥/ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ♦❢ /②♣❡ ■❛ .✉♣❡(✲

♥♦✈❛❡ ❛. ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ (❡❞.❤✐❢/✳ ❚❤❡ (❡❞ ❝✉(✈❡ .❤♦✇. /❤❡ ./❛/✐❝

❞✐./❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉. ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ (❡❞.❤✐❢/✳

❙❝♦❧♥✐❝ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❛❧#♦ ♣-♦✈✐❞❡# ❛ $❛❜❧❡ ♦❢ $❤❡ ♣❡❛❦ ✢✉①

❞❡♥#✐$② ❢♦- $❤❡ R❛♥✲❙❚❆❘❘❙ #✉♣❡-♥♦✈❛✳ ❋♦- ✶✱✶✻✽ $②♣❡ ■❛

#✉♣❡-♥♦✈❛❡ $❤❡ -❡❣-❡##✐♦♥ ❢♦- $❤❡#❡ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥#✐$② ❛# ❛

❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦❜#❡-✈❡❞ #$❛$✐❝ ✢✉① ❞❡♥#✐$✐❡# ✐#

mps1 = (0.557± 0.005) + (0.997± 0.027)mobs, ✭✶✻✮

✇✐$❤ ❛ ❝♦--❡❧❛$✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✵✳✾✼✶✳ ❚❤✉# $❤❡-❡ ✐# ❡①❝❡❧✲

❧❡♥$ ❛❣-❡❡♠❡♥$ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ♣❡❛❦ ✢✉① ❞❡♥#✐$② ❡#$✐♠❛$❡#✳

✼✳ ❆❜&♦❧✉!❡ ♠❛❣♥✐!✉❞❡

❚❤❡ ♥❡①$ #$❡♣ ✐# $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ♣❡❛❦ ❛❜#♦❧✉$❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡#

❛♥❞ ❝♦♠♣❛-❡ $❤❡✐- ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ -❡❞#❤✐❢$✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ $❤❡ ♣❡❛❦ ❛❜#♦❧✉$❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡# ♦♥ ❞✐#$❛♥❝❡ ✐# #❤♦✇♥ ✐♥

❊M✳ ✶✼ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✹✳

❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡ ❛❜.♦❧✉/❡ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ♦❢ /②♣❡ ■❛ .✉♣❡(♥♦✈❛❡ ❛. ❛

❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ❞✐./❛♥❝❡ ❢♦( /❤❡ ./❛/✐❝ ❝♦.♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉(✈❡

.❤♦✇. /❤❡ (❡❣(❡..✐♦♥ ❡<✉❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❜.♦❧✉/❡ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ ❛. ❛

❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ (❡❞.❤✐❢/✳

❙✐♥❝❡ $❤❡ ✐♥$❡-❝❡♣$ ✐# ❛ ❢-❡❡ ♣❛-❛♠❡$❡-✱ ✐$ ✐# $❤❡ #❧♦♣❡ ♦❢

$❤❡ -❡❣-❡##✐♦♥ $❤❛$ ♣-♦✈✐❞❡# ❛♥ ❡#$✐♠❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦--❡❝$✐♦♥

♥❡❡❞❡❞ $♦ ♠❛❦❡ $❤❡ ❝♦#♠♦❧♦❣② ❛❣-❡❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❞❛$❛✳ ❚❤❡

-❡❣-❡##✐♦♥ ❢♦- ✶✳✹✶✸ ❛❜#♦❧✉$❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡# ♦❢ $②♣❡ ■❛ #✉♣❡-✲

♥♦✈❛❡ ❛# ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ -❡❞#❤✐❢$ ✐#

M(z) = −(19.088± 0.012)−(0.124± 0.107)z ✭✶✼✮

❙✐♥❝❡ −0.127±0.107 ✐# #$❛$✐#$✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥$✐❝❛❧ $♦ ③❡-♦ $❤❡
❛❜#♦❧✉$❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ✐# ❝♦♥#✐#$❡♥$ ✇✐$❤ ❜♦$❤ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞

#$❛$✐❝ ♠♦❞❡❧#✳

❆(/✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡(✱ ♣❛❣❡ ✺ ♦❢ ✶✶



❆✫❆ ♣#♦♦❢&✿ ♠❛♥✉$❝&✐♣) ♥♦✳ ♠$❞❢❝

✽✳  ❤✐❧❧✐♣✬& ❡✛❡❝*

❆ !❡❣!❡$$✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛❜$♦❧✉)❡ ♠❛❣♥✐)✉❞❡$ ❢♦! )❤❡ $)❛)✐❝ ♠♦❞❡❧

✈❡!$✉$ )❤❡ ✇✐❞)❤$ ✭❞✐✈✐❞❡❞ ❜② (1 + z)✮ ✐$ (−19.79± 0.04)−
(0.52± 0.22)w✳ ❚❤✐$ ✈❛❧✉❡ ✐$ $✐❣♥✐✜❝❛♥) ❛♥❞ $❤♦✇$ )❤❛) $✉✲
♣❡!♥♦✈❛❡ ✇✐)❤ ✇✐❞❡! ❧✐❣❤) ❝✉!✈❡$ ❛!❡ ❛❧$♦ ❜!✐❣❤)❡!✳

✾✳ ◗✉❛&❛.&

❆♥♦)❤❡! ✇❛② )♦ ❝♦♠♣❛!❡ ❝♦$♠♦❧♦❣✐❡$ ✐$ )♦ ❡①❛♠✐♥❡ )❤❡

♥✉♠❜❡! ❞❡♥$✐)② ♦❢ =✉❛$❛!$✳ ❆❧❧ =✉❛$❛! ❞❛)❛ ✉$❡❞ ❤❡!❡ ✐$

)❛❦❡♥ ❢!♦♠ )❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐)❛❧ ❙❦② ❙✉!✈❡② ◗✉❛$❛! ❈❛)❛❧♦❣✿

❙✐①)❡❡♥)❤ ❉❛)❛ ❘❡❧❡❛$❡ ✭❉❘✶✻◗✮ ▲②❦❡ ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❙✐♥❝❡

)❤❡ ♠❛❥♦!✐)② ♦❢ )❤❡$❡ ♦❜❥❡❝)$ ❣❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐$❝♦✈❡!❡❞ ❜② ❛ ✢✉①

❞❡♥$✐)② ❧✐♠✐)❡❞ $✉!✈❡② ✇✐)❤♦✉) ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ )❤❡ !❡❞$❤✐❢) )❤❡

♦❜$❡!✈❡❞ ♥✉♠❜❡! ❞❡♥$✐)② $❤♦✉❧❞ ♣!♦✈✐❞❡ ❛ !❡❛$♦♥❛❜❧❡ ❣✉✐❞❡

)❤❡ ♥✉♠❜❡! ❞❡♥$✐)② ❞✐$)!✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♦❜$❡!✈❡❞ ❝♦$♠♦❧♦❣②✳

❋✐❣✉!❡ ✺ $❤♦✇$ )❤❡ ♥✉♠❜❡! ❞❡♥$✐)② ❢♦! ✻✺✸✱✸✸✽ =✉❛$❛!$

❛$ ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ !❡❞$❤✐❢)✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐$ )❤❡ ♦❜$❡!✈❡❞

♥✉♠❜❡! ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦!♠ ❞✐$)!✐❜✉)✐♦♥ ❝♦✈❡!✐♥❣ ❛ !❛♥❣❡ ♦❢ !❡❞✲

$❤✐❢) ❢!♦♠ ③❡!♦ )♦ ✼✳✵ ♦✈❡! ✶✵✵ ✈❛❧✉❡$✳ ❚❤❡ !❛♣✐❞ ❢❛❧❧ ♦❢ )❤❡

♦❜$❡!✈❡❞ ❞❡♥$✐)② ❛) ❧❛!❣❡! !❡❞$❤✐❢)$ ✐$ ❛ ❝♦♥$❡=✉❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡

$❝❛!❝✐)② ♦❢ ❤✐❣❤ !❡❞$❤✐❢) =✉❛$❛!$ ❛♥❞ )❤❡ $)❛)✐$)✐❝❛❧ ❞✐$)!✐✲

❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ =✉❛$❛! ✢✉① ❞❡♥$✐)✐❡$ $❡❧❡❝)✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✺ $❤♦✇$ )❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ❞✐$)!✐❜✉✲

)✐♦♥ ❢♦! ❈✉!✈❛)✉!❡ ❈♦$♠♦❧♦❣②✳ ■)$ $❧♦✇ ❞❡❝!❡❛$❡ ✇✐)❤ ❧❛!❣❡!

!❡❞$❤✐❢)$ ✐$ ♣❛!)❧② ❜❡❝❛✉$❡ )❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ❞❡♥$✐)② $❤♦✉❧❞ ❜❡

❛ ❝♦♥$)❛♥) ❛$ ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ❞✐$)❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐)$ !❡❧❛)✐♦♥$❤✐♣

)♦ !❡❞$❤✐❢) ✐$ s = ln(1 + z)✱ ❊=✳✺✳ ❚❤❡ !❡❞ ❧✐♥❡ $❤♦✇$
)❤❡ ❡①♣❡❝)❡❞ ❞✐$)!✐❜✉)✐♦♥ ❢♦! )❤❡ Λ✲❈❉▼ ❝♦$♠♦❧♦❣② ✇✐)❤
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❝♦&♠♦❧♦❣② ✐& ♣♦♦)❧② &✉♣♣♦)*❡❞ ❜② ❞✐)❡❝* ♦❜&❡)✈❛*✐♦♥&✳ ❋✉)✲

*❤❡)♠♦)❡ ✐* ❤❛& ♠❛♥② ✉♥)❡&♦❧✈❡❞ ♣)♦❜❧❡♠& &✉❝❤ ❛& ✐♥✢❛*✐♦♥✱

❞❛)❦ ♠❛**❡) ❛♥❞ ❞❛)❦ ❡♥❡)❣②✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ *❤❡&❡ ♣)♦♣❡)*✐❡&

❛)❡ &✉❜&*❛♥*✐❛*❡❞ ❜② ♦*❤❡) ❡①*❡)♥❛❧ ♦❜&❡)✈❛*✐♦♥& *❤❡② ❞♦

♥♦* ♣)♦✈✐❞❡ ❛♥② &✉♣♣♦)* ❢♦) *❤✐& ❝♦&♠♦❧♦❣②✳ ❈♦♥&❡!✉❡♥*❧②

*❤❡)❡ ✐& ♦♥❧② ♣♦♦) ♦❜&❡)✈❛*✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ *♦ &✉♣♣♦)* *❤❡

Λ✲❈❉▼ ❝♦&♠♦❧♦❣②✳

❚❤❡ ♠❛❥♦) ❛)❣✉♠❡♥* ❛❣❛✐♥&* ❈✉)✈❛*✉)❡ ❈♦&♠♦❧♦❣② ✐&

*❤❛* ✐* ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ *✇♦ ♥❡✇ ❤②♣♦*❤❡&✐&❡& *❤❛* ❛)❡ ♥♦* ②❡*

✈❛❧✐❞❛*❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡) ✐* ❞♦❡& ❤❛✈❡ ♦*❤❡) ♦❜&❡)✈❛*✐♦♥& *❤❛* ♣)♦✲

✈✐❞❡ &✉♣♣♦)*✳

❆ ♠❛❥♦) ♦♥❡ ✐& *❤❛* ✐* ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ *❤❡ ❳✲)❛② ❜❛❝❦❣)♦✉♥❞

)❛❞✐❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❳✲)❛②& ❝♦♠❡ ❢)♦♠ ❛ ✈❡)② ❤♦* ✐♥*❡)❣❛❧❛❝*✐❝

♣❧❛&♠❛ ✇✐*❤ ❛ *❡♠♣❡)❛*✉)❡ ♦❢ (2.64 ± 0.04) × 109 ❑✳ ❚❤❡

♣❧❛&♠❛ ❤❛& ❛ ❞❡♥&✐*② N = 1.55± 0.01 ❤②❞)♦❣❡♥ ❛*♦♠& ♣❡)

❝✉❜✐❝ ♠❡*❡)✳ ❚❤❡ ❈✉)✈❛*✉)❡ ❈♦&♠♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧ ❤❛& ♦♥❧② ♦♥❡

❢)❡❡ ♣❛)❛♠❡*❡) ✇❤✐❝❤ ✐& *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤✐& ❞❡♥&✐*②✳

❲✐*❤ *❤✐& ❞❡♥&✐*② ✐* ♣)❡❞✐❝*& ❛ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥&*❛♥* ♦❢

64.4 ❦♠&

−1
✭Mpc)−1

✳ ■* ❛❧&♦ ♣)❡❞✐❝*& *❤❡ ❈♦&♠✐❝ ▼✐✲

❝)♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣)♦✉♥❞ )❛❞✐❛*✐♦♥ ✇✐*❤ ❛ *❡♠♣❡)❛*✉)❡ ♦❢ ✸✳✶✽❑✳

■* ✐& ❝♦♥&✐&*❡♥* ✇✐*❤ ❚♦❧♠❛♥ &✉)❢❛❝❡ ❜)✐❣❤*♥❡&& ♦❜&❡)✈❛✲

*✐♦♥&✱ ❛♥❣✉❧❛) &✐③❡ ♦❜&❡)✈❛*✐♦♥& ❛♥❞ !✉❛&❛) ✈❛)✐❛❜✐❧✐*② ❛♥❞

✐* ❝♦✉❧❞ ♣♦&&✐❜❧② ❡①♣❧❛✐♥ ❣❛❧❛①② )♦*❛*✐♦♥ ❝✉)✈❡&✳

■♥ ❛ &*❛*✐♦♥❛)② ✉♥✐✈❡)&❡ ♠❛*❡)✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ )❡❝②❝❧❡❞ ❜❡✲

*✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡& ❛♥❞ *❤❡ ✐♥*❡)❣❛❧❛❝*✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛& ❛

❧❛)❣❡ ❡♥♦✉❣❤ *❡♠♣❡)❛*✉)❡ *♦ ♣)♦✈✐❞❡ ♥✉❝❧❡❛) )❡❛❝*✐♦♥&✳

❋✐♥❛❧❧② *❤❡ ❤②♣♦*❤❡&✐& ♦❢ ❈✉)✈❛*✉)❡ P)❡&&✉)❡ ✇✐❧❧ ♣)❡✲

✈❡♥* *❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣&❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝* *♦ ❢♦)♠ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❛♥❞

♣)♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①*)❡♠❡❧② ❝♦♠♣❛❝* ♦❜❥❡❝* ✇✐*❤ ♠♦&* ♦❢ *❤❡ ❡①✲

*❡)♥❛❧ ♣)♦♣❡)*✐❡& ♦❢ ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳ ▼♦)❡♦✈❡) ✐* ❝♦✉❧❞ ❜❡ *❤❡

❝❛✉&❡ ❛ ❧❛)❣❡ ❣❛❧❛❝*✐❝ ❛♥❞ &*❡❧❧❛) ❥❡*&✳

■♥ ❤✐& ❜♦♦❦✱ ✏❚❤❡ ❙*)✉❝*✉)❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥*✐✜❝ ❘❡✈♦❧✉*✐♦♥&✑✱

✭❑✉❤♥ ✶✾✼✵✮ ❚❤♦♠❛& ❑✉❤♥ ❛)❣✉❡& *❤❛* *❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥*

♦❢ ❛ &❝✐❡♥❝❡ ✐& ♥♦* ✉♥✐❢♦)♠ ❜✉* ❤❛& ❛❧*❡)♥❛*✐♥❣ ❵♥♦)♠❛❧✬ ❛♥❞

❵)❡✈♦❧✉*✐♦♥❛)②✬ ✭♦) ❵❡①*)❛♦)❞✐♥❛)②✬✮ ♣❤❛&❡&✳ ❚❤❡ )❡✈♦❧✉*✐♦♥✲

❛)② ♣❤❛&❡& ❛)❡ ♥♦* ♠❡)❡❧② ♣❡)✐♦❞& ♦❢ ❛❝❝❡❧❡)❛*❡❞ ♣)♦❣)❡&&✱

❜✉* ❞✐✛❡) !✉❛❧✐*❛*✐✈❡❧② ❢)♦♠ ♥♦)♠❛❧ &❝✐❡♥❝❡✳ ◆♦)♠❛❧ &❝✐❡♥❝❡

❞♦❡& )❡&❡♠❜❧❡ *❤❡ &*❛♥❞❛)❞ ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡ ♣✐❝*✉)❡ ♦❢ &❝✐❡♥*✐✜❝

♣)♦❣)❡&&✱ ♦♥ *❤❡ &✉)❢❛❝❡ ❛* ❧❡❛&*✳

■ ❜❡❧✐❡✈❡ *❤❛* *❤✐& ♣❛♣❡) ✐& ✐♥ *❤✐& ✏)❡✈♦❧✉*✐♦♥❛)②✑ ❝❧❛&&

❛♥❞ &❤♦✉❧❞ ♥♦* ❜❡ ❛)❜✐*)❛)✐❧② ❞✐&♠✐&&❡❞ ❜❡❝❛✉&❡ ✐* ❞✐&❛❣)❡❡&

✇✐*❤ *❤❡ ❝✉))❡♥* ♣❛)❛❞✐❣♠✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✐& *❤❛* *❤❡ ❈✉)✈❛*✉)❡ ❈♦&♠♦❧♦❣② ✐&

✈❛❧✐❞ ❛♥❞ *❤❡ ✉♥✐✈❡)&❡ ✐& &*❛*✐❝

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥+

❚❤✐& )❡&❡❛)❝❤ ❤❛& ♠❛❞❡ ✉&❡ ♦❢ *❤❡ ◆❆❙❆✴■P❆❈ ❊①*)❛❣❛❧❛❝✲

*✐❝ ❉❛*❛❜❛&❡ ✭◆❊❉✮ *❤❛* ✐& ♦♣❡)❛*❡❞ ❜② *❤❡ ❏❡* P)♦♣✉❧&✐♦♥

▲❛❜♦)❛*♦)②✱ ❈❛❧✐❢♦)♥✐❛ ■♥&*✐*✉*❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✉♥❞❡) ❝♦♥✲

*)❛❝* ✇✐*❤ *❤❡ ◆❛*✐♦♥❛❧ ❆❡)♦♥❛✉*✐❝& ❛♥❞ ❙♣❛❝❡ ❆❞♠✐♥✐&✲

*)❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥& ❤❛✈❡ ✉&❡❞ ❯❜✉♥*✉ ▲✐♥✉① ❛♥❞ *❤❡

❣)❛♣❤✐❝& ❤❛✈❡ ✉&❡❞ *❤❡ ❉■❙▲■◆ ♣❧♦**✐♥❣ ❧✐❜)❛)② ♣)♦✈✐❞❡❞ ❜②

*❤❡ ▼❛①✲P❧❛♥❦✲■♥&*✐*✉*❡ ✐♥ ▲✐♥❞❛✉✳ ◆♦♥❡✳

❘❡❢❡.❡♥❝❡/

❆♠❛♥✉❧❧❛❤✱ ❘✳✱ ▲✐❞♠❛♥✱ ❈✳✱ ❘✉❜✐♥✱ ❉✳✱ ❡1 ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❆♣❏✱ ✼✶✻✱ ✼✶✷

❇❡1♦✉❧❡✱ ▼✳✱ ❑❡==❧❡>✱ ❘✳✱ ●✉②✱ ❏✳✱ ❡1 ❛❧✳ ✷✵✶✹✱ ❆✫❆✱ ✺✻✽✱ ❆✷✷

❇❧♦♥❞✐♥✱ ❙✳✱ ❉❛✈✐=✱ ❚✳ ▼✳✱ ❑>✐=❝✐✉♥❛=✱ ❑✳✱ ❡1 ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❆♣❏✱ ✻✽✷✱ ✼✷✹

❇>❛❣✐♥=❦✐❥✱ ❱✳ ❇✳✱ ✫ M❛♥♦✈✱ ❱✳ ■✳ ✶✾✼✶✱ ❯=♣❡❦❤✐ ❋✐③✐❝❤❡=❦✐❦❤ ◆❛✉❦✱

✶✵✺✱ ✼✼✾

❈♦♥❧❡②✱ ❆✳✱ ●✉②✱ ❏✳✱ ❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ▼✳✱ ❡1 ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❆♣❏❙✱ ✶✾✷✱ ✶

❈>❛✇❢♦>❞✱ ❉✳ ❋✳ ✶✾✽✼❛✱ ❆✉=1>❛❧✐❛♥ ❏♦✉>♥❛❧ ♦❢ M❤②=✐❝=✱ ✹✵✱ ✹✺✾

✖✳ ✶✾✽✼❜✱ ❆✉=1>❛❧✐❛♥ ❏♦✉>♥❛❧ ♦❢ M❤②=✐❝=✱ ✹✵✱ ✹✹✾

✖✳ ✶✾✾✶✱ ❆♣❏✱ ✸✼✼✱ ✶

✖✳ ✶✾✾✸✱ ❆♣❏✱ ✹✶✵✱ ✹✽✽

✖✳ ✶✾✾✺❛✱ ❆♣❏✱ ✹✹✵✱ ✹✻✻

✖✳ ✶✾✾✺❜✱ ❆♣❏✱ ✹✹✶✱ ✹✽✽

✖✳ ✶✾✾✾✱ ❆✉=1>❛❧✐❛♥ ❏♦✉>♥❛❧ ♦❢ M❤②=✐❝=✱ ✺✷✱ ✼✺✸

✖✳ ✷✵✵✻✱ ❈✉>✈❛1✉>❡ ❈♦=♠♦❧♦❣② ✭❇>♦✇♥❲❛❧❦❡> M>❡==✮

✖✳ ✷✵✵✾❛✱ ❆>❳✐✈ ❡✲♣>✐♥1=✱ ❛>❳✐✈✿✵✾✵✶✳✹✶✻✾

✖✳ ✷✵✵✾❜✱ ❆>❳✐✈ ❡✲♣>✐♥1=✱ ❛>❳✐✈✿✵✾✵✶✳✹✶✼✷

❉✐❝❦❡✱ ❘✳ ❍✳ ✶✾✻✹✱ ◆❛1✉>❡✱ ✷✵✷✱ ✹✸✷

❊❧❧✐=✱ ●✳ ❋✳ ❘✳ ✶✾✽✹✱ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❆=1>♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆=1>♦♣❤②=✐❝=✱

✷✷✱ ✶✺✼

❊`1✈`=✱ ❘✳ ❱✳✱ M❡❦a>✱ ❉✳✱ ✫ ❋❡❦❡1❡✱ ❊✳ ✶✾✷✷✱ ❆♥♥❛❧❡♥ ❞❡> M❤②=✐❦✱ ✸✼✸✱

✶✶

●✐❛❝❝♦♥✐✱ ❘✳✱ ●✉>=❦②✱ ❍✳✱ M❛♦❧✐♥✐✱ ❋✳ ❘✳✱ ✫ ❘♦==✐✱ ❇✳ ❇✳ ✶✾✻✷✱

M❤②=✳ ❘❡✈✳ ▲❡11✳✱ ✾✱ ✹✸✾

●♦❧❞❤❛❜❡>✱ ●✳✱ ❇♦②❧❡✱ ❇✳✱ ❇✉♥❝❧❛>❦✱ M✳✱ ❡1 ❛❧✳ ✶✾✾✻✱ ◆✉❝❧❡❛> M❤②=✐❝=
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❛*❡❛ ♦❢ /❤❡ ✇❛✈❡ ❛##♦❝✐❛/❡❞ ✇✐/❤ ✐/ ✇✐❧❧ ❞❡❝*❡❛#❡✳ ❍♦✇❡✈❡*✱

✐♥ S✉❛♥/✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝#✱ ♣*♦♣❡*/✐❡# #✉❝❤ ❛# ❛♥❣✉❧❛* ♠♦♠❡♥✲

/✉♠ ❛*❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥/❡❣*❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ *❛❞✐❛❧ ❝♦♦*❞✐♥❛/❡

♦✈❡* /❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ /❤❡ ✇❛✈❡✳ ■❢ /❤❡ ❝*♦##✲#❡❝/✐♦♥❛❧ ❛*❡❛ ♦❢

/❤❡ ✇❛✈❡ ❞❡❝*❡❛#❡#✱ /❤❡♥ /❤❡ ❛♥❣✉❧❛* ♠♦♠❡♥/✉♠ ✇✐❧❧ ❛❧#♦

❞❡❝*❡❛#❡✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ /❤❡ ❛♥❣✉❧❛* ♠♦♠❡♥/✉♠ ♦❢ ❛ ♣❤♦/♦♥ ✐#

❛ S✉❛♥/✐③❡❞ ♣❛*❛♠❡/❡* /❤❛/ ❤❛# ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ #♦❧✉✲

/✐♦♥ /♦ /❤✐# ❞✐❧❡♠♠❛ ✐# /❤❛/ /❤❡ ♣❤♦/♦♥ #♣❧✐/# ✐♥/♦ /✇♦ ✈❡*②

❧♦✇✲❡♥❡*❣② ♣❤♦/♦♥# ❛♥❞ ❛ /❤✐*❞ /❤❛/ ❤❛# /❤❡ #❛♠❡ ❞✐*❡❝✲

/✐♦♥ ❛# /❤❡ ♦*✐❣✐♥❛❧ ♣❤♦/♦♥ ❛♥❞ ♥❡❛*❧② ❛❧❧ /❤❡ ❡♥❡*❣②✳ ■/ ✐#

❝♦♥✈❡♥✐❡♥/ /♦ ❝♦♥#✐❞❡* /❤❡ ✐♥/❡*❛❝/✐♦♥ ❛# ❛ ♣*✐♠❛*② ♣❤♦/♦♥

❧♦#✐♥❣ ❛ #♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥/ ♦❢ ❡♥❡*❣② /♦ /✇♦ #❡❝♦♥❞❛*② ♣❤♦/♦♥#✳

❚❤✐# ❡♥❡*❣② ❧♦## ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡*❝❡✐✈❡❞ ❛# ❛ #♠❛❧❧ ❞❡❝*❡❛#❡ ✐♥

❢*❡S✉❡♥❝②✳ ❇② #②♠♠❡/*② /❤❡ /✇♦ #❡❝♦♥❞❛*② ♣❤♦/♦♥# ✇✐/❤

✐❞❡♥/✐❝❛❧ ❡♥❡*❣✐❡# ❛*❡ ❡♠✐//❡❞ ❛/ *✐❣❤/ ❛♥❣❧❡# /♦ /❤❡ /*❛✲

❥❡❝/♦*②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥# /❤❛/ /❤❡*❡ ✐# ♥♦ ❛♥❣✉❧❛* #❝❛//❡*✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ ✐♥ S✉❛♥/✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝# ❡❧❡❝/*♦♥# ❛♥❞ ♦/❤❡* ♣❛*/✐❝❧❡#

❛*❡ ❝♦♥#✐❞❡*❡❞ ❛# ✇❛✈❡#✱ ❛ #✐♠✐❧❛* ♣*♦❝❡## ✇✐❧❧ ❛❧#♦ ❛♣♣❧②✳ ■/

✐# ❛*❣✉❡❞ /❤❛/ ❡❧❡❝/*♦♥# ✇✐❧❧ ✐♥/❡*❛❝/ ✇✐/❤ ❝✉*✈❡❞ #♣❛❝❡✲/✐♠❡

/♦ ❧♦#❡ ❡♥❡*❣② ❜② /❤❡ ❡♠✐##✐♦♥ ♦❢ ✈❡*② ❧♦✇✲❡♥❡*❣② ♣❤♦/♦♥#✳

❋*♦♠ ✭❤!!♣✿✴✴❛&①✐✈✳♦&❣✴❛❜.✴✶✵✵✾✳✵✾✺✸✮ ✇❡ ❣❡/ /❤❡ ❜❛✲

#✐❝ ❡S✉❛/✐♦♥ ❢♦* /❤❡ ❢*❛❝/✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡*❣② ♦❢ /❤❡ ♣❤♦✲

/♦♥✳ ❚❤✐# ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ /❤❡ ❡S✉❛/✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❞❡#✐❝ ❞❡✈✐❛/✐♦♥

✭▼✐#♥❡* ❡/ ❛❧✳ ✶✾✼✸✮✳
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8πGρ

c2
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= −1.366× 10−13
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❋♦* ♠❛♥② ❛#/*♦♣❤②#✐❝❛❧ /②♣❡# ♦❢ ♣❧❛#♠❛✱ ✐/ ✐# ✉#❡❢✉❧ /♦ ♠❡❛✲

#✉*❡ ❞❡♥#✐/② ❜② /❤❡ ❡S✉✐✈❛❧❡♥/ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❤②❞*♦❣❡♥ ❛/♦♠#

♣❡* ❝✉❜✐❝ ♠❡/❡*✿ /❤❛/ ✐# ✇❡ ❝❛♥ ♣✉/ ρ =◆▼H ❛♥❞ ❣❡/
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−1. ✭❆✳✷✮

❚❤✉# /❤❡ *❛/❡ ♦❢ ❡♥❡*❣② ❧♦## ♣❡* ❞✐#/❛♥❝❡ /*❛✈❡❧❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞#

♦♥❧② ♦♥ /❤❡ #S✉❛*❡ *♦♦/ ♦❢ /❤❡ ❞❡♥#✐/② ♦❢ /❤❡ ♠❛/❡*✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤

♠❛② ❝♦♥#✐#/ ♦❢ ❣❛#✱ ♣❧❛#♠❛✱ ♦* ❞✉#/✳ ❋♦* ♠❛♥② ❛#/*♦♣❤②#✐❝❛❧

♣❧❛#♠❛# /❤❡ ❢*❡S✉❡♥❝② ♦❢ /❤❡ ❡♠✐//❡❞ ♣❤♦/♦♥# ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡##

/❤❛♥ /❤❡ ♣❧❛#♠❛ ❢*❡S✉❡♥❝② ❛♥❞ /❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜#♦*❜❡❞ ❛♥❞

❤❡❛/ /❤❡ ♣❧❛#♠❛✳ ❆♥♦/❤❡* ✐♠♣♦*/❛♥/ ❢❛❝/♦* ✐# /❤❛/ ✐❢ /❤❡*❡

✐# ❛♥② ♦/❤❡* ❝♦♠♣❡/✐♥❣ ✐♥/❡*❛❝/✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉*# ❜❡❢♦*❡ /❤❡

#❡❝♦♥❞❛*② ♣❤♦/♦♥# ❛*❡ ♣*♦❞✉❝❡❞ ✐/ ✇✐❧❧ ✐♥❤✐❜✐/ /❤❡ ❈✉*✈❛✲

/✉*❡ ❘❡❞#❤✐❢/✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥/❡*❛❝/✐♦♥ ✐# /❤❡ ❝♦❤❡*❡♥/ ♠✉❧/✐✲

♣❧❡ #❝❛//❡*✐♥❣ /❤❛/ ♣*♦❞✉❝❡# *❡❢*❛❝/✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐# ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣♦*/❛♥/ ❢♦* ❣*♦✉♥❞ ❜❛#❡# ❡①♣❡*✐♠❡♥/# ❛♥❞ ❢♦* *❛❞✐♦ ❢*❡✲

S✉❡♥❝② ♦❜#❡*✈❛/✐♦♥# ✐♥ /❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦✇ ❢*❡✲

S✉❡♥❝② *❛❞✐♦ ♦❜#❡*✈❛/✐♦♥# ✐♥ ♦✉* ❣❛❧❛①② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❛✛❡❝/❡❞

❜② ❈✉*✈❛/✉*❡ ❘❡❞#❤✐❢/✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✿ ❈✉,✈❛/✉,❡ 5,❡11✉,❡

❚❤❡ ❤②♣♦/❤❡#✐# ♦❢ ❈✉*✈❛/✉*❡ J*❡##✉*❡ ✐# /❤❛/ ❢♦* ♠♦✈✐♥❣

♣❛*/✐❝❧❡# /❤❡*❡ ✐# ❛ ♣*❡##✉*❡ ❣❡♥❡*❛/❡❞ /❤❛/ ❛❝/# ❜❛❝❦ ♦♥ /❤❡

♠❛//❡* /❤❛/ ❝❛✉#❡# /❤❡ ❝✉*✈❡❞ #♣❛❝❡✲/✐♠❡✳ ■♥ /❤✐# ❝❛#❡✱ ❈✉*✲

✈❛/✉*❡ J*❡##✉*❡ ❛❝/# ♦♥ /❤❡ ♠❛//❡* /❤❛/ ✐# ♣*♦❞✉❝✐♥❣ ❝✉*✈❡❞

#♣❛❝❡✲/✐♠❡ ✐♥ #✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛# /♦ /*② /♦ ❞❡❝*❡❛#❡ /❤❡ ❝✉*✈❛✲

/✉*❡✳ ■♥ ♦/❤❡* ✇♦*❞#✱ /❤❡ ♣❧❛#♠❛ ♣*♦❞✉❝❡# ❝✉*✈❡❞ #♣❛❝❡✲

/✐♠❡ /❤*♦✉❣❤ ✐/# ❞❡♥#✐/② ❡♥/❡*✐♥❣ /❤❡ #/*❡##✲❡♥❡*❣② /❡♥#♦* ✐♥

❊✐♥#/❡✐♥✬# ✜❡❧❞ ❡S✉❛/✐♦♥# ❛♥❞ /❤❡ ❛❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✈❡❧♦❝✐/✐❡# ♦❢

/❤❡ ♣❧❛#♠❛ ♣❛*/✐❝❧❡# ✐# /♦ /*② ❛♥❞ ❞❡❝*❡❛#❡ /❤✐# ❝✉*✈❛/✉*❡✳✳

❆ #✐♠♣❧❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉#✐♥❣ ◆❡✇/♦♥✐❛♥ ♣❤②#✐❝# ✐❧✲

❧✉#/*❛/❡# #♦♠❡ ♦❢ /❤❡ ❜❛#✐❝ ♣❤②#✐❝# #✉❜#❡S✉❡♥/❧② ✉#❡❞ /♦

❞❡*✐✈❡ /❤❡ ❢❡❛/✉*❡# ♦❢ ❈✉*✈❛/✉*❡ J*❡##✉*❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛#✲

#✉♠❡# /❤❛/ /❤❡ ✉♥✐✈❡*#❡ ✐# ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ❣❛# ❝♦♥✜♥❡❞ /♦

/❤❡ /❤*❡❡✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ #✉*❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦✉*✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❤②♣❡*✲

#♣❤❡*❡✳ ❙✐♥❝❡ /❤❡ ✈✐#✉❛❧✐③❛/✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉* ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ✐# ❞✐✣❝✉❧/

❧❡/ ✉# #✉♣♣*❡## ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ♥♦*♠❛❧ ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❛♥❞ ❝♦♥#✐❞❡*

/❤❡ ❣❛# /♦ ♦❝❝✉♣② /❤❡ /✇♦✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ #✉*❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦*♠❛❧

#♣❤❡*❡✳ ❋*♦♠ ●❛✉##✬# ❧❛✇ ✭✐✳❡✳ /❤❡ ❣*❛✈✐/❛/✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝/ ♦❢ ❛

#♣❤❡*✐❝❛❧ ❞✐#/*✐❜✉/✐♦♥ ♦❢ ♣❛*/✐❝❧❡# ✇✐/❤ *❛❞✐❛❧ #②♠♠❡/*② ✐#

✐❞❡♥/✐❝❛❧ /♦ /❤❛/ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥/ ♠❛##✱ ❛/ /❤❡ ❝❡♥/❡* ♦❢ #②♠♠❡/*②✱

❡S✉❛❧ ✐♥ ✈❛❧✉❡ /♦ /❤❡ /♦/❛❧ ♠❛##✳✮ /❤❡ ❣*❛✈✐/❛/✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡*✲

❛/✐♦♥ ❛/ /❤❡ *❛❞✐✉# r ♦❢ /❤❡ #✉*❢❛❝❡ ✐# ♥♦*♠❛❧ /♦ /❤❡ #✉*❢❛❝❡✱
❞✐*❡❝/❡❞ ✐♥✇❛*❞ ❛♥❞ ✐/ ❤❛# /❤❡ ♠❛❣♥✐/✉❞❡ r̈ = −GM/r2

✇❤❡*❡ M ✐# /❤❡ /♦/❛❧ ♠❛## ♦❢ /❤❡ ♣❛*/✐❝❧❡# ❛♥❞ /❤❡ ❞♦/#

❞❡♥♦/❡ ❛ /✐♠❡ ❞❡*✐✈❛/✐✈❡✳ ❋♦* ❡S✉✐❧✐❜*✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛##✉♠✐♥❣ ❛❧❧

/❤❡ ♣❛*/✐❝❧❡# ❤❛✈❡ /❤❡ #❛♠❡ ♠❛## ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐/② ✇❡ ❝❛♥ ❡S✉❛/❡

/❤❡ *❛❞✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡*❛/✐♦♥ /♦ /❤❡ ❣*❛✈✐/❛/✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡*❛/✐♦♥ ❛♥❞

❣❡/ /❤❡ #✐♠♣❧❡ ❡S✉❛/✐♦♥ ❢*♦♠ ❝❡❧❡#/✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝# ♦❢
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✇❤❡ ❡ M =
∑
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pcdA =
M

〈

v2
〉
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dr. ✭❆✳✺✮
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❢♦ ❈✉ ✈❛(✉ ❡ . ❡%%✉ ❡ ✐♥ ❛ ✸ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤ (❡♠♣❡ ❛(✉ ❡

♣❧❛%♠❛ ✐%

pc =
1

3

〈

γ2 − 1
〉

ρc2, ✭❆✳✼✮
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R̈ = −4πGρ
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1−
〈
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R,

Ṙ2 =
8πGρ

3
R2 − c2.
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✐8 r = Rχ ✇❤❡'❡

χ = ln(1 + z)/
√
3. ✭❆✳✶✵✮
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√
2✮✮

❚❤❡ ❛&❡❛ ✐0

A(r) = 4πR2 sin2(χ). ✭❆✳✶✶✮

❚❤❡ 0✉&❢❛❝❡ ✐0 ✜♥✐*❡ ❛♥❞ χ ❝❛♥ ✈❛&② ❢&♦♠ ✵ *♦ π✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡

✇✐*❤✐♥ ❛ &❡❞0❤✐❢* z ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜②

V (z) = 2πR3

[

χ− 1

2
sin(2χ)

]

. ✭❆✳✶✷✮
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H = − c

E

dE

ds
= (8πGMHN)
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2

= 51.69N
1

2
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√
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