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Abstract

Diese Arbeit handelt von einer neuen Gravitationstheorie, die eine 5. Wechselwirkung

voraussagt, und dabei die Einsteins Allgemeine Relativitätstheorie mit einschließt. Ferner

Wird der Ufo-Antrieb vorausgesagt.

This work is about a new theory of gravity that predicts a 5th interaction, including

Einstein's general theory of relativity. Furthermore, the UFO drive is predicted.
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■8$ ❙✬ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩❡✐$♣✉♥❦$ t′1 ❞❛8 ♠♦♠❡♥$❛♥❡ ❘✉❤8②8$❡♠ ❞❡) ❘❛❦❡$❡ ✶ ❞❛♥♥ ✐8$

❙✬ ③✉ ❞✐❡8❡♠ ❩❡✐$♣✉♥❦$ ❛✉❝❤ ❞❛8 ♠♦♠❡♥$❛♥❡ ❘✉❤8②8$❡♠ ❞❡) ❘❛❦❡$❡ ✷✳

❇❡✇❡✐) ✷ ❙✬ ✐8$ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❞❛8 ♠♦♠❡♥$❛♥❡ ❘✉❤8②8$❡♠ ✈♦♥ ❘❛❦❡$❡ ✶✱ ✇❡♥♥ ❘❛❦❡$❡

✶ ❞✐❡ ●❡8❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐$ v ❡))❡✐❝❤$✳ ❩✉♠ ❩❡✐$♣✉♥❦$ t = t1 ♠O❣❡ ❛❧8♦ ✐♥ ❙ ❞✐❡ ❘❛❦❡$❡ ✶

❞✐❡ ●❡8❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐$ v =
a1 · t1

√

1 +
a21 · t21
c2

✭8✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✶ ✭●✾✮✮ ❡))❡✐❝❤❡♥✳ ❩✉♠ ❩❡✐$♣✉♥❦$

t = t2 ♠O❣❡ ❞❛♥♥ ✐♥ ❙ ❞✐❡ ❘❛❦❡$❡ ✷ ❞✐❡ ●❡8❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐$ v =
a2 · t2

√

1 +
a22 · t22
c2

❡))❡✐❝❤❡♥✳

❆✉8 ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❧❡$③$❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢♦❧❣$ 8♦❢♦)$ ✿ a1 · t1 = a2 · t2 ✭✸✮

✻



❉❛♥♥ ❣✐❧& ♥❛❝❤ ❞❡♥ +♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲♦0❡♥&③✲❚0❛♥+❢♦0♠❛&✐♦♥+❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❙✬

t′1 =
t1 −

v

c2
· x1 (t1)

√

1−
v2

c2

✉♥❞ t′2 =
t2 −

v

c2
· x2 (t2)

√

1−
v2

c2

✭+✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✶ ✭●✶✮✮

♦❞❡0 ❢=0 ❞✐❡ ❉✐✛❡0❡♥③ t′2 − t′1 =
(t2 − t1)−

v

c2
· (x2 (t2)− x1 (t1))

√

1−
v2

c2

❢❡0♥❡0 ❢♦❧❣& ❛✉+ v =
a1 · t1

√

1 +
a21 · t21
c2

, t1 =

v

a1
√

1−
v2

c2

✉♥❞ t2 =

v

a2
√

1−
v2

c2

✇♦❞✉0❝❤ ✇✐0 ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉✐✛❡0❡♥③ ❜❡❦♦♠♠❡♥✳

t2 − t1 =

v

a2
√

1−
v2

c2

−

v

a1
√

1−
v2

c2

=

v

c2
·
(

c2

a1
−

c2

a2

)

√

1−
v2

c2

(1)
=

v

c2
· (x20 − x10)
√

1−
v2

c2

(1) ✇✉0❞❡ ❜❡✐ ❞❡0 ❧❡&③&❡♥ ●❧❡✐❝❤+❡&③✉♥❣ ❜❡♥✉&③&✳ ❋=0 ❞✐❡ ❖0&+❦♦♦0❞✐♥❛&❡♥ ❞❡0 ❘❛❦❡&❡♥ ❣✐❧&
③✉ ❞❡♥ ❩❡✐&♣✉♥❦&❡♥ t1 ✉♥❞ t2

❘❛❦❡&❡ ✶✿ x1 (t1) =
c2

a1
·





√

1 +
a21 · t21
c2

− 1



+ x10 ✭+✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✶ ✭●✶✵✮✮

❘❛❦❡&❡ ✷✿ x2 (t2) =
c2

a2
·





√

1 +
a22 · t22
c2

− 1



+ x20

❖❞❡0 ❢=0 ❞✐❡ ❉✐✛❡0❡♥③ ❢♦❧❣& ♠✐&

√

1 +
a21 · t21
c2

=
1

√

1−
v2

c2

=

√

1 +
a22 · t22
c2

✭✹✮

x2 (t2)− x1 (t1) =
c2

a2
·









1
√

1−
v2

c2

− 1









+ x20 −
c2

a1
·









1
√

1−
v2

c2

− 1









− x10

✼



x2 (t2)− x1 (t1) =









1
√

1−
v2

c2

− 1









·
(

c2

a2
−

c2

a1

)

+ (x20 − x10) ✉♥❞ ✇✐❡❞❡& ♠✐( (1)

x2 (t2)− x1 (t1) =









1
√

1−
v2

c2

− 1









· (x20 − x10) + (x20 − x10) =
x20 − x10
√

1−
v2

c2

✭✺✮

❙❡(③❡♥ ✇✐& ❞✐❡ ❚❡&♠❡ x2 (t2)− x1 (t1) ✉♥❞ t2 − t1 ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

t′2 − t′1 =
(t2 − t1)−

v

c2
· (x2 − x1)

√

1−
v2

c2

❡✐♥ 1♦ ❢♦❧❣(✿ t′2 − t′1 = 0 ♦❞❡& t′2 = t′1 ❆❧1♦ 1✐♥❞

❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊&❡✐❣♥✐11❡ ❘❛❦❡(❡ ✶ ❡&&❡✐❝❤( ❞✐❡ ●❡1❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐( v ✉♥❞ ❘❛❦❡(❡ ✷ ❡&&❡✐❝❤( ❞✐❡

●❡1❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐( v ✐♥ ❙✬ ❣❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣✳ ❙✬ ✐1( ❛❧1♦ ❣❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣ ❞❛1 ♠♦♠❡♥(❛♥❡ ❘✉❤1②1(❡♠

✈♦♥ ❘❛❦❡(❡ ✶ ✉♥❞ ❘❛❦❡(❡ ✷✳

❙❛"③ ✸ ❉✐❡ ❊♥(❢❡&♥✉♥❣ ✈♦♥ ❘❛❦❡(❡ ✶ ③✉ ❘❛❦❡(❡ ✷ ✐1( ✐♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘✉❤1②1(❡♠ 1(❡(1

❦♦♥1(❛♥( ✉♥❞ ❜❡(&C❣( x20 − x10✳

❇❡✇❡✐) ✸ ❩✉♠ ❩❡✐(♣✉♥❦( t = t1 ♠F❣❡ ✐♥ ❙ ❞✐❡ ❘❛❦❡(❡ ✶ ❞✐❡ ●❡1❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐(

v =
a1 · t1

√

1 +
a21 · t21
c2

❡&&❡✐❝❤❡♥✳

❩✉♠ ❩❡✐(♣✉♥❦( t = t2 ♠F❣❡ ✐♥ ❙ ❞✐❡ ❘❛❦❡(❡ ✷ ❡❜❡♥❢❛❧❧1 ❞✐❡ ●❡1❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐(

v =
a2 · t2

√

1 +
a22 · t22
c2

❡&&❡✐❝❤❡♥✳

❉❛♥♥ ❣✐❜( ❡1 ♥❛❝❤ ❙❛(③ ✶ ❡✐♥ ✐♥❡&(✐❛❧ ❙②1(❡♠ ❙✬✱ 1♦ ❞❛1 ❜❡✐❞❡ ❊&❡✐❣♥✐11❡ ✐♥ ❙✬ ❣❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣

1✐♥❞✳❉❛♠✐( ❢♦❧❣( ❛✉1 ❞❡♥ 1♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲♦&❡♥(③✲❚&❛♥1❢♦&♠❛(✐♦♥❡♥ ✿

x1 (t1) =
x′

1 (t
′

1) + v · t′1
√

1−
v2

c2

1♦✇✐❡ x2 (t2) =
x′

2 (t
′

2) + v · t′2
√

1−
v2

c2

❜✐❧❞❡♥ ✇✐& ❞✐❡ ❉✐✛❡&❡♥③ ✉♥❞ ♥✉(③❡♥ ❞✐❡ ❚❛(1❛❝❤❡ ❛✉1✱ ❞❛11 t′2 − t′1 = 0 ❣✐❧( ✱ 1♦ ❢♦❧❣(✿

x2 (t2)− x1 (t1) =
x′

2 (t
′

2)− x′

1 (t
′

1)
√

1−
v2

c2

♠✐( ❞❡& ●❧❡✐❝❤✉♥❣ (5) ❢♦❧❣( ❞❛♥♥✿ x′

2 (t
′

2)− x′

1 (t
′

1) = x20 − x10

✽



❙❛"③ ✹ ❙❡✐ ❙ ❡✐♥ ■♥❡%&✐❛❧)②)&❡♠ ✈♦♥ ❞❡♠ ❛✉) ❞✐❡ ❘❛❦❡&❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ✈♦♥ ❞❡♥ ❑♦♦%❞✐♥❛✲

&❡♥ x10 ✉♥❞ x20 ❣❧❡✐❝❤③❡✐&✐❣ ♠✐& ❞❡♥ ❇❡)❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ a1 ✉♥❞ a2 )&❛%&❡♥ ✉♥❞ ③✉❡✐♥❛♥❞❡%

❞❡♥ ❆❜)&❛♥❞ ∆x = x20 − x10 ❤❛❜❡♥✳

❊) ❣❡❧&❡ ✇✐❡❞❡% ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✹ ❛❧)♦ a2 =
a1

1 +
a1 ·∆x

c2

✳ ❉❛♥♥ ❣❡♥B❣& ❞❡% ❢♦❧❣❡♥❞❡%

❆♥)❛&③ ♠✐& ① ❛❧) ❙&❛%&❦♦♦%❞✐♥❛&❡ ❢B% ❡✐♥❡ ❘❛❦❡&❡ ❞❡% ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✹✳

a (x) =
c2

x+∆ξ
✇♦❜❡✐ ∆ξ ❡✐♥❡ ❦♦♥)&❛♥&❡ ✐)& ✭✻✮

❇❡✇❡✐) ✹ ◆❛❝❤ (6) ❣✐❧& ❞❛♥♥ ✿ a1 = a (x10) =
c2

x10 +∆ξ
✉♥❞ a2 = a (x20) =

c2

x20 +∆ξ

✉♥❞ ❞❛♠✐& a2 =
c2

x20 +∆ξ
=

c2

x10 +∆x+∆ξ
=

c2

x10 +∆ξ

1 +
∆x

x10 +∆ξ

=
a1

1 +
a1 ·∆x

c2

❙❛"③ ✺ ❊) ❣✐❜& ❡✐♥ ■♥❡%&✐❛❧)②)&❡♠ ❙ ✇✐❡ ✐♥ ❙❛&③ 4 ✱❛❜❡% ♠✐& ❞❡% ③✉)H&③❧✐❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥)❝❤❛❢&

❞❛)) ∆ξ = 0 ✐)&✱ )♦ ❞❛)) ❞❡% ❆♥)❛&③ (6) ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦%♠ ❜❡❦♦♠♠&✳

a (x) =
c2

x
✭✼✮

❇❡✇❡✐) ✺ ■♥ (6) ❜%❛✉❝❤❡♥ ✇✐% ❞❛❢B% ♥✉% ❞❡♥ ❑♦♦%❞✐♥❛&❡♥&%❛♥)❢♦%♠❛&✐♦♥ x∗ = x +
∆ξ ❞✉%❝❤③✉❢B❤%❡♥✳ ❉❛♠✐& ✇✐%❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡% ❯%)♣%✉♥❣ ❞❡) ❑♦♦%❞✐♥❛&❡♥)②)&❡♠) ✈♦♥ ❙✱

❞❡♥ ❇❡)❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ❞❡% ❘❛❦❡&❡♥ ❛♥❣❡♣❛))&✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✶ ✭❉❛) ♥❛"12❧✐❝❤❡ ❘✉❤)②)"❡♠✮ ❊✐♥ ■♥❡%&✐❛❧)②)&❡♠ ❙ ♥❛❝❤ ❙❛&③ 5 ❜❡③❡✐✲

❝❤❡ ✐❝❤ ❛❧) ❞❛) ♥❛&B%❧✐❝❤❡ ❘✉❤)②)&❡♠ ❞❡% ❜❡)❝❤❧❡✉♥✐❣&❡♥ ❘❛❦❡&❡♥✳

❏❡&③& ❦♦♠♠& ❡✐♥ ✇✐❝❤&✐❣❡1 ❙❛&③ ❞❡1 ❛❧6 ❱❡16&81❦✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛&③ 2 ③✉✈❡16&❡❤❡♥ ✐6&✳

❙❛"③ ✻ ❙❡✐ ❙ ❞❛) ♥❛&B%❧✐❝❤❡ ❘✉❤)②)&❡♠ ❞❡% ❘❛❦❡&❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ③✉♠ ❩❡✐&♣✉♥❦& t = 0✳ ❙❡✐ ❙✬
❡✐♥ ■♥❡%&✐❛❧)②)&❡♠ ✇❡❧❝❤❡) )✐❝❤ %❡❧❛&✐✈ ③✉ ❙ ♠✐& ❞❡% ●❡)❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐& v ✐♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤&✉♥❣ ❞❡%

♣♦)✐&✐✈❡♥ ❳✲❆❝❤)❡ ❜❡✇❡❣&✳ ❩✉♠ ❩❡✐&♣✉♥❦& t = t′ = 0 ♠P❣❡♥ ❞✐❡ ❯%)♣%B♥❣❡ 0 ✉♥❞ 0′ ✈♦♥
❙ ✉♥❞ ❙✬ ③✉)❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥✳ ❆✉❝❤ ❙✬ ✐)& ❞❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ )♣H&❡%❡♥ ❩❡✐&♣✉♥❦& t′ > 0 ❞❛)

♥❛&B%❧✐❝❤❡ ♠♦♠❡♥&❛♥❡ ❘✉❤)②)&❡♠ ❞❡% ❘❛❦❡&❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ✳

❇❡✇❡✐) ✻ ■♥ ❙❛&③ 2 ❤❛&&❡♥ ✇✐% ❜❡✇✐❡)❡♥✱ ❞❛) ❡✐♥ ❙✬ ♠✐& ❞✐❡)❡♥ ❊✐❣❡♥)❝❤❛❢&❡♥ ❞❛) ♠♦✲

♠❡♥&❛♥❡ ❘✉❤)②)&❡♠ ❞❡% ❜❡✐❞❡♥ ❘❛❦❡&❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷ ✐)&✳ ■♥ ❙❛&③ 3 ❤❛❜❡♥ ✇✐% ❜❡✇✐❡)❡♥ ❞❛) ❞✐❡

❊♥&❢❡%♥✉♥❣ ✈♦♥ ❘❛❦❡&❡ ✶ ✉♥❞ ✷ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❘✉❤)②)&❡♠❡♥ ❦♦♥)&❛♥& ✐)& ✉♥❞ x20−x10 ❜❡&%H❣&✳

✾



❏❡"③" ♠%❝❤"❡ ✐❝❤ ❞✐❡ ❖+",❦♦♦+❞✐♥❛"❡ x′

1 (t
′

1) ✈♦♥ ❞❡+ ❘❛❦❡"❡ ✶ ✐♥ ❙✬ ❜❡+❡❝❤♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ❘❛✲

❦❡"❡ ✶ ❞✐❡ ●❡,❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐" v ❡++❡✐❝❤" ❤❛"✳ ❆✉, ❞❡♥ ,♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲♦+❡♥"③✲❚+❛♥,❢♦+♠❛"✐♦♥❡♥

❢♦❧❣"

x′

1 (t
′

1) =
x1 (t1)− v · t1
√

1−
v2

c2

♠✐" (●10) ✉♥❞ (4)

x′

1 (t
′

1) =

c2

a1
·
(√

1 +
a21 · t21
c2

− 1

)

+ x10 − v · t1
√

1−
v2

c2

=

c2

a1
·









1
√

1−
v2

c2

− 1









+ x10 − v · t1

√

1−
v2

c2

✉♥❞ ♠✐" t1 =

v

a1
√

1−
v2

c2

❡+❤❛❧"❡♥ ✇✐+ x′

1 (t
′

1) =

c2

a1
·









1
√

1−
v2

c2

− 1









+ x10 −

v2

a1
√

1−
v2

c2
√

1−
v2

c2

x′

1 (t
′

1) =
c2

a1
·

1
√

1−
v2

c2

− 1 +
a1 · x10

c2
−

v2

c2
√

1−
v2

c2
√

1−
v2

c2

♠✐" a1 =
c2

x10

♦❞❡+

a1 · x10

c2
= 1

❡+❣✐❜" x′

1 (t
′

1) =
c2

a1
✭✽✮

❆❧,♦ ✐," ❛✉❝❤ ❙✬ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♥❛"D+❧✐❝❤❡, ✭♦❞❡+ ❑♦♦+❞✐♥❛"❡♥,②,"❡♠ ❜❡❞✐♥❣" ❛♥❣❡♣❛,,"❡,✮ ❘✉❤✲

,②,"❡♠ ❢D+ ❞✐❡ ❜❡,❝❤❧❡✉♥✐❣"❡♥ ❘❛❦❡"❡♥✳

✶✵



S

t = 0 x0
−→a0 = a0 ·−→ex

S

x0

a0 a0 = a (x0) =
c2

x0

x0

S ′′ X X ′′ Y Y ′′ Z Z ′′

S ′′ S

S S ′′

ax =
a0

1 +
a0 · x0

c2

ax = a (x) a0 = a (x0)

S ′′



S ′′ S ′′

t = 0 S ′ S

S ′′ S ′

S ′′

S ′

S ′′ ∆L′′

S ′ ∆L′ S ′

S ′′ S ′ ∆L′′ = ∆L′

S ′ S ′′ S ′′

S ′

S ′

S ′′

S ′′ S ′

X ′′ S ′′ x′′ S ′

X ′ x′ = x′′ S ′′

S ′′



S ′′

S

t = 0 0 x′′

0 1
S 1 x′′

1

0

1 0

t0 =
c

2 · a0
·
(

a20

a2x
−

a2x

a2o

)

0 1 0

tx =
c

2 · ax
·
(

a20

a2x
−

a2x

a2o

)

1 (10) (11)

0 1 t = 0
S

a0 · t0 = ax · tx
t0 6= tx

S ′′



❉❡" ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❛+③ ❜❡"❡✐+❡+ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐+✐♦♥ ❞❡" ●❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣❦❡✐+ ✐♥ S ′′
✈♦"✳

❙❛"③ ✽ ❊! ❣✐❜% ❡✐♥ ■♥❡)%✐❛❧!②!%❡♠ S ′
♠✐% ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥!❝❤❛❢%❡♥✳

✶✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊)❡✐❣♥✐!!❡

❛✮ ▲✐❝❤%!%)❛❤❧ ✵ ❦❡❤)% ③✉♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ✵ ③✉)>❝❦✳

❜✮ ▲✐❝❤%!%)❛❤❧ ✶ ❦❡❤)% ③✉♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ✶ ③✉)>❝❦✳

!✐♥❞ ✐♥ S ′
❣❧❡✐❝❤③❡✐%✐❣✳

✷✳ S ′
✐!% ③✉ ❞✐❡!❡♠ ❩❡✐%♣✉♥❦% ❞❛! ♥❛%>)❧✐❝❤❡ ♠♦♠❡♥%❛♥❡ ❘✉❤!②!%❡♠ ✈♦♥ S ′′

✳

❇❡✇❡✐) ✽ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 ❜❡!✐%③% ③✉♠ ❩❡✐%♣✉♥❦% t = t0 ❞✐❡ ●❡!❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐% v0 =
a0 · t0

√

1 +
a20 · t20
c2

❙♣✐❡❣❡❧ 1 ❜❡!✐%③% ③✉♠ ❩❡✐%♣✉♥❦% t = tx ❞✐❡ ●❡!❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐% vx =
ax · tx

√

1 +
a2x · t2x
c2

❆✉! a0 · t0 = ax · tx ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ (12) ❢♦❧❣% v0 = vx ✳ ❆❧! ❞✐❡ ▲✐❝❤%!%)❛❤❧❡♥ 0 ✉♥❞
1 ❛♥ ❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ 0 ✉♥❞ 1 ✇✐❡❞❡) ❛♥❦♦♠♠❡♥✱ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡!❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ●❡!❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐%✳
❆❧!♦ ❣✐❜% ❡! ❡✐♥ ■♥❡)%✐❛❧!②!%❡♠ S ′

✐♥ ❞❡♠ !✐❡ ❜❡✐❞❡ )✉❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉ ③✉ ❞✐❡!❡♠ ❩❡✐%♣✉♥❦%

♣❛!!✐❡)❡♥ ❥❛ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊)❡✐❣♥✐!!❡✳ ❆❧!♦ !✐♥❞ !✐❡ ✐♥ S ′
❣❧❡✐❝❤③❡✐%✐❣✳ ❉✉)❝❤ ❑♦♦)❞✐♥❛%❡♥✲

❛♥♣❛!!✉♥❣ ❡)❤❛❧%❡♥ ✇✐) ❞❛♥♥ ❞❛)❛✉! ❡✐♥ ♥❛%>)❧✐❝❤❡! ■♥❡)%✐❛❧!②!%❡♠✳

❱❡"❧❛77❡♥ ❛❧7♦ ❞✐❡ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧❡♥ 0 ✉♥❞ 1 ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧♥ 0 ✉♥❞ 1 ❣❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣ ✐♥ ♠♦♠❡♥+❛♥❡♠
❘✉❤7②7+❡♠ 7♦ ❦♦♠♠❡♥ 7✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡" ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♠ ❛♥❞❡"❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✇✐❡❞❡" ❣❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣ ✐♥

♠♦♠❡♥+❛♥❡♠ ❘✉❤7②7+❡♠ ❛♥ ❞❡♥ ✉"7♣"A♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ❛♥✳ ■♠ ❇❡③✉❣77②7+❡♠ S ′′
7✐❡❤+

❞✐❡ ❙❛❝❤❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡"♠❛D❡♥ ❛✉7✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧❡♥ ❧❡❣❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙+"❡❝❦❡ ③✉"A❝❦✳

• ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ 0 ❧❡❣+ ❞✐❡ ❙+"❡❝❦❡ ✿ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 1 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 ③✉"A❝❦✳

• ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ 1 ❧❡❣+ ❞✐❡ ❙+"❡❝❦❡ ✿ ❙♣✐❡❣❡❧ 1 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 1 ③✉"A❝❦✳

❇❡✐❞❡ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧❡♥ ❧❡❣❡♥ ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❙+"❡❝❦❡ ✿ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 1
✉♥❞ ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❙+"❡❝❦❡ ✿ ❙♣✐❡❣❡❧ 1 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 0 ③✉"A❝❦✳

❉❛ ❛❜❡" ✐♥ S ′′
❞❡" ❩✉7+❛♥❞ 7+❛+✐7❝❤ ✐7+✱ 7♣✐❡❧+ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❍✐❡"❛✉7 ❢♦❧❣+

✐♥ S ′′
✿ ❲A"❞❡♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧❡♥ 7✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡❣ ♠❛❝❤❡♥✱ ✇A"❞❡♥ 7✐❡ ❛✉❝❤

❣❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣ ✇✐❡❞❡" ③✉ ✐❤"❡♠ ❯"7♣"✉♥❣7♦"+ ③✉"A❝❦❦❡❤"❡♥✳ ❍✐❡" ♠✉D ♠❛♥ ❛❜❡" ❜❡❞❡♥❦❡♥✱

❞❛77 ❡7 ❦❡✐♥❡ ▼L❣❧✐❝❤❦❡✐+ ✐♥ S ′′
❣✐❜+✱ ❤❡"❛✉7③✉✜♥❞❡♥ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❩❡✐+ ❡✐♥ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ ❛❧❧❡✐♥

❢A" ❞✐❡ ❤❛❧❜❡ ❙+"❡❝❦❡ ③✉♠ ❇❡✐7♣✐❡❧ ❢A" ❙♣✐❡❣❡❧ 0 −→ ❙♣✐❡❣❡❧ 1 ❜❡♥L+✐❣+✳ ❉✐❡7❡ ❩❡✐+
♠✉D ❞❛❤❡" ❆①✐♦♠❛+✐7❝❤ ❞❡✜♥✐❡"+ ✇❡"❞❡♥✳

❆①✐♦♠ ✶ ❉✐❡ ▲✐❝❤%❣❡!❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐% ✐!% ✐♥ S ′′
❡♥%❧❛♥❣ ❞❡) X ′′

✲❆❝❤!❡ ✐!♦%)♦♣✳

❉✐❡ ▲✐❝❤+❣❡7❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐+ ✐7+ ❛❧7♦ "✐❝❤+✉♥❣7✉♥❛❜❤N♥❣✐❣✳ ◆❛❝❤ ❞✐❡7❡♥ ❱♦"❜❡"❡✐+✉♥❣❡♥ ❦L♥✲

♥❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤③❡✐+✐❣❦❡✐+ ✐♥ S ′′
❞❡✜♥✐❡"❡♥✳

✶✹



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣❦❡✐( ✈♦♥ S ′′
✐.( ✐❞❡♥(✐.❝❤ ♠✐( ❞❡1 ●❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣❦❡✐( ❡✐♥❡.

♥❛(31❧✐❝❤❡♥ ■♥❡1(✐❛❧.②.(❡♠. S ✇❡❧❝❤❡. ③✉♠ ❩❡✐(♣✉♥❦( ❞❡1 ●❧❡✐❝❤③❡✐(✐❣❦❡✐( ❞❛. ♠♦♠❡♥(❛♥❡

❘✉❤.②.(❡♠ ✈♦♥ S ′′
✐.(✳

❙❡❤❡♥ ✇✐& ❞✐❡ ▲✐❝❤*❛✉--❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡& ❑♦♦&❞✐♥❛*❡ x′′

0 ♥♦❝❤♠❛❧ ❛♥✳ ❉❡& ▲✐❝❤*-*&❛❤❧ 0
❧❡❣*❡ ❞✐❡ ❙*&❡❝❦❡ ③✉ ❞❡& ❑♦♦&❞✐♥❛*❡ x′′

1 ❤✐♥ ✉♥❞ ③✉&8❝❦✳ ❋8& ❞❛- ♥❛*8&❧✐❝❤❡ ■♥❡&*✐❛❧-②-*❡♠

❙ ✈❡&❣✐♥❣ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❩❡✐* t0 =
c

2 · a0
·
(

a20

a2x
−

a2x

a2o

)

-✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ (10) ✳

❆♥ ❞❡& ❑♦♦&❞✐♥❛*❡ x′′

0 ✈❡&❣✐♥❣ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❩❡✐*

∆τ0 = 2 ·
c

a0
· ln
(

a0

ax

)

✭✶✸✮

❲E❤&❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡& ❛♥❞❡&❡♥ ❙❡✐*❡ ❞❡& ▲✐❝❤*-*&❛❤❧ 1 ❞✐❡ ❙*&❡❝❦❡ ③✉ ❞❡& ❑♦♦&❞✐♥❛*❡ x′′

0

❤✐♥ ✉♥❞ ③✉&8❝❦❧❡❣*❡ ✉♥❞ ❞❛❢8& ✐♠ ♥❛*8&❧✐❝❤❡♥ ■♥❡&*✐❛❧-②-*❡♠ ❙

❞✐❡ ❩❡✐* tx =
c

2 · ax
·
(

a20

a2x
−

a2x

a2o

)

✈❡&❣✐♥❣✱ ✈❡&❣✐♥❣ ❛♥ ❞❡& ❑♦♦&❞✐♥❛*❡ x′′

1 ❞✐❡ ❩❡✐*

∆τx = 2 ·
c

ax
· ln
(

a0

ax

)

✭✶✹✮
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∆τ0 = n ·∆τ0n ∆τ0n = 2 ·
c

a0
· ln
(

a0

a0n

)

(13)

2 ·
c

a0
· ln
(

a0

ax

)

= n · 2 ·
c

a0
· ln
(
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=
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∆τ = 2 ·
c

a0
· ln
(

a0

axn

)

= 2 ·
c

a0
· ln
(

a0

ax
·
ax

axn

)

= 2 ·
c

a0
· ln
(
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✇♦❜❡✐ a =
c2

x
❞✐❡ ❇❡/❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❙ ❛✉/❣❡/❡❤❡♥ ✐/8✳

✶✽



❱♦♥ ❙✑ ❛✉'❣❡'❡❤❡♥ ❧✐❡❣- ❛❜❡/ ❡✐♥ ❋❡❧❞ ✈♦/ ✉♥❞ ❡' ❣✐❧- ax′′ = −
c2

x′′
✳ '❡-③❡♥ ✇✐/ ❞✐❡' ♦❜❡♥

❡✐♥ '♦ ❡/❤❛❧-❡♥ ✇✐/ ❞✐❡ ❡♥❞❣6❧-✐❣❡ ❚/❛♥'❢♦/♠❛-✐♦♥'❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢6/ ❞✐❡ ❩❡✐-✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛❜❡ ✐❝❤
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√
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ax′′
2

· τ11

α′′

x2
= lim

ax′′3
·τ33→ax′′2

·τ22
ax′′

2
·
ax′′

2
·

x′′

3 − x′′

2

ax′′
3
· τ33 − ax′′

2
· τ22

− ax′′
2
·

x′′

2 − x′′

1

ax′′
2
· τ22 − ax′′

1
· τ11

ax′′
3
· τ33 − ax′′

1
· τ11

α′′

x2
= ax′′

2
·

u′′

x2x3
− u′′

x1x2

ax′′
3
· τ33 − ax′′

1
· τ11



α′′

x2
= lim

ax′′3
·τ33→ax′′2

·τ22
ax′′

2
·

u′′

x2x3
− u′′

x1x2

ax′′
3
· τ33 − ax′′

1
· τ11

= ax′′
2
·

du′′

x2

d (ax′′ · τx′′)

♦❞❡# ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡# ❢♦#♠✉❧✐❡#,

α′′

x = ax′′ ·
du′′

x

d (ax′′ · τx′′)
✭✸✷✮

α′′

y = ax′′ ·
du′′

y

d (ax′′ · τx′′)
✭✸✸✮

α′′

z = ax′′ ·
du′′

z

d (ax′′ · τx′′)
✭✸✹✮

✷✹



S ′′

S t = 0 E = (x, 0, 0, t) x > c · t S

S ′′

S x′′ S ′′

x (t) =
c2

ax
·





√

1 +
a2x · t2
c2

− 1



+ x (t = 0)

√

1 +
a2x · t2
c2

= cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

x (t) = −
c2

ax′′

· cosh
(

ax′′ · τx′′

c

)

+
c2

ax′′

+ x (t = 0) ax = −ax′′

x (t = 0) = x′′
c2

ax′′

+ x (t = 0) = −
c2

c2
· x′′ + x′′ = 0

x = x (t)

x = x′′ · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

y = y′′ z = z′′

t =
x′′

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)



❉✐✛❡$❡♥③✐❡$❡♥ ✇✐$ ❡✐♥♠❛❧ ✉♠ ❞✐❡ ●❡.❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐3.3$❛♥.❢♦$♠❛3✐♦♥ ③✉ ❡$❤❛❧3❡♥

dx = dx′′ · cosh
(

ax′′ · τx′′

c

)

+ x′′ · sinh
(

ax′′ · τx′′

c

)

·
d (ax′′ · τx′′)

c
✭✸✼✮

dy = dy′′ ✱ dz = dz′′ ✭✸✽✮

dt = −
dx′′

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
x′′

c
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

·
d (ax′′ · τx′′)

c
✭✸✾✮

ux =

dx′′ · cosh
(

ax′′ · τx′′

c

)

+ x′′ · sinh
(

ax′′ · τx′′

c

)

·
d (ax′′ · τx′′)

c

−
dx′′

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
x′′

c
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

·
d (ax′′ · τx′′)

c

ux =

dx′′

d (ax′′ · τx′′)
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+
x′′

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−

dx′′

d (ax′′ · τx′′)

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
x′′

c2
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

♠✐3 ax′′ = −
c2

x′′

ux =

dx′′

d (ax′′ · τx′′)
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
c

ax′′

· sinh
(

ax′′ · τx′′

c

)

−

dx′′

d (ax′′ · τx′′)

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+
1

ax′′

· cosh
(

ax′′ · τx′′

c

)

ux =

ax′′ ·
dx′′

d (ax′′ · τx′′)
− c · tanh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
ax′′ ·

dx′′

d (ax′′ · τx′′)

c
· tanh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+ 1

=

u′′

x + c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

ux =

u′′

x + c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
✭✹✵✮

✷✻



♠✐" v = c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

❛❧% &❡❧❛"✐✈ ●❡%❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐" ③✇✐%❝❤❡♥ x′′
✉♥❞ x ❡&❤❛❧"❡♥

✇✐& ❞✐❡ ❊✐♥%"❡✐♥✬%❝❤❡ ❆❞❞✐"✐♦♥ ❞❡& ●❡%❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐"❡♥✳

ux =
u′′

x + v

1 +
u′′

x · v
c2

❋9& uy ❢♦❧❣"

uy =
dy

dt
=

dy′′

−
dx′′

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
x′′

c
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

·
d (ax′′ · τx′′)

c

uy =
dy

dt
=

dy′′

d (ax′′ · τx′′)

−

dx′′

d (ax′′ · τx′′)

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+
1

ax′′

· cosh
(

ax′′ · τx′′

c

)

uy =

ax′′ ·
dy′′

d (ax′′ · τx′′)

−
ax′′ ·

dx′′

d (ax′′ · τx′′)

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+ cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

uy =
u′′

y

cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+
u′′

x

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
✭✹✶✮

uy =

u′′

y ·
1

cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
♠✐" v = c · tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

❡&❤❛❧"❡♥ ✇✐&

uy =
u′′

y ·
√

1−
v2

c2

1 +
u′′

x · v
c2

❡♥"%♣&✐❝❤" ❞❡& ●❡%❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐"%"&❛♥%❢♦&♠❛"✐♦♥ ❛✉% ❞❡& ❙❘❚

✷✼



❊♥"#♣%❡❝❤❡♥❞ ❡%❤❛❧"❡♥ ✇✐% ❢/% ❞✐❡ z✲❑♦♠♣♦♥❡♥"❡ ❞❡% ●❡#❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐"

uz =
u′′

z

cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

+
u′′

x

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
✭✹✷✮

❉✉%❝❤ ♥♦❝❤♠❛❧✐❣❡# ❉✐✛❡%❡♥③✐❡%❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✵✮ ❡%❤❛❧"❡♥ ✇✐%

dux = d (ax′′ · τx′′) ·

du′′

x

d (ax′′ · τx′′)
−
(

1−
u′′2
x

c2

)

(

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

))2 ·
1

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

✉♥❞ ③✉#❛♠♠❡♥ ♠✐" ❞❡% ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✾✮❢♦❧❣"

αx =
dux

dt
=

d (ax′′ · τx′′) ·

du′′

x

d (ax′′ · τx′′)
−
(

1−
u′′2
x

c2

)

(

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

))2 ·
1

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

−
dx′′

c
· sinh

(

ax′′ · τx′′

c

)

−
x′′

c2
· cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)

· d (ax′′ · τx′′)

✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡♥ ❯♠❢♦%♠✉♥❣❡♥ ❡%❤❛❧"❡♥ ✇✐% ❞✐❡ x✲❑♦♠♣♦♥❡♥"❡ ❞❡% ❇❡#❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣#✲

"%❛♥#❢♦%♠❛"✐♦♥

αx =

α′′

x − ax′′ ·
(

1−
u′′2
x

c2

)

(

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

))3 ·
1

cosh

(

ax′′ · τx′′

c

)3 ✭✹✸✮

❱❡%✇❡♥❞❡♥ ✇✐% ✇✐❡❞❡% ❞✐❡ ❘❡❧❛"✐✈❣❡#❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐" ③✇✐#❝❤❡♥ x ✉♥❞ x′′
#♦ ❢♦❧❣"

αx =

(

α′′

x − ax′′ ·
(

1−
u′′2
x

c2

))

·
(

1−
v2

c2

) 3
2

(

1 +
u′′

x · v
c2

)3 ✭✹✹✮

✷✽
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αy =
du′′

y

dt
=

α′′

y ·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]

+
ax′′ · u′′

y

c
·
[

u′′

x

c
+ tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]3

−

α′′

x · u′′

y

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]3 ✭✹✺✮

❡♥52♣$❡❝❤❡♥❞ ❢♦❧❣5 ❢<$ ❞✐❡ z✲❑♦♠♣♦♥❡♥5❡

αz =
du′′

z

dt
=

α′′

z ·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]

+
ax′′ · u′′

z

c
·
[

u′′

x

c
+ tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]3

−

α′′

x · u′′

z

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

·
[

1 +
u′′

x

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)]3 ✭✹✻✮

❲❡♥♥ ✇✐$ ✇✐❡❞❡$ ❞✐❡ ❘❡❧❛5✐✈❣❡2❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐5 v ✈❡$✇❡♥❞❡♥ ✇❡$❞❡♥ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❡5✇❛2

<❜❡$2✐❝❤5❧✐❝❤❡$ ✉♥❞ ✇✐$ ❡$❤❛❧5❡♥ ❞✐❡ ❛✉2 ❞❡$ ❙❘❚ ❜❡❦❛♥♥5❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳

αy =
du′′

y

dt
=

α′′

y ·
[

1 +
u′′

x · v
c2

]

+ ax′′ ·
[

(u′′

x + v) · u′′

y

c2

]

− α′′

x ·
u′′

y · v
c2

[

1 +
u′′

x · v
c2

]3 ·
(

1− v2

c2

)

✭✹✼✮

αz =
du′′

z

dt
=

α′′

z ·
[

1 +
u′′

x · v
c2

]

+ ax′′ ·
[

(u′′

x + v) · u′′

z

c2

]

− α′′

x ·
u′′

z · v
c2

[

1 +
u′′

x · v
c2

]3 ·
(

1− v2

c2

)

✭✹✽✮

✷✾



✶✳✸✳✽ ❯♠❦❡❤)✲❚)❛♥.❢♦)♠❛1✐♦♥.❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❆✉" ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✸✺✮ ✉♥❞ ✭✸✻✮ ❢♦❧❣3 ❞✉4❝❤ ❯♠❢♦4♠✉♥❣ ✭"✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✺✮

x′′ =
√
x2 − c2 · t2 ✭✹✾✮

ax′′ · τx′′ = −
1

2
· c · ln

(

x+ c · t
x− c · t

)

✭✺✵✮

❤✐❡4❛✉" ❢♦❧❣3 ✇❡✐3❡4

dx′′ = dt ·
x ·

dx

dt
− c2 · t

√
x2 − c2 · t2

✭✺✶✮

d (ax′′ · τx′′) = −dt · c2 ·
x−

dx

dt
· t

x2 − c2 · t2 ✭✺✷✮

❋?4 ❞✐❡ ●❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐3"34❛♥"❢♦4♠❛3✐♦♥" ❢♦❧❣3 ❤✐❡4❛✉"

u′′

x = ax′′ · dx′′

d (ax′′ · τx′′)
= − c2

x′′
· dx′′

d (ax′′ · τx′′)
= − c2√

x2 − c2 · t2
·

dt ·
x ·

dx

dt
− c2 · t

√
x2 − c2 · t2

−dt · c2 ·
x−

dx

dt
· t

x2 − c2 · t2

u′′

x =
ux −

c2 · t
x

1−
ux

c2
·
c2 · t
x

✭✺✸✮

❲✐4 ❤❛33❡♥ ❢?4 ❞✐❡ 4❡❧❛3✐✈ ●❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐3 ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

v = c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

"❝❤♦♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❆✉" ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✸✺✮ ✉♥❞ ✭✸✻✮ ❢♦❧❣3

c · t
x

= tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

♦❞❡4

c2 · t
x

= v ✭✺✹✮

❉❛♠✐3 ❢♦❧❣3 ❛✉" ❞❡4 ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✸✮ ❞✐❡ ❊✐♥"3❡✐♥✬"❝❤❡ ❆❞❞✐3✐♦♥ ❞❡4 ●❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐3❡♥

u′′

x =
ux − v

1−
ux · v
c2

✭✺✺✮
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❋!" ❞✐❡ y✲❑♦♠♣♦♥❡♥,❡ ❢♦❧❣,

u′′

y = ax′′ ·
dy′′

d (ax′′ · τx′′)
= −

c2

x′′
· dy′′

d (ax′′ · τx′′)
= −

c2√
x2 − c2 · t2

· dy

−dt · c2 ·
x−

dx

dt
· t

x2 − c2 · t2

u′′

y =

dy

dt
·
√
x2 − c2 · t2

x−
dx

dt
· t

=
uy ·

√

1−
c2 · t2
x2

1−
ux

c
·
c · t
x

✭✺✻✮

❋!" ❞✐❡ z✲❑♦♠♣♦♥❡♥,❡ ❡"❣✐❜, 5✐❝❤ 5②♠♠❡,"✐5❝❤ ③✉ y✲❑♦♠♣♦♥❡♥,❡

u′′

z =
uz ·

√

1−
c2 · t2
x2

1−
ux

c
·
c · t
x

✭✺✼✮

♠✐, ❍✐❧❢❡ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✹✮ ❦@♥♥❡♥ ✇✐" ✇✐❡❞❡" ♠✐, ❞❡" "❡❧❛,✐✈ ●❡5❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐, 5❝❤"❡✐❜❡♥

u′′

y =
uy ·

√

1−
v2

c2

1−
ux · v
c2

✭✺✽✮

u′′

z =
uz ·

√

1−
v2

c2

1−
ux · v
c

✭✺✾✮

❆✉5 ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✸✮ ❢♦❧❣, ③✉❡"5, ✭5✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✺ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❆✺●✻✮✮

du′′

x = dt ·
αx ·

(

1−
c2 · t2
x2

)

−
c2

x
·
(

1 +
ux · t
x

)

·
(

1−
u2
x

c2

)

(

1−
ux · t
x

)2
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✉♥❞ ♠✐% ❞❡' ●❧❡✐❝❤✉♥❣✭✺✷✮ ❢♦❧❣%

α′′

x = ax′′ ·
du′′

x

d (ax′′ · τx′′)
= −

c2

x′′
·

dt ·
αx ·

(

1−
c2 · t2
x2

)

−
c2

x
·
(

1 +
ux · t
x

)

·
(

1−
u2
x

c2

)

(

1−
ux · t
x

)2

−dt · c2 ·
x−

dx

dt
· t

x2 − c2 · t2
✭✻✵✮
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α′′

x =

αx ·
(

1−
c2 · t2
x2

)

−
c2

x
·
(

1−
ux · t
x

)

·
(

1−
u2
x

c2

)

(

1−
ux · t
x

)3 ·

√

1−
c2 · t2
x2

✭✻✶✮

❉'?❝❦❡♥ ✇✐' ❞✐❡: ♥♦❝❤ ♠✐% ❞❡' ❘❛❦❡%❡♥❜❡:❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ax =
c2

x
❛✉: :♦ ❡'❤❛❧%❡♥ ✇✐'

αx′′ = αx ·

(

1−
c2 · t2
x2

) 3
2

(

1−
ux · t
x

)3 − ax ·

(

1−
u2
x

c2

)

·
√

1−
c2 · t2
x2

(

1−
ux · t
x

)2 ✭✻✷✮

▼✐% ❞❡' ❘❡❧❛%✐✈❣❡:❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐%

t

x
=

v

c2
❢♦'♠✉❧✐❡'% ❡'❣✐❜%

αx′′ = αx ·

(

1−
v2

c2

) 3
2

(

1−
ux · v
c2

)3 − ax ·

(

1−
u2
x

c2

)

·
√

1−
v2

c2

(

1−
ux · v
c2

)2 ✭✻✸✮

❋?' ❞✐❡ y ✉♥❞ z✲❑♦♠♣♦♥❡♥%❡♥ ❡'❤❛❧%❡♥ ✇✐' ❣❛♥③ I❤♥❧✐❝❤ ✭:✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✺ ✭❆✺●✶✷✮✮

α′′

y = αy ·
1−

c2 · t2
x2

(

1−
ux · t
x

)2 + αx ·

uy · t
x

·
(

1−
c2 · t2
x2

)

(

1−
ux · t
x

)3 +

uy ·
c2

x
·
(

ux

c2
−

t

x

)

(

1−
ux · t
x

)2 ✭✻✹✮
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α′′

y = αy ·
1−

v2

c2
(

1−
ux · v
c2

)2 + αx ·

uy · v
c2

·
(

1−
v2

c2

)

(

1−
ux · v
c2

)3 +

uy ·
c2

x
·
(

ux

c2
−

v

c2

)

(

1−
ux · v
c2

)2 ✭✻✺✮

α′′

z = αz ·
1−

c2 · t2
x2

(

1−
ux · t
x

)2 + αx ·

uz · t
x

·
(

1−
c2 · t2
x2

)

(

1−
ux · t
x

)3 +

uz ·
c2

x
·
(

ux

c2
−

t

x

)

(

1−
ux · t
x

)2 ✭✻✻✮
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t = 0
x (t) = x0 = x′′

0

ux = 0 αx = 0

x = x′′ · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x (t) = ux0 ·t+x0 0 < ux0

αx = 0 t = 0
x0 = x′′

0 ux0 = u′′

x0

x = x′′ · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

u′′

x0 · t+ x′′

0 = x′′ · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

t =
x′′

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

−
u′′

x0

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)



t = 0
x0

uy0

x (t) = x0

y (t) = uy0 · t 0 < uy0

x′′

x′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

y (t) = y′′ uy0 = u′′

y0

y′′ = u′′

y0 ·
x′′

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

= u′′

y0 ·
x′′

0

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

t = 0
x (t) = x0 y = 0

x (t) = x0 y (t) = c · t
x′′

x′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

y (t) = y′′ = c · x
′′

c
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

y′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

) · sinh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

= x′′

0 · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x′′2 + y′′
2
= x′′

0
2

x′′

0



t = 0
x (t) = x0 y = 0
α

xL (t) = c · t · sin (α0) + x0

yL (t) = c · t · cos (α0)

c · t · sin (α0) + x0 = x′′

L · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

c · t · sin (α′′

0) + x′′

0 = x′′

L · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x′′

L · cosh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· sin (α′′

0) + x′′

0 = x′′

L · sinh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

x′′

L =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

− sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· sin (α′′

0)

y′′

yL = c · t · cos (α0) = x′′

L · sinh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· cos (α′′

0) = y′′L

y′′L = x′′

L · sinh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· cos (α′′

0)



❆✉" ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✼✸✮ ✉♥❞ ✭✼✸✮ ❡0❤❛❧2❡♥ ✇✐0 ❞❛♥♥ ❞✉0❝❤ ❜✐""❝❤❡♥ ✉♠❢♦0♠❡♥

x′′

L

2
+ (y′′L − x′′

0 · tan (α′′

0))
2
=

(

x′′

0

cos (α′′

0)

)2

✭✼✺✮

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✺✮ ❜❡"❝❤0❡✐❜2 ❡✐♥❡ ❑0❡✐"❜❛❤♥ ✉♠ ❞❡♥ :✉♥❦2 (x′′ = 0 ✱ y′′ = x′′

0 · tan (α′′

0)) ♠✐2

❞❡♠ ❘❛❞✐✉" R =
x′′

0

cos (α′′

0)
✳

❋?0 α′′

0 = 0 ❡0❤❛❧2❡♥ ✇✐0 ❞✐❡ ▲A"✉♥❣ ❛✉" ❇❡✐"♣✐❡❧ ✹✳ ❆❜❡0 ❛✉❝❤ ❢?0 α′′

0 = ±π ❦A♥♥2❡♥

✇✐0 ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❑0❡✐" "♣0❡❝❤❡♥ ❛❧❧❡0❞✐♥❣" ♠✐2 ❞❡♠ ❘❛❞✐✉" R = ∞✳ ❙♦ ❦A♥♥❡♥ ✇✐0 ❛❧"♦
✐♥"❣❡"❛♠2 "❛❣❡♥✱ ❞❛"" ❞❛" ▲✐❝❤2 "✐❝❤ ✐♥ S ′′

"2❡2" ❛✉❢ ❑0❡✐"❜❛❤♥❡♥ ❜❡✇❡❣2✳

❲✐❡ ♠❛♥ "✐❡❤2 ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐2 ❍✐❧❢❡ ❞❡0 ❚0❛♥"❢♦0♠❛2✐♦♥"❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ▲A"✉♥❣ ✈♦♥

❦✐♥❡♠❛2✐❦ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ✐♥ S ′′
❜❡"2✐♠♠❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ▲A"✉♥❣❡♥ ✐♥ S "❝❤♦♥ ❜❡❦❛♥♥2 "✐♥❞✳ ❊"

✐"2 ❛❜❡0 ❛✉❝❤ ♥A2✐❣ ❞✐❡ ▲A"✉♥❣❡♥ ✐♥ S ′′
❛✉" ❞❡♥ ✇✐0❦❡♥❞❡♥ ❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ❞✐0❡❦2 ③✉

❜❡0❡❝❤♥❡♥✳ ❙❡❤❡♥ ✇✐0 ✉♥" ❞❛③✉ ❞✐❡ ❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣"20❛♥"❢♦0♠❛2✐♦♥ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✸✮

❛♥✳

αx′′ = αx ·

(

1−
v2

c2

) 3
2

(

1−
ux · v
c2

)3 − ax ·

(

1−
u2
x

c2

)

·
√

1−
v2

c2

(

1−
ux · v
c2

)2

"❡✐ αx = 0 ❞❛♥♥ ❣✐❧2 ③✉♠ ❩❡✐2♣✉♥❦2 t = 0 ❡✐♥❡0"❡✐2" v = 0 ❛♥❞❡0❡0"❡✐2" ux = u′′

x "♦✇✐❡

x (t = 0) = x0 = x′′

0 = x′′ (τx′′ = 0) ✉♥❞ ❞❛♠✐2 ❛✉❝❤ ax =
c2

x
=

c2

x′′
= −a′′x

❛❧"♦ αx′′ = ax′′ ·
(

1−
u′′

x
2

c2

)

✭✼✻✮

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✻✮ ❣✐❜2 ❛❧"♦ ❛♥✱ ✇✐❡ ❤♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡0 :0♦❜❡♠❛""❡ ♠ ❛♥ ❞❡0

❑♦♦0❞✐♥❛2❡ x′′
✐"2✱ ✇❡♥♥ "✐❡ ✐♥ S ′′

❡✐♥❡ ●❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐2 u′′

x ❤❛2✳

❇❡✐"♣✐❡❧ ✻✿

●❡❣❡❜❡♥ "❡✐ ❞✐❡ ❙✐2✉❛2✐♦♥ ♥❛❝❤ ❆✉❢❣❛❜❡ ✶✳ ❊" "♦❧❧ ❞✐❡ ▲A"✉♥❣ ❜❡0❡❝❤♥❡2 ✇❡0❞❡♥ ♦❤♥❡ ❞✐❡

❚0❛♥"❢♦0♠❛2✐♦♥"❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡♥✉2③❡♥✳ ❲✐0 ❣❡❤❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✻✮ ❛✉"✳

αx′′ = ax′′ · du′′

x

d (ax′′ · τx′′)
= ax′′ · dx′′

d (ax′′ · τx′′)
· du

′′

x

dx′′
= u′′

x ·
du′′

x

dx′′
= ax′′ ·

(

1−
u′′

x
2

c2

)

♦❞❡0

u′′

x

1−
u′′

x
2

c2

· du′′

x = − c2

x′′
· dx′′

❛❧" ■♥2❡❣0❛❧

∫ ux′′

0

u′′

x

1−
u′′

x
2

c2

du′′

x =

∫ x′′

x′′
0

− c2

x′′
dx′′

✸✼



−c2

2
· ln
(

1− u′′

x
2

c2

)

= −c2 · ln
(

x′′

x′′

0

)

❡!❣✐❜% u′′

x = −c ·

√

1−
(

x′′

x′′

0

)2

✭✼✼✮

u′′

x = ax′′ · dx′′

d (ax′′ · τx′′)
= −c ·

√

1−
(

x′′

x′′

0

)2

− c2

x′′
· dx′′

√

√

√

√1−
(

x′′

x′′

0

)2
= −c · d (ax′′ · τx′′) ♦❞❡!

dx′′

x′′ ·

√

√

√

√1−
(

x′′

x′′

0

)2
= d

(ax′′ · τx′′

c

)

∫ x′′

x′′
0

1

x′′ ·
√

1−
(

x′′

x′′
0

)2
dx′′ =

∫

a
x′′ ·τx′′

c

0

d
(ax′′ · τx′′

c

)

=
(ax′′ · τx′′

c

)

❙✉❜-✐%✉%✐♦♥✿ x′′ = x′′

0 · cos (ξ) ❞❛♠✐% ❛✉❝❤ dx′′ = −x′′

0 · sin (ξ) · dξ

∫ ξ

0

−x′′

0 · sin (ξ)

x′′

0 · cos (ξ) ·
√

1− (cos (ξ))2
dξ =

(ax′′ · τx′′

c

)

∫ ξ

0

1

cos (ξ)
dξ =

(

−ax′′ · τx′′

c

)

❡!❣✐❜% ❛✉--❣❡✇❡!%❡% ♠✐% ❞❡! ❘6❝❦-✉❜-✐%✉%✐♦♥ x′′ =
x′′

0

cos

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
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α′′

y = αy ·
1−

v2

c2
(

1−
ux · v
c2

)2 + αx ·

uy · v
c2

·
(

1−
v2

c2

)

(

1−
ux · v
c2

)3 +

uy ·
c2

x
·
(

ux

c2
−

v

c2

)

(

1−
ux · v
c2

)2
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t = 0 v = 0

α′′

y = αy + uy ·
c2

x
·
ux

c2

α = 0 t = 0 u′′

x = ux

u′′

y = uy

α′′

y =
u′′

x · u′′

y

x′′
α′′

y = −a′′x ·
u′′

x · u′′

y

c2
a′′x = − c2

x′′

τ = 0
x′′ (τ) = x′′

0

u′′

y0

x′′

x′′ =
x′′

0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

u′′

x

u′′

x = −c ·

√

1−
(

x′′

x′′

0

)2

= −c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

α′′

y =

− c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· u′′

y

x′′

α′′

y = a′′x ·
du′′

y

d (a′′x · τx′′)
= − c2

x′′
·

du′′

y

d (a′′x · τx′′)
=

− c · tanh
(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· u′′

y

x′′

du′′

y

u′′

y

= tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· d
(

a′′x · τx′′

c

)

= −tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

· d
(

−a′′x · τx′′

c

)



∫ u′′
y

u′′
y0

1

u′′

y

du′′

y =

∫

−
a′′x ·τ

x′′
c

0

−tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

d

(

−a′′x · τx′′

c

)

ln

(

u′′

y

u′′

y0

)

= −ln

(

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

))

❡!❣✐❜% u′′

y =
u′′

y0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)
✭✼✾✮

u′′

y = a′′x ·
dy′′

d (a′′x · τx′′)
= − c2

x′′
·

dy′′

d (a′′x · τx′′)
=

u′′

y0

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

dy′′ =
u′′

y0 · x′′

0

c
·

d

(

−
a′′x · τx′′

c

)

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2 ✱

∫ y′′

0

dy′′ =
u′′

y0 · x′′

0

c

∫

0

d

(

−
a′′x · τx′′

c

)

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

❡&❣✐❜* y′′ =
u′′

y0 · x′′

0

c
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)

✭✽✵✮

❆✉/ x′′
✉♥❞ y′′ ❢♦❧❣*

x′′2 + y′′
2
=

x′′

0
2

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2 +
u′′

y0
2 · x′′

0
2

c2
· tanh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

x′′2 + y′′
2
= x′′

0
2 ·

1 +
u′′

y0
2

c2
· sinh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

cosh

(

−
ax′′ · τx′′

c

)2

❢5& u′′

y0 = c ❢♦❧❣* ✇✐❡ ✐♠ ❇❡✐/♣✐❡❧ ✹ x′′2 + y′′
2 = x′′

0
2

✹✵



✶✳✸✳✶✵ ▲✐❝❤(❛❜❧❡♥❦✉♥❣

■♠ ❇❡✐%♣✐❡❧ ✹ ❤❛++❡♥ ✇✐. ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ x′′2 + y′′
2 = x′′

0
2

❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❙❝❤.❡✐❜❡♥ ✇✐. ❞✐❡%

❛♥❞❡.% x′′ =
√

x′′

0
2 − y′′2 ❞✐✛❡.❡♥③✐❡.❡♥ ❡✐♥♠❛❧

dx′′

dy′′
=

−2 · y′′

2 ·
√

x′′

0
2 − y′′2

= −
y′′

x′′

0

· 1
√

1−
y′′

2

x′′

0
2

≈ −
y′′

x′′

0

·
(

1 +
1

2
·
y′′

2

x′′

0
2

)

❢:. y′′ << x′′

0

dx′′

dy′′
= tan (α′′) ≈ −

y′′

x′′

0

❢:. α′′ << 1 tan (α′′) ≈ α′′ ≈ −
y′′

x′′

0

= −
c ·∆τx′′

0

x′′

0

=
a′′x ·∆τx′′

0

c

❡.❣✐❜+ α′′ ≈
a′′x ·∆τx′′

0

c
✭✽✶✮
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S ′′

S ′ S ′′

a′ (x′) =
c2

x′
x′′ = x′

a′′(x′′) = − c2

x′′

S ′′ S ′′

x′′ = 0 S ′′

a′′ (x′′) = −
c2

x′′
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a (r)
r0 r1

t = 0
L0 L1 r0 r1

L0 t = 0 r0 t = t01
r1 t = t02
r0 t01 t02

t01 =
1

2
· c

ax1

·













1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

) −
(

1− ax1 ·∆x

c2

)













t02=
1
2
·

c
ax0

·

















1+
ax0
ax1

·









1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)









1
−

1

1+
ax0
ax1

·









1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)

























L1 t = 0 r1 t = t11
r0 t = t12



❑♦♦"❞✐♥❛'❡ r1 ❛♥❦♦♠♠❡♥✳ ❲✐" ✜♥❞❡♥ ❢/" t11 ✉♥❞ t12 ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉4❞"/❝❦❡

t11 =
1

2
· c

ax0

·













(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)
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t12=
1
2
·

c
ax1

·

















1

1−
ax1
ax0

·









(

1+
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1+
ax0 ·∆x

c2

)









−

1−
ax1
ax0

·









(

1+
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1+
ax0 ·∆x

c2

)









1
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❋/" ❞✐❡ ❯❤" ❛♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛'❡ r0 ❣✐❧' ✈♦♥ ❙ ❛✉4❣❡4❡❤❡♥

t =
c

ax0

· sinh
(

ax0 ·∆τx0

c

)

=
c

ax0

· 1
2
·
(

e
ax0 ·∆τx0

c − e−
ax0 ·∆τx0

c

)

✭✽✼✮

❣❧❡✐❝❤❣❡4❡'③' ♠✐' t02 ❡"❣✐❜'✿

e

ax0 ·∆τx0

c = 1 +
ax0

ax1

·





1
(

1− ax1 ·∆x

c2

) −
(

1− ax1 ·∆x

c2

)





∆τx0 =
c

ax0

· ln



1 +
ax0

ax1

·





1
(

1− ax1 ·∆x

c2

) −
(

1− ax1 ·∆x

c2

)
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t =
c

ax1

· sinh
(

ax1 ·∆τx1

c

)

=
c

ax1

· 1
2
·
(

e
ax1 ·∆τx1

c − e−
ax1 ·∆τx1

c

)

✭✽✾✮

❣❧❡✐❝❤❣❡4❡'③' ♠✐' t12 ❡"❣✐❜'✿

e

ax1 ·∆τx1

c =
1

1− ax1
ax0

·
(

(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1+
ax0 ·∆x

c2

)

)

❡♥'4♣"❡❝❤❡♥❞ ❡"❤❛❧'❡♥ ✇✐" ❞❛♥♥ ❢/" ❞✐❡ ❯❤" ❛♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛'❡ r1 ❞✐❡ ❩❡✐' ∆τx1

∆τx1 =
c

ax1

· ln











1

1− ax1
ax0

·
(

(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1+
ax0 ·∆x

c2

)

)











✹✺



♦❞❡# ∆τx1 = − c

ax1

· ln



1− ax1

ax0

·





(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)









✭✾✵✮

❋)# ❞❛+ ❚#❛♥+❧❛/✐♦♥+❢❡❧❞ ❤❛//❡♥ ✇✐# ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

ax1 =
ax0

1 +
ax0 ·∆x

c2

♦❞❡# ax0 =
ax1

1− ax1 ·∆x

c2

❣❡❢✉♥❞❡♥✳

+❡/③❡♥ ✇✐# ❞✐❡+ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❢)# ∆τx1 ✉♥❞ ∆τx1 ❡✐♥ +♦ ❡#❣✐❜/ +✐❝❤

∆τx0 =
c

ax0

· ln
(

1 +
ax0

ax1

·
(

ax0

ax1

− ax1

ax0

))

=
c

ax0

· ln
(

ax0
2

ax1
2

)

∆τx1 = − c

ax1

· ln
(

1− ax1

ax0

·
(

ax0

ax1

− ax1

ax0

))

=
c

ax1

· ln
(

ax0
2

ax1
2

)

✇♦#❛✉+ ❞❛♥♥ ax0 ·∆τx0 = ax1 ·∆τx1 ✉♥❡✐♥❣❡+❝❤#;♥❦/ ❢♦❧❣/✳

■❝❤ ♠?❝❤/❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✽✮ ✉♥❞ ✭✾✵✮ ❛♥♥;❤❡#♥ ✉♠ ❢)# ❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣+❢❡❧❞❡# ❡✐♥❡
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✉♥❞ ✭✾✵✮ ✇❡♥♥ ✇✐# +✐❡ ❜✐+ ❛✉❢ ❞✐❡ ●#?F❡♥ ③✇❡✐/❡# ❖#❞♥✉♥❣ ❛♥♥;❤❡#♥ ✭ +✐❡❤❡ ❆♥❤❤❛♥❣ ✼✮

∆τx0 = 2 · ∆x

c
·
(

1− ax1 ·∆x

2 · c2
)

✭✾✶✮

∆τx1 = 2 · ∆x

c
·
(

1 +
ax0 ·∆x

2 · c2
)

✭✾✷✮

✉♥❞ ❤✐❡#❛✉+ ❢♦❧❣/ ❞❛♥♥ ✇❡♥♥ ✇✐# ∆r ❛♥+/❛// ∆x +❝❤#❡✐❜❡♥

∆τr0 ·
(

1 +
ar0 ·∆r

2 · c2
)

= ∆τr1 ·
(

1− ar1 ·∆r

2 · c2
)

✭✾✸✮

❲✐# +❡❤❡♥ ❡+ ❣✐❧/✿ ∆τr0 < ∆τr1 ✳ ❉✐❡ ❩❡✐/ ✈❡#❣❡❤/ ❛♥ ❞❡# ❑♦♦#❞✐♥❛/❡ r0 ❧❛♥❣+❛♠❡# ❛❧+ ❛♥

❞❡# ❑♦♦#❞✐♥❛/❡ r1 ✳

∆τr0 +
ar0 ·∆r

2 · c2 ·∆τr0 = ∆τr1 −
ar1 ·∆r

2 · c2 ·∆τr1

∆τr1 −∆τr0
∆r

=
ar1 ·∆τr1 + ar0 ·∆τr0

2 · c2

lim
∆r→0

∆τr1 −∆τr0
∆r

=
dτr

dr
=

ar ·∆τr

c2
♦❞❡# ar = c2 · 1

∆τr
· dτr
dr

✹✻



❉✐❡#❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡#❛❣- ❢♦❧❣❡♥❞❡#✳ ❱❡3❣❡❤- ❛♥ ❞❡3 ❑♦♦3❞✐♥❛-❡ r ❞✐❡ ❩❡✐- ∆τr ❞❛♥♥ ✈❡3❣❡❤-

❛♥ ❞❡3 ❑♦♦3❞✐♥❛-❡ r + dr ❞✐❡ ❩❡✐- ∆τr + dτr ✳ a (r) ✐#- ❤✐❡3 ❞✐❡ ❇❡#❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡3
❑♦♦3❞✐♥❛-❡ r ✈♦♥ ❞❡♠ ❢3❡✐ ❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ■♥❡3-✐❛❧#②#-❡♠ ❛✉#❣❡#❡❤❡♥✳ ❲♦❧❧❡♥ ✇✐3 ❞❛#

❋❡❧❞ ❜❡-3❛❝❤-❡♥ #♦ ♠?##❡♥ ✇✐3 −a (r) #❡-③❡♥✳ ❉❛♥♥ ❡3❤❛❧-❡♥ ✇✐3

a (r) = −c2 · 1

∆τr
· dτr
dr

✭✾✹✮

■#- ♥✉♥ ar = a (r) ❢?3 ❡✐♥ #♣❡③✐❡❧❧❡# ❚3G❣❤❡✐-#❢❡❧❞ G❤♥❧✐❝❤ ❞❡♠ ❚3❛♥#❧❛-✐♦♥#❢❡❧❞ ❜❡❦❛♥♥-

#♦ ❦❛♥♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✾✹✮ ✐♥-❡❣3✐❡3- ✇❡3❞❡♥✳

❇❡✐#♣✐❡❧ ✶✿ ❙❡✐ a (r) = −
k

r2

−
k

r2
= −c2 · 1

∆τr
· dτr
dr

♦❞❡3

∫ ∆τr

∆τr0

dτr

∆τr
=

k

c2
·
∫ r

r0

dr

r2

ln

(

∆τr

∆τr0

)

=
k

c2
·
(

1

r0
− 1

r

)

♦❞❡3 ∆τr = ∆τr0 · e
k

c2
·

(

1
r0

−
1
r

)

✭✾✺✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❯❤3❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❑♦♦3❞✐♥❛-❡♥ r0 ✉♥❞ r #②♥❝❤3♦♥✐#✐❡3❜❛3 #❡✐♥ #♦❧❧-❡♥ ❞❛♥♥ ❦K♥♥❡♥

✇✐3 ❞✐❡ ❧❡-③-❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ❛❧# ❚3❛♥#❢♦3♠❛-✐♦♥#❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦3♠✉❧✐❡3❡♥✳

τr = τr0 · e
k

c2
·

(

1
r0

−
1
r

)

✭✾✻✮

❍✐❡3❛✉# ❢♦❧❣- ❢?3 ❞❛# ✐♥✈❛3✐❛♥-❡ ❊❧❡♠❡♥-

τr0 · e
k

c2
·
1
r0 = τr · e

k

c2
·
1
r

✭✾✼✮

❇❡✐#♣✐❡❧ ✷ ✿❙❡✐ a (r) = −k · r

−k · r = −c2 · 1

∆τr
· dτr
dr

♦❞❡3

∫ ∆τr

∆τr0

dτr

∆τr
=

k

c2
·
∫ r

r0

r · dr

ln

(

∆τr

∆τr0

)

=
1

2
· k
c2

·
(

r2 − r20
)

♦❞❡3 ∆τr = ∆τr0 · e
1
2
·
k

c2
·(r2−r20)

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❯❤3❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❑♦♦3❞✐♥❛-❡♥ r0 ✉♥❞ r #②♥❝❤3♦♥✐#✐❡3❜❛3 #❡✐♥ #♦❧❧-❡♥ ❞❛♥♥ ❦K♥♥❡♥

✇✐3 ❞✐❡ ❧❡-③-❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ❛❧# ❚3❛♥#❢♦3♠❛-✐♦♥#❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦3♠✉❧✐❡3❡♥✳

τr = τr0 · e
1
2
·
k

c2
·(r2−r20)

✭✾✽✮

❍✐❡3❛✉# ❢♦❧❣- ❢?3 ❞❛# ✐♥✈❛3✐❛♥-❡ ❊❧❡♠❡♥-

τr0

e
1
2
·
k

c2
·r20

=
τr

e
1
2
·
k

c2
·r2

✭✾✾✮
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✶✳✹ ❉❡% ❩❡✐(❛♥(%✐❡❜

❲✐" ❣❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✺✮ a0 · ∆τ0 = ax · ∆τx ❛✉3✳ ❋♦"♠✉❧✐❡"❡♥ ✇✐" 3✐❡ ❢9"

S ′′
3♦ ❡"❤❛❧:❡♥ ✇✐" a′′0 · ∆τ0 = a′′x · ∆τx ✳ ❲♦❜❡✐ a′′0 < 0 ✉♥❞ a′′x < 0 ✐♥ ❘✐❝❤:✉♥❣ ❞❡"

♥❡❣❛:✐✈❡♥ X✲❆❝❤3❡ ③❡✐❣❡♥✳ ❆✉3 ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✮ ❢♦❧❣:

a′′x =
a′′0

1−
a′′0 ·∆x′′

c2

♠✐: ∆x′′ = x′′ − x′′

0 ✉♥❞ a0 = −a′′0 ✭✶✵✵✮

❲✐" "9❝❦❡♥ x′′
✐♠♠❡" ♥B❤❡" ❛♥ x′′

0 3♦ ❞❛3 ✐❝❤ dx
′′
❛♥3:❛:: ∆x′′

3❝❤"❡✐❜❡✳ ❋❡"♥❡" ♠❛❝❤❡ ✐❝❤

❞✐❡ ◆B❤❡"✉♥❣

1

1−
a′′0 · dx′′

c2

≈ 1 +
a′′0 · dx′′

c2
✉♥❞ ❞❛♠✐: a′′x = a′′0 ·

(

1 +
a′′0 · dx′′

c2

)

✳

❙❡:③❡♥ ✇✐" ❞✐❡3 ♦❜❡♥ ❡✐♥ 3♦ ❢♦❧❣: a′′0 ·∆τ0 = a′′0 ·
(

1 +
a′′0 · dx′′

c2

)

·∆τx

♦❞❡" ∆τ0 = ∆τx +
a′′0 · dx′′

c2
·∆τx ♦❞❡" ∆τx −∆τ0 = dτ0 = −

a′′0 · dx′′

c2
·∆τx

❡"❣✐❜: a′′0 = −c2 ·
1

∆τx
·
dτ0

dx′′
✭✶✵✶✮

❉❛ ∆τ0 ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣❡✇B❤❧: ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠❛❝❤❡♥ ✇✐" ∆τ0 ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣ 3♦ ❞❛33 ❞❡" ❯♥:❡"✲

3❝❤✐❡❞ ③✉ ∆τx ✈❡"♥❛❝❤❧B33✐❣: ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥♥ ❦H♥♥❡♥ ✇✐" ❛✉❝❤ 3❝❤"❡✐❜❡♥

a′′0 = −c2 ·
1

∆τ0
·
dτ0

dx′′
✭✶✵✷✮

■♥ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✷✮ ❦♦♠♠❡♥ ♥✉" ❧♦❦❛❧❡ ●"HK❡♥ ✈♦"✳ ❉✐❡ ❇❡3❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ a′′0 ✐3: ❞❛❜❡✐

❛❜❤B♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡" ❖":3❛❜❧❡✐:✉♥❣ ❞❡" ❩❡✐:

dτ0

dx′′
✐♥ ❞❡" ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛:❡ x′′

0✳ ❱❡"✲

3❝❤✇✐♥❞❡: ❞✐❡ ❖":3❛❜❧❡✐:✉♥❣ ✐3: ❛❧3♦

dτ0

dx′′
= 0 3♦ ✇✐"❞ ❛✉❝❤ a′′0 = 0 3❡✐♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡"

●❡"❛❞❧✐♥✐❣ ●❧❡✐❝❤❢H"♠✐❣ ❇❡3❝❤❧❡✉♥✐❣:❡♥ ❇❡③✉❣33②3:❡♠❡ ✇✐"❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✷✮

♥❛:9"❧✐❝❤ 3♦ ✐♥:❡"♣"❡:✐❡"❡♥✱ ❞❛33 ❡✐♥❡ ❜❡3❝❤❧❡✉♥✐❣:❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡♥ ❆✉3❞"✉❝❦

dτ0

dx′′
6= 0

③✉" ❋♦❧❣❡ ❤❛: ✉♥❞ ♥✐❝❤: ♠❡❤"✳ ❊"3: ❞❛3 ❑♦♥③❡♣: ❞❡" ❡①♣❛♥❞✐❡"❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❦♦❧❧❛❜✐❡"❡♥❞❡♥

❘B✉♠❡ ♠✐: ❞❡" ✐♥ ✐❤♠ ❡♥:❤❛❧:❡♥❡♥ ❢9♥❢:❡♥ ❲❡❝❤3❡❧✇✐"❦✉♥❣ ❧❡❣: ♥❛❤❡✱ ❞❛33 ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✭✶✵✷✮ ❛✉❝❤ ✈♦♥ "❡❝❤:3 ♥❛❝❤ ❧✐♥❦3 ❣❡❧❡3❡♥ ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■❝❤ ❢♦"♠✉❧✐❡"❡ ❞✐❡3❡♥ ❙❛❝❤✈❡"❤❛❧:

❛❧3 ❙❛:③✿

❙❛"③ ✶✹ ✭❩❡✐"❛♥"+✐❡❜✮ ●❡❣❡❜❡♥ %❡✐ ❡✐♥ ■♥❡()✐❛❧%②%)❡♠ S ✳ ❲✐( ❜❡)(❛❝❤)❡♥ ❞✐❡ ❑♦♦(❞✐✲

♥❛)❡♥ x0 ✉♥❞ x1 ❞✐❡ ❞✐❝❤) ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡( ❧✐❡❣❡♥ %♦❧❧❡♥✳ ●❡❧✐♥❣) ❡% ✉♥% ❞❛❢8( ③✉ %♦(❣❡♥✱ ❞❛%%

❞✐❡ ❩❡✐) ❛♥ ❞❡( ❑♦♦(❞✐♥❛)❡ x1 ❡)✇❛% ✭③✳❇✳ ❡✐♥ ▼✐❧❧✐♦♥%)❡❧ ❡✐♥❡% ▼✐❧❧✐❛(❞%)❡❧%✮ %❝❤♥❡❧❧❡(

❣❡❤) ❛❧% ❛♥ ❞❡( ❑♦♦(❞✐♥❛)❡ x0 %♦ ✇✐(❞ %✐❝❤ ③✇✐%❝❤❡♥ x0 ✉♥❞ x1 ❡✐♥ ❇❡%❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣%❢❡❧❞

❛✉❢❜❛✉❡♥ ✇❡❧❝❤❡% ✈♦♥ x1 ♥❛❝❤ x0 ③❡✐❣)✳

✹✽



❏❡"③" ✇✐&❞ ♠❛♥ ❛❜❡& ,❛❣❡♥✱ ❡, ❣❡❤" ❛❧,♦ ❞❛&✉♠ ③✇✐,❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦♦&❞✐♥❛"❡♥♣✉♥❦"❡♥ x0 ✉♥❞

x1 ❡✐♥ ❦7♥,"❧✐❝❤❡, ●&❛✈✐"❛"✐♦♥,❢❡❧❞ ❛✉❢③✉❜❛✉❡♥✳ ❆❜❡& ❣❡♥❛✉ ❞❛, ✐," ❞❛♠✐" ♥✐❝❤" ❣❡♠❡✐♥"✳

❉❛, ●&❛✈✐"❛"✐♦♥,❢❡❧❞ ,❡❧❜," ,"❡❧❧" ❡✐♥❡ ▼$❣❧✐❝❤❦❡✐* ❞❡♥ ❩❡✐"❛♥"&✐❡❜ ③✉ &❡❛❧✐,✐❡&❡♥✳ ❉❛❢7&

,✐♥❞ ❛❜❡& ❣&♦?❡ ▼❛,,❡♥ ♥♦"✇❡♥❞✐❣✳ ❊✐♥❡ ❢7♥❢"❡ ❲❡❝❤,❡❧✇✐&❦✉♥❣ ❦C♥♥"❡ ❞❡♥ ❩❡✐"❛♥"&✐❡❜

✈✐❡❧ ❡✣③✐❡♥"❡& &❡❛❧✐,✐❡&❡♥✳ ❉❡& ❙❛"③ ✶✹ ③✐❡❧" ❛❧,♦ ❞❛&❛✉❢ ❞❛, ●&❛✈✐"❛"✐♦♥,❢❡❧❞ ❞❡&❛&" ♥❡✉

③✉ ✐♥"❡&♣&❡"✐❡&❡♥ ✉♠ ,❡✐♥ ❡✐❣❡♥"❧✐❝❤❡♥ ❑❡&♥ ❞❡♥ ❩❡✐"❛♥"&✐❡❜ ❤❡&✈♦&③✉❤❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ,❛❣"

7❜❡& ❞✐❡ ❆&" ❞❡& ❘❡❛❧✐,✐❡&✉♥❣ ❣❛&♥✐❝❤", ❛✉,✳

✹✾



✷ ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡ ✉♥❞ ❑♦❧❧❛❜✐❡)❡♥❞❡ ❘0✉♠❡

✷✳✶ ❊✐♥❧❡✐(✉♥❣

❉✐❡ ✈♦%❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆%❜❡✐, ❦.♥♥,❡ ❞❡♠ ✷✶✳ ❏❛❤%❤✉♥❞❡%, ✐❤%❡♥ ❙,❡♠♣❡❧ ❛✉❢❞%:❝❦❡♥✱ ❛❧❧❡%✲

❞✐♥❣> ♥✐❝❤, >♦ ✇✐❡ ❆❧❜❡%, ❊✐♥>,❡✐♥ ✈♦% ❡,✇❛ ❤✉♥❞❡%, ❏❛❤%❡♥ ♠✐, >❡✐♥❡% ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥

❘❡❧❛,✐✈✐,B,>,❤❡♦%✐❡ ❞❡♠ ✷✵✳ ❏❛❤%❤✉♥❞❡%, >❡✐♥ ❙,❡♠♣❡❧ ❛✉❢❣❡❞%:❝❦, ❤❛,✳ ❉✐❡>♠❛❧ ❣❡❤, ❡>

✉♠ ♠❡❤%✱ ✉♠ ✈✐❡❧ ✈✐❡❧ ♠❡❤%✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ❜❡✐ ❞✐❡>❡% ❚❤❡♦%✐❡ >♦ ❡✐♥ ●❡❢:❤❧ ❞❡% ❱❡%>♣B,✉♥❣

✐♠ ◆❛❝❦❡♥✱ ♥✐❝❤, ♥✉% ✇❡✐❧ ✐❝❤ >❡❧❜>, ✷✺ ❏❛❤%❡ ❞❛❢:% ❣❡❜%❛✉❝❤, ❤❛❜❡ >♦♥❞❡%♥✱ ✇❡✐❧ ✇✐% ❛❧>

▼❡♥>❝❤❤❡✐, ❞✐❡ ❧❡,③,❡♥ ✽✵ ❏❛❤%❡ ✐♥ ❙❛❝❤❡♥ ●%❛✈✐,❛,✐♦♥ ♣%❛❦,✐>❝❤ ✈❡%>❝❤❧❛❢❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❋:%

❞✐❡>❡ ❱❡%>♣B,✉♥❣ ✇✐%❞ ♠❛♥ ✈✐❡❧❡ ●%:♥❞❡ ❛✉❢③B❤❧❡♥✳ ❆♥❣❡❢❛♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡% N%♦✜❧❧♦>✐❣❦❡✐,

❞❡% ❲✐>>❡♥>❝❤❛❢, ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ N♦❧✐,✐❦ ✉♥❞ ❘❡❧✐❣✐♦♥✱ ❞✐❡ ❧B♥❣>, ❍❛♥❞ ✐♥ ❍❛♥❞ ❣❡❤❡♥✱

❜✐> ❤✐♥ ③✉ ❞❡% ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛,✐✈✐,B,>,❤❡♦%✐❡ ❊✐♥>,❡✐♥> ❞✐❡ ❡✐♥❡%>❡✐,> ❡✐♥❡♥ ❣%♦S❛%,✐❣❡♥

❱❡%>✉❝❤ ❞❛%>,❡❧❧, ❞✐❡ ●%❛✈✐,❛,✐♦♥ ③✉ ❡%❣%:♥❞❡♥✱ ❛❜❡% ❛♥❞❡%❡%>❡✐,> ✇❡❣❡♥ ❞❡% ❲✐❞❡%>♣❡♥>✲

,✐❣❦❡✐, ❞✐❡>❡> N❤B♥♦♠❡♥> ❞❡♥ ❡%>❡❤♥,❡♥ ❊%❢♦❧❣✱ ❞✐❡ ◗✉❛♥,❡♥❣%❛✈✐,❛,✐♦♥ ③✉ ❡%>❝❤❧✐❡S❡♥

♥✐❝❤, ✈❡%♠♦❝❤,❡✳

N❤②>✐❦ ✐>, ❞❡% ❑❛♠♣❢ ❞❡> ♠❡♥>❝❤❧✐❝❤❡♥ ●❡✐>,❡> ❣❡❣❡♥ ❞❛> ❯♥✐✈❡%>✉♠✱ ♠✐, ❞❡♠ ❩✐❡❧

❞✐❡>❡> ③✉ ✈❡%>,❡❤❡♥ ✐♥ ❞❡% ❍♦✛♥✉♥❣ ❛♠ ❊♥❞❡ >✐❝❤ >❡❧❜>, ③✉ ✈❡%>,❡❤❡♥✳ ❉❛> ❯♥✐✈❡%>✉♠

,❡✐❧❡♥ ✇✐% ❞❛❜❡✐ ❣❡%♥❡ ✐♥ ❊❧❡♠❡♥,❡ ✇✐❡ ▼❛,❡%✐❡✱ ❘❛✉♠③❡✐,✱ ▲✐❝❤, ✉>✇✳ ❛✉❢✳ ❋❡%♥❡% ❣❧❛✉✲

❜❡♥ ✇✐%✱ ❞❛>> ❞❛> ❱❡%>,❡❤❡♥ ❞✐❡>❡ ❊❧❡♠❡♥,❡✱ ❞✉%❝❤ ❆✉❢③B❤❧✉♥❣ ❛❧❧❡ ✐❤%❡ ❊✐❣❡♥>❝❤❛❢,❡♥

❡%%❡✐❝❤❜❛% >❡✐♥ ❦.♥♥,❡✳ ❙♦ ❤B❧, ❞❡% ♠❡♥>❝❤❧✐❝❤❡% ●❡✐>, ❆✉>>❝❤❛✉ ♥❛❝❤ ❥❡♥❡♥ ✇❡%,✈♦❧❧❡♥

❊✐❣❡♥>❝❤❛❢,❡♥ ❞✐❡ >✐❝❤ ❤✐♥ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡% ✐♥ ❞❡% ◆❛,✉% ✉♥> ♦✛❡♥❜❛%❡♥✳ ❊✐♥❡ ❞✐❡>❡% ❊❧❡♠❡♥,❡

❛✉> ❞❡♠ ❞❛> ❯♥✐✈❡%>✉♠ ❜❡>,❡❤,✱❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐,✱ ,%♦,③, ♥❛❝❤ ✇✐❡ ✈♦% ❛♠ ❤❛%,♥B❝❦✐❣>,❡♥

❞❡♠ ♠❡♥>❝❤❧✐❝❤❡♥ ●❡✐>, >✐❡ ③✉ ❡♥,>❝❤❧:>>❡❧♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ♦❤♥❡ ③✉ :❜❡%,%❡✐❜❡♥ >❛❣❡♥✱ ❞❛>>

❜✐>❧❛♥❣ ♥✉% ❡✐♥❡ ❙❝❤❧❛❝❤, ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❏❛❤%,❛✉>❡♥❞❡ ❛♥❞❛✉❡%♥❞❡♥ ❑%✐❡❣ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐,

✇✐%❦❧✐❝❤ ♠✐, ❊%❢♦❧❣ ❣❡❦%.♥, ✇❛%✳ ❊✐♥>,❡✐♥> ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛,✐✈✐,B,>,❤❡♦%✐❡✳ ■❤% ✈❡%❞❛♥❦❡♥

✇✐% ❞✐❡ ❜✐③❛%%❡ ❘❡❧❛,✐✈✐,B, ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐,✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤, ③✉ ❜❡❣%❡✐❢❡♥❞❡ ❑♦♥>,❛♥③ ❞❡%

▲✐❝❤,❣❡>❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐, >♦✇✐❡ ❧❡,③,❡♥❞❧✐❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐, ✈♦♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐, ③✉ ❞❡% ❘❛✉♠③❡✐,✳

❉❡% ❱❡%>✉❝❤ ❊✐♥>,❡✐♥> ❞✐❡>❡♥ ❊%❢♦❧❣ ♠✐, ❞❡% ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛,✐✈✐,B,>,❤❡♦%✐❡ ❢♦%,③✉✲

>❡,③❡♥ ✉♥❞ ❞❡% ✇✐❞❡%>♣❡♥>,✐❣❡♥ ❘❛✉♠③❡✐, ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❣%.S❡%❡ ◆✐❡❞❡%❧❛❣❡ ③✉ ❜❡>❝❤❡%❡♥

✈❡%❞✐❡♥, ❞❡♥ ❤.❝❤>,❡♥ ❘❡>♣❡❦,✳ ◆♦❝❤ ✇B❤%❡♥❞ ✐❝❤ ❞✐❡>❡ ❩❡✐❧❡♥ >❝❤%❡✐❜❡ ❢B❧❧, ♠✐% ❞✐❡ ❊✐♥✲

♦%❞♥✉♥❣ ❞✐❡>❡% ❣❡♥✐❛❧❡♥ ■❞❡❡ ❞❡% ❘❛✉♠③❡✐,❦%:♠♠✉♥❣ >❝❤✇❡%✳ ❖❜❣❧❡✐❝❤ ✐❝❤ ❞❡% ▼❡✐♥✉♥❣

❜✐♥✱ ❞❛>> ❞❛> ❑♦♥③❡♣, ❞❡% ❊①♣❛♥❞✐❡%❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❑♦❧❧❛❜✐❡%❡♥❞❡♥ ❘B✉♠❡ ③✉% ❉❡✉,✉♥❣ ❞❡%

●%❛✈✐,❛,✐♦♥ ❞✐❡ ❡%>,❡ ❲❛❤❧ ❞❛%>,❡❧❧,✱ ✇❡✐❣❡%, >✐❝❤ ♠❡✐♥ ❱❡%>,❛♥❞ ✐♥ ❞❡% ❘❛✉♠③❡✐,❦%:♠✲

♠✉♥❣ ❡✐♥❡♥ ❋❡❤❧❡% ③✉ >❡❤❡♥✳
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vF lucht r

vF lucht ≈ H · r
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■❝❤ ❜❡❣✐♥♥❡ ♠✐) ❡✐♥❡♠ ❙❛)③ ❞❡. ❞✐❡ ❊①♣❛♥2✐♦♥ ❞❡2 ❯♥✐✈❡.2✉♠2 ③✉ ❞❡♠ ♠❛❝❤) ✇❛2 2✐❡ ❢9.

❞✐❡2❡ ❆.❜❡✐) ✐2)✳ ❩✉ ❡✐♥❡. ❱♦.❛✉22❡)③✉♥❣✳

❙❛"③ ✶✺ ✭❊①♣❛♥+✐♦♥++❛"③✮ ❉❛" ❯♥✐✈❡("✉♠ ❡①♣❛♥❞✐❡(.✳

❇❡✇❡✐+ ✾ ❉✐❡"❡( ❙❛.③ ✇✐(❞ ❞✉(❝❤ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤.✉♥❣ ❞❡( ❘♦.✈❡("❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡✇✐❡"❡♥✳
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❙❛)③ 9❜❡.❢9❤.❡ ✐❝❤ ❙❛)③ ✶✺ ✐♥ ❡✐♥❡ ❜.❛✉❝❤❜❛.❡ ❋♦.♠✳
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❞❡♥ ♣❡. ❉❡✜♥✐)✐♦♥ ❡①♣❛♥❞✐❡.) ✇❡.❞❡♥ ✇✐. ❡.✇❛.)❡♥✱ ❞❛22 ❞❡. ❆❜2)❛♥❞ ❞❡. Q.♦❜❡♠❛22❡♥

③✉❡✐♥❛♥❞❡. ♠✐) ❞❡. ❩❡✐) ③✉♥✐♠♠)✳ ❉✐❡ Q.♦❜❡♠❛22❡♥ ✇❡.❞❡♥ 2✐❝❤ ❛❧2♦ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡. ❡♥)❢❡.✲

♥❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡.✐♠❡♥)❡ ✇✐❡ ♠✐) ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ Q.♦❜❡♠❛22❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥

❈❤❛.❛❦)❡.✳ ❉❡2✇❡❣❡♥ ✇❡.❞❡ ✐❝❤ ✐♠ ✇❡✐)❡.❡♥ ♥✐❝❤) ♠❡❤. ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡①♣❛♥❞✐❡.❡♥❞❡♥ ❯♥✐✲

✈❡.2✉♠ 2♦♥❞❡.♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❧♦❦❛❧ ❡①♣❛♥❞✐❡.❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠ 2♣.❡❝❤❡♥✳ ❉❛♠✐) ✐2) ✈♦.❡.2) ❛❜❡.

♥✐❝❤) ❣❡2❛❣) ❞❛22 ❞❡. ❘❛✉♠ ❛✉❝❤ ❧♦❦❛❧ ❜❡❣.❡♥③) ❡①♣❛♥❞✐❡.❡♥ ❦❛♥♥ 2♦♥❞❡.♥ ❡2 ✐2) ❧❡❞✐❣❧✐❝❤

2♦✱ ❞❛22 ✉♥2 ❞❛2 ✇❡✐)❡.❡ ●❡2❝❤❡❤❡♥ ✐♠ ❯♥✐✈❡.2✉♠ ♥✐❝❤) ✇❡✐)❡. ✐♥)❡.❡22✐❡.)✳

❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✺ ✭❢<❡✐❡ ❊①♣❛♥+✐♦♥✮ ❩✇❡✐ G(♦❜❡♠❛""❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡"❝❤(✐❡❜❡♥ ✐♥ ❡✐✲

♥❡♠ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠ ❛✉"❣❡"❡.③. ✇❡(❞❡♥ I❜❡♥ ❞✐❡ ❢(❡✐❡ ❊①♣❛♥"✐♦♥ ❛✉"✳

■♥ ❞✐❡2❡. ❇❡❣.✐✛2❜✐❧❞✉♥❣ 2♣✐❡❧) ❞❛2 ❲♦.) ✒❢.❡✐✏ ❞✐❡ ❡♥)2❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ ✉♥❞ 2)❡❤) ✐♥

❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉♠ ✒❢.❡✐❡♥✏ ❋❛❧❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●.❛✈✐)❛)✐♦♥2❢❡❧❞✳ ❉❡♥♥ ❛♥ ❞✐❡2❡. ❙)❡❧❧❡ ✜❡❧ ♠✐.

❡✐♥ ✇❛2 ❊✐♥2)❡✐♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ✧❢.❡✐❡. ❋❛❧❧✧❣❡2❛❣) ❤❛))❡✳ ▲❛✉) ❊✐♥2)❡✐♥ ♠❛❝❤) 2✐❝❤ ❞✐❡

●.❛✈✐)❛)✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❜❡♠❡.❦❜❛. ✇❡♥♥ ❞❡. ❢.❡✐❡ ❋❛❧❧ ✉♥)❡.❜✉♥❞❡♥ ✇✐.❞✳ ■❝❤ ❢.❛❣)❡ ♠✐❝❤

❛❧2♦ ✇❛2 ✇♦❤❧ ♣❛22✐❡.❡♥ ✇9.❞❡✱ ✇❡♥♥ ✇✐. ❞✐❡ ❢.❡✐❡ ❊①♣❛♥2✐♦♥ ❞❡. ❜❡✐❞❡♥ Q.♦❜❡♠❛22❡♥

✉♥)❡.❜✐♥❞❡♥ ✇9.❞❡♥ ❄ ❉✐❡ ❆♥)✇♦.) ❛✉❢ ❞✐❡2❡ ❋.❛❣❡ ③❡✐❣) ❞❛22 ❡①♣❛♥❞✐❡.❡♥❞❡ ❘B✉♠❡

♥✐❝❤) ❑.B❢)❡ ❢.❡✐ 2✐♥❞✳
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m3

(m1,m2)
(m2,m3) (m3,m4) (m4,m5)



❲!❤❧❡♥ ✇✐( ❞❛+ ❑♦♦(❞✐♥❛.❡♥+②+.❡♠ +♦✱ ❞❛++ +✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ 4(♦❜❡♠❛++❡ m3 ✐♠ ❯(✲

+♣(✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡.✱ ✉♥❞ +❝❤(❡✐❜❡♥ ❢<( ❞✐❡ ❊♥.❢❡(♥✉♥❣ ✈♦♥ m1 ✈♦♠ ❯(+♣(✉♥❣ r1 ✉♥❞ ❢<( ❞✐❡

❊♥.❢❡(♥✉♥❣ ✈♦♥ m2 ✈♦♠ ❯(+♣(✉♥❣ r2 ❞❛♥♥ ❣✐❧. ♦✛❡♥+✐❝❤.❧✐❝❤

r1 (t) = 2 · r2 (t) ♥❛❝❤ ③✇❡✐♠❛❧✐❣❡♠ ❞✐✛❡(❡♥.✐❡(❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡( ❩❡✐. a1 (t) = 2 · a2 (t)
✭✶✵✹✮

❱♦♠ ❯(+♣(✉♥❣ ❞❡+ ❑♦♦(❞✐♥❛.❡♥+②+.❡♠+ ❛✉+❣❡+❡❤❡♥ ❡(❢!❤(. m1 +.❡.+ ❡✐♥❡ ❞♦♣♣❡❧. +♦ ❤♦❤❡

❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✇✐❡ m2 ✳ m1 ✐+. ❛❜❡( ❛✉❝❤ +.❡.+ ❞♦♣♣❡❧. +♦ ✇❡✐. ✇❡❣ ✇✐❡ m2 ✳ ❉❛+ ✐♠♣❧✐✲

③✐❡(. ❞✐❡ ❙❝❤❧✉++❢♦❧❣❡(✉♥❣✱ ❞❛++ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐. ❦♦♥+.❛♥.❡( ❙.!(❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡♥

❘!✉♠❡♥ ❣✐❧.

a(r) = ε′2 · r ✭✶✵✺✮

❍✐❡(❜❡✐ ✐+. ε′ ❡✐♥ ▼❛R ❢<( ❞✐❡ ③❡✐.❧✐❝❤ ❦♦♥+.❛♥.❡ ❙.!(❦❡ ❞❡( ❊①♣❛♥+✐♦♥✳

❉❛♠✐. ✐+. ✈♦( ❡(+. ❛❧❧❡+ <❜❡( ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡ ❘!✉♠❡ ❣❡+❛❣.✳ ❊+ +.❡❧❧. +✐❝❤ ❥❡.③. ❞✐❡ ❋(❛✲

❣❡ ✒❖❜ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡ ❘!✉♠❡ ✉♠❦❡❤(❜❛( +✐♥❞✳✏ ❑❛♥♥ ❞❡( ✒❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡✏ ❘❛✉♠ ❛✉❝❤

✒❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥❄ ✏

■❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧❡ ❥❡.③. ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥❞❡ ❘!✉♠❡ !❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡♥ ❘!✉✲

♠❡ ✉♠ ❞❛♥♥ ③✉ +❝❤❛✉❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ +♦ ❛❜+.(❛❦. ❡✐♥❣❡❢<❤(.❡♥ ❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥❞❡♥ ❘!✉♠❡ ❡✐♥❡

❊♥.+♣(❡❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡( ◆❛.✉( ❤❛❜❡♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✻ ✭❢*❡✐❡+ ❑♦❧❧❛❜✐❡*❡♥✮ ❩✇❡✐ $%♦❜❡♠❛**❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐% ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦❧❧❛❜✐❡%❡♥✲

❞❡♥ ❘❛✉♠ ❛✉**❡3③❡♥ 5❜❡♥ ❞❛* ❢%❡✐❡ ❑♦❧❧❛❜✐❡%❡♥ ❛✉*✳

❙❛%③ ✶✽ ✭❑*5❢%❡ ✐♥ ❑♦❧❧❛❜✐❡*❡♥❞❡♥ ❘5✉♠❡♥✮ ❲✐%❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦❧❧❛❜✐❡%❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠✱

❞❛* ❢%❡✐❡ ❑♦❧❧❛❜✐❡%❡♥ ③✇❡✐❡% $%♦❜❡♠❛**❡♥ ✉♥3❡%❜✉♥❞❡♥✱ *♦ ♠❛❝❤3 *✐❝❤ ❡✐♥❡ ❑%❛❢3 ❜❡♠❡%❦✲

❜❛%✳

❇❡✇❡✐+ ✶✷ ❉❡% ❇❡✇❡✐* ❣❡❤3 ❣❡♥❛✉*♦ ✇✐❡ ✐♥ ❙❛3③ ✶✼ ✱ ♥✉% ❞❛** ✇✐% *3❛33 ❡✐♥❡♥ ❙❡✐❧ ❡✐♥❡♥

*3❛%%❡♥ ❑B%♣❡% ❜❡♥✉3③❡♥ ♠5**❡♥✳

◆❡❤♠❡♥ ✇✐( ❛♥✱ ❞❡( ❘❛✉♠ ✐♥ ❞❡♠ ✇✐( ❧❡❜❡♥ ✇<(❞❡ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐. ❦♦♥+.❛♥.❡ ❙.!(❦❡

❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐( ❢❡(♥❡( ❛♥ ✇✐( ✇<(❞❡♥ ③✇❡✐ 4(♦❜❡♠❛++❡♥ ✐♠ ❘❛✉♠ ❛✉++❡.③❡♥ ✉♥❞

③✇❛( +♦ ❞❛++ +✐❡ ❆♥❢❛♥❣+ (❡❧❛.✐✈ ③✉❡✐♥❛♥❞❡( ✐♥ ❘✉❤❡ +✐♥❞✳ ❲✐( ✇<(❞❡♥ ❞❛♥♥ ❇❡♦❜❛❝❤.❡♥

✇✐❡ +✐❡ ✐♠♠❡( +❝❤♥❡❧❧❡( ✇❡(❞❡♥❞ +✐❝❤ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡( ③✉❜❡✇❡❣❡♥✱ ✐(❣❡♥❞ ✇❛♥♥ ③✉+❛♠♠❡♥✲

+.♦R❡♥✱ ✐❤(❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣+(✐❝❤.✉♥❣ ✉♠❦❡❤(❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ✐❤(❡ ✉(+♣(<♥❣❧✐❝❤❡ ▲❛❣❡ ③✉(<❝❦❦❡❤(❡♥✳

❯♥.❡( ❞❡( ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❛++ ❞✐❡ ❊♥❡(❣✐❡❡(❤❛❧.✉♥❣ ❣✐❧.✱ ✇<(❞❡ +✐❝❤ ❞✐❡+❡ ♦+③✐❧❧✐❡(❡♥❞❡ ❇❡✲

✇❡❣✉♥❣ ❡✇✐❣ ❢♦(.+❡.③❡♥✳ ❙✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✹

✺✹



t = 0
t = T

(m1,m2) (m2,m3)
m1 m3

m2

r (t) = r0 · cos (κ′ · t)

κ′

a (r) = −κ′2 · r





V1 = 10m3

∆t = 5s
∆V2 = 10m3 + 200cm3



❉❛♥♥ ❦$♥♥❡♥ ✇✐( )❛❣❡♥ ❞❛)) )✐❝❤ ❞❡( ❜❡/(❛❝❤/❡/❡ ❘❛✉♠❜❡(❡✐❝❤ ✉♠ ∆V = V2 − V1 =
200cm3

❣❡3♥❞❡(/ ❤❛/ ✉♥❞ ❞❛❢5( ❞✐❡ ❩❡✐/ ∆t = 5s ❜❡♥$/✐❣/ ❤❛/✳ ❉❛) ❡(❣✐❜/ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡✲
(✉♥❣)❣❡)❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐/ ✈♦♥

∆V

∆t
=

200cm3

5s
= 40 ·

cm3

s

❉✐❡)❡ ●($=❡ ❣✐❜/ ❛❜❡( ♥♦❝❤ ♥✐❝❤/ ❞✐❡ ❙/3(❦❡ ❞❡( ❊①♣❛♥)✐♦♥ ❛♥✱ ❞❛ ❡) ✉♥❦❧❛( ✐)/ ✇♦(❛✉❢ ❡)

)✐❝❤ ❜❡③✐❡❤/✳ ❚❡✐❧❡♥ ✇✐( ♥♦❝❤ ❞✉(❝❤ ❞❛) ❆♥❢❛♥❣)✈♦❧✉♠❡♥ ∆V1 )♦ ❡(❤❛❧/❡♥ ✇✐( ❡✐♥❡ ●($=❡✱

❞✐❡ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❛✉❢ ❙❝❤(✐// ✉♥❞ ❚(✐// ✈♦(❦♦♠♠❡♥ ✇✐(❞✳

1

∆V1

·
∆V

∆t
=

1

10m3
·
200cm3

5s
= 4 ·

cm3

m3 · s

■♥ ❞✐❡)❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡/(3❣/ ❞✐❡ ❙/3(❦❡ ❞❡( ❊①♣❛♥)✐♦♥ ❛❧)♦ 4cm3
♣(♦ m3

✱ ♣(♦ s ✳

❖❜✇♦❤❧ ❞❡( ❆✉)❞(✉❝❦

1

V
·
dV

dt
❡✐♥❡ )✐♥♥✈♦❧❧❡ ●($=❡ ❞❛()/❡❧❧/ ✉♠ ❞✐❡ ❊①♣❛♥)✐♦♥))/3(❦❡ ③✉

❞❡✜♥✐❡(❡♥✱ ✐)/ ❞✐❡ ▼❡/❤♦❞❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❧❡/③/❡♥ ❇❡✐)♣✐❡❧ ♥✐❝❤/ ❣❛♥③ ❦♦((❡❦/✳ ❲✐( ✇❡(❞❡♥

)❡❤❡♥ ❞❛)) ✇✐( )♦ ♥✉( ❡✐♥❡ ✉♥/❡(❡ ●(❡♥③❡ ♠❡))❡♥ ❦$♥♥❡♥✳ ❉✐❡ (✐❝❤/✐❣❡ ❆✉))❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠

♦❜✐❣❡♥ ❇❡✐)♣✐❡❧ )♦❧❧/❡ ❞❛❤❡( ❧❛✉/❡♥✿

❉❡( ❘❛✉♠ ❡①♣❛♥❞✐❡(/ ♠✐♥❞❡)/❡♥) ♠✐/ ❡✐♥❡( ❙/3(❦❡ ✈♦♥ 4 ·
cm3

m3 · s ✳

❉✐❡)❡) ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❇❡✐)♣✐❡❧ ③❡✐❣/✱ ❞❛)) ✇✐( ❡) ♠✐/ ③✇❡✐❡(❧❡✐ ❉✐♥❣❡♥ ③✉ /✉♥ ❤❛❜❡♥✳

✶✳ ▼✐/ ❞❡♠ ❘❛✉♠ ✉♥❞ )❡✐♥ ❱❡(❤❛❧/❡♥✳

✷✳ ▼✐/ ❞❡♠ ❱❡(❤❛❧/❡♥ ✈♦♥ R(♦❜❡♠❛))❡♥ ❞✐❡ )✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❜❡/(❛❝❤/❡/❡♥✱ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡♥

♦❞❡( ❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✜♥❞❡♥✳

❩✉❡()/ )❡❤❡♥ ✇✐( ✉♥) ❡✐♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐/ ❦♦♥)/❛♥/❡( ❙/3(❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡(❡♥❞❡♥ ♦❞❡(

❦♦❧❧❛❜✐❡(❡♥❞❡♥ ❦✉❣❡❧❢$(♠✐❣❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ V ❛♥✳ ❋5( ❞❡♥ ❘❛❞✐✉) ✈❡(✇❡♥❞❡ ✐❝❤ R✳ ▼✐/ R(t)
✉♥❞ V (t) ✇❡(❞❡ ✐❝❤ ❞❛) ❱❡(❤❛❧/❡♥ ❞❡) ❘❛✉♠❡) ❜❡)❝❤(❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ♠✐/ r(t) ❞❛) ❱❡(❤❛❧/❡♥
❞❡( R(♦❜❡♠❛))❡♥✳

V =
4

3
· π ·R3

❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡( ❩❡✐/ ❞✐✛❡(❡♥③✐❡(/

dV

dt
=

4

3
· π · 3 ·R2 · dR

dt
= V · 3

R
· dR
dt

▲$)❡♥ ✇✐( ❞✐❡)❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤

dR

dt
❛✉❢✳

dR

dt
=

1

3
·
(

1

V
·
dV

dt

)

·R ✭✶✵✽✮

✺✽



❲♦❜❡✐ ❞❡& ❆✉)❞&✉❝❦

1
V
· dV
dt
✐♥ ❑❧❛♠♠❡&♥ ❣❡)❡2③2 ✇✉&❞❡✱ ❞❛ ❡& ✇✐❡ ✇✐& ♦❜❡♥ ❣❡)❡❤❡♥ ❤❛❜❡♥

❡✐♥❡ ♣❤②)✐❦❛❧✐)❝❤❡ ❇❡❞❡✉2✉♥❣ ❤❛2✳ ◆♦❝❤♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡& ❩❡✐2 ❞✐✛❡&❡♥③✐❡&2 ❡&❣✐❜2 ❞❛♥♥

d2R

dt2
=

1

3
· d

dt

(

1

V
·
dV

dt

)

·R +
1

9

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R ✭✶✵✾✮

❇❡2&❛❝❤2❡♥ ✇✐& ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤)2❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛)) ❞❡& ❘❛✉♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ③❡✐2❧✐❝❤ ❦♦♥)2❛♥2

❡①♣❛♥❞✐❡&2 ✉♥❞✴♦❞❡& ❦♦❧❧❛❜✐❡&2✳ ❉❛♠✐2 ✈❡&)❝❤✇✐♥❞❡2 ❞✐❡ ❩❡✐2❛❜❧❡✐2✉♥❣ ✐♠ ❡&)2❡♥ ❚❡&♠

d

dt

(

1

V
·
dV

dt

)

= 0 ❞❛♠✐2

(

1

V
·
dV

dt

)

= konstant ✭✶✶✵✮

❯♠ ❡①♣❛♥❞✐❡&❡♥❞❡ ✉♥❞ ❦♦❧❧❛❜✐❡&❡♥❞❡ ❘L✉♠❡ ❛❜③✉❞❡❝❦❡♥ &❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ &❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ♥✐❝❤2

❛✉) ✉♥❞ ✇✐& ♠M))❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉)✇❡✐❝❤❡♥ ✉♥❞ )❡2③❡♥ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❛♥

(

1

V
·
dV

dt

)

= ε+ i · κ ♠✐2 ε ✱ κ ∈ R ✉♥❞ ε ≥ 0 ✱ κ ≤ 0 ✭✶✶✶✮

❉✐❡)❡ ❉✐✛❡&❡♥2✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐&❞ ❣❡❧N)2 ❞✉&❝❤ ❞❡♥ ❆♥)❛2③

V (t) = V0 · e(ε+i·κ)·t , t ∈ R , t ≥ 0 ✭✶✶✷✮

❊% ❣✐❧) κ < 0 ❞❛ κ ❡✐♥ ▼❛/ ❢12 ❞✐❡ ❙)42❦❡ ❞❡% ❑♦❧❧❛❜✐❡2❡♥% ✐%) ✉♥❞ ✐♠ ●❡❣❡♥%❛)③ ③✉

0 < ε ♥❡❣❛)✐✈ %❡✐♥ ✇✐2❞✳ ❋12 ❞❡♥ )2✐✈✐❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ε = 0 ✉♥❞ κ = 0 ❡2❣✐❜) %✐❝❤ ❞❡2 ♥✐❝❤)

❡①♣❛♥❞✐❡2❡♥❞❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤) ❦♦❧❧❛❜✐❡2❡♥❞❡ ❘❛✉♠ ❞❡2 ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛)✐✈✐)4)%)❤❡♦2✐❡✳ ❯♠ ♥✉2

❡①♣❛♥❞✐❡2❡♥❞❡ ♦❞❡2 ♥✉2 ❦♦❧❧❛❜✐❡2❡♥❞❡ ❘4✉♠❡ ③✉ ✉♥)❡2%✉❝❤❡♥ %❡)③❡ ✐❝❤ ❲❛❤❧✇❡✐%❡ ε ✉♥❞

κ ♥✉❧❧✳

❙❡✐ ③✉❡2%) κ = 0 ✱ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣)

V (t) = V0 · eε·t ✭✶✶✸✮

❊✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡2 ❩❡✐) ❞✐✛❡2❡♥③✐❡2) ✉♥❞ ♥❛❝❤ ε ❛✉❢❣❡❧L%) ❡2❣✐❜)

ε =
1

V
· dV
dt

✭✶✶✹✮

%❡)③❡♥ ✇✐2 ❞✐❡% ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✾✮ ❡✐♥✱ %♦ ❢♦❧❣) ❢12 ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐) ❦♦♥%)❛♥)❡2

❙)42❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡2❡♥❞❡ ❘4✉♠❡

d2R

dt2
=

1

9
· ε2 ·R ✭✶✶✺✮

❉✐❡%❡% 4❤♥❡❧) ❞❡2 ●❧❡✐❝❤✉♥❣ (105)
d2r

dt2
= ε′2 · r ❞✐❡ ✇✐2 ❛✉% ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ R❜❡2❧❡❣✉♥❣❡♥

❣❡✇♦♥♥❡♥ ❤❛))❡♥✳ ❉✉2❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤%❡)③✉♥❣

ε′ =
1

3
· ε ✭✶✶✻✮

✺✾



❡!❤❛❧%❡♥ ✇✐! ❞✐❡ ✇✐❝❤%✐❣❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

d2R

dt2
=

d2r

dt2
✭✶✶✼✮

❙✐❡ ❜❡4❛❣%✱ ❞❛44 ❡✐♥❡ 6!♦❜❡♠❛44❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐% ❦♦♥4%❛♥%❡! ❙%:!❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡!❡♥✲

❞❡♥ ❘:✉♠❡♥ ❡✐♥❡ ❇❡4❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡!❢:❤!%✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❜❡4❝❤❧❡✉♥✐❣%❡♥ ❲❛❝❤4%✉♠ ✈♦♥ R

❡♥%4♣!✐❝❤%✳

❙❡%③❡♥ ✇✐! ❥❡%③% ε = 0 4♦ ❢♦❧❣% ③✉❡!4%

V (t) = V0 · ei·κ·t ✭✶✶✽✮

❊✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡! ❩❡✐% ❞✐✛❡!❡♥③✐❡!% ✉♥❞ ♥❛❝❤ κ ❛✉❢❣❡❧J4% ❡!❣✐❜%

i · κ =
1

V
· dV
dt

✭✶✶✾✮

4❡%③❡♥ ✇✐! ❞✐❡4 ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✾✮ ❡✐♥✱ 4♦ ❢♦❧❣% ❢M! ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐% ❦♦♥4%❛♥%❡!

❙%:!❦❡ ❦♦❧❧❛❜✐❡!❡♥❞❡ ❘:✉♠❡

d2R

dt2
= −1

9
· κ2 ·R ✭✶✷✵✮

❍✐❡! ✐4% R ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❋✉♥❦%✐♦♥ ❞✐❡ ✐❝❤ ③✉❡!4% ✐♥ ✐❤!❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥%❡ ③❡!❧❡❣❡✳

R(t) = Re (R (t)) + i · Im (R (t))

4❡%③❡♥ ✇✐! ❞✐❡4 ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✵✮ ❡✐♥✱ 4♦ ❢♦❧❣%

d2R

dt2
= −1

9
· κ2 ·Re (R (t))− i · 1

9
· κ2 · Im (R (t)) ✭✶✷✶✮

✈❡!❣❧❡✐❝❤❡♥ ✇✐! ❞✐❡4❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐% ❞❡! ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✼✮

d2r

dt2
= −κ′2 · r ❞✐❡ ✇✐! ❛✉4 ❞❡!

❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡%!❛❝❤%✉♥❣ ❦♦❧❧❛❜✐❡!❡♥❞❡ ❘:✉♠❡ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✉♥❞ 4❡%③❡♥ ♥♦❝❤

κ′ =
1

3
· κ ✭✶✷✷✮

❦❛♥♥ ♠❛♥ ✇❡❣❡♥ r (t = 0) = r0 ✉♥❞ Re (R (t = 0)) = r0 ❡!❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛44 ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✭✶✵✼✮ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡! ❘❡❛❧❛♥%❡✐❧ ❞❡! ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❇❡4❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

d2R

dt2
✐4%✳

Re

(

d2R

dt2

)

=
d2r

dt2
✭✶✷✸✮

❲❡♥♥

d2R
dt2

❞✐❡ ❇❡4❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✐4%✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡! ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐% ❦♦♥4%❛♥%❡! ❙%:!❦❡

❦♦❧❧❛❜✐❡!❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡! 6!♦❜❡♠❛44❡ m ✇✐!❦%✱ ✉♥❞ ❞❛✈♦♥ ❣❡❤❡ ✐❝❤ ❛✉4✱ 4♦ ❤❛✲

❜❡♥ ✇✐! ❞✉!❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❇❡%!❛❝❤%✉♥❣ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡♥ ❘❡❛❧❛♥%❡✐❧ ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✵✼✮

❤❡!❛✉4❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❆❧4 ♥:❝❤4%❡4 ♠J❝❤%❡ ✐❝❤ ❞✐❡ 4♣❡③✐❡❧❧❡♥ ▲J4✉♥❣❡♥ ❡✐♥③❡❧♥ ❡%✇❛4 ❣!M♥❞✲

❧✐❝❤❡! ❜❡%!❛❝❤%❡♥ ✉♥❞ ✐♥4❜❡4♦♥❞❡!❡ ❞❡♥ ✐♠❛❣✐♥:! ❆♥%❡✐❧ ❜❡✐ ❞❡♥ ❦♦❧❧❛❜✐❡!❡♥❞❡♥ ❘:✉♠❡♥

✉♥%❡!4✉❝❤❡♥✳

✻✵



✷✳✺ ❍♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐, ❦♦♥.,❛♥,❡0 ❙,20❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡0❡♥❞❡ ❘2✉♠❡
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V (t) = V0 · eε·t ♦❞❡" R(t) = R0 · e
1
3
·ε·t

❢!" 0 ≤ t ∈ R , 0 < ε ∈ R

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛. ❛✉❝❤ ♠✐, ❍✐❧❢❡ ❞❡" ❍②♣❡"❜♦❧✐.❝❤❡♥ ❋✉♥❦,✐♦♥❡♥ ❛✉.❞"!❝❦❡♥✳

R(t) = R0 · cosh
(

1

3
· ε · t

)

+R0 · sinh
(

1

3
· ε · t

)

✭✶✷✹✮

❆✉. ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✹✮ ❢♦❧❣, ❢!" ❦❧❡✐♥❡ ❩❡✐,❡♥ ∆t ❞✐❡ ◆1❤❡"✉♥❣

R(t) = R0 ·
(

1 +
1

2
·
1

9
· ε2 ·∆t2

)

+
1

3
· ε ·R0 ·∆t

R(t) = R0 +
1

2
· a (r0) ·∆t2 +

1

3
· ε ·R0 ·∆t ✭✶✷✺✮

❉❡" ❡".,❡ ❚❡✐❧ R0 +
1

2
· a (r0) ·∆t2 ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✺✮ ❜❡.❝❤"❡✐❜, ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡"

M"♦❜❡♠❛..❡ ♠✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛,❡ r0 = R0 ❞❡" ❢"❡✐❡♥ ❊①♣❛♥.✐♦♥ !❜❡"❧❛..❡♥ ✇✐"❞✳ ❉❛

❞✐❡.❡" ❚❡✐❧ ❞✐❡ ◆1❤❡"✉♥❣ ✈♦♥ R0 · cosh
(

1
3
· ε · t

)

❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡. ✈❡"♠✉,❡♥✳
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❞✐❡"❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠❜❡"❡✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛/❡ r0 ♠✐/ ❞❡" ❆♥❣❢❛♥❣+❣❡+❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐/ v0 = 0
❞❡" ❢"❡✐❡♥ ❊①♣❛♥+✐♦♥ >❜❡"❧❛++❡♥ +♦ ❣✐❧/ ❢>" ❞✐❡ ❖"/+❦♦♦❞✐♥❛/❡

r(t) = R0 · cosh
(

1

3
· ε · t

)

= r0 · cosh
(

1

3
· ε · t

)

✭✶✷✻✮

❇❡✇❡✐* ✶✸

❆✉+ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✶✺✮

d2R

dt2
=

1

9
· ε2 ·R ❡"❤❛❧/❡♥ ✇✐"

v · dv =
1

9
· ε2 ·R · dR ♦❞❡"

∫ v

0

v · dv =

∫ R

0

1

9
· ε2 ·R · dR

1

2
· v2 =

1

9
·
1

2
· ε2 ·

(

R2 −R2
0

)

♦❞❡" v =
1

3
· ε ·

√

R2 −R2
0

∫ R

R0

1
√

(

R
R0

)2

− 1

· dR =

∫ t

0

1

3
· ε ·R0 · dt
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dR
√

R2 −R2
0

=
1

3
· ε · dt ♦❞❡#

∫ R

R0

1
√

R2 −R2
0

· dR =

∫ t

0

1

3
· ε · dt

❙✉❜'✐)✉)✐♦♥✿

R

R0

= cosh (x) ❞❛♠✐)

dR

R0

= sinh (x) · dx

❛✉' R = R0 ❢♦❧❣)

R0

R0

= 1 = cosh (x1) ❞❛♠✐) x1 = 0

❛✉'

R

R0

= cosh (x) ❢♦❧❣) x2 = arcosh

(

R

R0

)

∫ x2

x1

R0 · sinh (x)
√

cosh (x)2 − 1
· dx =

∫ arcosh
(

R
R0

)

0

R0 · dx = R0 · arcosh
(

R

R0

)

=
1

3
· ε ·R0 · t

R(t) = R0 · cosh
(

1

3
· ε · t

)

♦❞❡# ♠✐) r(t) ❛♥')❛)) R(t) ❡#❣✐❜) ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✻✮

❲❡✐(❡) ❢♦❧❣( ❛✉0 r(t) = R0 · cosh
(

1
3
· ε · t

)

❞✉)❝❤ ❞✐✛❡)❡♥③✐❡)❡♥

v(t) =
dr

dt
=

1

3
· ε ·R0 · sinh

(

1

3
· ε · t

)

✭✶✷✼✮

✉♥❞ ❞✉)❝❤ ◗✉❛❞)✐❡)❡♥ ✉♥❞ ▼✉❧(✐♣❧✐③✐❡)❡♥ ♠✐(

1

2
·m

1

2
·m · v(t)2 = 1

2
·m · 1

9
· ε2 ·R2

0 · sinh
(

1

3
· ε · t

)2

1

2
·m · v(t)2 = 1

2
·m · 1

9
· ε2 ·

(

R2
0 · cosh

(

1

3
· ε · t

)2

−R2
0

)

=
1

2
·m · 1

9
· ε2 ·

(

r2 − r20
)

1

2
·m · v(t)2 = 1

2
·m · 2 ·

∫ r

r0

1

9
· ε2 · r · dr = m ·

∫ r

r0

a · dr =
∫ r

r0

F · dr

❉❛♠✐( ❦>♥♥❡♥ ✇✐) ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✹✮ ❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡)♠❛B❡♥ 0❝❤)❡✐❜❡♥

R(t) = r(t) +R0 · sinh
(

1

3
· ε · t

)

✭✶✷✽✮
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❊✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐, ❛❜❣❡❧❡✐,❡, ❡*❣✐❜,

dR(t)

dt
=

dr

dt
+

1

3
· ε · r(t) ✭✶✷✾✮

❧❡✐,❡♥ ✇✐* ♥♦❝❤♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐, ❛❜

d2R(t)

dt2
=

d2r(t)

dt2
+

1

3
· ε · dr(t)

dt
✭✶✸✵✮

❉✐✛❡*❡♥③✐❡*❡♥ ✇✐* ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✷✹✮ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐,

dR(t)

dt
=

1

3
· ε ·R0 · sinh

(

1

3
· ε · t

)

+
1

3
· ε ·R0 · cosh

(

1

3
· ε · t

)

✭✶✸✶✮

>♦ >❡❤❡♥ ✇✐*✱ ❞❛>> ③✉♠ ❩❡✐,♣✉♥❦, t = 0 ✱ R ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❡>❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐, ❤❛,✳

dR(t = 0)

dt
=

1

3
· ε ·R0 ✭✶✸✷✮

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❯♠❢♦*♠✉♥❣ ③❡✐❣, ✇❡❧❝❤❡ ❇❡❞❡✉,✉♥❣ ❞✐❡>❡ ●❡>❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐, ❤❛,✳

1

2
·m ·

(

dR

dt

)2

=
1

2
·m ·

1

9
· ε2 ·R2

0 =
1

2
·m · 2 ·

∫ R0

0

1

9
· ε2 ·R · dR = m ·

∫ R0

0

a · dR

1

2
·m ·

(

dR

dt

)2

=

∫ R0

0

F · dR ✭✶✸✸✮

❉✐❡ ●❡>❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐,

dR
dt
✐>, ❛❧>♦ ❥❡♥❡ ●❡>❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐, ❞✐❡ ❡✐♥❡ G*♦❜❡♠❛>>❡ ♠✱ ❞✐❡ ❢❛>,
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❡①♣❛♥❞✐❡*❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠✱ ❛♥ ❞❡* ❑♦♦*❞✐♥❛,❡ R0 ❜❡❦♦♠♠❡♥ ✇N*❞❡✳ ▼✐, >♦❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❢❛>,

✈♦♠ ❯*>♣*✉♥❣ ❛✉> ❢*❡✐ ❡①♣❛♥❞✐❡*❡♥❞❡♥ G*♦❜❡♠❛>>❡♥ ❧K>>, >✐❝❤ ❞✐❡ ❊①♣❛♥>✐♦♥ ❞❡> ❘❛✉♠❡>

♠❡>>❡♥ ✉♥❞ >✐❝❤,❜❛* ♠❛❝❤❡♥✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✾ ✭▼❡**✉♥❣ ❞❡. ❊①♣❛♥*✐♦♥**%3.❦❡ ε✮ ❉✐❡ ❙$%&❦❡ ❞❡& ❊①♣❛♥.✐♦♥ ❡✐♥❡.

❘❛✉♠❜❡&❡✐❝❤. ε ✇✐&❞ ❞✉&❝❤ ❛✉..❡$③❡♥ ✈♦♥ 9&♦❜❡♠❛..❡♥ ✐♠ ❘❛✉♠ ♥❛❝❤ ❞❡& ❢♦❧❣❡♥❞❡♠

❱♦&.❝❤&✐❢$ ❜❡.$✐♠♠$✳

ε = lim
∆V→0

1

∆V
·
d (∆V )

dt
✭✶✸✹✮

❯♠.♦ ❦❧❡✐♥❡& ❞❛. ❛♥❢%♥❣❧✐❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ✐.$ ✉♠.♦ ❣❡&✐♥❣❡& ✇✐&❞ ❞✐❡ ✈♦&❤❛♥❞❡♥❡ ❊①♣❛♥✲

.✐♦♥.❣❡.❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐$ ❞❡. ❘❛✉♠❡. .❡✐♥✱ ✉♥❞ ✉♠.♦ ❜❡..❡& ✇✐&❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡& 9&♦❜❡✲

♠❛..❡♥ ❞✐❡ ❊①♣❛♥.✐♦♥ ❞❡. ❘❛✉♠❡. ✇✐❡❞❡&❣❡❜❡♥✳
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V (t) = V0 · ei·κ·t R(t) = R0 · ei·
1
3
·κ·t 0 ≤ t ∈ R , 0 > κ ∈ R

Re (V (t)) = V0 · cos (κ · t)

∆t << 1

V (t) ≈ V0 ·
(

1− 1

2
· κ2 ·∆t2

)

+ i · V0 · κ ·∆t

∆V

∆t
≈ −V0 · κ2 ·∆t+ i · V0 · κ

1

V0

· ∆V

∆t
≈ −κ2 ·∆t+ i · κ

κ Im

(

1

V0

·
∆V

∆t

)

∆t Re

(

1

V0

·
∆V

∆t

)

κ

∆

∆t

(

1

V0

· ∆V

∆t

)

≈ −κ2 + i · 0

V r (t)

R(t) = R0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

+ i ·R0 · sin
(

1

3
· κ · t

)



❢!" ❦❧❡✐♥❡ ❩❡✐)❡♥ ∆t ❦*♥♥❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆0❤❡"✉♥❣ ♠❛❝❤❡♥✳

R(t) = R0 ·
(

1−
1

2
·
1

9
· κ2 ·∆t2

)

+ i ·R0 ·
1

3
· κ ·∆t

R(t) = R0 −
1

2
· |a (r0) | ·∆t2 − i ·R0 ·

1

3
· |κ| ·∆t ❞❛ κ < 0 ✭✶✸✽✮

❉❡" ❡"=)❡ ❚❡✐❧ R0−
1

2
· |a (r0) | ·∆t2 ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✸✽✮ ❜❡=❝❤"❡✐❜) ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡"

C"♦❜❡♠❛==❡ ♠✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛)❡ r0 = R0 ❞❡♠ ❢"❡✐❡♥ ❑♦❧❧❛❜✐❡"❡♥ !❜❡"❧❛==❡♥ ✇✐"❞✳

❉❛ ❞✐❡=❡" ❚❡✐❧ ❞✐❡ ◆0❤❡"✉♥❣ ✈♦♥ R0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

✐=) ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡= ✈❡"♠✉)❡♥✳

❙❛"③ ✷✵ ❲✐"❞ ❡✐♥❡ &"♦❜❡♠❛++❡ ♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐/ ❦♦♥+/❛♥/❡" ❙/2"❦❡ ❦♦❧❧❛✲

❜✐❡"❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠❜❡"❡✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛/❡ r0 ♠✐/ ❞❡" ❆♥❣❢❛♥❣+❣❡+❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐/ v0 = 0
❞❡♠ ❢"❡✐❡♥ ❑♦❧❧❛❜✐❡"❡♥ <❜❡"❧❛++❡♥ +♦ ❣✐❧/ ❢<" ❞✐❡ ❖"/+❦♦♦❞✐♥❛/❡

r(t) = R0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

= r0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

✭✶✸✾✮

❇❡✇❡✐* ✶✹

❆✉+ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❄❄✮

d2r

dt2
= −1

9
· κ2 ·Re (R) == −1

9
· κ2 · r ❢♦❧❣/

v · dv = −1

9
· κ2 · r · dr ♦❞❡"

∫ v

0

v · dv =

∫ r

r0

−1

9
· κ2 · r · dr

1

2
· v2 = −

1

9
·
1

2
· κ2 ·

(

r2 − r20
)

♦❞❡" v =
1

3
· κ ·

√

r20 − r2 ♠✐/ κ < 0

dr
√

r20 − r2
=

1

3
· κ · dt ♦❞❡"

∫ r

r0

1
√

r20 − r2
· dr =

∫ t

0

1

3
· κ · dt

∫ r

r0

1
√

1−
(

r
r0

)2
· dr =

∫ t

0

1

3
· κ · r0 · dt

❙✉❜+✐/✉/✐♦♥✿

r

r0
= cos (x) ❞❛♠✐/

dr

r0
= −sin (x) · dx

✻✺



❛✉" r = r0 ❢♦❧❣'

r0

r0
= 1 = cos (x1) ❞❛♠✐' x1 = 0

❛✉"

r

r0
= cos (x) ❢♦❧❣' x2 = arcos

(

r

r0

)

∫ x2

x1

− r0 · sin (x)
√

1− cos (x)2
· dx =

∫ arcos
(

r
r0

)

0

−r0 · dx = −r0 · arcos
(

r

r0

)

=
1

3
· κ · r0 · t

r(t) = r0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

❉❛ ❞❛# ❑♦❧❧❛❜✐❡*❡♥ ❛✉❝❤ ❞✉*❝❤ ❞✐❡ /*♦❜❡♠❛##❡♥ #✐❝❤1❜❛* ❣❡♠❛❝❤1 ✇✐*❞✱ ♠5##❡♥ ✇✐* ❞✐❡

▼❡##❣*78❡ ❛✉# r (t) ❣❡✇✐♥♥❡♥✳ ❉❛③✉ #❡1③❡ ✐❝❤ ❛♥

V ′ =
4

3
· π · r (t)3 = 4

3
· π · r30 · cos3

(

1

3
· κ · t

)

✭✶✹✵✮

❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐1 ❞✐✛❡*❡♥③✐❡*1

dV ′

dt
=

4

3
· π · r30 · 3 · cos2

(

1

3
· κ · t

)

·
(

−sin

(

1

3
· κ · t

))

· 1
3
· κ

#❡1③❡♥ ✇✐* ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✹✵✮ ❡✐♥✱ #♦ ❢♦❧❣1

dV ′

dt
= −V ′ · tan

(

1

3
· κ · t

)

· κ ♦❞❡*

1

V ′
· dV

′

dt
= −κ · tan

(

1

3
· κ · t

)

♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐1 ❞✐✛❡*❡♥③✐❡*1

d

dt

(

1

V ′
· dV

′

dt

)

= −1

3
· κ2 · 1

cos2
(

1
3
· κ · t

)

❢5* #❡❤* ❦❧❡✐♥❡ ❆*❣✉♠❡♥1❡

1

3
· κ · t << 1 ❦7♥♥❡♥ ✇✐*

1

cos2
(

1
3
· κ · t

) ≈ 1 #❡1③❡♥

✉♥❞ ❡*❤❛❧1❡♥

d

dt

(

1

V ′
· dV

′

dt

)

≈ −1

3
· κ2

✭✶✹✶✮

♠✐1 ❞❡* ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✶✾✮ ❡*❤❛❧1❡♥ ✇✐* ❞❛♥♥

d

dt

(

1

V ′
· dV

′

dt

)

≈ 1

3
·
(

1

V
· dV
dt

)2

✭✶✹✷✮

✻✻



κ r (t)
V ′

m r (t)
m t = t0 r0

t = t1 r1 t = t2 r2

V ′

0 =
4

3
· π · r30 V ′

1 =
4

3
· π · r31 V ′

2 =
4

3
· π · r32

1

V ′

1

·
V ′

2 − V ′

1

t2 − t1
−

1

V ′

0

·
V ′

1 − V ′

0

t1 − t0

t2 − t0
≈

1

3
·
(

1

V0

·
V2 − V0

t2 − t0

)2

R(t) = R0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

+ i ·R0 · sin
(

1

3
· κ · t

)

R (t)

m t = 0
dr

dt
= 0

t = 0

ωs =
1

3
·κ · t

1

3
V

r

dR(t)

dt
= −1

3
· κ ·R0 · sin

(

1

3
· κ · t

)

+ i · 1
3
· κ ·R0 · cos

(

1

3
· κ · t

)



|dR(t)
dt

| = 1
3
· |κ| ·R0

ωs =

dR(t)

dt
R0

=
1

3
· κ

(

dR

dt

)2

=
1

9
· κ2 ·R2

0 = −2 ·
∫ r0

0

−
1

9
· κ2 · r · dr = −2 ·

∫ r0

0

a · dr

(

1

3
· κ ·R0 · cos

(

1

3
· κ · t

))2

=
1

9
· κ2 · r (t)2 = 2

∫ r

0

1

9
· κ2 · r · dr = −2

∫ r

0

a · dr

(

1

3
· κ ·R0 · sin

(

1

3
· κ · t

))2

=

(

dR

dt

)2

−
(

1

3
· κ ·R0 · cos

(

1

3
· κ · t

))2

(

1

3
· κ ·R0 · sin

(

1

3
· κ · t

))2

= −2 ·
∫ r0

0

a · dr + 2

∫ r

0

a · dr = −2 ·
∫ r0

r

a · dr

dR(t)

dt
=

dr(t)

dt
+ i · 1

3
· κ ·R0 · cos

(

1

3
· κ · t

)

1
2
·m

−m ·
∫ r0

0

a · dr = Ek −m

∫ r

0

a · dr Ep (r0) = Ek + Ep (r)

m r0

d2R(t)

dt2
= −1

9
· κ2 ·R0 · cos

(

1

3
· κ · t

)

− i · 1
9
· κ2 ·R0 · sin

(

1

3
· κ · t

)



♦❞❡# ♠✐& ❞❡# ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✸✾✮ r (t) = R0 · cos
(

1

3
· κ · t

)

d2R(t)

dt2
= −1

9
· κ2 · r (t)− i · 1

9
· κ2 ·

√

r20 − r (t)2 ✭✶✺✷✮

■♥♥❡#❤❛❧❜ ❡✐♥❡# ▼❛99❡♥✈❡#&❡✐❧✉♥❣ ♠✐& ❦♦♥9&❛♥&❡# ❉✐❝❤&❡ ρ ❣✐❧& ♥❛❝❤ ❞❡# ◆❡✇&♦♥9❝❤❡♥

●#❛✈✐&❛&✐♦♥9&❤❡♦#✐❡

d2r(t)

dt2
= −4

3
· π · γ · ρ · r (t) ♠✐& ρ ❛❧9 ❦♦♥9&❛♥&❡# ▼❛99❡♥❞✐❝❤&❡ ✭✶✺✸✮

❞✐❡9 ❡♥&9♣#✐❝❤& ❞❡♠ ❘❡❛❧❛♥&❡✐❧ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✺✷✮ 9♦ ❞❛9 ❢♦❧❣&

−1

9
· κ2 · r (t) = −4

3
· π · γ · ρ · r (t)

κ2 = 12 · π · γ · ρ ✭✶✺✹✮

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✺✹✮ 9&❡❧❧& ❞❡♥ ❩✉9❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐9❝❤❡♥ κ ❞❡# ❛♥❣✐❜& ✇✐❡ 9&❛#❦ ❞❡# ❘❛✉♠

❦♦❧❧❛❜✐❡#& ✉♥❞ ρ ❛❧9 ▼❛99❡♥❞✐❝❤&❡ ❞❡# ❞✐❡ ❯#9❛❝❤❡ ❞❡9 ❑♦❧❧❛❜✐❡#❡♥9 ❞❛#9&❡❧❧&✳

❙❡❤❡♥ ✇✐# ✉♥9 ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡9 ❇❡✐9♣✐❡❧ ❛♥✳

❙❡✐ ρ = 103
kg

m3
❞❛♥♥ ❢♦❧❣& ♠✐& γ = 6.67 · 10−11

m3

kg · s2

κ2 = 12 · π · 6.67 · 10−11
m3

kg · s2 · 10
3
kg

m3
= 251, 3 · 10−8 1

s2
= 2.5 · 10−6 1

s2

κ = −1.58 · 10−3 ·
1

s
= −1.58 · 10−3 ·

m3

m3 · s = −1.58 · 10−3 ·
(10 · dm)3

m3 · s = −1.58 ·
Liter

m3 · s
▼❛♥ ❡#❦❡♥♥& ❞❛99 κ 9♦❣❛# ❜❡✐ ❉✐❝❤&❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❉✐❝❤&❡ ❞❡9 ✢K99✐❣❡♥ ❲❛99❡#9

ρwasser = 103
kg

m3
❛✉❢ ❞❡# ❊#❞❡ #❡❝❤& ❤♦❤❡ ❲❡#&❡ ❛♥♥✐♠♠&✳

❆✉9 ❞❡# ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✶✵✮

d

dt

(

1

V
·
dV

dt

)

= 0 ❢♦❧❣&

−
1

V 2
·
(

dV

dt

)2

+
1

V
·
d2V

dt2
= 0 ♦❞❡#

(

1

V
·
dV

dt

)2

=
1

V
·
d2V

dt2
✭✶✺✺✮

❙❡&③❡♥ ✇✐# ❞✐❡9 ♠✐& ❞❡# ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✺✹✮ ❣❧❡✐❝❤✱ 9♦ ❢♦❧❣&✿

1

V
·
d2V

dt2
=

(

1

V
·
dV

dt

)2

= −κ2 = −12 · π · γ · ρ = −12 · π · γ · M0

V0

✭✶✺✻✮

❞❛♠✐& ❡#❤❛❧&❡♥ ✇✐#

d2V

dt2
= −12 · π · γ · M0

V0

· V ✭✶✺✼✮

✻✾



Va

Va

Va

Va

d2R

dt2
=

1

3
· d

dt

(

1

V
·
dV

dt

)

·R +
1

9

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R

d2R

dt2
=

1

3
· dR
dt

· d

dR

(

1

V
·
dV

dt

)

·R +
1

9

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R

dR

dt
=

1

3
·
(

1

V
·
dV

dt

)

·R

d2R

dt2
=

1

9
·
(

1

V
·
dV

dt

)

· d

dR

(

1

V
·
dV

dt

)

·R2 +
1

9

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R

d2R

dt2
=

1

18
·
d

dR

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R2 +
1

18

(

1

V
·
dV

dt

)2

· 2 ·R ·
dR

dR

d2R

dt2
=

1

18
·
d

dR





(

1

V
·
dV

dt

)2

·R2





d2R

dt2
=

1

18
·
d

dR





(

1

V
·
dV

dt

)2

·R2



 =
k

R2

k =

{

−γ ·M < 0

ξ > 0

d





(

1

V
·
dV

dt

)2

·R2



 =
18 · k
R2

dR = d

(

−
18 · k
R

)



❞❛♠✐$ ❡&❤❛❧$❡♥ ✇✐&

(

1

V
·
dV

dt

)2

·R2 = −
18 · k
R

♦❞❡&

(

1

V
·
dV

dt

)2

= −
18 · k
R3

= −
18 ·

4

3
· π · k

4

3
· π ·R3

= −
24 · π · k

V
✭✶✻✵✮

❋❛❧❧ ✶✿ 1❡✐ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡& ❦♦❧❧❛❜✐❡&❡♥❞❡♥ ✭❣&❛✈✐$✐❡&❡♥❞❡♥✮ ❘8✉♠❡ k = −γ ·M
(

1

V
·
dV

dt

)2

=
24 · π · γ ·M

V
♦❞❡&

(

1

V
·
dV

dt

)

= −

√

24 · π · γ ·M
V

✭✶✻✶✮

♠❛♥ ❜❡❛❝❤$❡ ❞❛1 ▼✐♥✉1③❡✐❝❤❡♥

♦❞❡&

1√
V

·
dV

dt
= −

√

24 · π · γ ·M

∫ V

V0

1√
V

dV = −
∫ t

0

√

24 · π · γ ·M dt = −
√

24 · π · γ ·M · t

2 ·
(√

V −
√

V0

)

= −
√

24 · π · γ ·M · t ♦❞❡&

√
V =

√

V0 −
√

6 · π · γ ·M · t

❡&❣✐❜$ V (t) = V0 ·



1−

√

6 · π · γ ·M
V0

· t





2

✭✶✻✷✮

❲8❤&❡♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐$ ❦♦♥1$❛♥$❡& ❙$8&❦❡ ❦♦❧❧❛❜✐❡&❡♥❞❡♥ ❘8✉♠❡ ♠✐$ ❦♦♠♣❧❡①❡♥

❋✉♥❦$✐♦♥❡♥ ❜❡1❝❤&✐❡❜❡♥ ✇✉&❞❡♥✱ ✐1$ ❞✐❡ ❇❡1❝❤&❡✐❜✉♥❣ ❛✉11❡&❤❛❧❜ &❡❡❧✳ ❋E& ❞❡♥ ❘❛❞✐✉1

❘ ❦F♥♥❡♥ ✇✐& 1❝❤&❡✐❜❡♥

R (t) = R0 ·



1−

√

6 · π · γ ·M
V0

· t





2
3

= R0 ·



1−

√

9

2
·
γ ·M
R3

0

· t





2
3

✭✶✻✸✮

❊✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡& ❩❡✐$ ❞✐✛❡&❡♥③✐❡&$

dR (t)

dt
= R0 ·

2

3
·



1−

√

9

2
·
γ ·M
R3

0

· t





−
1
3

·



−

√

9

2
·
γ ·M
R3

0





✼✶



dR (t)

dt
= −

√

2 · γ ·M
R0

·



1−

√

9

2
·
γ ·M
R3

0

· t





−
1
3

❛✉" ❞❡% ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✻✸ ❢♦❧❣2 ✇❡✐2❡%



1−

√

9

2
·
γ ·M
R3

0

· t





−
1
3

=

√

R0

R (t)

❞❛♠✐2

dR (t)

dt
= −

√

2 · γ ·M
R (t)

✭✶✻✹✮

❢8% t = 0 ❡%❤❛❧2❡♥ ✇✐% ❞❛♥♥

dR (t)

dt
= −

√

2 · γ ·M
R0

✭✶✻✺✮
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❞✐❡ 2❤❡♦%❡2✐"❝❤ ❛✉" ❞❡♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ♠✐2 ❞❡% ❆♥❢❛♥❣"❣❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐2 v = 0 ❦♦♠♠❡♥❞

❢%❡✐ ❢❛❧❧❡♥ ❜❡"❝❤%❡✐❜❡♥ ❛❧"♦ ❞❛" ❦♦❧❧❛❜✐❡%❡♥ ❞❡" ❘❛✉♠❡"✳

❲✐% ❦M♥♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✷✮ V (t) = V0 ·



1−

√

6 · π · γ ·M
V0

· t





2

✇❡✐2❡% ✉♠❢♦%♠❡♥✳

V (t) = V0 · eln
(

1−
√

6·π·γ·M
V0

·t
)2

= V0 · e2·ln
(

1−
√

6·π·γ·M
V0

·t
)

= V0 · e
2·

t
∫

0

−

√

6·π·γ·M
V0

(

1−
√

6·π·γ·M
V0

·t
)dt

V (t) = V0 · e
2·

t
∫

0

−

√

6·π·γ·M
V0

√

V (t)
V0

dt
= V0 · e

−

t
∫

0

√

24·π·γ·M
V (t)

dt
✭✶✻✻✮

❋8% ❞❛" ■♥2❡❣%❛❧ ❦M♥♥❡♥ ✇✐% ❛✉❝❤ "❝❤%❡✐❜❡♥

t
∫

0

√

24 · π · γ ·M
V (t)

dt = lim
n→∞

n
∑

i=0

√

24 · π · γ ·M
Vi (t)

·∆t

=

√

24 · π · γ ·M
V0 (t)

·∆t+

√

24 · π · γ ·M
V1 (t)

·∆t+

√

24 · π · γ ·M
V2 (t)

·∆t+ · · ·

✼✷



= κ0 ·∆t+ κ1 ·∆t+ κ2 ·∆t+ · · ·

❉❛" #❤♥❡❧( ❞❡* ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✶✽✮ V (t) = V0 · ei·κ·t ♠✐( ❞❡♠ ✉♥(❡*"❝❤✐❡❞ ❞❛"" ❞✐❡

❲✐♥❦❡❧❣❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐( κ ❤✐❡* ♥✐❝❤( ❦♦♥"(❛♥( ✐"(✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✻✮ ❦❛♥♥ ❛❜❡* ♥✐❝❤(

❛❧" ❡✐♥❡ ❘♦(❛(✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡* ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥❡❜❡♥❡ ❞❛*❣❡"(❡❧❧( ✇❡*❞❡♥ ❞❛ ③✉♠ ❩❡✐(♣✉♥❦(

t = 0 "❝❤♦♥ ❡✐♥❡ ●❡"❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐( ♥❛❝❤ ❞❡* ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✺✮ ❡①✐"(✐❡*(✳ ❋D* ❡✐♥❡ ❛✉" ❞❡*

❘✉❤❡❧❛❣❡ ✈♦♥ ❞❡* ❑♦♦*❞✐♥❛(❡ ra (t = 0) = r0 ③✉♠ ❢*❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ❛♥"❡(③❡♥❞❡ G*♦❜❡♠❛""❡

m ❧#""( "✐❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▲I"✉♥❣ ✜♥❞❡♥✳

ra (t) = r0 · cos





t
∫

0

√

2 · γ ·M
ra(t)

2 · r0 + ra(t) · r20
dt





✭✶✻✼✮

❢D* ❞✐❡ ❍❡*❧❡✐(✉♥❣ "✐❡❤❡ ❆♥❤❛♥❣ ✶ ✳ ❉❛ ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥ ❦♦❧❧❛❜✐❡*❡♥❞❡ ❘#✉♠❡ "✐❝❤ ♠✐(

❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❜❡"❝❤*❡✐❜❡♥ ❧❛""❡♥ ✈❡*♠✉(❡ ✐❝❤✱ ❞❛"" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✼✮ ❞❡* ❘❡❛❧❛♥(❡✐❧

❡✐♥❡* ✉♠❢❛♥❣*❡✐❝❤❡*❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐"(✳ ❉❛❤❡* "❡(③❡ ✐❝❤ ❛♥✿

Ra (t) = R0 · cos





t
∫

0

√

2 · γ ·M
ra(t)

2 · r0 + ra(t) · r20
dt



+ i ·R0 · sin





t
∫

0

√

2 · γ ·M
ra(t)

2 · r0 + ra(t) · r20
dt





✭✶✻✽✮

♦❞❡* ♠✐( ❞❡* ❊①♣♦♥❡♥(✐❛❧❢✉♥❦(✐♦♥ ❢♦*♠✉❧✐❡*(

Ra (t) = R0 · e
i ·

t
∫

0

√

2·γ·M

ra(t)
2
·r0+ra(t)·r20

dt
✭✶✻✾✮

✼✸



❋❛❧❧ ✷✿  ❡✐ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❡①♣❛♥❞✐❡+❡♥❞❡ ❘-✉♠❡ ξ = k ✉♥❞ ξ > 0

(

1

V
·
dV

dt

)2

= −
24 · π · ξ

V
✭✶✼✵✮

1√
V

·
dV

dt
=
√

−24 · π · ξ ♦❞❡+

∫ V

V0

1√
V

dV = i ·
∫ t

0

√

24 · π · ξ dt

2 ·
(√

V −
√

V0

)

= i ·
√

24 · π · ξ · t

❡+❣✐❜7 V (t) = V0 ·



1 + i ·

√

6 · π · ξ
V0

· t





2

✭✶✼✶✮

❢9+ ❞❡♥ ❘❛❞✐✉ ❢♦❧❣7

R (t) = R0 ·



1 + i ·

√

6 · π · ξ
V0

· t





2
3

= R0 ·



1 + i ·

√

9

2
·
ξ

R3
0

· t





2
3

✭✶✼✷✮

❊✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡+ ❩❡✐7 ❞✐✛❡+❡♥③✐❡+7

dR (t)

dt
= R0 ·

2

3
·



1 + i ·

√

9

2
·
ξ

R3
0

· t





−
1
3

· i ·

√

9

2
·
ξ

R3
0

dR (t)

dt
= i ·

√

2 · ξ
R0

·



1 + i ·

√

9

2
·
ξ

R3
0

· t





−
1
3

❛✉ ❞❡+ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✼✷ ❢♦❧❣7 ✇❡✐7❡+



1 + i ·

√

9

2
·
ξ

R3
0

· t





−
1
3

=

√

R0

R (t)

✉♥❞ ❞❛♠✐7

dR (t)

dt
= i ·

√

2 · ξ
R (t)

✭✶✼✸✮

✼✹



✷✳✽ ❇❡❣&❡♥③) ❦♦❧❧❛❜✐❡&❡♥❞❡ ✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ❡①♣❛♥❞✐❡&❡♥❞❡ ❘7✉♠❡

●❡❣❡❜❡♥ %❡✐ ❡✐♥❡ ▼❛%%❡ ▼ ❞✐❡ %✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ Va ❜❡✜♥❞❡♥ %♦❧❧✳ ❋45 ❞❡♥ ❇❡5❡✐❝❤

❛✉7❡5❤❛❧❜ ✈♦♥ Va ❤❛99❡♥ ✇✐5 ❞✐❡ ▲<%✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡5 ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✶✮ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳

1

V
·
dV

dt
= −

√

24 · π · γ ·M
V

❩✉%C9③❧✐❝❤ %♦❧❧ ❞❡5 ❘❛✉♠ ❛✉7❡5❤❛❧❜ ❞❡% ❇❡5❡✐❝❤❡% Va ❤♦♠♦❣❡♥ ❡①♣❛♥❞✐❡5❡♥✳ ❋45 ❤♦♠♦❣❡♥

❡①♣❛♥❞✐❡5❡♥❞❡ ❘C✉♠❡ ❤❛99❡♥ ✇✐5 ❞✐❡ ▲<%✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡5 ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✶✹✮ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳

1

V
· dV
dt

= ε

●❡❧9❡♥ ❜❡✐❞❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐9✐❣ %♦ ❦<♥♥❡♥ ✇✐5 ❢45 ❞✐❡ ❉✐❝❤9❡ ❛♥%❡9③❡♥✿

1

V
·
dV

dt
= −

√

24 · π · γ ·M
V

+ ε ✭✶✼✹✮

1

V
·
dV

dt
=



1−

√

24 · π · γ ·M
ε2 · V



 · ε ♥❛❝❤ ❞❡5 ❚5❡♥♥✉♥❣ ❞❡5 ❱❛5✐❛❜❧❡♥

dV

V ·
(

1−
√

24 · π · γ ·M
ε2 · V

) = ε · dt %❡✐ Vg =
24 · π · γ ·M

ε2

❉❡♥♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ ε > 0 ❧C%%9 %✐❝❤ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥ Vg ❞❡5❛59 ✜♥❞❡♥ %♦ ❞❛%% ❣✐❧9✿

24 · π · γ ·M
Vg

= ε2 ✭✶✼✺✮

❞❛♠✐9 ❡5❤❛❧9❡♥ ✇✐5

dV

V ·
(

1−
√

Vg

V

) = ε · dt

◆✉♥ ❣✐❜9 ❡% ③✇❡✐ ❋C❧❧❡✿

❋❛❧❧ ✶✿ V (t) < Vg ❢45 ❛❧❧❡ t ∈ R

∫ V

V0

dV

V ·
(

1−
√

Vg

V

) =

∫ t

0

ε · dt = ε · t ♠✐9 V (t = 0) = V0 < Vg

✼✺



❊! ❣✐❧%

∫

dV

V ·
(

1−
√

Vg

V

) = 2 · ln
(

1−
√

V

Vg

)

❞❛

√

V

Vg

< 1 ❢)* ❥❡❞❡! t ∈ R

❉❛♠✐% ❡*❤❛❧%❡♥ ✇✐*

2 · ln
(

1−
√

V

Vg

)

− 2 · ln
(

1−
√

V0

Vg

)

= ε · t

2 · ln





1−
√

V
Vg

1−
√

V0

Vg



 = ε · t

◆❛❝❤ V (t) ❛✉❢❣❡❧5!% ❡*❣✐❜%

V (t) = Vg ·



1−



1−
√

V0

Vg



 · e 1
2
·ε·t





2

= V0 ·





√

Vg

V0

·



1−



1−
√

V0

Vg



 · e 1
2
·ε·t









2

♦❞❡* V (t) = V0 ·





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





2

❢)* V (t) ≤ V0 < Vg ✭✶✼✻✮

❣❡❤❡♥ ✇✐* ③✉* R (t) )❜❡* !♦ ❡*❤❛❧%❡♥ ✇✐*

R (t) = R0 ·





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





2
3

✭✶✼✼✮

❧❡✐%❡♥ ✇✐* ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡* ❩❡✐% ❛❜

dR

dt
=

1

3
· ε ·R0 ·





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





−
1
3

·



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t

dR

dt
=

1

3
· ε ·R0 ·



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





1
3

✼✻



♠✐"





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





1
3

=

√

R

R0

✉♥❞



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t =

(

R

R0

) 3
2

−
√

Vg

V0

dR

dt
=

1

3
· ε ·R0 ·

(

R
R0

) 3
2 −

√

Vg

V0
√

R
R0

=
1

3
· ε ·R−

√

2 · γ ·M
R

❉✐✛❡'❡♥③✐❡'❡♥ ✇✐' ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡' ❩❡✐1 2♦ ❡'❤❛❧1❡♥ ✇✐'

dR2

dt2
=

1

9
· ε2 ·R− 1

6
· ε ·

√

2 · γ ·M
R

− γ ·M
R2

♠✐1 R < Rg =

(

18 · γ ·M
ε2

) 1
3

✭✶✼✽✮

❲✐' 2❡❤❡♥ ❞❛2 ✇✐' ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ♥❡✇1♦♥2❝❤❡♥ ❚❡'♠ − γ ·M
R2

♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐1❡♥ ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡♥ ❚❡'♠ ❤❛❜❡♥ − 1

6
· ε ·

√

2 · γ ·M
R

✭✶✼✾✮

❋❛❧❧ ✷✿ V (t) > Vg ❢=' ❛❧❧❡ t ∈ R

∫ V

V0

dV

V ·
(

1−
√

Vg

V

) =

∫ t

0

ε · dt = ε · t ♠✐1 V (t = 0) = V0 > Vg

❊2 ❣✐❧1

∫

dV

V ·
(

1−
√

Vg

V

) = 2 · ln
(√

V

Vg

− 1

)

❞❛

√

V

Vg

> 1 ❢=' ❥❡❞❡2 t ∈ R

❉❛♠✐1 ❡'❤❛❧1❡♥ ✇✐'

2 · ln
(√

V

Vg

− 1

)

− 2 · ln
(√

V0

Vg

− 1

)

= ε · t

2 · ln





√

V
Vg

− 1
√

V0

Vg
− 1



 = ε · t

✼✼



◆❛❝❤ V (t) ❛✉❢❣❡❧)*+ ❡,❣✐❜+

V (t) = Vg ·



1 +





√

V0

Vg

− 1



 · e 1
2
·ε·t





2

= V0 ·





√

Vg

V0

·



1 +





√

V0

Vg

− 1



 · e 1
2
·ε·t









2

♦❞❡, V (t) = V0 ·





√

Vg

V0

+



1−

√

Vg

V0



 · e 1
2
·ε·t





2

❢1, Vg < V0 ≤ V (t) ✭✶✽✵✮

❉❛ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✽✵✮ ❜✐* ❛✉❢ ❞❡♥ ●1❧+✐❣❦❡✐+*❜❡,❡✐❝❤ ✐❞❡♥+✐*❝❤ ✐*+ ♠✐+ ❞❡, ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✼✻✮

*+✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ,❡*+❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤❧✉?❢♦❧❣❡,✉♥❣❡♥ 1❜❡,❡✐♥✳

✼✽



✸ ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡ ✉♥❞ ❑♦❧❧❛❜✐❡)❡♥❞❡ ❘0✉♠❡

❘❡❧❛2✐✈✐42✐4❝❤

✸✳✶ #❜❡&❢(❤&✉♥❣ ❞❡. ❚&❛♥.❧❛2✐♦♥.❢❡❧❞❡.

❏❡"③" ✇♦❧❧❡♥ ✇✐) ✉♥+ ❛♥+❡❤❡♥ ✇✐❡ +✐❝❤ ❞❛+ ❚)❛♥+❧❛"✐♦♥+❢❡❧❞ ✐♥ ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❑♦❧❧❛✲

❜✐❡)❡♥❞❡♥ ❘9✉♠❡♥ 9♥❞❡)"✳ ❲✐) ❜❡")❛❝❤"❡♥ ❡✐♥ ■♥❡)"✐❛❧+②+"❡♠ ❙✱ ✇❡❧❝❤❡+ ③✉♠ ❩❡✐"♣✉♥❦"

t = 0 ❞❛+ ♠♦♠❡♥"❛♥❡ ❘✉❤+②+"❡♠ ❡✐♥❡+ ❣❡)❛❞❧✐♥✐❣ ❣❧❡✐❝❤❢D)♠✐❣ ❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣"❡♥ ❇❡③✉❣+✲

+②+"❡♠+ ✐+"✱ ✇❡❧❝❤❡+ +✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤"✉♥❣ ❞❡) ♣♦+✐"✐✈❡♥ ❳✲❆❝❤+❡ ❜❡✇❡❣"✳ ■♥ ❙ )✉❤❡♥ ❞❛♥♥

③✉♠ ❩❡✐"♣✉♥❦" t = 0 ❛❧❧❡ ❘❛❦❡"❡♥✱ ✉♥❞ ✐♥ ❙ ❣✐❧" ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

a (x) =
c2

x

♦❤♥❡ ❞✐❡ ✈❡❦"♦)✐❡❧❧❡ ❙❝❤)❡✐❜✇❡✐+❡✱ ❞❛ +✐❝❤ ❞✐❡ ❘✐❝❤"✉♥❣ ❞❡) ❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♥✐❝❤" 9♥❞❡)"✳

❊✐♥♠❛❧ ❞✐✛❡)❡♥③✐❡)"

da = − c2

x2
· dx = − c4

x2
· 1

c2
· dx = −a2

c2
· dx ✭✶✽✶✮

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✽✶✮ ❡♥"❤9❧" ♥✉) ♥♦❝❤ ❧♦❦❛❧❡ ●)DO❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥✇❡+❡♥❤❡✐" ❡✐♥❡+ ❣❧♦❜❛❧❡♥

■♥❡)"✐❛❧+②+"❡♠+ ❙ ✐+" ♥✐❝❤" ♠❡❤) ❡)❢♦)❞❡)❧✐❝❤✳ ❙✐❡ ❜❡+❝❤)❡✐❜" ❞✐❡ 9♥❞❡)✉♥❣ ❞❡) ❇❡+❝❤❧❡✉✲

♥✐❣✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤✐♥)❡✐❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠❜❡)❡✐❝❤✳ ❉❛❤❡) ❞❡♥❦❡ ✐❝❤ ❞❛+ ■♥❡)"✐❛❧+②+"❡♠

❙ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❧♦❦❛❧❡♥ ■♥❡)"✐❛❧+②+"❡♠ ❙ ③✉+❛♠♠❡♥❣❡+❝❤)✉♠♣❢"✳

▲❛++❡♥ ✇✐) ❥❡"③" ❞❛+ ❯♥✐✈❡)+✉♠ ♠✐" ❞❡) ❙"9)❦❡ ε ❡①♣❛♥❞✐❡)❡♥✱ ❜③✇✳ ♠✐" ❞❡) ❙"9)❦❡

κ ❦♦❧❧❛❜✐❡)❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ③✉+9"③❧✐❝❤ ❛✉❢")❡"❡♥❞❡♥ ❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ❜❡)T❝❦+✐❝❤"✐❣❡ ✐❝❤ ✐♥

❞❡) ❋♦)♠

da =
1

9
· ε2 · dx ❢T) ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡ ❘9✉♠❡ ✭✶✽✷✮

da = −1

9
· κ2 · dx ❢T) ❑♦❧❧❛❜✐❡)❡♥❞❡ ❘9✉♠❡ ✭✶✽✸✮

❉✐❡+❡ ③✉+9"③❧✐❝❤ ❤✐♥③✉❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❇❡+❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ✇❡)❞❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❙"❛❜✐❧✐"9" ❞❡+ ❚)❛♥+✲

❧❛"✐♦♥+❢❡❧❞❡+ +"D)❡♥✳ ❯♠ ❥❡♥❡+ ❚)❛♥+❧❛"✐♦♥+❢❡❧❞ ③✉ ❡)❤❛❧"❡♥ ✇❡❧❝❤❡+ ✐♥ ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡♥

✉♥❞ ❑♦❧❧❛❜✐❡)❡♥❞❡♥ ❘9✉♠❡♥ +"❛❜✐❧ ✐+" ♠✉++ ✐❝❤ ❞❡♠ ❚)❛♥+❧❛"✐♦♥+❢❡❧❞ ❞❡) ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡✲

❧❛"✐✈✐"9"+"❤❡♦)✐❡✱ ❞✐❡ ❡♥"❣❡❣❡♥❣❡+❡"③"❡♥ ❇❡")9❣❡ ❤✐♥③✉ ❛❞❞✐❡)❡♥✳ ❙♦ ❡)❤❛❧"❡♥ ✇✐)

da = −a2

c2
· dx− 1

9
· ε2 · dx = −

(

a2

c2
+

ε2

9

)

· dx ❢T) ♥✉) ❊①♣❛♥❞✐❡)❡♥❞❡ ❘9✉♠❡ ✭✶✽✹✮

da = −a2

c2
· dx+

1

9
· κ2 · dx = −

(

a2

c2
− κ2

9

)

· dx ❢T) ♥✉) ❑♦❧❧❛❜✐❡)❡♥❞❡ ❘9✉♠❡ ✭✶✽✺✮

✼✾



❩✉❡#$% ❧'$❡♥ ✇✐# ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✽✹✮

da = −
(

a2

c2
+

ε2

9

)

· dx ♦❞❡#

da

1 +
9 · a2
ε2 · c2

= −1

9
· ε2 · dx

❖❞❡# ✐♥%❡❣#✐❡#%

∫ a

∞

da

1 +
9 · a2
ε2 · c2

= −
∫ x

0

1

9
· ε2 · dx

1

3
· c · ε

(

arctan

(

3 · a
c · ε

)

− π

2

)

= −1

9
· ε2 · x ♦❞❡# arctan

(

3 · a
c · ε

)

= −1

3
· ε
c
· x+

π

2

a(x) =
1

3
· c · ε · tan

(

−1

3
· ε
c
· x+

π

2

)

✭✶✽✻✮

❢9# x = x0 $❡✐ −
1

3
·
ε

c
· x0 +

π

2
= 0 ♦❞❡# x0 = 3 ·

c

ε
·
π

2

♠✐% ❞❡# ❙✉❜$✐%✉%✐♦♥✿ x = x0 + x′
❢♦❧❣%

a(x) =
1

3
· c · ε · tan

(

−1

3
· ε
c
· (x0 + x′) +

π

2

)

=
1

3
· c · ε · tan

(

−1

3
· ε
c
· x′

)

✉♥❞ ✇✐❡❞❡# ♠✐% x ❛♥$%❛%% x′

a(x) = −1

3
· c · ε · tan

(

1

3
· ε
c
· x
)

✭✶✽✼✮

❉❛♠✐% ❤❛❜❡♥ ✇✐# ❞✐❡ ❇❡$❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡# ❘❛❦❡%❡♥ ❡#❢❛$$%✳ ❉❛$ ❋❡❧❞ ❤❛% ❞❛$ ✉♠❣❡❦❡❤#%❡

❱♦#③❡✐❝❤❡♥✳ ❋9# ❞❛$ ❚#❛♥$❧❛%✐♦♥$❢❡❧❞ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ♠✐% ❦♦♥$%❛♥%❡# ❙%I#❦❡ ❡①♣❛♥❞✐❡✲

#❡♥❞❡♥ ❘I✉♠❡♥ ❣✐❧% ❛❧$♦

a(r) =
1

3
· c · ε · tan

(

1

3
· ε
c
· r
)

✭✶✽✽✮

■❝❤ ❤❛❜❡ r ❛♥$%❛%% x ❜❡♥✉%③%✱ ❞❛ ✈♦♠ ◆✉❧❧♣✉♥❦% ❛✉$❣❡$❡❤❡♥✱ ❛❧❧❡ ❘❛✉♠#✐❝❤%✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤✲

❜❡#❡❝❤%✐❣% $✐♥❞✳

✽✵



❏❡"③" ❧%&❡♥ ✇✐* ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✽✺✮

da = −
(

a2

c2
− κ2

9

)

· dx ♦❞❡*

da
(

1−
9 · a2
κ2 · c2

) =
1

9
· κ2 · dx

da
(

1−
9 · a2
κ2 · c2

) =

1

2
· da

(

1−
3 · a
κ · c

)+

1

2
· da

(

1 +
3 · a
κ · c

) =
1

9
· κ2 · dx

∫ 1

2
· da

(

1−
3 · a
κ · c

)+

∫ 1

2
· da

(

1 +
3 · a
κ · c

) =

∫

1

9
· κ2 · dx

❉❛ κ < 0 ✐&" &❝❤*❡✐❜❡ ✐❝❤ κ = −|κ| ❢❡*♥❡* ❣✐❧" 0 ≤ a ❞❛♠✐" 0 ≤
3 · a
|κ| · c

∫ 1

2
· da

(

1−
3 · a
|κ| · c

)+

∫ 1

2
· da

(

1 +
3 · a
|κ| · c

) =

∫

1

9
· κ2 · dx

❢<* ❞❛& ③✇❡✐"❡ ■♥"❡❣*❛❧ ❣✐❧"✿

∫ 1

2
· da

(

1 +
3 · a
|κ| · c

) =
1

6
· c · |κ| · ln

(

1 +
3 · a
|κ| · c

)

+ C

❢<* ❞❛& ❡*&"❡ ■♥"❡❣*❛❧

∫ 1

2
· da

(

1−
3 · a
|κ| · c

) =

∫

1

9
· κ2 · dx

♠❛❝❤❡♥ ✇✐* ③✇❡✐ ❋❛❧❧✉♥"❡*&❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥

✶✳❋❛❧❧✿ 0 < 1−
3 · a
|κ| · c ♦❞❡* 0 ≤ a <

1

3
· c · |κ|

✽✶



❉❛❞✉$❝❤ ❦(♥♥❡♥ ✇✐$ ❞✐❡ ■♥.❡❣$❛❧❣$❡♥③❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡$♠❛5❡♥ 6❡.③❡♥✿

∫

a

0

1

2
· da

(

1−
3 · a
|κ| · c

)+

∫

a

0

1

2
· da

(

1 +
3 · a
|κ| · c

) =

∫

x

0

1

9
· κ2 · dx =

1

9
· κ2 · x

−1

6
· c · |κ| · ln

(

1−
3 · a
|κ| · c

)

+
1

6
· c · |κ| · ln

(

1 +
3 · a
|κ| · c

)

=
1

9
· κ2 · x

a (x) =
1

3
· |κ| · c · e

2
3
·
|κ|
c
·x − 1

e
2
3
·
|κ|
c
·x + 1

=
1

3
· κ · c · e

2
3
·
κ
c
·x − 1

e
2
3
·
κ
c
·x + 1

a (x) =
1

3
· κ · c · tanh

(

1

3
· κ
c
· x
)

❉❛ ❢8$ x = 0 a = 0 ✐!" !♣✐❡❧" ❞✐❡ ❘✐❝❤"✉♥❣ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ✉♥❞ ✇✐0 ❤❛❜❡♥ ❤✐❡0 ❡✐♥❡

❑✉❣❡❧!②♠♠❡"0✐❡✳ ❉❡!✇❡❣❡♥ !❝❤0❡✐❜❡ ✐❝❤ r ❛♥!"❛"" x✳ ❇❡09❝❦!✐❝❤"✐❣❡♥ ✇✐0 ♥♦❝❤ ❞❛!! ❞❛!

❋❡❧❞ ❞❛! ✉♠❣❡❦❡❤0"❡ ❱♦0③❡✐❝❤❡♥ ❤❛" !♦ ❡0❤❛❧"❡♥ ✇✐0

a (r) = −1

3
· κ · c · tanh

(

1

3
· κ
c
· r
)

✭✶✽✾✮

✷✳❋❛❧❧✿ 0 > 1−
3 · a
|κ| · c ♦❞❡0

1

3
· c · |κ| < a

❋90 ❞✐❡ ●0❡♥③❡♥ ❦E♥♥❡♥ ✇✐0 ❞❛♥♥ !❡"③❡♥

∫

a

∞

1

2
· da

(

1−
3 · a
|κ| · c

)+

∫

a

∞

1

2
· da

(

1 +
3 · a
|κ| · c

) =

∫

x

0

1

9
· κ2 · dx =

1

9
· κ2 · x

−

∫

a

∞

1

2
· da

(

3 · a
|κ| · c− 1

)+

∫

a

∞

1

2
· da

(

3 · a
|κ| · c+ 1

) =
1

9
· κ2 · x

−1

6
· c · |κ| · ln

(

3 · a
|κ| · c− 1

)

+ lim
a→∞

1

6
· c · |κ| · ln

(

3 · a
|κ| · c− 1

)

+

+
1

6
· c · |κ| · ln

(

3 · a
|κ| · c+ 1

)

− lim
a→∞

1

6
· c · |κ| · ln

(

3 · a
|κ| · c+ 1

)

=
1

9
· κ2 · x

✽✷



1

6
· c · |κ| · ln











3 · a
|κ| · c+ 1

3 · a
|κ| · c− 1











+ lim
a→∞

1

6
· c · |κ| · ln











3 · a
|κ| · c− 1

3 · a
|κ| · c+ 1











=
1

9
· κ2 · x

1

6
· c · |κ| · ln











3 · a
|κ| · c+ 1

3 · a
|κ| · c− 1











=
1

9
· κ2 · x ♦❞❡# a (x) =

1

3
· c · |κ| · e

2
3
·
|κ|
c
·x + 1

e
2
3
·
|κ|
c
·x − 1

a (x) = −1

3
· c · κ · e

−
2
3
·
κ
c
·x + 1

e−
2
3
·
κ
c
·x − 1

= −1

3
· c · κ ·

1 + e
2
3
·
κ
c
·x

1− e
2
3
·
κ
c
·x
=

1

3
· c · κ ·

e
2
3
·
κ
c
·x + 1

e
2
3
·
κ
c
·x − 1

a (x) =
1

3
· c · κ · coth

(

1

3
· κ
c
· x
)

❉❛& ❋❡❧❞ ❡#❤❛❧*❡♥ ✇✐# ✇✐❡❞❡# ❞✉#❝❤ ❞✐❡ ▼✉❧*✐♣❧✐❦❛*✐♦♥ ♠✐* ♠✐♥✉& ❡✐♥&✳

a (x) = −1

3
· c · κ · coth

(

1

3
· κ
c
· x
)

✭✶✾✵✮

❲✐❡ ❞❛& ❚#❛♥&❧❛*✐♦♥&❢❡❧❞ ❞❡# ❙❘❚ ❤❛❜❡♥ ✇✐# ❤✐❡# ❦❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧&②♠♠❡*#✐❡ ❞❛❤❡# ❜❡♥✉*③❡♥

✇✐# x ❛♥&*❛** r✳
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dR

dt

a = −
γ ·M
R2

v = −
√

2 · γ ·M
R

dR

dt
= −

√

2 · γ ·M
R



u = −
dR

dt
a =

γ ·M
R

dR

dt

dR

dt



❞❡" #❤②&✐❦ ❞❡& &)❛)✐♦♥-"❡♥ ❇❡③✉❣&&②&)❡♠&✳ ❯♠ ❞✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛)✐✈✐)-)&)❤❡♦"✐❡ ❜❡&&❡"

③✉ ❞❡✉)❡♥ &❡❤❡♥ ✇✐" ✉♥& ❞❛& ❚"❛♥&❧❛)✐♦♥&❢❡❧❞ ♥♦❝❤♠❛❧ ❛♥✳ ❙)❡❧❧❡♥ ✇✐" ✉♥& ✈♦" ✇✐" ✇?"❞❡♥

✉♥&❡" ▲❡❜❡♥ ✐♥ ♠✐) ❦♦♥&)❛♥) ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤♠-A✐❣ ❜❡&❝❤❧❡✉♥✐❣)❡♥ ❘❛❦❡)❡♥ ✈❡"❜"✐♥❣❡♥✳ ❲✐"

✇?"❞❡♥ ✉♥)❡" ✉♥& ❡✐♥❡ ❋❧-❝❤❡♥&✐♥❣✉❧❛"✐)-) &❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❑"❛❢)❢❡❧❞ ❣❡♠-A ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣

a = −
c2

x
❣❡♥❡"✐❡")✳ ❲❡✐)❡" ✇?"❞❡♥ ✇✐" ❢❡&)&)❡❧❧❡♥ ❞❛&& ▲✐❝❤)&)"❛❤❧❡♥ &)❡)& ❑"❡✐&❜❛❤♥❡♥

❜❡&❝❤"❡✐❜❡♥✳ #❤②&✐❦❡" ✇?"❞❡♥ ❞✐❡&❡♠ ❑"❛❢)❢❡❧❞ ❡✐♥❡♥ ◆❛♠❡♥ ❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦"✐❡

❡"&)❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❞❛& ✈❡"❤❛❧)❡♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤) ✉♥❞ ▼❛)❡"✐❡ ✐♥ ❞✐❡&❡♠ ❋❡❧❞ ❜❡&❝❤"❡✐❜)✳ ❆❧❧❡"❞✐♥❣&

❣✐❜) ❡& ❛✉❝❤ ❞❛& ❣❧♦❜❛❧❡ ■♥❡")✐❛❧&②&)❡♠ ✇❡❧❝❤❡& ❦❡✐♥ ❋❡❧❞ &♦♥❞❡"♥ ❡✐♥❡ ❜❡&❝❤❧❡✉♥✐❣)❡

❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❘❛❦❡)❡♥ &✐❡❤)✳ ❉❛& ❣❧♦❜❛❧❡ ■♥❡")✐❛❧&②&)❡♠ ❜❡&❝❤"❡✐❜) ❛❧❧❡& ♠✐) ❍✐❧❢❡ ❞❡"

❙♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛)✐✈✐)-)&)❤❡♦"✐❡✳ ❊& ❣✐❧) ❛❧&♦ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ &♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛)✐✈✐)-)&)❤❡♦"✐❡ ❢?" ❦♦❧✲

❧❛❜✐❡"❡♥❞❡ ❘-✉♠❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡❛❝❤)❡ ❛❜❡"✱ ❡❣❛❧ ✇✐❡ ❞✐❡&❡ ♥❡✉❡ ❚❤❡♦"✐❡ ❛✉&❢-❧❧)✱ ❞✐❡

❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛)✐✈✐)-)&)❤❡♦"✐❡ ✇✐"❞ ♥✐❝❤) ♥✉" ✇❡✐)❡"❤✐♥ ❜❡&)❛♥❞ ❤❛❜❡♥✱ &✐❡ ✇✐"❞ &♦❣❛"

♥♦)✇❡♥❞✐❣ &❡✐♥✳ ❉❡♥♥ &✐❡ ❜❡&❝❤"❡✐❜) ❞✐❡ #❤②&✐❦ ❞✐❡&❡& ❇❡③✉❣&&②&)❡♠& ✉♥❞ ✐&) &♦♠✐) ❢?"

❞✐❡ ✈♦❧❧&)-♥❞✐❣❡ ❇❡&❝❤"❡✐❜✉♥❣ ❞❡" #❤②&✐❦ ✉♥❡"❧-&&❧✐❝❤✳ ●❡♥❛✉&♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦"✐❡

❢?" ❞❛& ❚"❛♥&❧❛)✐♦♥&❢❡❧❞ ❡"✜♥❞❡♥ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❣?❧)✐❣ ✇-"❡✱ ✉♥❛❜❤-♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ✇✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥)

❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛)✐✈✐)-)&)❤❡♦"✐❡ ❧❡)③)❡♥❞❧✐❝❤ ✐&)✳

✽✻



a′′0 = −c2 ·
1

∆τ0
·
dτ0

dx′′





✺✳✷ ❆❜%❝❤()③✉♥❣ .❜❡0 ❞✐❡ ❊①♣❛♥%✐♦♥ ❞❡% ❯♥✐✈❡0%✉♠%

❋!" ❦♦❧❧❛❜✐❡"❡♥❞❡ ❘-✉♠❡ ❤❛11❡♥ ✇✐"

κ =

√

24 · π · γ ·M
V0

=

√

24 · π · γ ·M · c2
c2 · V0

=

√

24 · π · γ · Eruhe

c2 · V0

κ =

√

24 · π · γ
c2

· ρruhe ❣❡❢✉♥❞❡♥✳

❋!" ❞✐❡ ✺✳ ❲❡❝❤9❡❧✇✐"❦✉♥❣ 9❡1③❡ ✐❝❤ 9②♠♠❡1"✐9❝❤ ❛♥✳

ε =
√

k · ρStrahlung ✭✶✾✷✮

❉❡" ❆♥9❛1③ ✐91 ❛❧9♦✱ ❞❛99 ❞✐❡ ❊""❡❣✉♥❣ ❞❡" ❊①♣❛♥9✐♦♥ ✈♦♥ ❞❡" ❉✐❝❤1❡ ❞❡" ❡❧❡❦1"♦♠❛❣♥❡✲

1✐9❝❤❡♥ ❙1"❛❤❧✉♥❣ ❤❡""!❤"1✳ k ✐91 ❤✐❡"❜❡✐ ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ③✉ ❜❡91✐♠♠❡♥❞❡ ❑♦♥91❛♥1❡✳ ■♥9❜❡✲

9♦♥❞❡"❡ ❢♦❧❣1 ❛✉9 ❞✐❡9❡♠ ❆♥9❛1③ ❢!" ❞✐❡ ❊①♣❛♥9✐♦♥ ❞❡9 ❯♥✐✈❡"9✉♠9

εu =
√

k · ρH ❞❛❜❡✐ ✐91 ρH ❞✐❡ ❊♥❡"❣✐❡❞✐❝❤1❡ ❞❡" ❍✐♥1❡"❣"✉♥❞91"❛❤❧✉♥❣ ✭✶✾✸✮

❋!" ❞✐❡ ❤♦♠♦❣❡♥ ❡①♣❛♥❞✐❡"❡♥❞❡ ❘-✉♠❡ ❣✐❧1✿

dR

dt
=

1

3
· ε ·R

❋!" ❞✐❡ ❍✉❜❜❧❡✲❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❣✐❧1 v = H ·R

❙❡1③❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ 9♦ ❡"❤❛❧1❡♥ ✇✐" ❢!" ❞✐❡ ❊①♣❛♥9✐♦♥ ❞❡9 ❯♥✐✈❡"✲

9✉♠9

εu = 3 ·H ✭✶✾✹✮

♦❜❡♥ ❡✐♥❣❡9❡1③1 ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡" ❑♦♥91❛♥1❡♥ ❦ ❛✉❢❣❡❧S91 ❡"❣✐❜1✿

k =
9 ·H2

ρH
✭✶✾✺✮

9❡1③❡♥ ✇✐" H = 70 · km

s ·Mpc
= 70 · 1000 ·m

s · 106 · 3 · 1016 ·m ≈ 2.3 · 10−18 · s−1

❉❛♠✐1 ❢♦❧❣1 εu ≈ 7 · 10−18 · s−1
✭✶✾✻✮

❉✐❡ ❦♦9♠✐9❝❤❡ ❍✐♥1❡"❣"✉♥❞91"❛❤❧✉♥❣ ❤❛1 ❡✐♥❡ U❤♦1♦♥❡♥❞✐❝❤1❡ ✈♦♥ ❡1✇❛ 410 · Photonon
cm3 ✳

❘❡❝❤♥❡♥ ✇✐" ♠✐1 ❞❡" ❲❡❧❧❡♥❧-♥❣❡ λ = 1mm ❡"❤❛❧1❡♥ ✇✐" ❢!" ❡✐♥③❡❧♥❡9 U❤♦1♦♥ ❞✐❡ ❊♥❡"❣✐❡

E = h · ν =
h · c
λ

=
6.6 · 10−34 · Js · 3 · 108 · m

s

1 · 10−3 ·m ≈ 2 · 10−22 J

Photon

✽✾



❋!" ❞✐❡ ❊♥❡"❣✐❡❞✐❝❤+❡ ❞❡" ❦♦.♠✐.❝❤❡♥ ❍✐♥+❡"❣"✉♥❞.+"❛❤❧✉♥❣ ❡"❤❛❧+❡♥ ✇✐" ❞❛♥♥ ❡+✇❛

ρH ≈ 410 · Photonen

cm3
· 2 · 10−22 J

Photon
≈ 8.2 · 10−14 · J

m3

❉❛♠✐+ ❡"❤❛❧+❡♥ ✇✐" ❢!" ❞✐❡ ❑♦♥.+❛♥+❡ ❦

k ≈ 9 · (2.3 · 10−18 · s−1)
2

8.2 · 10−14 · J
m3

≈ 5.8 · 10−22 · m3

s2 · J ✭✶✾✼✮

❆✉. ❞❡♠ ❆♥.❛+③ ❊❧❡❦+"♦♠❛❣♥❡+✐.❝❤❡ ❙+"❛❤❧✉♥❣ ✇@"❡ ❞✐❡ ◗✉❡❧❧❡ ❞❡" ✺✳ ❲❡❝❤.❡❧✇✐"❦✉♥❣✱

❢♦❧❣+ ❥❛✱ ❞❛.. ❞✐❡ ❙+❡"♥❡ ❛✉G❡" ❞❡" ❙❝❤✇❡"❦"❛❢+ ❛✉❝❤ ❩❡♥+"❡♥ ❞❡" ✺✳❲❡❝❤.❡❧✇✐"❦✉♥❣ .✐♥❞✳

❯♠ ❞✐❡.❡ ❑"❛❢+ ❛❜③✉.❝❤@+③❡♥ ❣❡❤❡ ✐❝❤ ✈♦♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉.✳ ❇❡+"❛❝❤+❡♥ ✇✐" ❡✐♥❡♥

❙+❡"♥ ♠✐+ ❞❡" ❙+"❛❤❧✉♥❣.❧❡✐.+✉♥❣ L ✳ ■♥♥❡"❤❛❧❜ ❞❡. ❩❡✐+✐♥+❡"✈❛❧❧. ∆t ✈❡"❧@..+ ❞❛♥♥ ❞✐❡

❖❜❡"✢@❝❤❡ ❞❡. ❙+❡"♥❡. ❞✐❡ ❊♥❡"❣✐❡ E = L ·∆t✳ ❉❛ .✐❝❤ ❞✐❡ ❙+"❛❤❧✉♥❣ ♠✐+ ▲✐❝❤+❣❡.❝❤✇✐♥✲

❞✐❣❦❡✐+ ❛✉.❜"❡✐+❡+✱ ❡""❡✐❝❤+ .✐❡ ✐♥ ❞✐❡.❡♠ ❩❡✐+✐♥+❡"✈❛❧❧ ❞❡♥ ❘❛❞✐✉. R = c · ∆t ✳ ❋!" ❞✐❡

❊①♣❛♥.✐♦♥.❞✐❝❤+❡ .❡+③❡ ✐❝❤ ✇✐❡❞❡" ❛♥

εs =
√

k · ρH =

√

k · E
V

=

√

k · L ·∆t
4
3
· π ·R3

=

√

k · L ·R
4
3
· π ·R3 · c

εs =

√

3 · k · L
4 · π · c · 1

R
✭✶✾✽✮

❇❡③✐❡❤❡♥ ✇✐" ✉♥. ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✱ .♦ ❢♦❧❣+ ♠✐+ ❞❡" ❙♦♥♥❡♥❧❡✉❝❤+❦"❛❢+ L = 3.8 · 1026 ·W

εSonne ≈ 1.3 · 10−2m

s
· 1
R

✭✶✾✾✮

❉✐❡ ❊①♣❛♥.✐♦♥.❞✐❝❤+❡ εSonne .✐♥❦+ ❛✉❢ ❞✐❡ ●"XG❡ εu ❜❡✐ ❞❡♠ ❆❜.+❛♥❞

εSonne = εu ❜❡✐ ❞❡♠ ❆❜.+❛♥❞ R =
1.3 · 10−2

7 · 10−18 · s−1
· m
s

= 1.9 · 1015m

❉✐❡ ❞✉"❝❤ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡♥.+"❛❤❧✉♥❣ ✈❡"✉".❛❝❤+❡ ❊①♣❛♥.✐♦♥ ❞❡. ❘❛✉♠❡. ✐.+ ❛❧.♦ ✐♥♥❡"❤❛❧❜ ❞❡.

❙♦♥♥❡♥.②.+❡♠. ❣"XG❡" ❛❧. ❞✐❡ ❣"♦G"@✉♠✐❣❡ ❊①♣❛♥.✐♦♥ ❞❡. ❯♥✐✈❡".✉♠.✳ ❙❡+③❡♥ ✇✐" ❞✐❡.

✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✼✽✮ ❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡♥✉+③❡♥ ξ = 1.3 · 10−2m
s

dR2

dt2
=

1

9
· ξ

2

R
− 1

6
· ξ ·

√

2 · γ ·M
R3

− γ ·M
R2

♠✐+ R0 <

(

18 · γ ·M
ε2

) 1
3

✾✵



✻ ❆♥❤❛♥❣

✾✶
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⋅c
2
t
2

x
2

⋅uy ――――――――――――――――――

−+⋅⋅αx t
⎛
⎜
⎝
−1 ―――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⋅ux
⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

⋅――
⋅c

2
t

x

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

⋅x
‾‾‾‾‾‾‾‾‾
−1 ―――

⋅c
2
t
2

x
2

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

2

⋅⋅dt
2
c
2
――――

−x ⋅ux t

−x
2

⋅c
2
t
2
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＝α''y ――――――――――――――――――――――――――――

++⋅⋅αy
⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

⎛
⎜
⎝
−1 ―――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⋅⋅αx ――
⋅uy t

x

⎛
⎜
⎝
−1 ―――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⋅⋅⋅uy ―
c

x

⎛
⎜⎝

−―
ux

c
――
⋅c t

x

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

3

�������		＝α''y ++⋅αy ――――

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

2
⋅αx ――――――

⋅――
⋅uy t

x

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

3
――――――

⋅⋅uy ―
c
2

x

⎛
⎜
⎝

−―
ux

c
2

―
t

x

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

2

＝α''y ++⋅αy ――――

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

2
⋅αx ――――――

⋅――
⋅uy t

x

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅c
2
t
2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

3
―――――――

⋅⋅⋅uy ―
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2

x''

⎛
⎜
⎝

−―
ux

c
2

―
t

x

⎞
⎟
⎠
―
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x

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠
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⎛
⎜
⎝
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2
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2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

2
⋅αx ――――――

⋅――
⋅uy t

x

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅c
2
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2

x
2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠

3
⋅ax'' ―――――――――

⋅⋅uy
⎛
⎜
⎝

−―
ux

c
2

―
t

x

⎞
⎟
⎠

‾‾‾‾‾‾‾‾
−1 ――

⋅c
2
t
2

x
2

⎛
⎜⎝
−1 ――

⋅ux t

x

⎞
⎟⎠
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⎠

⎛
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⎟
⎠

2
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⋅――
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⎛
⎜
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2
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2

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝
−1 ――

⋅ux v

c
2

⎞
⎟
⎠

3
⋅ax'' ―――――――

⋅⋅uy
⎛
⎜
⎝
――
−ux v

c
2

⎞
⎟
⎠

‾‾‾‾‾‾
−1 ―
v
2

c
2

⎛
⎜
⎝
−1 ――
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c
2

⎞
⎟
⎠
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❆♥❤❛♥❣ ✶

■♥ ❥❡❞❡♠ ❡❧❡♠❡♥'❛)❡♥ *❤②-✐❦❜✉❝❤ ✜♥❞❡' ♠❛♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢8) ❞✐❡ ●)❛✈✐'❛'✐✲

♦♥-❜❡-❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡) ❩❡♥')❛❧♠❛--❡ M ✳

−−→
a(r) = −γ M

r2
· −→er ✭✷✵✵✮

▲BC' ♠❛♥ ❡✐♥❡ *)♦❜❡♠❛--❡ m ✐♠ ❋❡❧❞ ❞✐❡-❡) ❩❡♥')❛❧♠❛--❡ M ③✉♠ ❩❡✐'♣✉♥❦' t = 0 ✈♦♥

❞❡) ❑♦♦)❞✐♥❛'❡ r0 ❛✉- ♠✐' ❞❡) ❆♥❢❛♥❣-❣❡-❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐' v0 = 0 ❢)❡✐ ❢❛❧❧❡♥ -♦ ❡)❤B❧' ♠❛♥

❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧- ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇8❝❤❡)♥ ③✉ ✜♥❞❡♥ ✐-'✳

−−→
v(r) = −

√

2 γ M

r
− 2 γ M

r0
· −→er ✭✷✵✶✮

❊✐♥❡ ✇❡✐'❡)❡ ■♥'❡❣)❛'✐♦♥ ❢8❤)' ✉♥- ❞❛♥♥ ③✉ ❞❡) ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ r(t) ❉❛)-'❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡ ♥✐❝❤' ♠❡❤)

-♦ ❤B✉✜❣ ❛♥③✉')❡✛❡♥ ✐-'✳

r(t) = r0 · cos





√

2 γ M

r30
· t−

√

r(t)

r0
·
√

1− r(t)

r0





2

✭✷✵✷✮

❲✐) -❡❤❡♥ ❤✐❡) ❞❛-- ❡✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐'❡ ❉❛)-'❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ r(t) ♥✐❝❤' ♠Q❣❧✐❝❤ ✐-' ✉♥❞ ❞❛❤❡) r(t)
♥✉♠❡)✐-❝❤ ❜❡)❡❝❤♥❡' ✇❡)❞❡♥ ♠✉C ✳ ❉♦❝❤ ❞✐❡-❡) ❯♠-'❛♥❞ ✐-' -❡❤) ✉♥❜❡❢)✐❡❞✐❣❡♥❞✳ ❲❡♥♥

❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✵✵✮ ✉♥❞ ✭✷✵✶✮ -♦ ❣)✉♥❞❧❡❣❡♥❞ -✐♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡)♠✉'❡♥✱ ❞❛-- -✐❝❤

r(t) ③✉♠✐♥❞❡-'❡♥- ❤❛)♠♦♥✐-❝❤❡ -❝❤)❡✐❜❡♥ ❧B--'✳ ■❝❤ ③❡✐❣❡ ③✉❡)-' ❞❛-- ♠❛♥ ✐♥ ❞❡) ❚❛'

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✵✷✮ ❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡)♠❛C❡♥ -❝❤)❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥ ✿

r(t) = r0 · cos
(

∫ t

0

√

2 γ M

r20 r(t′) + r0 r(t′)2
dt′

)

✶✶✹



❙❡✐ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✵✷✮ .❝❤♦♥ ❜❡✇✐❡.❡♥✳ ❙❡3③❡♥ ✇✐5 α =

√

2 γ M

r30
· t−

√

r(t)

r0
·

√

1−
r(t)

r0

.♦ ❜❡❦♦♠♠❡♥ ✇✐5 r(t) = r0 · cos (α)2

❆♥"❛$③✿ cos (α)2 = cos (β) ✭✷✵✸✮

❉❡♥♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ α ❧<..3 .✐❝❤ ❡✐♥ β ❞❡5❛53 ✜♥❞❡♥ .♦ ❞❛.. ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✵✸✮ ❣✐❧3✳ ❊. ❣✐❧3 ♥✉♥

❞✐❡.❡. β ③✉ ❜❡.3✐♠♠❡♥✳

β = arccos
(

cos (α)2
)

❙✉❜"✐$✉$✐♦♥✿ x = cos (α)2

β = arccos (x) =

∫ 1

x

1
√

1− y2
dy ❧❛✉3 ❉❡✜♥✐3✐♦♥ ✈♦♥ ❆5❦✉.❝♦.✐♥✉.✳

❙✉❜"✐$✉$✐♦♥✿ y = cos (u)2 dy = −2 · sin (u) · cos (u) · du

■♥3❡❣5❛3✐♦♥.❣5❡♥③❡♥✿ y = 1 ⇒ u = 0 ✉♥❞ y = x ♠✐3 cos (u)2 = cos (α)2 ⇒ u = α

β =

∫ 0

α

−2 · sin (u) · cos (u)
√

1− cos (u)4
du =

∫ α

0

2 · sin (u) · cos (u)
√

(

1− cos (u)2
)

·
(

1 + cos (u)2
)

du

β =

∫ α

0

2 · cos (u)
√

(

1 + cos (u)2
)

du ❙✉❜"✐$✉$✐♦♥✿ u =

√

2 γ M

r30
· t′ −

√

r(t′)

r0
·
√

1− r(t′)

r0

■♥$❡❣/❛$✐♦♥"❣/❡♥③❡♥✿ u = 0 ⇒ t′ = 0 ✉♥❞ u = α ⇒ t′ = t

✇♦❜❡✐ u =

√

2 γ M

r30
· t′ −

√

r(t′)

r0
·
√

1− r(t′)

r0
= α =

√

2 γ M

r30
· t−

√

r(t)

r0
·
√

1− r(t)

r0

❜❡♥✉3③3 ✇✉5❞❡✳ ❙❡3③❡♥ ✇✐5 ❛❧❧❡. ❡✐♥ .♦ ❢♦❧❣3 ❢E5 β

β =

∫ t

0

2 ·

√

r(t′)

r0
√

1 +
r(t′)

r0

·
1

2
·

√

2 γ M

r0 r(t′)2
· dt′ =

∫ t

0

√

2 γ M

r20 r(t′) + r0 r(t′)2
dt′ ✭✷✵✹✮

❉❛♠✐3 ❢♦❧❣3 ❛✉. ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✷✵✸✮ ✉♥❞ ✭✷✵✹✮

❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✻✼✮ r(t) = r0 · cos





∫ t

0

√

2 γ M

r20 r(t′) + r0 r(t′)2
dt′
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✻✳✻ ❆♥❤❛♥❣ ✻

❇❡"❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡" ❩❡✐+❡♥ t01 ✱ t02 ✱ t11 ✉♥❞ t12 ❱♦♥ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛+❡ r0 ✇✐"❞ ③✉♠ ❩❡✐+♣✉♥❦+

t = 0 ❡✐♥ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ L0 ③✉ ❞❡" ❑♦♦"❞✐♥❛+❡ r1 ❣❡7❝❤✐❝❦+✳ ❉❡" ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ L0 ❡""❡✐❝❤+ r1
③✉♠ ❩❡✐+♣✉♥❦+ t01✳ ❋<" ❞❡♥ ❩❡✐+♣✉♥❦+ t = t01 ❣✐❧+✿

x0 + x · t01 =
c2

ax1

·
(√

1 +
a2x1

· t201
c2

− 1

)

+ x1

♥❛❝❤ t01 ❛✉❢❣❡❧?7+ ❡"❣✐❜+✿

t01 =
1

2
· c

ax1

·













1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

) −
(

1− ax1 ·∆x

c2

)













❋<" ❞❡♥ "❡✢❡❦+✐❡"+❡♥ ▲✐❝❤+7+"❛❤❧ ❣✐❧+ ③✉♠ ❩❡✐+♣✉♥❦+ t = t02

x0 + c · t01 − c · (t02 − t01) =
c2

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t202
c2

− 1

)

+ x0

2 · c · t01 − c · t02 =
c2

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t202
c2

− 1

)

♦❞❡" 1 + 2 · ax0 · t01
c

− ax0 · t02
c

=

√

1 +
a2x0

· t202
c2

((

1 + 2 · ax0 · t01
c

)

− ax0 · t02
c

)2

= 1 +
a2x0

· t202
c2

◗✉❛❞"✐❡"❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐+❡ ✉♥❞ ❧?7❡♥ ♥❛❝❤ t02 ❛✉❢ 7♦ ❡"❤❛❧+❡♥ ✇✐"

t02 =
1

2
· c

ax0













(

1 + 2 · ax0 · t01
c

)

−
1

(

1 + 2 ·
ax0 · t01

c

)













♠✐+ ❞❡" ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢<" t01 ❢♦❧❣+ ❞❛♥♥

t02 =
1

2
· c

ax0

·









1 +
ax0
ax1

·
(

1

1−
ax1 ·∆x

c2

− 1−
ax1 ·∆x

c2

1

)

1
− 1

1 +
ax0
ax1

·
(

1

1−
ax1 ·∆x

c2

− 1−
ax1 ·∆x

c2

1

)









✶✶✻



❱♦♥ ❞❡% ❑♦♦%❞✐♥❛)❡ r1 ✇✐%❞ ③✉♠ ❩❡✐)♣✉♥❦) t = 0 ❡✐♥ ▲✐❝❤)4)%❛❤❧ L1 ③✉ ❞❡% ❑♦♦%❞✐♥❛)❡

r0 ❣❡4❝❤✐❝❦)✳ ❉❡% ▲✐❝❤)4)%❛❤❧ L1 ❡%%❡✐❝❤) r0 ③✉♠ ❩❡✐)♣✉♥❦) t11✳ ❋:% ❞❡♥ ❩❡✐)♣✉♥❦) t = t11
❣✐❧) ❞❛♥♥ ✐♥ ❙✿

x1 − c · t11 =
c2

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t211
c2

− 1

)

+ x0

♥❛❝❤ t11 ❛✉❢❣❡❧>4) ❡%❣✐❜)✿

t11 =
1

2
· c

ax0

·













(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

1
− 1
(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)













❉❡♥ ▲✐❝❤)4)%❛❤❧ L1 ❞❡♥❦❡♥ ✇✐% ✉♥4 ❛♥ ❞❡% ❑♦♦%❞✐♥❛)❡ r0 %❡✢❡❦)✐❡%)✳ L1 ♠>❣❡ ③✉♠ ❩❡✐)✲

♣✉♥❦) t12 ✇✐❡❞❡% ❛♥ ❞❡% ❑♦♦%❞✐♥❛)❡ r1 ❛♥❦♦♠♠❡♥✳❉❛♥♥ ❣✐❧) ✐♥ ❙ ③✉♠ ❩❡✐)♣✉♥❦) t12✿

c2

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t211
c2

− 1

)

+ x0 + c · (t12 − t11) =
c2

ax1

·
(√

1 +
a2x1

· t212
c2

− 1

)

+ x1
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1
2
·

c
ax1

·













1


1−
ax1 ·∆x

c2
+

ax1
ax0

·





√

1+
a2x0

·t211
c2

−1



−
ax1 ·t11

c





2−



1−
ax1 ·∆x

c2
+

ax1
ax0

·





√

1+
a2x0

·t211
c2

−1



−
ax1 ·t11

c





2

1













❛✉4 x1 − c · t11 =
c2

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t211
c2

− 1

)

+ x0

❢♦❧❣) − ax1 ·∆x

c2
+

ax1

ax0

·
(√

1 +
a2x0

· t211
c2

− 1

)

= −ax1 · t11
c
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2
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1

1− 2 ·
ax1 · t11
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ax1 · t11
c

1
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2
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1 +
ax0 ·∆x
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)

1
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(

1 +
ax0 ·∆x
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✶✶✼



1− 2 ·
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= 1− ax1
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(

1 +
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)

1
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(

1 +
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)
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·
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)
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(

1+
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❛✉5 ●❧❡✐❝❤✉♥❣✭✽✽✮ ∆τx0 =
c

ax0

· ln



1 +
ax0

ax1

·





1
(

1− ax1 ·∆x

c2

) −
(

1− ax1 ·∆x

c2

)









❢♦❧❣7 ♠✐7 ❞❡$ ◆!❤❡$✉♥❣ ln (1 + ξ) ≈ ξ −
1

2
· ξ2 ❢9$ ξ ≪ 1

ax0 ·∆τx0
c

≈
ax0
ax1

·





1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)



−
1
2
·

a2x0
a2x1

·





1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)





2
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ax1 ·∆τx0
c

≈





1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)



−
1
2
·
ax0
ax1

·





1
(

1−
ax1 ·∆x

c2

)−

(

1−
ax1 ·∆x

c2

)





2

✉♥❞ ♠✐7

1
1−x

≈ 1 + x+ x2
✉♥❞

1
(1−x)2

≈ 1 + 2 · x+ 3 · x2
❢9$ x << 1

ax1 ·∆τx0

c
≈ 2 · ax1 ·∆x

c2
+

(

ax1 ·∆x

c2

)2

− 1

2
· ax0

ax1

· 4 ·
(

ax1 ·∆x

c2

)2
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ax1 ·∆τx0

c
≈ 2 · ax1 ·∆x

c2
−
(

ax1 ·∆x

c2

)2

= 2 · ax1 ·∆x

c2
·
(

1− ax1 ·∆x

2 · c2
)
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c
·
(

1− ax1 ·∆x

2 · c2
)
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· ln



1− ax1

ax0

·





(

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

− 1
(

1 +
ax0 ·∆x

c2
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❢♦❧❣1 ♠✐1 ❞❡4 ◆6❤❡4✉♥❣ ln (1 + ξ) ≈ ξ −
1

2
· ξ2 ❢74 ξ ≪ 1

ax1 ·∆τx1
c
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−
ax1
ax0

·





1+
ax0 ·∆x

c2
1

−
1

1+
ax0 ·∆x

c2



−
1
2
·

a2x1
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·





1+
ax0 ·∆x

c2
1

−
1

1+
ax0 ·∆x

c2





2



ax0 ·∆τx1

c
≈
(

1 +
ax0 ·∆x

c2

1
− 1

1 +
ax0 ·∆x

c2

)

+
1

2
· ax1

ax0

·
(

1 +
ax0 ·∆x

c2

1
− 1

1 +
ax0 ·∆x

c2

)2
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1
1+x

≈ 1− x+ x2
✉♥❞

1
(1+x)2

≈ 1− 2 · x+ 3 · x2
❢'( x << 1

ax0 ·∆τx1

c
≈ 2 · ax0 ·∆x

c2
−
(

ax0 ·∆x

c2

)2

+
1

2
· ax1

ax0

· 4 ·
(

ax0 ·∆x

c2

)2
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ax0 ·∆τx1

c
≈ 2 · ax0 ·∆x

c2
+

(

ax0 ·∆x

c2

)2

= 2 · ax0 ·∆x

c2
·
(

1 +
ax0 ·∆x

2 · c2
)
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c
·
(
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ax0 ·∆x
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)

✶✷✵


