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Streszczenie

Rozszerzono zewnetrzna metryke Schwarzschilda na przypadek wirujacej planety, ogranicza-
jac sie do odlegtosci od centrum odpowiednio wigkszych niz promien planety. Przedstawiono
trojwymiarowe rownania ruchu swobodnej czastki. Zapisano przyspieszenie swobodnie spa-
dajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo zakrzywionej czasoprzestrzeni dla ma-
tych predkosci w postaci wektorowej umozliwiajacej fizyczng interpretacje poszczegdlnych
cztonow. Wyznaczono wypadkowy moment obrotowy dziatajacy na czastke testowa powodu-
jacy precesj¢ jej momentu orbitalnego. Jako przyktad podano migdzy innymi wyrazenie dla
pierwszej predkosci kosmicznej w przypadku orbity kolowej w plaszczyznie rownikowe;.

Stowa kluczowe: ogolna teoria wzglednos$ci, metryka Schwarzschilda, metryka Kerra, réwna-
nia ruchu, przyspieszenie Coriolisa, anomalny obrét peryhelium Merkurego, precesja momen-
tu orbitalnego, precesja de Sittera, precesja Lensego-Thirringa, precesja Schiffa, satelita Gra-
vity Probe B

01. Wprowadzenie

Rozszerzymy zewnetrzng metryke Schwarzschilda na przypadek wirujacej planety, ogranicza-
jac sie do odlegtosci od centrum odpowiednio wigkszych niz promien planety. Przedstawimy
trojwymiarowe rdwnania ruch swobodnej czastki.

Zapiszemy przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujacg planete w przypadku sta-
bo zakrzywionej czasoprzestrzeni dla matych predkosci w postaci wektorowej umozliwiajacej
fizyczng interpretacj¢ poszczegdlnych czionow.

Wyznaczymy wypadkowy moment obrotowy m(r X a) dziatajacy na czastke testowa o masie
m powodujacy precesj¢ jej momentu orbitalnego.

Jako przyktady podamy miedzy innymi:

1. Wyrazenie dla pierwszej predkosci kosmicznej w przypadku orbity kotowej w ptaszczyznie
roéwnikowej.

2. Uproszczong posta¢ rownan ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawitacyjnym wiru-
jacej planety w zmiennych (t, 1, 0, ©).

3. Uproszczong posta¢ rownan ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawitacyjnym niewi-
rujacej planety w zmiennych (t, r, 0, ¢).

4. Wartos¢ predkosci rozchodzenia si¢ §wiatta wedtug metryki Schwarzschilda w przypadku
wirujacej planety.
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02. Zewnetrzna metryka Schwarzschilda w przypadku wirujacej planety [9]

Uktad nieprimowany obraca si¢ wraz
z planeta wzgledem uktadu primowa-
nego ze stala predkoscia katowa
skierowang wzdluz osi Z. Mamy
wigc @=¢ —wt'. Pozostale wspot-
rzedne w obu uktadach sg identyczne.
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Na podstawie formy metrycznej mozemy wyznaczy¢ sktadowe kowariantnego tensora metry-
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03. Symbole Christoffela pierwszego rodzaju [9]:
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05. Tréjwymiarowe réwnania ruchu swobodnej czastki [9]:
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo zakrzy-
wionej czasoprzestrzeni dla matych predkosci zapiszemy w postaci wektorowej umozliwiaja-

cej fizyczng interpretacje poszczegolnych cztonow.
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a, — przyspieszenie grawitacyjne,
a, — przyspieszenie odsrodkowe,
a. — przyspieszenie Coriolisa,
a, — przyspieszenie balistyczne,
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Ze wzgledu na pozorne osobliwosci na biegunach sferycznego uktadu wspotrzgdnych nalezy

zatozy¢,ze 00 1 O=m.
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo zakrzy-
wionej czasoprzestrzeni dla matych predkos$ci zapiszemy ponownie w postaci wektorowe;.
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Ponizej wyznaczymy wypadkowy moment obrotowy m(r X a), dzialajacy na czastke testowq
0 masie m, powodujacy precesj¢ jej momentu orbitalnego.
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Niezerowy wypadkowy moment obrotowy mozna przedstawi¢ w postaci sumy momentow
odpowiadajacych odpowiednio przyspieszeniom a, oraz a,

a, :(—2$@+rsinecos9d—®@j-ée—(2sin9$@+2rcos9d—e@j-é ,

dt dt dt dt dt dt dt dt) °

az=((;ersin9c039+Zwrsinecosed—(P €y — 2msin9g+2mrcoseﬁ e
dt dt dt

0"

Tylko drugi z tych momentoéw obrotowych zalezy od wartosci predkosci katowej » wirowa-
nia planety.
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06. Przyklad: Pierwsza predkos¢ kosmiczna dla orbity kolowej w plaszczyznie rowniko-
wej [10, 11]
Z zatozenia

r = const, Vr:g:O, 0=7m, Ve:rd—e:O, V‘P:rsineﬁzr@.
dt dt dt dt
Mamy wigc
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—G—2M+w2r+2w‘v""+w=0 oraz ——Glzvl+w2r—2w‘v""+‘ ” ‘=0.
r r r r

Wsrod czterech rozwigzan powyzszych rownan bedacych troymianami kwadratowymi wzgle-
dem |[v°®|, tylko dwa rozwigzania sg fizyczne.
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Predkos¢ v{ nalezy nadac rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, przyspieszenie
Coriolisa a., = 2m(v§” X m) skierowane jest wtedy radialnie od centrum zrodta pola. Predkosé
v; mnalezy nada¢ rakiecie wystrzelonej w kierunku zachodnim, przyspieszenie Coriolisa
a., = 2m(v§ X m) skierowane jest wtedy radialnie ku centrum Zrédta pola. Okres obiegu orbi-
ty w kierunku wschodnim jest wigkszy niz w kierunku zachodnim.

07. Przyklad: Uproszczona posta¢ rownan ruchu swobodnej czastki probnej w polu
grawitacyjnym wirujacej planety w zmiennych (t,r, 0, ¢) [9]
Dla r>>rg oraz v;,v;, v, 0’r’ <<c’ réwnania ruchu swobodnej czastki probnej redukuja

si¢ do
& GM do  (doY do)’
— =t ©’rsin’0 + 2o rsin“0— + r(—j +15in°0 (—]
dt r dt dt dt
) 2
d_26 = ’sinf cosO + 2 sind cosﬁd—(p _2drdd + sinf cosO [d_(p]
dt dt rdtdt dt
2
dt r dt dt rdtdt dt dt

Roéwnania te stanowig uproszczony opis efektow spowodowanych przyspieszeniami — grawi-
tacyjnym, odsrodkowym, Coriolisa oraz balistycznym.
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08. Przyklad: Uproszczona posta¢ rownan ruchu swobodnej czastki probnej w polu

grawitacyjnym niewirujgcej planety w zmiennych (t,r, 6, ¢) [9]
Kiedy planeta nie wiruje, rownania ruchu stajg si¢ jeszcze prostsze.

2 2 2
d_zr:_Glz\/[_H@ +15in°0 @ ,
dt r dt dt

d0  2drdo [d(pjz

—=————+ sin6 cosO
dt r dt dt

2
d'e 2 dr do 2te@d(p

C .
dt? r dt dt 8 dt dt

Z rownan tych wynika, ze swobodna czgstka probna porusza si¢ po orbicie eliptycznej
(w szczegblnoscei kotowej), orbitalny moment pedu (prostopadly do ptaszczyzny orbity) jest
staty, a okres obiegu orbity nie zalezy od kierunku ruchu czastki.

09. Przyklad: Warto$¢ predkosci rozchodzenia si¢ §wiatla a zewnetrzna metryka
Schwarzschilda w przypadku wirujacej planety
Zewngtrzna metryka Schwarzschilda w przypadku wirujacej planety, dla

6=const=%, do=0, ¢=const, do=0,

redukuje si¢ do postaci

@ (15 (P -[1- 507 Jeay.

T T C

Wartos¢ predkosci (viigne) rozchodzenia si¢ §wiatta wyznaczymy z warunku
(dsf =0

lub réwnowaznego

dr ? LY .\ o’r’
o<ru{i] |- -]

Warunek
2 2.2
(52
r r) c
jest spetniony gdy

r>>1, o1 <<c’.
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10. Metryka Kerra
W 1963 roku Kerr [7] zaproponowatl stacjonarne osiowo symetryczne rozwigzanie proznio-
wych réwnan pola grawitacyjnego, ktérego zrodlem jest wirujaca masa.

ds? = (r2 +a’- c0s26)(d62 +sin’0 - d(p2)+ (2du +a-sin’0- d(p)(dr +a-sin’0- d(p)—

1.
—1=————5— |ldu+a-sin®0-do/.
( r’+a’ '00829]( (P)z

Metryka ta po rozpisaniu ma postacé

2 =2
ds? =(r2 +a’ -coszf))df)2 +( r’ +a’ +#sze] sin’0 - do” +
r-+a“-cos®
2a-r-r. -sin’0 r-r.
+2a-sin’0-dr-do+2dr-du+——35 > —"do-du—|1-————3— |du*.
¢ r* +a’-cos’0 ¢ [ r2+a2-cos20j

gdzie

_2GM

I, =
S 2 0
C

M - masa zrodla,

_ moment pedu zrodta wzglgdem osi z [a] m

catkowita masa zrodta - ¢
u jest funkcja r oraz t.

Metryka Kerra zapisywana jest zwykle przy wykorzystaniu wspotrzednych i oznaczen zapro-
ponowanych przez Boyera i Lindquista [1].

2 2 2 2 =2
r-+a-cos0 a‘rr.sin‘0 | .
d32=ﬁdr2+(r2+a2cosze)d02+ r2+a2+zsﬁ sin’0 do” +
r"—rr; +a r"+a‘cos0
b
2arr.sin’0 It 5
) Sz 2 d(P'd(Ct)_ 1- 2 2S 2 d(Ct)
r-+a-cos0 r-+a“cos0
gdzie
2 3 4
r=x', 0=x’, ¢=x’, ct=x",

Metryka Kerra przedstawiana jest rowniez jako

2 2 s 2
ds? =P ar + p’dd’ +| r’ +a° +w sin’0 do” +
A p’

-2
_2argsin®d o -d(ct)—[ ——] d(ct)’
p

2

2
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gdzie

2GM
2 2 2 2 2 2
p-=r1r"+a’cos’0, A=r"-rrg+a’, Ig= et

Dla duzych wartosci r, (r* >>a”), metryka Kerra przyjmuje graniczng postaé

r r

-1
ds’ = [ 1- ri] dr’ +1’d0’ + r’sin’0 do” — 225 sin’0 do d(ct)—( 1 —rij dct) .
r

Dla a =0 metryka Kerra redukuje si¢ do metryki Schwarzschilda

-1
ds’ =[ 1—5] dr” +1°d0” +r sin’ 0 dg’ —( 1-% dlct)".

r r

11. Wartos¢ predkosci rozchodzenia si¢ Swiatla a zewnetrzna metryka Kerra

Zewnetrzna metryka Kerra, dla
6:const:§, do=0, ¢=const, dop=0,

redukuje si¢ do postaci

2
r I,
" —rig +a r
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ocra(g] -2 (-2
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12. Bardzo krotki szkic historyczny
Gaspard Gustave de Coriolis (1792-1843) odkryt w 1835 nowg site bezwtadnos$ci, co pozwo-
lito mu sformutowac¢ rownania ruchu w wirujagcym uktadzie odniesienia [2].

Albert Einstein (1879-1955) podat 18 listopada 1915 przyblizone rozwigzanie rOwnan staty-
cznego sferycznie symetrycznego pola grawitacyjnego w pustej przestrzeni, ktérego zrodtem
jest punktowa masa. Wyjasnit jakosciowo i ilo§ciowo wiekowy obroét peryhelium Merkurego
(1 pozostatych planet) w ramach ogolnej teorii wzglednosci [3].

Anomalny obrét perihelium Merkurego to zjawisko polegajace na tym, ze peryhelium Merku-
rego przesuwa si¢ o 574 sekundy katowe na stulecie wskutek ruchu tej planety po rozecie eli-
ptycznej, z czego 43 sekundy katowe nie daja si¢ wyjasni¢ przez teori¢ Newtona.

Zjawisko to zaobserwowal w 1859 Urbain Jean Joseph Le Verrier (1811-1877), ktory przypu-
szczal, ze 43 sekundowa nadwyzka moze by¢ spowodowana przez hipotetyczng planete Wul-
kan lub planetoidy krazace blizej Stonca niz Merkury [18].

Roéwnanie orbity czastki w stacjonarnym centralnie symetrycznym polu grawitacyjnym otrzy-
mane w ramach ogodlnej teorii wzglednosci rézni si¢ od analogicznego réwnania w teorii
Newtona cztonem odpowiedzialnym za obrot orbity. Wielko$¢ tej poprawki dla obrotu pery-
helium orbity Merkurego potwierdza 43 sekundowa nadwyzke.

Albert Einstein (1879-1955) 25 listopada 1915 sformulowat ostatecznie w ramach ogolnej
teorii wzglednosci rownania pola grawitacyjnego [4].

Carl Schwarzschild (1873-1916) znalazt 13 stycznia 1916 pierwsze doktadne rozwigzanie
rownan Einsteina w przypadku statycznego (a tym samym stacjonarnego) sferycznie symetry-
cznego pola grawitacyjnego w pustej przestrzeni, ktdrego zrodlem jest punktowa masa [16].

Willem de Sitter (1872-1934) opisat w 1916 efekt geodezyjny (geodetyczny), czyli wktad do
precesji orbitalnego momentu pedu (prostopadtego do ptaszczyzny orbity) swobodnie orbitu-
jacej czastki niezalezny od predkosci katowej wirujacego ciala zrodtowego. Precesja ta nazy-
wana jest precesja geodezyjna, precesja de Sittera oraz efektem de Sittera [17].

Efekt geodezyjny nastepnie doktadniej zbadal Jan Arnoldus Schouten (1883-1971) w 1919
[14] 11922 [15] oraz Adriaan Dani€l Fokker (1887-1972) w 1921 [6].

Joseph Lense (1890-1985) i Hans Thirring (1888-1976) przeanalizowali w 1918, wktad do
precesji orbitalnego momentu pedu (prostopadltego do plaszczyzny orbity) swobodnie
orbitujacej czastki zalezny od predkosci katowej wirujacego ciata zrodtowego [8]. Precesja ta
znana jest jako precesja Lensego-Thirringa, efekt Lensego-Thirringa, efekt rotacyjny, precesja
zyroskopowa, sprz¢zenie momentdOw pedow spinowego 1 orbitalnego, wleczenie ukladow
inercjalnych.

Leonard Isaac Schiff (1915-1971) przedstawit w 1960 [12, 13] zlozenie precesji de Sittera
oraz precesji Lensego-Thirringa osi obrotu swobodnie orbitujacego zyroskopu w polu grawi-
tacyjnym wirujacego ciala zrodtowego. Zjawisko to nazywane jest precesja (efektem) Schiffa.

W przypadku orbity biegunowej (polarnej) o wysokosci 642 km w ciggu roku precesja de
Sittera odchyla o$ Zyroskopu w ptaszczyznie orbity o 6,6061 sekund katowych, a precesja
Lensego-Thirringa odchyla o$ zyroskopu w ptaszczyznie prostopadiej do ptaszczyzny orbity
0 39,2 milisekund katowych [5].
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20 marca 2004 satelita Gravity Probe B zostal umieszczony na orbicie biegunowej (polarnej)
o wysokosci 642 km. Na pokladzie satelity znajdowaly si¢ cztery kriogeniczne zyroskopy,
chociaz tylko jeden z nich byt niezbedny. Rotory zyroskopow byty kulami o $rednicy 38 mm
wykonanymi z kwarcu i pokrytymi warstewka niobu, zawieszone byly elektrostatycznie.

Uzyskane w 2011 wyniki [5] potwierdzity z duzg doktadnos$cig istnienie precesji Schiffa.
Misja byta prowadzona przez NASA 1 Uniwersytet Stanforda pod kierunkiem C. W. Francisa
Everita.

Roy Patrick Kerr w 1963 podat [7] stacjonarne osiowo symetryczne rozwigzanie prozniowych
réwnan pola grawitacyjnego, ktérego Zroédtem jest wirujaca masa.

Metryka Kerra zapisywana jest zwykle przy wykorzystaniu wspotrzednych i oznaczen, ktore
zaproponowali w 1967 Robert Hamilton Boyer (1932-1966) i Richard Wallace Lindquist [1].

13. Uwagi koncowe
W przedstawionej pracy przyjeliSmy nastgpujace oznaczenia i ograniczenia:

r>R,

I

S <<,

r

o’r?

—<<1,

c
dr do . .d n " n

vi=—, vi=r—, V‘P:rsme—(p, v:Vr-er+Ve-ee+V‘p-e(p,
dt dt dt

2 2 2 2 2
Vi, Vg, Vg, V<< €7,
gdzie

R — promienien planety,

o — warto$¢ predkosci katowej wirowania planety,

¢ — maksymalna warto$¢ predkosci propagacji sygnatow,
2GM

I. =
S 2
C

rs — promien Schwarzschilda,
3

G=667-10" ",
kg-s

M — masa planety.

W przypadku Ziemi mamy:

M =6-10*kg,
r,~9-107m,
R=6,4-10°m,
5 ~14-107,
R

©= rad

~73.10-5 "
doba ’ s
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oR =46722 ~05.100 2,
S S

2.2 2 2p2 2

(021' :szR <<1, k2<<%, k<< - ~6-10°,

C C o' R oR

gdzie

r=kR, 1<k<<6-10°.
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