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Àííîòàöèÿ

Äîêàçàíî, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ ïî Ôðàíêëèíó êàðòà ñîñòîèò èç 5 îáëàñòåé è, êàê

ñëåäñòâèå, äëÿ ðàñêðàñêè ëþáîé êàðòû íà ñôåðå äîñòàòî÷íî 4 öâåòà.

Ââåäåíèå

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñêðàñêè ëþáîé êàðòû íà äàííîé çà-
ìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ãðàôà, âëîæèìîãî â ýòó ïîâåðõíîñòü. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(Sp) è ðîä îðèåíòèðó-
åìîé ïîâåðõíîñòè åãî âëîæåíèÿ p ñâÿçàíî ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

χ(Sp) =

[
7 +
√

1 + 48p

2

]
(1)

ãäå [x] åñòü íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
Îäíàêî, ñ òðàäèöèîííûì (àíàëèòè÷åñêèì) äîêàçàòåëüñòâîì (1) äëÿ p > 0 [1], ÿâíî äèññî-
íèðóåò íåòðàäèöèîííîå (ìàøèííîå, ïðîãðàììíîå, íå àíàëèòè÷íîå) äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ
p = 0 [2, 3]
Öåëü ýòîé ðàáîòû, óñòðàíèòü ýòîò äèññîíàíñ.
Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî ÷òî Ôðàíêëèí [4] ïîêàçàë, ÷òî â ïðîáëåìå ÷åòûðåõ êðàñîê, áåç
ïîòåðè îáùíîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðåãóëÿðíûìè è íåïðèâîäèìûìè êàðòàìè. Ðåãó-
ëÿðíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö îáëàñòåé ïðèíàäëåæèò òðåì
è òîëüêî òðåì ëèíèÿì ãðàíèö. Íåïðèâîäèìûìè, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè êàðòà èç n + 1
îáëàñòåé òðåáóåò 5 öâåòîâ äëÿ ñâîåé ðàñêðàñêè, òî ëþáàÿ åå ÷àñòü èç n îáëàñòåé ðàñêðàøè-
âàåòñÿ â 4 öâåòà. Äàëåå îí äîêàçàë, ÷òî íà ñôåðå òàêàÿ êàðòà, åñëè ñóùåñòâóåò, ñîäåðæèò
áîëåå 24 îáëàñòåé.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü è íåïðèâîäèìîñòü êàðò ïî Ôðàíêëèíó íå ñâÿçàíû ñ ðîäîì
ïîâåðõíîñòè, äîêàæåì ëåììó

Ëåììà

Íåïðèâîäèìàÿ ïî Ôðàíêëèíó êàðòà ñîñòîèò èç 5 îáëàñòåé
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ñóùåñòâóåò êàðòà èç n+ 1 > 24 îáëàñòåé, òðåáóþùàÿ 5 öâåòîâ
äëÿ ñâîåé ðàñêðàñêè è ëþáàÿ åå ÷àñòü èç n îáëàñòåé ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà â 4 öâåòà.
Îáîçíà÷èì ëþáóþ âûáèðàåìóþ îáëàñòü òàêîé êàðòû v0 à ìíîæåñòâî îáëàñòåé îñòàâøåé-
ñÿ ÷àñòè V = {vi}, (i = 1..n). Íà ìíîæåñòâå V çàäàíî ñèììåòðè÷íîå, íå ðåôëåêñèâíîå
è íå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå "ñîñåä" vjSvk, ({j 6= k} ∈ {i}). Êàê ñëåäñòâèå, çàäàíî è
àëüòåðíàòèâíîå îòíîøåíèå "íå ñîñåä" vjS̄vk̄, ({j, k̄} ∈ {i}) (òàê æå ñèììåòðè÷íîå è íå
òðàíçèòèâíîå, íî ðåôëåêñèâíîå).
Èç íåïðèâîäèìîñòè êàðòû ñëåäóåò, ÷òî v0 âñåãäà ãðàíè÷èò ñ m0 ≥ 4 îáëàñòÿìè. Ïðè ýòîì
åñòü äâà âàðèàíòà ðàñêðàñîê:
1) "Ïðàâèëüíûå" , êîãäà V ðàñêðàøåíî â 4 öâåòà è âñå îíè ïðåäñòàâëåíû íà ãðàíèöå ñ v0,
è
2) "Íå ïðàâèëüíûå " , âñå îñòàëüíûå, êîãäà íà ãðàíèöå ñ v0, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíû 2
öâåòà (m0 = 2t) èëè 3 öâåòà (m0 = 2t+ 1), íî äëÿ ðàñêðàñêè V òðåáóåòñÿ 5-é öâåò.
Îáà âàðèàíòà ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò íåêèå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V íà êëàññû ïî îò-
íîøåíèþ "íå ñîñåä" S̄.
Çàäàäèì òàêîå æå, íî áîëåå îïðåäåëåííîå ðàçáèåíèå íà êëàññû:
1) Êëàññ K1 îáðàçóåì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå îáúåäèíåíèå ïðîèçâëëüíîãî k1 = vi ñ k2 =
vj, (viS̄vj), çàòåì ñ k3 = vf , ({vi, vj}S̄vf ), è òàê äàëåå, äî èñ÷åðïàíèÿ ýëåìåíòîâ.
2) Àíàëîãè÷íî, êëàññ K2 îáðàçóåì èç ìíîæåñòâà V/K1.
Ïðîäîëæàÿ îáðàçîâàíèÿ êëàññîâ ìû âñåãäà ïîëó÷èì ëèáî "ïðàâèëüíûå" 4 êëàññà, ëèáî
"íå ïðàâèëüíûå" 5 êëàññîâ, íî íå èõ êîìáèíàöèþ. Ïîñêîëüêó "ïðàâèëüíàÿ" ðàñêðàñêà
â 4 öâåòà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, òî ðàñêðàñêà â 5 öâåòîâ íå ñóùåñòâóåò, è äëÿ âàðèàíòîâ
"íåïðàâèëüíîé" ðàñêðàñêè òàê æå äîñòàòî÷íî 4 öâåòîâ. Íî òîãäà V ðàñêðàøåíî â 4 öâåòà
è íà ãðàíèöå ñ v0 òîëüêî 2 èëè 3 öâåòà, òîåñòü, è äëÿ v0 íå òðåáóåòñÿ 5-é öâåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû èñõîäíàÿ êàðòà áûëà 5 öâåòíîé, îáëàñòè íà ãðàíèöå ñ ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòüþ v0 âñåãäà ñîäåðæàò 4 öâåòà. Òîåñòü, êàæäàÿ îáëàñòü v0 ãðàíè÷èò m0 ≥ 4 îáëàñòÿ-
ìè, èç êîòîðûõ 4 ãðàíè÷àò äðóã ñ äðóãîì. Îñòàëüíûå îáëàñòè êàðòû èçáûòî÷íû è ìîãóò
áûòü îòáðîøåííûìè.
Ëåììà äîêàçàíà.

Âûâîäû

Èç äîêàçàííîé Ëåììû, íåïîïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó÷èì, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ 5
öâåòíàÿ êàðòà íà ñôåðå íå âîçìîæíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñêðàñêè ëþáîé êàðòû íà
ñôåðå äîñòàòî÷íî 4 öâåòà.
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