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1. Introducción 

La fracción continua de Ramanujan-Göllnitz-Gordon se define por: 

𝐻(𝑞) =
√𝑞

1 + 𝑞 +
𝑞2

1 + 𝑞3 +
𝑞4

1 + 𝑞5 + ⋯

   , |𝑞| < 1 

donde 

𝑞 = 𝑒−𝜋√𝑛 

Para 𝑛 = 0 , se tiene: 

𝐻(1) =
1

2 +
1

2 +
1

2 + ⋯

= √2 − 1 

Para 𝑛 = 3 , se tiene: 

𝐻 (𝑒−𝜋√3) = 𝑎𝑏𝑐𝑑 

donde 

𝑎 = √√2 + √3 + 3

2
− √√2 + √3 + 1

2
 

𝑏 = √√2 − √3 + 3

2
− √√2 − √3 + 1

2
 

𝑐 = √
−√2 + √3 + 3

2
− √

−√2 + √3 + 1

2
 

𝑑 = √√2 + √3 − 1

2
− √√2 + √3 − 3

2
 

Para 𝑛 = 7 , se tiene: 

𝐻 (𝑒−𝜋√7) = 𝐴𝐵𝐶𝐷 

donde 

𝐴 = √4 + √2 − √3 + √2 

𝐵 = √4 − √2 − √3 − √2 

𝐶 = √√2 + 1 − √2
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𝐷 = √2
4

− √√2 − 1 

En esta nota mostramos la evaluación numérica de 𝐻(𝑒−𝜋√3) y 𝐻(𝑒−𝜋√7) mediante el método de las 

aproximaciones sucesivas (método del punto fijo).es decir se resuelven las ecuaciones polinomiales 

asociadas a 𝐻(𝑒−𝜋√3) y 𝐻(𝑒−𝜋√7) . 

𝐻 (𝑒−𝜋√3) = 0.065543462815238228564543724879 … 

𝐻 (𝑒−𝜋√7) = 0.015667260618463958074699598255 … 

 

2. Ecuaciones asociadas a 𝐻(𝑒−𝜋√3) y 𝐻(𝑒−𝜋√7) . 

Sea 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋√3) , se tiene: 

1 − 16𝑧 + 4𝑧2 + 112𝑧3 + 6𝑧4 − 112𝑧5 + 4𝑧6 + 16𝑧7 + 𝑧8 = 0 

Sea 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋√7) , se tiene: 

1 − 64𝑧 + 4𝑧2 + 448𝑧3 + 6𝑧4 − 448𝑧5 + 4𝑧6 + 64𝑧7 + 𝑧8 = 0 

 

3. Recurrencias para 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

Sean 𝐹1(𝑧), 𝐹2(𝑧), 𝐹3(𝑧), 𝐹4(𝑧), definidas como sigue: 

𝐹1(𝑧) =
1 + 4𝑧2 + 112𝑧3 + 6𝑧4 − 112𝑧5 + 4𝑧6 + 16𝑧7 + 𝑧8

16
 

𝐹2(𝑧) =
1

16 − 4𝑧 − 112𝑧2 − 6𝑧3 + 112𝑧4 − 4𝑧5 − 16𝑧6 − 𝑧7
 

𝐹3(𝑧) =
1 + 4𝑧2 + 6𝑧4 + 4𝑧6 + 𝑧8

16 − 112𝑧2 + 112𝑧4 − 16𝑧6
 

𝐹4(𝑧) =
1 − 4𝑧2 − 224𝑧3 − 18𝑧4 + 448𝑧5 − 20𝑧6 − 96𝑧7 − 7𝑧8

8(2 − 𝑧 − 42𝑧2 − 3𝑧3 + 70𝑧4 − 3𝑧5 − 14𝑧6 − 𝑧7)
 

Se tiene: 

𝑧𝑛+1 = 𝐹1(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹2(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹3(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹4(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

 

4. Recurrencias para 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

Sean 𝐹5(𝑧), 𝐹6(𝑧), 𝐹7(𝑧), 𝐹8(𝑧) , definidas como sigue: 
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𝐹5(𝑧) =
1 + 4𝑧2 + 448𝑧3 + 6𝑧4 − 448𝑧5 + 4𝑧6 + 64𝑧7 + 𝑧8

64
 

𝐹6(𝑧) =
1

64 − 4𝑧 − 448𝑧2 − 6𝑧3 + 448𝑧4 − 4𝑧5 − 64𝑧6 − 𝑧7
 

𝐹7(𝑧) =
1 + 4𝑧2 + 6𝑧4 + 4𝑧6 + 𝑧8

64 − 448𝑧2 + 448𝑧4 − 64𝑧6
 

𝐹8(𝑧) =
1 − 4𝑧2 − 896𝑧3 − 18𝑧4 + 1792𝑧5 − 20𝑧6 − 384𝑧7 − 7𝑧8

8(8 − 𝑧 − 168𝑧2 − 3𝑧3 + 280𝑧4 − 3𝑧5 − 56𝑧6 − 𝑧7)
 

Se tiene: 

𝑧𝑛+1 = 𝐹5(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹6(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹7(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹8(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   𝑧𝑛 → 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

 

5. Algunos resultados para 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹1(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√3)| ≤ 1.51 ∙ 10−10 

𝑧𝑛+1 = 𝐹2(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√3)| ≤ 5.02 ∙ 10−12 

𝑧𝑛+1 = 𝐹3(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√3)| ≤ 2.08 ∙ 10−11 

𝑧𝑛+1 = 𝐹4(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧5 − 𝐻(𝑒−𝜋√3)| ≤ 4.58 ∙ 10−19 

 

6. Algunos resultados para 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

𝑧𝑛+1 = 𝐹5(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√7)| ≤ 2.77 ∙ 10−22 

𝑧𝑛+1 = 𝐹6(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√7)| ≤ 6.23 ∙ 10−24 

𝑧𝑛+1 = 𝐹7(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧10 − 𝐻(𝑒−𝜋√7)| ≤ 3.07 ∙ 10−23 

𝑧𝑛+1 = 𝐹8(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒   |𝑧5 − 𝐻(𝑒−𝜋√7)| ≤ 1.50 ∙ 10−38 

 

7. Sobre los errores para 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

Sea 𝑒𝑛 = 𝐻 (𝑒−𝜋√3) − 𝑧𝑛  el error correspondiente a la aproximación 𝑧𝑛 , se tiene: 

𝑧𝑛+1 = 𝐹1(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.12276 𝑒𝑛  

𝑧𝑛+1 = 𝐹2(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.08005 𝑒𝑛  
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𝑧𝑛+1 = 𝐹3(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.09569 𝑒𝑛  

𝑧𝑛+1 = 𝐹4(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~3.00445 ∙ 10−9 𝑒𝑛  

Observación. La recurrencia 𝑧𝑛+1 = 𝐹4(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 , corresponde al método de Newton , por lo 

tanto el error se puede expresar como: 

𝑒𝑛+1~ − 1.8426 𝑒𝑛
2 

 

8. Sobre los errores para 𝐻(𝑒−𝜋√7) 

Sea 𝑒𝑛 = 𝐻 (𝑒−𝜋√7) − 𝑧𝑛  el error correspondiente a la aproximación 𝑧𝑛 , se tiene: 

𝑧𝑛+1 = 𝐹5(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.00712 𝑒𝑛  

𝑧𝑛+1 = 𝐹6(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.00443 𝑒𝑛  

𝑧𝑛+1 = 𝐹7(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~0.00540 𝑒𝑛  

𝑧𝑛+1 = 𝐹8(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 ⇒  𝑒𝑛+1~4.87570 ∙ 10−10 𝑒𝑛  

Observación. La recurrencia 𝑧𝑛+1 = 𝐹8(𝑧𝑛) , 𝑧1 = 0 , corresponde al método de Newton , por lo 

tanto el error se puede expresar como: 

𝑒𝑛+1~ − 0.3942 𝑒𝑛
2 

 

9. Recurrencia lineal para 𝐻(𝑒−𝜋√3) 

Sea 𝑤𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ = {1,2,3, … } , la sucesión definida por: 

𝑤𝑛+8 = 16𝑤𝑛+7 − 4𝑤𝑛+6 − 112𝑤𝑛+5 − 6𝑤𝑛+4 + 112𝑤𝑛+3 − 4𝑤𝑛+2 − 16𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 

donde 

𝑤𝑛 = {1,16,252,3856,58890,898608,13710572,209184048, … } 

Se tiene 

lim
𝑛→∞

𝑤𝑛

𝑤𝑛+1
= 𝐻 (𝑒−𝜋√3) 

Ejemplo: 

|𝐻 (𝑒−𝜋√3) −
𝑤10

𝑤11
| ≤ 2.85 ∙ 10−9 

 

10. Recurrencia lineal para 𝐻 (𝑒−𝜋√7) 

Sea 𝑤𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ = {1,2,3, … } , la sucesión definida por: 

𝑤𝑛+8 = 64𝑤𝑛+7 − 4𝑤𝑛+6 − 448𝑤𝑛+5 − 6𝑤𝑛+4 + 448𝑤𝑛+3 − 4𝑤𝑛+2 − 64𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 

donde 

𝑤𝑛 = {1,64,4092,261184,16670730,1064048832,67915436012,4334863488192 … } 
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Se tiene 

lim
𝑛→∞

𝑤𝑛

𝑤𝑛+1
= 𝐻 (𝑒−𝜋√7) 

Ejemplo:  

|𝐻 (𝑒−𝜋√7) −
𝑤10

𝑤11
| ≤ 1.30 ∙ 10−16 

 

11. Otras evaluaciones de 𝐻(𝑞) 

𝐻(𝑒−𝜋) = √4 + 2√2 − √3 + 2√2 

La ecuación polinomial asociada a 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋) es: 

𝑧8 − 28𝑧6 + 70𝑧4 − 28𝑧2 + 1 = 0 

𝐻(𝑒−𝜋/2) = √√2 + 1 − √√2 

La ecuación polinomial asociada a 𝑧 = 𝐻(𝑒−𝜋/2) es: 

𝑧8 − 4𝑧6 − 26𝑧4 − 4𝑧2 + 1 = 0 

 

12. Anexo: El método del punto fijo 

El método iterativo (método del punto fijo) resuelve la ecuación: 

𝑥 = 𝐹(𝑥) 

Por la recurrencia:  

𝑥𝑛+1 = 𝐹(𝑥𝑛) 

Y converge a una raíz si: 

|𝐹′(𝑥)| < 1 

En un intervalo 𝐼 centrado en 𝑥 = 𝑟 , donde 𝑟 es la raíz exacta.el valor inicial 𝑥1 debe ser tal que: 

𝑥1 ∈ 𝐼 

El error 𝑒𝑛 = 𝑟 − 𝑥𝑛 , tiene la propiedad: 

𝑒𝑛+1~𝐹′(𝑟)𝑒𝑛 

De modo que cada iteración reduce el error en un factor cercano a 𝐹′(𝑟) . si 𝐹′(𝑟) es cercano a 1 la 

convergencia es lenta. 
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