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This book, THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE ALEATOIRE
DES NOMBRES(v3), written in French, exposes 2 fundamental theories in Mathematics.

The 1% theoryy, THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE (Platonist
Mathematical Theory), is a Platonist interpretation of the whole of mathematics. It shows that
all mathematics can be interpreted in a new way, every mathematical theory, every theorem,
every proof can be interpreted by the Platonist Mathematical Theory. Consistance of classical
mathematical theories can also be obtained using the Platonist Mathematical Theory.

The 2™, THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES (Conjecture de Goldbach)
(Random Theory of Number, Goldbach’s Conjecture) is the 1% theory of random in number
theory. This theory permits to obtain a theoretical justification of Weak and Strong
Goldbach’s Conjectures, and also of the Conjecture of the Twin Primes by Hardy and
Littlewood.
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Note au lecteur :

Ce livre, Théorie mathématique Platoniste-Théorie Aléatoire des Nombres, est aussi inclus dans le

livre « Théories d’or 10° édition », auteur Thierry DELORT, publié aux éditions Books on Demand,
Paris.
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I. PRESENTATION DE L’OUVRAGE.

Aprés avoir lu un livre sur les mathématiques prété par un ami, Arnaud S., j’ai essayé de
résoudre la célébre Conjecture de Goldbach, « Tout nombre pair est la somme de 2 nombres
premiers ». De plus, j’ai aussi travaillé aussi sur une nouvelle approche des fondations des
mathématiques et de la logique, dont la conception actuelle reposant sur le formalisme me semblait
restreinte et insatisfaisante.

Dans ce livre, je présente donc 2 théories qui sont le fruit de nombreuses années de
recherches, plus ou moins continues.

Méme si les 2 théories que je présente sont révolutionnaires sous bien des aspects, je n’ai pu
les élaborer qu’en utilisant les travaux de chercheurs, connus ou inconnus qui m’ont précédé. J’ai aussi
utilisé des livres scientifiques trés intéressants, indiqués dans les Références de mes articles. J’ai aussi
bénéficié de 1’enseignement excellent de certains professeurs lors de mes études primaires et
secondaires, et du soutien moral et logistique de nombreux membres de ma famille proche, et des
aides de diverses natures d’autres personnes, dans la rédaction de ce livre (Voir Remerciements).

Dans la partie I1. suivante, je rappellerai le contexte historique scientifique dans lequel chaque théorie
a été obtenue.

II)PRESENTATION DE CHACUNE DES THEORIES
A.La Théorie mathématique Platoniste.

Le plus important mathématicien de I’antiquité fut, & mon avis, le mathématicien Grec Euclide (vers-
300). Le premier, il eut I’idée d’exprimer une théorie sous la forme d’Axiomes et de Théorémes, les
seconds étant déduits logiquement des premiers. Cette théorie était géométrique et étudiait différentes
figures dans un Plan Euclidien, elle est pour cela connue sous le nom de géométrie Euclidienne. Plus
tard, notamment avec I’invention des chiffres classiques par des mathématiciens Indiens, la Théorie
des nombres se développa elle aussi, et a partir de la Renaissance, les mathématiques se développerent
dans leur ensemble, et connurent un essor extraordinaire. Le mathématicien francais Descartes (1596-
1650) introduisit les coordonnées cartésiennes, et on découvrit qu’on pouvait interpréter toute la
géométrie Euclidienne en utilisant les coordonnées cartésiennes. Puis de nouveaux concepts
mathématiques fondamentaux apparurent, notamment le concept d’ensemble.

La plupart des mathématiciens avaient 1’idée d’une certaine signification réelle des
mathématiques, et il était facile de se représenter un Plan Euclidien, ou un systéme de 2 axes gradués
dans un plan définissant des cordonnées cartésiennes. Cependant, avec ’apparition du concept
d’ensemble, apparurent certains problémes qui rendaient de plus en plus difficile de donner une
signification réelle aux mathématiques. Ainsi, dans la 1" Théorie des ensembles, si on considérait des
ensembles existant, on obtenait un ensemble ayant ces ensembles pour éléments, mais un
mathématicien Allemand, Cantor (1845-1918) montra qu’il était impossible qu’un ensemble contienne
tous les ensembles. Un mathématicien Anglais, Russel (1872-1970) montra aussi, et c’est assez facile
de le vérifier, qu’il est impossible qu’un ensemble contienne tous les ensembles qui ne se contiennent
pas eux-mémes. Ces impossibilités sont connues sous le nom de Paradoxe de Cantor et Paradoxe de
Russel, et elles conduisirent 4 abandonner la 1" théorie des ensembles avec laquelle on obtenait ces
paradoxes appelée Théorie naive des ensembles.

De plus les mathématiques devenaient de plus en plus compliqués, et il devenait de plus en
plus difficile de se représenter comme ayant une signification réelle les concepts introduits par les
mathématiciens. En particulier, grace aux travaux du mathématicien Frangais Cauchy (1789-1857), on
identifia les droites a des ensembles, et en particulier on identifia chaque droite d’un repére Cartésien,
c'est-a-dire d’un systéme de 2 axes définissant des coordonnées cartésiennes a un ensemble R,
contenant des nombres appelés réels. Un repére Cartésien était alors identifi€¢ a un ensemble produit de
R par lui-méme. Cependant, cet ensemble R est plus difficile a se représenter qu’une droite dans un
plan Euclidien ou un plan muni d’un repére cartésien. Mais de nouveaux concepts mathématiques
beaucoup plus complexes que R apparaissaient aussi.
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Cependant, la question du Platonisme d’un point de vue philosophique, c'est-a-dire la question
de savoir si les mathématiques avaient ou non une existence réelle, n’était pas abandonnée. Mais ceci
relevait strictement du domaine philosophique car aucune théorie mathématique des fondations des
mathématiques ne pouvait étre considérée comme une théorie Platoniste. Ainsi, les Axiomes des
théories mathématiques n’étaient pas interprétés, et les théories mathématiques modélisant la logique
mathématique étaient des théories dites de logique formelle. D’apres ces théories, les propositions
mathématiques étaient considérées comme des suites de symboles, qu’on pouvait déduire les unes des
autres par des régles automatiques. La déduction en mathématique était modélisée dans les théories de
logique formelle par ce qui est appelé des systemes formels, définis par des Axiomes et des régles
automatiques de déduction, permettant d’obtenir des propositions a partir des Axiomes.

On admettait dans les théories de logique formelle 2 Principes fondamentaux concernant les
propositions en mathématique, qui étaient les suivants avec quelques variantes possibles :

-Toute proposition est vraie ou n’est pas vraie (Principe du Tiers Exclu)
-Aucune proposition est vraie et fausse (Principe de Non contradiction).

C’est dans le cadre des théories de logique formelle qu’on étudiait la consistance des théories
mathématiques, c'est-a-dire de savoir si on pouvait déduire une proposition et sa négation a partir des
Axiomes d’une théorie donnée, et qu’on étudiait la complétude d’une théorie, c'est-a-dire s’il existait
une proposition vraie qu’on ne pouvait pas déduire d’une théorie donnée. En particulier, on s’est
aper¢u que certaines théories, malgré des Axiomes contradictoires étaient consistantes. C’était par
exemple le cas pour la théorie de la géométrie proposée par le mathématicien Riemann et la Théorie de
la géométrie Euclidienne. Un probléme se posait donc: Les 2 théories étant apparemment
consistantes, comment savoir laquelle est vraie ?

Le mathématicien Américain Godel (1906-1978) résolut le probléme de la complétude en montrant
qu’aucune théorie représentée par un systéme formel (c'est-a-dire donc le modéle représentant les
théorie mathématiques dans les théories de logique formelle) n’était complete. 11 existait toujours une
proposition vraie qu’on ne pouvait obtenir par le systéme formel. Pour montrer ceci, Godel considéra
la proposition :

P :P n’est pas démontrable (dans le systéme formel considéré).

Et on comprend intuitivement que tout en étant vraie, cette proposition ne peut pas étre démontrée par
le systéme formel considéré.

A T’heure actuelle, la question philosophique du Platonisme n’est pas résolue: Certains philosophes
croient en 1’idée du Platonisme définie plus haut d’autres pensent que, comme on les représente dans
les théories mathématiques de logique formelle, les mathématiques ne sont que des deéductions
automatiques dépourvues de sens. On appelle formalisme cette 2" position philosophique concernant
les mathématiques. L une et I’autre position sont défendues par divers arguments philosophiques.

Or la Théorie mathématique Platoniste exposée dans ce livre permet de prouver
mathématiquement I’existence réelle de tous les concepts mathématiques classiques, d’expliciter la
signification réelle de toutes les propositions utilisées par les mathématiques classiques, et en
conséquence la signification réelle de toute démonstration utilisée dans les théories de mathématique
classique. Cette Théorie mathématique Platoniste n’est pas de nature philosophique, mais est de nature
mathématique. En effet, elle est totalement analogue a la premiére grande théorie mathématique, ayant
servi de modéle a toutes les théories mathématiques qui suivirent, c'est-a-dire la théorie d’Euclide :

On sait qu’Euclide admettait I’existence d’un espace contenant les figures géométriques qu’il étudiait
(droites, triangles, cercles..).De plus, comme on 1’a rappelé plus haut, il déduisait logiquement des
théorémes de certains Axiomes, méthode reprise par 1’ensemble des mathématiciens qui suivirent.

De fagon analogue, la Théorie mathématique Platoniste est basée sur des Axiomes dont on déduit des
théorémes. Le premier Axiome admet I’existence d’un Espace (appelé Espace Mathématique
Platonique) contenant tous les objets mathématiques de la méme facon qu’Euclide admettait
I’existence d’un plan contenant toutes les figures qui existaient d’aprés ses Axiomes. Les autres
Axiomes de la TMP (Théorie Mathématique Platoniste) sont eux aussi de formulation simple et se
comprennent intuitivement comme c’était le cas pour les Axiomes de la Théorie Euclidienne. Ils
permettent ’obtention de théorémes exprimant 1’existence des objets mathématiques correspondant
aux concepts des fondations des mathématiques, ceci de la méme fagon que d’aprés les Axiomes
d’Euclide on obtenait 1’existence de certaines figures géométriques a partir d’autres figures. Tous les
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Lemmes et Théorémes de la TMP sont obtenus par déduction logique des Axiomes de la TMP. En
particulier, on obtient dans le 1" article (Introduction a la logique Platonicienne-Théorie des
ensembles) des Lemmes ou des Théorémes exprimant 1’existence d’objets pouvant étre identifiés a
I’ensemble des réels R qu’on a évoqué plus haut, et aussi 1’existence d’objets mathématiques ayant les
propriétés de concepts mathématiques classiques comme les espaces vectoriels ou les corps. Les
méthodes introduites dans ce premier article peuvent étre généralisées pour prouver l’existence
d’objets mathématiques ayant les propriétés de trés nombreux concepts utilisés en mathématique
classique. La TMP, fondée sur des Axiomes de la méme fagon que toute théorie mathématique,
apparait comme étant consistante, et on expose dans le 1" article comment elle évite les Paradoxes de
Cantor et de Russel évoqués plus haut. La particularité de la TMP est que ses Axiomes ont une
signification réelle. Mais on déduit de ces Axiomes des théorémes de la méme fagon qu’on déduit des
théoréemes des Axiomes de n’importe quelle théorie mathématique.

Il est & noter que dans le 1" article exposant la TMP, on introduit un concept qui est
fondamental dans la TMP qui est celui d’un concept non-flou. Tel qu’on I’a défini dans la TMP, un
concept non-flou est un symbole S tel que tout objet mathématique existant ou bien peut étre
représenté par S ou bien ne peut pas étre représenté par S et que de plus on n’a aucun objet
mathématique qui a la fois peut étre représenté par S et ne peut pas étre représenté par S. Dans le 1™
article on donne un Axiome simple (Axiome 2.5) permettant de justifier qu’un symbole est un concept
non-flou. Cet Axiome se comprend intuitivement, mais 1’origine compléte de sa validité sera exposée
dans le 2™ article (Logique Platonicienne des Propositions), ot I’on verra que cet Axiome est la
conséquence d’autres Axiomes beaucoup plus simples de la TMP. On verra aussi dans ce 2™ article
qu’il est donc toujours possible d’utiliser ces nouveaux Axiomes a la place de cet Axiome trés utilisé
dans le 1" article.

Dans le 2™
axiomes :

-Un théoréme analogue au Principe du Tiers Exclu (énoncé plus haut).
-Un théoréme analogue au Principe de Non contradiction (énoncé plus haut).

article on introduit donc de nouveaux axiomes trés simples, et on déduit de ces

Ainsi, ce qui n’était dans la logique formelle que des Principes sans justification devient des théorémes
déduits des Axiomes de la TMP, dont la démonstration dans la TMP permet de comprendre
complétement 1’origine de la validité. On résout aussi dans le TMP le probléme de la consistance : On
montre que toute théorie mathématique Platoniste est consistante. (On définira dans la TMP une
théorie mathématique Platoniste, la TMP en étant un exemple ). La TMP définit complétement
comment on peut, pour toute proposition d’une Théorie mathématique Platoniste, expliciter sa
signification réelle, c'est-a-dire sa signification dans I’espace mathématique Platoniste introduit dans le
1'" Axiome de la TMP, et aussi les critéres permettant de déterminer si cette proposition est
vraie ,fausse, ou ni vraie ni fausse. Toutes ce définitions et ces théorémes sont donc déduits des
Axiomes de la TMP.

La TMP apparait donc comme la théorie mathématique la plus générale, car c’est la théorie
s’appliquant a toutes les théories mathématiques : Non seulement elle permet d’obtenir et de justifier
I’existence de tous les concepts des fondations des mathématiques, mais aussi la signification réelle de
toutes les théories mathématiques classiques et 1’existence de tous les concepts mathématiques
classiques. Elle permet aussi de justifier la consistance de toutes les théories mathématiques
classiques, en interprétant la logique inhérente a toute théorie mathématique classique. On a vu en
particulier que les théorémes fondamentaux qu’elle permet d’obtenir, correspondant au Principe de
Non contradiction et au Principe du Tiers Exclu ne peuvent étre obtenus dans aucune autre théorie
mathématique. De plus, interprétant les fondations des mathématiques, elle peut étre utilisée comme
base de toute théorie mathématique classique.

Comme on 1’a remarqué, la seule différence entre les Axiomes de la TMP et les Axiomes
d’une autre théorie mathématique classique consiste en ce que les Axiomes de la TMP ont une
signification réelle. La TMP utilise des concepts primitifs, c'est-a-dire sans définition explicite dont on
utilise les propriétés intuitives, qui sont principalement les mémes ou analogues a ceux utilisés dans
les théories mathématiques classiques. Ainsi, on a vu que le concept primitif Espace mathématique
Platonique dans la TMP était analogue au concept primitif de Plan Euclidien dans la Théorie
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d’Euclide. La TMP utilise les concepts primitifs « est élément de », « existe » qui sont utilisés dans
toutes les théories mathématiques classiques. Le concept primitif « représente » est utilisé dans la
TMP de la méme fagon qu’il est utilisé implicitement dans les théories mathématiques classiques, avec
cependant la remarque que dans les théories classiques, on ne 1’utilise que pour définir des concepts
non-flous (définis plus haut), alors que dans la TMP, il peut exister des concepts flous. Cependant, la
TMP met en évidence que c’est parce qu’elles n’utilisent que des concepts non-flous que les théories
mathématiques classiques peuvent étre considérées comme des théories mathématiques Platoniste, ce
qui est a I’origine de leur consistance. Dans les déductions d’Axiomes de la TMP, on utilise les mémes
propriétés intuitives des concepts primitifs que celles utilisées dans n’importe quelle théorie
mathématique classique. Par exemple, concernant le concept primitif « est élément de » on utilise dans
la TMP comme dans toute théorie mathématique classique qu’il est impossible que le naturel 2 soit
¢élément et ne soit pas élément d’un ensemble. Concernant le concept primitif « existe », la TMP peut
utiliser comme toute théorie mathématique qu’il est impossible qu’un élément d’un ensemble donné
existe et n’existe pas. La TMP introduit aussi le concept primitif d’ « objet mathématique », mais
n’utilise que les propriétés évidentes de ce concept primitif.

La TMP résout le probléme évoqué plus haut concernant la géométrie Riemannienne et la
géométrie Euclidienne: On peut établir utilisant la TMP que les Axiomes des 2 théories expriment les
propriétés d’objets existants et que les 2 théories sont des théories mathématiques Platonistes. Il en
résulte qu’elles sont consistantes, et les Axiomes de 1’une et de I’autre théorie sont vrais, mais ils
n’expriment pas les propriétés des mémes objets mathématiques.

On voit donc que la TMP permet de prouver classiquement et rigoureusement a partir de ses
Axiomes I’existence de tous les concepts mathématiques classiques. On pourrait cependant répondre
qu’on n’est pas slr de la validité des Axiomes de la TMP. Or quelle que soit la Théorie mathématique,
on sait que par définition on ne démontre jamais ses Axiomes, quelque soit leur simplicité (Sinon, ce
ne sont plus des Axiomes mais des théorémes).

Cependant, ce qui illustre la validité de la TMP et de ses Axiomes, c’est le remarquable accord
entre ses prédictions théoriques et ce qu’on vérifie en analysant les théories mathématiques
classiques : Ainsi, par exemple la TMP définit complétement une proposition ayant une signification
Platoniste ainsi que cette signification Platoniste, et on observe que cela s’applique a toutes les
propositions des théories mathématiques classiques, dont on peut obtenir une signification Platoniste
totalement en accord avec la définition de la TMP. De plus toutes les démonstrations utilisées dans les
théories classiques, peuvent exactement se mettre sous la forme des démonstrations des théories
mathématiques Platonistes définies dans la TMP. Les théorémes de la TMP correspondant aux
Principes du Tiers Exclu et au Principe de Non-contradiction, démontrés pour des théories
mathématiques Platonistes, se vérifient pour toutes les théories mathématiques classiques, dont on
vérifie aussi la consistance, démontrée pour les théories mathématiques Platonistes. De plus, il est bon
de rappeler que la TMP permet de démontrer théoriquement I’existence de tous les concepts
mathématiques des fondations des mathématiques, tout en apparaissant comme consistante ; elle
permet notamment d’éviter les Paradoxes de Cantor et de Russel. Et donc, c¢’est ce remarquable accord
entre les prédictions de la TMP et ce qu’on observe en analysant les théories mathématiques classiques
qui illustre la validité de la TMP et de ses Axiomes, dont on sait que par définition des axiomes d’une
théorie mathématique, on ne pourra jamais démontrer la validité (sauf a partir d’autres Axiomes dont
on admet aussi la validité). On verra que la TMP a des applications importantes dans la compréhension
de la physique et de toute science utilisant un cadre mathématique.

En conclusion la TMP permet d’apporter une réponse claire a la question Philosophique du
Platonisme, en permettant de justifier théoriquement I’existence de tout concept mathématique
classique.

B. La Théorie Aléatoire des Nombres .
J’ai appris par un ami (Arnaud Sergent) 1’énoncé de la Conjecture de Goldbach : « Tout nombre pair

est la somme de 2 nombres premiers », et que celle-ci n’avait jamais été démontrée. Cette Conjecture a
été proposée au 18“™ siécle par un mathématicien Allemand, Goldbach (1690-1764), et depuis lors de
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nombreux mathématiciens ont tenté sans succes de la démontrer. On 1’appelle aussi Conjecture faible
de Goldbach, pour la différencier de la Conjecture forte de Goldbach suivante :

Deux mathématiciens Anglais, Hardy et Littlewood, sans démontrer la Conjecture faible de
Goldbach précédente, ont proposé une autre Conjecture beaucoup plus compléte et complexe, qui est
la suivante : « Si r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k, alors :

-1 k
k)~ 2C p 6
70 Zﬂzsp—z(@og(k))z) ©
Avec :
x 1
C,=lla-———)=0,66 (7
? H( (p,-—l)z) )

Dans les expressions précédentes, p et p; sont des nombres premiers supérieurs ou égaux a 3.

I est évident que cette 2™ Conjecture, appelée Conjecture forte de Goldbach ou Conjecture étendue
de Goldbach entraine la Conjecture faible de Goldbach (pour des nombres pairs assez grands) , mais il
semble évident qu’elle est beaucoup plus difficile a démontrer en supposant qu’on puisse les
démontrer toutes les 2.

Cherchant & démontrer la Conjecture faible de Goldbach, j’eus un jour l’idée, prenant
k=10000, de considérer I’ensemble A(10000) des paires de nombres premiers inférieurs a 10000, et
I’ensemble B(10000) des paires {i,10000-i}, i étant un nombre impair inférieur a 5000. J’ai calculé
alors la probabilité que A(10000) et B(10000) n’ait aucun élément en commun, ce qui est facile en
utilisant la théorie des probabilités, et j’ai trouvé que cette probabilité était supérieure a 1-10™°, c'est-a-
dire un zéro suivi de 50 chiffres 9 aprés la virgule (L’ obtention de cette probabilité est exposé dans le
1'" article « Théorie Aléatoire des Nombres. Partie I : Conjecture de Goldbach » exposé dans ce livre).
Ceci fut comme un flash pour moi: La Conjecture faible de Goldbach ne serait-elle pas di aux
probabilités ?.

J’ai travaillé ensuite de nombreuses années, en essayant de développer cette idée : Comment
obtenir certaines propositions faisant partie de la Théorie des Nombres par la Théorie des
probabilités ?, et j’ai pu ainsi élaborer la Théorie Aléatoire des Nombres :

Le Principe de cette théorie est que le hasard, ou plus exactement les lois du hasard, sont a
I’origine de la validité de certaines propositions en Théorie des Nombres. Cependant, les lois du
hasard dans les nombres ne peuvent s’exprimer de la méme fagon que les Axiomes classiques de la
Théorie des Nombres, et de plus elles ne peuvent pas étre démontrées en utilisant la Théorie des
Nombres classique. Or il semble certain, tout comme on 1’a vu précédemment avec la Conjecture
faible de Goldbach, que certaines propositions vraies en Théorie des Nombres sont uniquement dues
aux lois du hasard dans les nombres, et dans ce cas, on ne trouvera jamais une démonstration de ces
propositions utilisant seulement la Théorie des nombres classiques pour la simple raison qu’une telle
démonstration n’existe pas. L’existence de telles propositions est impossible & prouver en utilisant la
Théorie des nombres classiques, car pour cela, il faudrait d’abord démontrer que ces propositions sont
vraies en utilisant la Théorie des nombres classiques, ce qui est impossible par hypothése. Mais d’un
point de vue de pure logique, il n’y a aucune raison pour que de telles propositions vraies, qui soient
dues uniquement aux lois du hasard dans les nombres, n’existent pas.

J’ai donc découvert qu’il était nécessaire, pour exprimer les lois du hasard en Théorie des
nombres, d’introduire une nouvelle logique appelée logique aléatoire. Cette logique est basée sur des
propositions appelées pseudo-Axiomes aléatoires, qui sont analogues aux Axiomes classiques, c'est-a-
dire qu’ils ont un caractére d’évidence. Ce sont ces pseudo-Axiomes aléatoires qui permettent
d’obtenir des modéles statistiques concernant des nombres, ainsi que des propositions classiques
apparaissant comme des conséquences des lois du hasard en Théorie des nombres. Cependant, la
différence fondamentale avec les Axiomes classiques est que, malgré leur caractére d’évidence, les
modeles statistiques qu’ils permettent d’obtenir ne sont pas toujours valides.
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Si une proposition classique est obtenue par cette logique aléatoire, elle est définie dans la
Théorie Aléatoire des Nombres (T.A.N) que j’ai exposée plus loin comme ayant une explication
aléatoire, c'est-a-dire donc une justification théorique basée sur les lois du hasard dans les nombres.
Une telle explication aléatoire d’une proposition classique n’est intéressante que si on ne connait pas
de démonstration classique a cette proposition (ni a sa négation), une démonstration classique étant
définie comme une démonstration utilisant seulement la Théorie des nombres classique, et pour que
cette explication aléatoire soit intéressante, il est aussi préférable que certains tests illustrent sa
validité. En effet la Théorie Aléatoire des Nombres n’est intéressante que pour donner des
justifications théoriques a des propositions qui ont les lois du hasard pour unique origine, ce qui n’est
pas le cas si elles ont une démonstration classique. C’est donc seulement pour des propositions qui
n’ont jamais été démontrées classiquement (ni leur négation) et qui de plus sont illustrées par des tests
qu’il est intéressant de trouver une explication aléatoire en utilisant la T.A.N.

Or c’est exactement le cas de la Conjecture faible de Goldbach, qui n’a jamais été démontrée
classiquement malgré 2 siécles de tentatives infructueuses par de nombreux mathématiciens, et qui est
pourtant illustrée par de nombreux tests : On a vérifi¢ sa validité pour des nombres tres €levés a I’aide
d’ordinateurs. Ainsi, dans le 1" article, je montre que la Conjecture faible de Goldbach a une
explication al¢atoire (C'est-a-dire on I’a vu une justification théorique basée sur les lois du hasard dans
les nombres), extrémement simple, utilisant les pseudo-Axiomes aléatoires introduits dans ce 1™
article. Dans le 2™ article, je développe la T.A.N , et je montre qu’elle peut s’appliquer, c'est-a-dire
qu’elle permet de trouver une explication aléatoire, & de nombreuses propositions trés simples
concernant les décimales de certains irrationnels, ces propositions n’ayant jamais été démontrées
classiquement (ni leur négation) et étant illustrées par de nombreux tests. La encore, ces explications
aléatoires sont trés simples.

Je montre aussi dans le 2" article que la T.A.N permet d’obtenir une justification aléatoire
pour la Conjecture étendue de Goldbach, semblable a celle proposée par Hardy et Littlewood qu’on a
rappelée au début de cette section. Cette explication aléatoire est, comme il fallait s’y attendre,
nettement plus compliquée que celle de la Conjecture faible de Goldbach exposée dans le 1 article.
Elle utilise notamment 1’algébre modulaire, mais je démontre dans ce 2™ article I’intégralité des
théorémes d’algebre modulaire utilisés pour obtenir 1’explication aléatoire de la Conjecture étendue de
Goldbach. En réalité, la proposition finale dont j’obtiens une explication aléatoire différe de celle
proposée par Hardy et Littlewood d’un facteur 2, et donc je I’appellerai dans ce qui suit variante de la
Conjecture étendue de Goldbach. L’explication aléatoire présentée de la variante de la Conjecture
étendue de Goldbach apparait donc comme un trés grand succés de la T.A.N, d’une part parce que
cette variante est d’une expression complexe et n’a jamais été démontrée classiquement, mais aussi
parce qu’elle est obtenue en utilisant seulement des pseudo-Axiomes aléatoires trés simples exposés
dans la T.A.N. On remarque qu’il existe des tests illustrant la validité de la variante de la Conjecture
étendue de Goldbach : En effet, on a réalisé par ordinateur des graphes représentant les couples
(k,r(k)), avec k naturel pair et r(k) le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k.
On obtient que ce graphe a I’aspect d’une cométe et est appelé pour cela Comeéte de Goldbach. Dans le
2" article, je montre que ce graphe illustre de fagon remarquable la variante de la Conjecture étendue
de Goldbach dont j’ai donné une explication aléatoire : En effet la variante de la Conjecture étendue de
Goldbach donne I’équation des bandes observées sur la Cométe de Goldbach, ainsi que les proportions
et les répartitions de points (k,r(k)) sur ces bandes.

Enfin, je montre aussi que la T.A.N permet aussi d’obtenir une explication aléatoire pour une
Conjecture tres célébre appelée Conjecture des nombres premiers jumeaux. Comme la Conjecture de
Goldbach, elle n’a jamais été démontrée classiquement et existe sous une forme faible ou forte : On
appelle couple de nombres premiers jumeaux un couple de naturels (i,i+2), telle que i et i+2 sont
premiers. La Conjecture faible des nombres premiers jumeaux est : « Il existe une infinité de couples
de nombres premiers jumeaux ». Elle n’a donc jamais été démontrée classiquement. Si on utilise la
T.AN, on peut montrer facilement qu’elle a une explication aléatoire mais celle-ci est moins
intéressante que celle de la Conjecture faible de Goldbach car contrairement a celle-ci, il n’y a pas de
tests qui permettraient de I’illustrer. Cependant, Hardy et Littlewood ont proposé la Conjecture forte
des nombres premiers jumeaux qui est la suivante :

« Si g(k) est le nombre de couples de nombres premiers jumeaux (i, i+2), avec i inférieur a k, alors :
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k
g(k) =~ 2C, (Log(b)’ (®)

avec toujours :

C, H(l— 1) ————)=0,66 (9)
On a montré dans le 2"’"‘“ article de la T.A.N que cette Conjecture forte des nombres premiers jumeaux
avait elle aussi une explication aléatoire, celle-ci est donc également trés intéressante puisqu’on n’a
jamais montré classiquement ne serait-ce que la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux. De
plus utilisant un ordinateur, il est possible de voir si elle est illustrée par des tests ou non. Les 2
conditions sont donc réunies pour que cette explication aléatoire soit intéressante.

D’aprés la T.A.N, on s’appercoit que les lois du hasard semblent avoir une importance
fondamentale en Théorie des nombres. Ces lois du hasard sont introduites par ce qu’on a appelé les
pseudo-Axiomes aléatoires de la T.A.N. Ceux-ci permettent d’obtenir entiérement les modeles
statistiques qui peuvent étre a 1’origine d’une proposition ayant une explication aléatoire. Et donc de
ce fait cette explication aléatoire, justification théorique basée sur les lois du hasard, permet de
comprendre que le hasard peut étre a I’origine de la validité de la proposition, de la méme fagon que
pour une justification théorique qui est une démonstration classique. De plus, elle permet de
comprendre pourquoi cette proposition ayant une explication aléatoire n’a pas de démonstration
classique : C’est le cas si son origine est uniquement basée sur les lois du hasard, puisqu’on a vu qu’on
ne pouvait pas démonter les lois du hasard en utilisant la Théorie des nombres classiques. Il apparait
que la T.A.N permet de donner des justifications théoriques basées sur le hasard a de trés nombreuses
propositions, parmi lesquelles certaines sont considérées comme les plus intéressantes, et qui n’ont pas
de justification théorique classique. Toutes ces explications aléatoires restent fondamentales tant qu’on
n’a pas trouvé de démonstrations classiques a ces propositions, et on a vu qu’il est trés possible qu’on
n’en trouvera jamais pour la bonne raison qu’elles n’existent pas.

La T.A.N apparait donc comme étant une branche nouvelle et fondamentale en Théorie des
nombres.

Une idée largement admise est que Hardy et Littlewood ont trouvé la Conjecture forte de
Goldbach (Equation (6)), en utilisant des probabilités. Ceci semble totalement erroné : Ils ont publié
pour la 1" fois cette Conjecture dans un article de la revue Acta mathematicae de 1923, en utilisant la
théorie des nombres classiques, sans utiliser nulle part des probabilités. En fait, je n’ai jamais trouvé
d’article donnant une justification intuitive de la Conjecture forte de Goldbach basée sur des
probabilités. Méme si un tel article existe, en donnant une justification intuitive de cette Conjecture
basée sur des probabilités, il est important de noter que la T.A.N permet avec son formalisme d’en
donner une justification théorique, et non seulement une justification intuitive.

III.LES THEORIES

Dans ce qui suit, j’expose les 2 théories présentées dans la section précédente. La plupart des
théorémes ou des lois obtenus par d’autres théories et utilisés dans ces articles sont rappelés
explicitement.

Les 2 théories exposées dans cet ouvrage sont indépendantes et donc chacune d’elle peut étre
lue isolément.
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liecre THEORIE:

THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE.

Auteur :Thierry DELORT.
Date : Aout 2022.

1" article : THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE DES ENSEMBLES.

2me article :LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS.
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Article : THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE DES ENSEMBLES
Auteur :Thierry DELORT

Date :Aout 2020

Extrait du livre : Théories d’or 10° édition, Editions Books on Demand, Paris (2020)

RESUME :

Dans cet article, nous présentons une théorie mathématique générale basée sur le Platonisme,
appelée TMP (Théorie Mathématique Platoniste), et en particulier la partie de la TMP relative aux
fondations des mathématiques et a la Théorie des ensembles. Cette Théorie des ensembles Platoniste,
nous conduit a obtenir I’existence au sens Platonicien des concepts de bases en mathématiques,
notamment 1’ensemble des naturels, ’ensemble de réels, et aussi I’existence d’objets mathématiques
identifiés a des corps, des anneaux ou des espaces vectoriels. La TMP est donc fondamentale car elle
permet de donner une signification Platoniste a I’ensemble des mathématiques, et donc propose une
alternative aux théories mathématiques de logique actuelles basées sur le formalisme.

Nous voyons aussi comment apparaissent naturellement dans cette nouvelle théorie des
ensembles Platoniste les paradoxes classiques (de Cantor ou de Russel) et nous exposons comment la
TMP résoud ces paradoxes.

A partir des bases de la théorie présentée dans cet article, il est possible de la développer pour
obtenir une Théorie Mathématique Platoniste de 1’ensemble des mathématiques, et en particulier une
Théorie de Logique Platonicienne des propositions, ce qui sera fait dans un second article.

Mots clés :Platonisme -théorie des ensembles- Paradoxes de Cantor et de Russel- fondations des
mathématiques.

1.INTRODUCTION

La plupart des mathématiciens ont 1’idée d’une existence réelle des mathématiques, mais jusqu’a
présent cette conception, le Platonisme, était purement philosophique, les théories mathématiques de
logique actuelle étant basées sur le formalisme. Le présent article présente une théorie mathématique,
et non philosophique, donnant une conception Platoniste des mathématiques. C'est-a-dire qu’elle
donne la signification, dans un Espace Mathématique Platonique (EMP), des concepts mathématiques
classiques (Ensemble des naturels, des réels, espaces vectoriels...) et des théories mathématiques
classiques.

Nous verrons que dans la TMP apparaissent naturellement les paradoxes classiques (de Cantor
et de Russel) et comment ils sont résolus par la TMP.

Nous verrons qu’il y a une profonde analogie entre la TMP et la théorie géométrique
d’Euclide, celle qui a inspiré Platon, notamment 1’existence d’un espace dans lequel existe des objets
mathématiques. Mais la TMP est beaucoup plus générale que la théorie d’Euclide, puisqu’elle peut
interpréter 1’ensemble des mathématiques modernes.

2.AXIOMES DE LA TMP

Le premier Axiome de la TMP est aussi le plus fondamental. 11 définit les propriétés
principales d’un Espace Mathématique Platonique (EMP) et celles des objets mathématiques.

L’ Axiome de base de 1a TMP est donc :

AXIOME 2.1 :
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a) « o est un objet mathématique » est équivalent a « a existe dans /' Espace mathématique
Platonique (EMP) ».

b)Si a est un objet mathématique alors a est un objet mathématique relationnel ou (exclusif) un objet
mathématique non-relationnel ou (exclusif) un objet mathématique non-relationnel mixte.

o)Il existe un et un seul objet mathématique non-relationnel o tel que o est I’ Espace Mathématique
Platonique.

Dans cet article, P1 et P2 étant 2 propositions quelconques, « P1 ou (exclusif) P2 » signifiera :
«(P1 ou P2) et Non(P1 et P2) »

En accord avec leur sens intuitif, on verra plus loin que les ensembles et les couples sont par
exemple des objets mathématiques non-relationnels, mais que «est élément de» est un objet
mathématique relationnel.

Dans 1I’Axiome précédent « existe » n’est pas un terme propre a la TMP. C’est un concept
primitif dont la premiére signification intuitive est celle qu’il a dans les propositions des théories
mathématiques classiques de la forme « Il existe x €lément de A » (A étant un ensemble).

Cependant « existe » a une 2™ signification dans la TMP. Ainsi « O, existe dans "EMP »
signifie que Oy existe dans une réalité abstraite de la méme facon que dans la théorie philosophique
du Platonisme, les droites et les cercles existent dans une réalité abstraite identifiée avec le plan
Euclidien. On verra que la TMP demeure valide méme si « existe » a sa signification intuitive
classique, mais les Axiomes et la TMP se comprennent avec sa signification dans la TMP.

On définit alors les concepts fondamentaux de la TMP :
AXIOME 2.2 :

a)Si C est un couple, alors il existe un et un seul A tel que A est un objet mathématique non-relationnel
et différent de ’EMP et il existe un et un seul B tel que B est objet mathématique non-relationnel et
différent de ’EMP tels que A est le premier terme de C et B est le deuxieme terme de C.

b)Si A est un objet mathématique non-relationnel différent de I’EMP et B est un objet mathématique
non-relationnel différent de I’EMP, alors il existe un et un seul C tel que C est un couple et A est le
premier terme de C et B est le deuxiéme terme de C.

2iéme

Si Cy est un couple et A, est le premier terme de C, et By est le terme de C,, on

représentera classiquement C, par (Ag,By).

Une conséquence immédiate de I’ Axiome 2.2 est que si Cy; est un couple et Cy, est un couple
et si le premier terme de Co, est identique au 1" terme de Cy, et le 2me terme de Cy; est identique au
2"™ terme de Co, alors Cy; est identique a Co,.

L’ Axiome précédent est la définition Axiomatique d’un couple.

DEFINITION 2.2A :
Préambule : SEQUENCE FINIE
Par définition, une séquence finie a 2 termes sera un couple. Avant la définition des naturels

dans la TMP, «2 » sera considéré non comme un naturel mais simplement comme un symbole
particulier.
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Plus généralement, on montrera I’existence (dans ’EMP) d’un objet mathématique non-
relationnel identifié avec I’ensemble des naturels N, chaque élément de N étant identifié¢ avec un objet
mathématique.

-Si Oyp,..,Ono sont des objets mathématiques différents de ’EMP (Avec n>2), on montrera
aussi 1’existence de (Oyp,.,0y0), qui est un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP et
qui sera identifié avec I’ensemble {(1,0,0),..,, (n,0,0)} et qui sera appelée séquence finie (a n termes).

-Réciproquement on dira qu’un objet mathématique Oy est une séquence finie a n termes s’il
existe Ojy,..,On9 objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP tel que Oy=(Oyy,..,Ono).

Cependant, avant d’avoir montré I’existence de N, on utilisera seulement des séquences finies
a 2 termes.

A)RELATION MIXTE

Par définition, « Un objet mathématique relationnel » aura la méme signification qu’ wune
relation mixte .

Par définition, si R est une relation mixte, pour tout objet mathématique Oy, R(Oy ) est vraie
ou(exclusif) n’est pas vraie.
-On emploiera la notation R(Op) pour « La relation mixte R interne de Oy ».
-Si (Ogy,-...Opy) est une séquence finie, on emploiera la notation « R(Oyy,...Op,) » pour « La relation
mixte R entre les termes de la séquence finie (Oyy,..,0q,) ».

B)RELATION NON FLOUE.

Une relation non-floue est un objet mathématique relationnel (et donc une relation mixte) R
défini par les propositions suivantes :

a)Pour tout objet mathématique Oy, R(Oy) est vraie ou n’est pas vraie. On dira que R est binaire.
b) Pour tout objet mathématique Oy, R(Op) n’est pas vraie et non-vraie, on dira que R est cohérente.

¢)Si un objet mathématique Oy est tel que R(Op) est vraie, alors Oy est un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP. On dira que R est un objet mathématique relationnel restreint aux
objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP.

(On admettra Axiomatiquement que toute relation mixte est binaire et cohérente. On dira que
toute relation mixte (et donc tout objet mathématique relationnel) est non-flou. R(0) étant un objet
mathématique relationnel quelconque, on peut définir la restriction de R(o) aux objets mathématiques
non-relationnels et différents de I’EMP R’(0) : « R(0) et o est un objet mathématique non-relationnel
et différent de ’EMP » )

d)Si il existe un naturel n, avec n>1, tel que pour tout objet Oy tel que R(Oy) est vraie, Oy est une
séquence finie de n termes (Ce qui entraine que tout terme de OO0 est un objet mathématique non-
relationnel), et que de plus il existe un objet mathématique non-relationnel O, tel que R(Oy) est vraie,
alors on dira que R a pour ordres de multiplicité 1 et n. On représentera alors R en utilisant la notation
R(0) ou R(oy,..,0,).

e)Si R est une relation non-floue, alors « 1 » sera un ordre de multiplicit¢é de R qu’on pourra
représenter avec la notation R(0).

f)Réciproquement, si R est un objet mathématique relationnel (c'est-a-dire une relation mixte) ayant
les propriétés d’un relation non-floue exprimées par les points a),b),c) précédents, alors R est une
relation non-floue.
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g)On définit la relation non-floue « relation impossible » Ryp telle que pour tout objet mathématique
Oy, Rpvp(Oy) n’est pas vraie. Ryyp aura par définition tout n naturel différent de 0 comme ordre de
multiplicité.

D’aprés la définition précédente, toute relation non-floue aura au moins un ordre de
multiplicité (« 1 »), et pourra avoir 1,2 ou une infinité d’ordres de multiplicité.

Dans ce premier article, on définira que des relations d’ordres de multiplicité 2 et 1. R étant
une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2, on écrira en général Oy R O, a la place de
R(044,0,). Par exemple on écrira en accord avec la notation standard « a, est élément de Ay » a la
place de « est élément de(ag,Ag) ».

AXIOME 2.2B :

a) « est élément de » est une relation non floue d’ordre de multiplicité 2. (ayant intuitivement le sens
de « appartient a »

b)Si A est un ensemble et B est un ensemble, et si pour tout x tel que x est un objet mathématique
«« X est €élément de A » est équivalent a « X est élément de B » », alors A est identique & B.

¢)Si A est un ensemble et a est élément de A, alors a est un objet mathématique non-relationnel
différent de ’EMP.

d)Si A est un ensemble, alors A est un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP.

L’Axiome précédent est une définition axiomatique partielle d’un ensemble, et de la relation
« est élément de ». Elle est partielle car d’autres Axiomes compléteront ces définitions.

AXIOME 2.2C:

a) « est le premier terme de » et «est le 2" terme de » sont des relations non floues d’ordre de
multiplicité 2.

b)Si x est tel que x est un couple, alors x n’est pas un ensemble et x est un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP.

AXIOME 2.2D:

a)ll existe un et un seul objet mathématique o tel que (o est un ensemble et « Pour tout x tel que x est
un objet mathématique non-relationnel, x n’est pas élément de ¢ »).

On dira que o est [ 'ensemble vide et dans cet article, on le représentera toujours par le symbole
o.

b)Si A est un ensemble et A n’est pas identique a I’ensemble vide, alors il existe x tel que x est un
objet mathématique non-relationnel différent de ’EMP et x est élément de A.

L’Axiome précédent est la définition Axiomatique de 1’ensemble vide et le b) est une
définition axiomatique partielle (complétant les précédentes) d’un ensemble.

REMARQUE 2.2.E :

a)Des propositions vraies peuvent entrainer des propositions et a cause de la signification du concept
primitif « entrainer », celles-ci sont vraies. On admettra évidemment que les Axiomes et définitions
de la TMP sont des propositions vraies.
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b)Si une proposition P est entrainée par des propositions Py,..,P,, on dira que P est une déduction
logique relationnelle de Py,..,P,.

¢)On verra dans un second article que les Axiomes de la TMP sont équivalents a des relations non-
floues et des relations mixtes entre des objets mathématiques. On verra aussi que la quasi-totalité des
propositions classiques utilisées en mathématiques (Définitions et Théorémes) apparaissent comme
étant équivalentes a des relations non-floues entre des objets mathématiques non-relationnels et sont
des déductions logiques relationnelles des Axiomes de la TMP.

Une conséquence de la Remarque précédente est que des propositions vraies ne peuvent
entrainer qu’une relation non-floue n’est pas binaire, ou qu’une relation cohérente n’est pas cohérente.
En effet si R est une relation non-floue, alors « R est binaire » et « R est cohérente » sont des
propositions vraies.

Nous avons défini plus haut des relations non-floues. On peut généraliser cette définition afin
de définir des définitions non-floues , des concepts généraux non-flous et des symboles particuliers
non-flous.

DEFINITION 2.3 :
On a les définitions suivantes fondamentales pour la TMP:

a)-Les symboles particuliers non-flous et les concepts généraux non-flous constituent 2 types
(exclusifs) de symboles fondamentaux pouvant étre utilisés par une définition ou une proposition et
pouvant représenter des objets mathématiques.

-Un symbole particulier O est un symbole associ¢ a une proposition du type « O est le symbole
particulier associé a une définition D(0,0y,..,0,) (ou D(0)) », Oy,.,0, étant des symboles particuliers
pré-définis, O ne pouvant représenter que des objets mathématiques non-relationnels et différents de
I’EMP.(On emploiera la notation D(0,0;,..,0,) pour représenter une définition utilisant les symboles
particuliers prédéfinis Oy,..,0, ).

-Si une définition n’utilise aucun symbole particulier pré-défini, on dira que c’est une définition
générale et on la représentera par D(0).

(Par exemple, A et B étant des symboles particuliers prédéfinis on pourra considérer la définition
D(0,A,B) : « 0 est élément de ANB ») et les définitions D(0) : « o est un naturel », ou D(0) : « 0 est un
ensemble » seront des définitions générales).

b)D(0) étant une définition générale :
-On dira qu’un objet mathématique O, correspond a la définition D(0), si on a « D(Oy) est vraie ».

-On dira qu’un objet mathématique O, existant dans ’EMP ne correspond pas a la définition D(0), si
on a Non(« D(Oy) est vraie »).

¢)-On dira qu’une définition générale D(0) est binaire si pour tout objet mathématique on a ou bien
« D(Oy) est vraie » ou bien Non(« D(Oy) est vraie »).

-On dira que la définition générale D(0) est cohérente si pour aucun objet mathématique « D(O,) est
vraie » et Non(« D(Oy) est vraie »).

-On dira que D(0) est une définition générale non-floue si elle est binaire et cohérente.

d)« O est un symbole particulier non-flou associé a D(0) » signifie :

-D(o) est une définition générale non-floue.
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-D(0) est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, c'est-a-dire
pour tout objet mathématique O,, si D(Oy) est vraie alors O, est un objet mathématique non-relationnel
et différent de ’EMP.

Dans le cas ou il existe au moins un objet mathématique Oy tel que « D(Qy) est vraie » on dira
que O est un concept particulier non-flou.
On aura alors : « « O peut représenter Oy » est vraie » est équivalent a « D(Oy) est vraie ».

Si O n’est un concept particulier non-flou alors O sera un symbole particulier non-flou ne
pouvant représenter aucun objet mathématique.

Si O est un concept particulier non-flou pouvant représenter un objet Oy, alors on pourra
consideérer le cas ou il représente Oy, il représente alors le méme objet O, partout ou il est utilisé.

¢)Si D(0) est une définition générale non-floue, on dira que le symbole «un C; » est le concept
général non-flou associé a D(o) sion a :

-D(o0) est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP (définie au d)).
-« « Oy appartient au concept général non-flou « un C; » » (On dira aussi « Oy est un Cy», ou « « un
C, » peut représenter Oy ») est vraie » est équivalent a « D(Oy) est vraie ».

-1l existe au moins un objet mathématique O, tel que O, appartient au concept général non-flou « un
Ci».

Plus généralement on dira que le symbole « un C, » est un concept général non-flou si :
-Pour tout objet mathématique O, « « Oy appartient au concept général non-flou « un C; »est vraie »
ou (exclusif » « « Oy n’appartient pas au concept général « un C, »est vraie ».
-Si un objet mathématique O, appartient au concept général «un C; », alors O, est un objet
mathématique non-relationnel différent de ’EMP (Sauf si le concept général non-flou « un C; » est
parmi les 2 concepts généraux non-flous « ’EMP » ou « un objet mathématique non-relationnel).
-II existe au moins un objet mathématique O, tel que O, appartient au concept général non-flou « un
C1 ».

D’aprées sa définition, contrairement aux concepts particuliers non-flous, un concept général
non-flou pourra toujours représenter les mémes objets mathématiques quels que soient les objets
mathématiques représentés par les concepts particuliers non-flous situés avant son emplacement. De
plus on ne pourra pas considérer le cas ou il représente un objet mathématique parmi ceux qu’il peut
représenter. (Sauf s’il ne peut en représenter qu’un seul).

On verra plus loin que « un ensemble », « N » seront identifiés avec des concepts généraux
non-flous ».

f)Si «un C; » et «un C, » sont 2 concepts généraux non-flous on dira que «un C, » est inclus dans
«un C, » si tout objet Oy appartenant au concept général « un C; » appartient au concept général « un
C,».

g)On définira plus loin dans la TMP des objets mathématiques identifiés aux naturels. Dans toute la
partie de I’article antérieure a la définition des naturels dans la TMP , on considérera 1,. ,n non comme
des naturels mais comme des signes distinctifs, un signe distinctif étant un concept primitif para-
mathématique défini comme étant un symbole permettant de distinguer des propositions, des
définitions, des concepts particuliers ou généraux ou des objets mathématiques. Dans certains cas,
0.,.,0, sont des concepts particuliers non-flous pouvant représenter simultanément des objets
O]O,'-,OnO:

On rappelle qu’on représente par D;(0,0i,.,0iki) une définition utilisant les symboles
particuliers non-flous pré-définis Oj,..,Oxq). En général, on définira successivement les symboles
particuliers non-flous Oy,..,0, par les propositions Py,..,P, du type suivant :
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P1: Oy est le symbole associé a la définition D;(o;).

Pout i dans {2,..,n) :
Pi :O; est le symbole associé a la définition D;(0;,0i1,..,Oimg)) ou Di(01), avec Ojy,..,Om parmi Oy,..,O;.y.

0’10,.,0’ €tant des objets mathématiques quelconques, on définit les propositions suivantes
P’1(0’yp),..,P’n(O’ ) par :

P’l(o’lo) . D](O’lo)

Pour i dans {2,..,n} :
P’i(0’y) IDi(Oio,O’uo,--,O’ih(i)o) (ou Di(O’y)).

On dira que Oy,..,0, sont des concepts particuliers non-flous si on a -
O, est un concept particulier non-flou (défini précédemment) et :
Pour tout i dans {2,..,n}, pour tous O’o,..,0’;.10 tels que P’1(0’yy),..,P’1-1(0’;10) sont vraies :

())Pour tout O, objet mathématique non-relationnel et différent de 'EMP D;(00,0’1,.,0’inio) est
vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. (On dira que les définitions D;(0;,.) sont non-floues).

(i))Pour tout O, objet mathématique si D;i(Op,0’i1,..,0inio) est vraie alors O, est un objet
mathématique non-relationnel et différent de 'EMP. (On dira que les définitions Dj(0;.) sont
restreintes aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP).

(1)1l existe Oy tel que P’1(Og) :Di(Og,0’i10,..,0 i) est vraie.

O19,.,0n0 étant des objets mathématiques, on dira que O,,..,0, sont des concepts particuliers
non-flous pouvant représenter simultanément Oy,.,0y si Oy,..,0, sont des concepts particuliers non-
flous et que de plus P’1(0yy),..,P’n(Oyp) sont vraies.

Alors on aura de plus par définition pour {k(1),..,k(s)} inclus dans {1,.,n} Oxy,..,Ox pourront
représenter simultanément Oy ),..,Oxks)o-

Par définition, réciproquement, k(1),..k(s) étant dans {1,..,n}, {t(1),..,t(n-s)} étant I’ensemble
{1..n}/{k(1),..k(s)}, Oxa--Oxspo €tant des objets mathématiques, Oxy,..,Oks) pourront représenter
simultanément Oy(;),..,Oxspo $’1l existe des objets Oyqyo,..,Ounspo tels que Oy,..,0, peuvent représenter
simultanément O,,.,0npo.

On rappelle qu’avant la définition de N, on considérera les symboles 1,..,n utilisés
précédemment comme indices non comme des naturels mais comme des signes distinctifs. s(1),..,5(p)
étant des signes distinctifs, on a employ¢ la notation « s est dans {s(1),..,s(p)} » pour « s est un signe
distinctif parmi s(1),..,s(p) ».

h)On a vu précédemment que si O était le symbole particulier non-flou associé a une définition
génerale non-floue D(0), et si O pouvait représenter un objet Oy, alors on pouvait considérait le cas ou
O représente O,.

De la méme fagon si Oy,..,0, sont des concepts particuliers non-flous pouvant représenter
simultanément Oj,.,0, (définis au g), on pourra considérer le cas ou Oy,..,0, représentent
simultanément Oyy,..,Opp.

On donne alors les définitions suivantes, compatibles avec celles données au point g)
précédent :
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On rappelle qu’on emploie la notation D(0,0;,..,0,) pour représenter une définition utilisant
les symboles particuliers (définis en 2.3) prédéfinis Oy,..,0,.

- 04,.,0, étant des concepts particuliers non-flous ,on dira que D(0,0;,..,0,) est une définition non-
floue si pour tous Oy,..,0y pouvant étre représentés simultanément par Oi,.,0, et pour tout objet
mathématique Oy, D(0,010,.,0n0) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie.

-04,.,0, étant des concepts particuliers non-flous, on dira que D(0,04,..,0,) est restreinte aux objets
mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP, si pour tous Oyy,..,0,9 pouvant étre représentés
simultanément par Oy,..,0,, si D(0g,01y,..,0p9) est vraie alors Oy est un objet mathématique relationnel
et différent de I’EMP.

- 04,.,0, étant des concepts particuliers non-flous D(0,0y,..,0,) étant une définition non-floue
restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP, on poura définir un
symbole particulier non-flou par la proposition :

« O(0y,..,0,) (noté aussi « O ») est le symbole particulier associé a D(0,04,..,0,) ».

-Alors, si pour tous Oyy,..,0y pouvant étre représentés simultanément par Oy,..,0,, il existe au moins
un objet mathématique non-relationnel et différent de ’'EMP O, tel que O(Oq,..,0n9) peut représenter
Oy, alors on dira que O(0y,.,0,) est un symbole particulier non-flou qui est un concept particulier non-
flou. On a alors, pour tous Oy,..,0, pouvant étre représentés simultanément par O,,..,0,, dans le cas
ou Oy,..,0, représentent simultanément Oy,..,Oy « O(01,..0,) (noté O(Oy,..,On)) peut représenter
Oy » est équivalent a « « D(Og,00,..,040) est vraie ».

Si pour tous Oy,..,On pouvant étre représentés simultanément par Oj,..,0,, alors Oy,..,0,
représentant simultanément Oy,,..,0,9, O peut représénter un unique objet, alors on dira que O est
défini uniquement en fonction de Oy,..,0,. On généralise cette définition Oy,..,0, étant des concepts
particuliers non-flous quelconques pré-définis.

-Par définition, si O est un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou,
il ne pourra représenter aucun objet mathématique.

Par exemple si A est le concept particulier non-flou associé a D(04) : « 0a est un ensemble »,
on peut définir le symbole particulier non-flou b (noté aussi b(A)) associé a la définition D(0y,A) : « 0y
est élément de A ». b n’est pas un concept particulier non-flou car pour A représentant I’ensemble
vide, il n’existe pas d’objets pouvant étre représenté par b. Et donc d’apres la définition précédente b
ne pourra représenter aucun objet mathématique.

On dira qu’une définition D(0,0y,..,0,) a pour parameétres fixes Oy,..,0, et que O(0y,..,0,) est
défini en fonction des symboles particuliers non-flous Oy,..,0,. Un méme concept particulier non-flou
pourra étre défini en fonction de différents ensembles de symboles particuliers non-flous.

REMARQUE 2.4 :

a)Par exemple si O(Oy,..,0,) est un concept particulier non-flou associé¢ a une définition non-floue
D(0,0,,.,0,), alors si Oy,..,0, peuvent représenter simultanément les objets mathématiques Oyg,..,Opo €t
si O(Oyy,.,0n0) peut représenter Oy, alors Oy,..,0,,0(04,.,0,) peuvent représenter simultanément
0107"50n0700'

b)Si un concept général non-flou est associ¢ a une définition, celle-ci sera toujours une définition
générale.

c)Dans certains cas, un concept général non-flou « un C; » peut étre particllement défini en utilisant
des Axiomes (Par exemple «un ensemble», «un couple»]’EMP..). Au contraire,un symbole
particulier non-flou sera toujours associé a une définition du type D(o) ou D(0,04,..,0,).

f)On emploiera en général la notation «un(le)(la)(I’) C,», c'est-a-dire utilisant un article, pour
représenter un concept général non-flou. (Par exemple « un corps », « un objet mathématique non-
relationnel », « un espace vectoriel..). N,Q,R seront aussi identifiés a des concepts généraux non-flous
représentant chacun un unique objet non-relationnel (un ensemble), ce qui se justifie car par exemple
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N est « I’ensemble des naturels », Q est « I’ensemble des rationnels »...De plus, tous les symboles
représentant le méme objet mathématique dans tous les textes seront considérés comme des concepts
généraux( Par exemple 1,2,13..). On rappelle qu’on doit toujours définir si un symbole est identifié
avec un symbole particulier non-flou ou est identifié avec un concept général non-flou, car les 2
notions sont exclusives par définition.

2)Il est fondamental de distinguer un objet mathématique non-relationnel Oy, O, étant identifié¢ a un
objet mathématique non-relationnel, d’un concept non flou O qui est un symbole pouvant représenter
certains objets mathématique non-relationnels. Pour éviter la confusion, on mettra I’indice « 0 » a un
symbole identifié a un objet mathématique. Cependant, si un concept général peut représenter un seul
objet, alors on identifiera ce concept avec 1’objet unique qu’il représente, sans mettre 1’indice « 0 »
(Par exemple N,Z.)

h)D’apres la définition précédente, un concept particulier non-flou ne pourra jamais représenter I’EMP
ni un objet mathématique relationnel et les seuls concepts généraux non-flous pouvant représenter
I’EMP seront les chaines de caractéres « ’EMP » et « un objet mathématique non-relationnel ».

1)On a supposé implicitement qu’on emploie toujours un nouveau symbole pour définir un nouveau
concept particulier ou général non-flou.

7)On peut facilement généraliser la définition d’un concept général non-flou en définissant des
concepts généraux relationnels non-flous (pouvant représenter seulement des objets mathématiques
relationnels), non-relationnels mixtes non-flous (pouvant représenter seulement des objets
mathématiques non-relationnels mixtes) ou mixtes non-flous (pouvant représenter tout type d’objet
mathématique).

De méme on peut généraliser la définition d’un concept particulier non-flou en définissant des
concepts particuliers relationnels non-flous ou non-relationnels mixtes non-flous ou mixtes non-flous.

Nous recherchons maintenant un Axiome permettant d’obtenir qu’une définition D(0) (ou
D(0,04,..,0,)) est non-floue. (On rappelle qu’on utilisera I’expression D(0,04,..,0,) pour représenter
une définition utilisant les symboles particuliers non-flous prédéfinis O,,..,0,). Avant de proposer un
tel Axiome, nous alons donner des définitions de propositions et de définitions fondamentales qu’on a
appelées proposition mathématique simple et définition mathématique simple.

On admet 1’ Axiome suivant concernant les concepts mathématiques fondamentaux de la TMP :
AXIOME 2.4A :

Les symboles composés « un ensemble (suivi éventuellement de « non vide ») », « un objet
mathématique non-relationnel (suivi éventuellement de « différent de ’EMP »)», « I’ensemble vide » ,
«un couple » sont des concepts généraux non-flous.

Les symboles «est élément de », «est le (ou le ) terme de », «est identique a
(implicitement : « un objet mathématique non-relationnel ») (représenté souvent par «=») » sont des
chaines de caractéres (appelées concepts relationnels généraux) représentant chacune une unique
relation non-floue d’ordre de multiplicité 2.

1 ier 2i:‘:mc

REMARQUE 24B :

a)On remarque que la proposition « R représente une unique relation non-floue. » signifie que
non seulement R peut représenter un seul objet mathématique reationnel (considéré comme concept
général relationnel) mais aussi que celui-ci est un unique objet de ’EMP.

b)On remarque que la proposition « «un C;» est un concept général non-flou» est
équivalente a la proposition « « est un C; » est une relation non-floue qui n’est pas la relation
impossible ».
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En utilisant I’ Axiome précédent, on peut définir une définition mathématique simple et une
proposition mathématique simple :

DEFINITION 2.5 :
DDEFINITION MATHEMATIQUE SIMPLE ET DEFINITION INTERNE AUXILIAIRE.

A)1)Une définition D(0) (ou D(0,0,,..,0,)) sera une définition mathématique simple si :

(1)Elle est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP.

(i1)Oy,.,0, sont des concepts particuliers non-flous.

(ii1)Elle utilise seulement :

-Les concepts particuliers non-flous prédéfinis Oy,...,O,.

- €O

-Des concepts primitifs relationnels ayant leur signification usuelle parmi : « pour tout », « Il existe
(suivi éventuellement d’ « un et un seul ») , « est », «appartient au concept général » , « tel que »,
« Non », « et », «ou », « si...,alors », « est équivalent a ».

-Des symboles de ponctuation « virgule («,»), « parenthéses » (« («et «)»), «point» («.»),
« guillemets » (« « » et « »»), accolades ( «{» et « } »), « blanc » .

-Des concepts généraux non-flous (Notamment ceux de I’ Axiome 2.4A).

-Des concepts relationnels généraux représentant chacun une unique relation non-floue (Notamment
ceux de I’Axiome 2.4A).

-Des nouveaux symboles (noté B ou C,,) chacun étant associé a une définition dite définition auxiliaire
par une expression du type :

« B est le symbole particulier associé a la définition auxiliaire de niveau 0 Dyy(0p,Pi,...P4) (ou
D,uxi(0p,0,P1,..,Pg)) (ou une définition analogue n’utilisant pas Py,.,Pj)» ou «C,, est le symbole
particulier (défini en fonction de 0¢,01,..,01.1) associé a la définition auxiliaire (de niveau m) D,y (O,
Os1,++,05, Q1,--,Q;r) (ou une définition analogue n’utilisant pas o0g1,..,05, Q1,..,Q;). ».

Si on connait la chaine de caractére représentée par « Dyuxim (Om, Osiye-»0s Q1,-.,Qp) », en la
représentant par « « Dyyim (Om, Os1,..,05 Q1,..,Qr) » », on utilisera 1’expression : « Cy, est le symbole
particulier (défini en fonction de 0¢,01,..,0,.1) associé a la définition auxiliaire (de niveau m) Dyxim (Om,
Os15++505t5 Q15-+,Qr) * « Dayxim (Orms 1545056, Q15--,Qp)- » »

On dira que B (ou Cy,) est un nouveau symbole particulier associé a la définition auxiliaire
DauxI(ObyPla-'an) (Ou DauxIm (Oma Os15.+50st, Qla--aQr))'

On appellera les propositions précédentes définition de B(ou de C,) (dans D(0,04,..,0,)).
Dans une définition mathématique simple 2 définitions de symboles particuliers ne pourront utiliser le
méme symbole comme symbole particulier qu’elles définissent.
Les définitions auxiliaires sont définies comme suit :

2)DEFINITIONS AUXILIAIRES :
SYMBOLES PARTICULIERS NON-FLOUS

On a défini en 2.3 un symbole particulier non-flou comme un symbole particulier associé a
une définition non-floue D(0,04,.,0,), avec Oy,..,0, concepts particuliers non-flous pré-définis. On
généralise cette définition en admettant que si O,,..,0, sont des symboles particuliers non-flous pré-
définis non nécessairement des concepts particuliers non-flous, D(0,0;,.,0,) est aussi une définition
non-floue.

Si O est un symbole particulier associé a une définition non-floue D(0,0,,.,0,), O sera par
définition un symbole particulier non-flou. Mais si I’'un des O; n’est pas un concept particulier non-
flou, alors par définition O ne pourra représenter aucun objet mathématique.

Un symbole particulier sera ou bien associ¢ a une définition mathématique simple ou bien a
une définition auxiliaire contenue par une définition mathématique simple.
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DEFINITION RESTREINTE

0y,..,0, étant des concepts particuliers non-flous, on a déja défini en 2.3 une définition
D(0,04,.,0,) restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP. On
généralise et on complete cette définition en admettant que O,,..,0, étant des symboles particuliers
non-flous pré-définis, I'un d’entre eux n’étant pas un concept particulier non-flou, alors D(0,0,,.,0,)
est aussi restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP.

On admettra que par définition, une définition auxiliaire contenue par une proposition
mathématique simple est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP.

a)CAS PARTICULIERS DE DEFINITIONS AUXILIAIRES

Une définition mathématique simple peut donc utiliser des nouveaux symboles associés a des
définitions auxiliaires et pouvant étre de différents types :
(On représentera les nouveaux symboles associés a des définitions par des majuscules. On écrira aussi
parfois « symbole associé a une définition auxiliaire » au lieu de « symbole particulier associé¢ a une
définition auxiliaire »).

(1)Un symbole particulier B associé a une définition auxiliaire (dite de niveau 0) Dyuxi(0b,P1,..,P4) (ou
D,uxi(0b,0,P1,..,P4) ou une définition analogue n’utilisant pas Py,..,Py), avec :

-Py,.,Pq sont parmi O;,..O,.

-La définition de B n’est contenue dans aucune définition auxiliaire.

On dira que Dyyx(0p,P1,..,Pg) (0u Dyyxi(04,0,P5,..,Pg)) est une définition auxiliaire de niveau 0 interne a
D(o).

(i1) Un symbole particulier B associé a une définition auxiliaire (dite de niveau 0) Dux(0p,P1,..,Pg) (ou
D,uxi(0p,0,P1,..,Pg)), avec :

-Py,.,Pq sont des symboles parmi Oy,..0, ou sont associés a une définition auxiliaire interne de niveau
0, leur définition précédant celle de B.

-La définition de B n’est contenue dans aucune définition auxiliaire.

On dira que D,yx(0p,Py,..,Pg) est une définition auxiliaire de niveau 0 interne a D(0).

(iii)Une définition mathématique simple D(0) (ou D(0,0;...,0,)) pourra utiliser un nouveau symbole T
a I’intérieur d’ une définition auxiliaire contenue dans D(0) (ou D(0,0,,..,0,)) ou a I’extérieur de toute
définition auxiliaire contenue dans D(0) (ou D(0,0y,..,0,)) .

Par définition, une définition mathématique simple D(o0) (ou D(0,0y,..,0,)) ne pourra utiliser
un nouveau symbole T a I’extérieur de toute définition auxiliaire que dans le cas suivant :

-T est un symbole particulier associé a une définition auxiliaire de niveau 0, sa définition précédant
son utilisation.

(iv)La définition auxiliaire de niveau 0 d’un symbole particulier B telle que définie en (ii) pourra
contenir un nouveau symbole C, (dit défini en fonction de 0y,), associé a une définition auxiliaire (dite
de niveau 1) de type D,u11(0c,00,P1,.,Pg), (ou de type Dyyxii(0c,P1,.,Pg) ou de type Dyyyi(0c,05,0,P1,.,Pg)
ou de type D,un(0c,0,Py,.,P;) ou une définition analogue n’utilisant pas Py,..,P,), (dite définition
auxiliaire interne a la définition de B), avec :

-1l n’existe pas de nouveau symbole particulier K dont la définition est contenue dans la définition
auxiliaire de niveau 0 considérée et contient la définition de C.

-Py,..,Psont :
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Ou bien parmi Oy,..,0, .

Ou bien associés a des définitions auxiliaires de niveau 0 leur définition précédant celle de C.

Ou bien sont des symboles particuliers définis en fonction de oy, et associés a une définition auxiliaire
de niveau 1, leur définition précédant celle de C.

C étant associé a une définition auxiliaire contenue par D(o0) (ou D(0,04,..,0,)), on dira qu’un
symbole particulier D est pré-défini au sens strict avant C si D est parmi Oy,..,O, ou si dans D(0) (ou
D(0,04,..,0,)) la définition de D précéde celle de C. On dira que D est pré-deéfini au sens large avant C
si D est pré-défini au sens strict avant C dans D(o0) (ou D(0,0;,..,0,))ou si la définition de D contient
celle de C, D étant différent de C.

Dans cet article, nous utiliserons des définitions auxiliaires de niveau maximal 1. On
n’utilisera donc pas la définition générale des définitions auxiliaires suivante.

b)CAS GENERAL DES DEFINITIONS AUXILIAIRES

Plus généralement, on définit par récurrence une définition auxiliaire de niveau m dans D(0)
(Ou D(07Ola"a0n)) :

(J)Une définition auxiliaire interne a une définition auxiliaire de niveau m-1 est une définition
auxiliaire de niveau m.

(jj))Supposons que C,,.; est un symbole défini en fonction de 0¢,0i,..,0;2 associé a une définition
auxiliaire de niveau m-1 Dyyxm-1(Om-1, Ort- - -OnP1,. - . ,Pg)-

On admet que par définition, une définition auxiliaire contenue par une proposition
mathématique simple est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP.

Alors Dyyxm-1(0m-1, Or1,...0mP1,...,Pq) pourra contenir un symbole particulier C,, (défini en
fonction de 0¢,01,..,0,.1) €t associé a une définition auxiliaire (dite de niveau m et interne a la
définition de C,,.1) Dyyxm (Om, Os15--,0s1, Q1,-.,Qy), avec :

-1l n’existe pas de nouveau symbole particulier K dont la définition est contenue dans la définition
auxilliaire associée a C,,.; et contient la définition de C,,.

-0s1,..,05 SONt parmi 0,0¢,.,01,.1. (Par convention, si 'un des oy est identique a « o0 », ce sera oy et si
« 0 » est différent de « o » , alors Cy; est le symbole particulier a une définition auxiliaire de niveau si
Dauxsi(osi,u)'

-Q1,..,Q; sont des symboles particuliers pré-définis au sens strict avant C, et :

Ou bien sont parmi Oy,...,0, ou bien sont des symboles associés a des définitions interne a D(o) de
niveau 0 ou bien sont tels que pour tout i dans {1,..,r} Q; est un symbole particulier associé¢ a une
définition auxilliaire interne de niveau k(i) inférieur ou égal a m et défini en fonction de 0¢,01,..,0k)-1 -

On dira alors que C,,...,Cy1, Q1,..,Q; sont des symboles particuliers pré-définis au sens large
pouvant étre utilisés a I’emplacement de Dy (Om, Ostse,0s Q1ye0,Qy)-

Dans le cas d’une définition D(o) (ou D(0,0,..,0,)) ,0, étant un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP, cela signifiera que dans D(Oy) ou dans D(0Oy,01y,..,0n), C, est le
symbole particulier associé & D,yxm (Om, Csis..,.Cst, Q1,..,Qr). Les Cy; dépendent alors de Op,01y,..,Ono.
On aura Cq; est identique a O, si oy est identique a o.

Une définition auxiliaire de niveau m-1 Dyyxm.1(Om-1, Ori,...0u.P1,...,Pq) pourra utiliser un
nouveau symbole particulier T de la définition mathématique simple considérée D(o) a I’intérieur
d’une définition auxiliaire qu’elle contient ou a I’extérieur de toute définition auxiliaire qu’elle
contient.
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Par définition, une définition auxiliaire interne de niveau m-1 D,yxm-1(Om-1, Or1s---Ou,P1,- . .,Pg))
ne pourra utiliser un nouveau symbole particulier T a I’extérieur de toute définition auxilliaire qu’elle
contient que dans les cas suivants :

-T est parmi Py,..,P,.
-T est un symbole particulier associé a une définition auxilliaire de niveau m interne a D,yxm (0.1,
Orl,...Ork,Pl,...,Pq).

Une définition auxiliaire pourra aussi utiliser les concepts primitifs relationnels, les concepts
généraux non-flous et les symboles représentant une unique relation non-floue que peut utiliser une
définition mathématique simple.

Dans une définition mathématique simple, un méme symbole ne pourra étre associé¢ a 2
définitions auxiliaires distinctes.

B)INTERPRETATION PLATONISTE D’UNE DEFINITION MATHEMATIQUE SIMPLE.

On conserve les notations du A) du cas général des définitions auxiliaires.
Supposons que dans une définition mathématique simple, on ait I’expression :
Expl : « Cy, (est le) symbole particulier associé & Dayxim (Om, Osise+»0st> Q1,.-,Qp) ».
Par convention, C,, aura exactement la méme signification que défini dans I’expression Exp2 :
Exp2: « C, est le symbole particulier associé & Dyyxim (Om, Cstis--,Cst, Q1,-.,Qr) ».(Avec Cy; est identique
a 0 si og est identique a o).

Dauxim (Oms Os15++,0sts Q1,.-,Qr) €t & Dayxim (0m, Cstse.,Cstr Q1,..,Qr) seront les 2 types de définition
auxiliaire qu’on pourra utiliser dans une définition mathématique simple. Si C,, est défini par une
expression de type Expl ou Exp2, on dira qu’il est explicitement associé a une définition auxiliaire.
Utilisant une expression de type Expl ou Exp2, on devra nécessairement avoir les chaines de
caractéres « Dyxim (Oms Os15e-,0st, Q1,0-,Q0) i » €t « Daxim (Oms Cst,--,Csts Q1,-.,Qr) - » suivies par les
chaines de caractéres qu’elles représentent.

Par convention, C,, étant défini par I’expression Exp2 ou Expl, C,, aura la méme signification
que défini par I’expression Exp3 :

Exp3: « Cy, est tel que Dyyxam (0m, Csis--,Csp Q1,..,Qr) ».(Avec Cy; est identique a o si o est identique a
0).

Une expression de type Exp3 pourra donc étre utilisée dans une définition mathématique
simple. On dira alors que C,, est implicitement associé a une définition auxiliaire.

Les expressions précédentes seront en accord avec les régles suivantes dans une définition
mathématique simple :

-Dans I’expression Expl, par convention, le symbole « o » aura la méme signification que le symbole
« Cgi » (Sauf « o4 » si « 05 » est identique a « o »), sauf a ’intérieur d’expressions de type Exp2 ou
Exp3 contenue par Expl ou on devra utiliser uniquement le symbole « Cg ». De plus on ne pourra
utiliser 1’expression de type Expl que si Cg,..,Cy sont explicitement associés a des définitions
auxiliaires.

-On pourra utiliser une expression de type Exp2 Cq,,.,Q, étant des symboles particuliers non-flous pré-
définis au sens large pouvant étre utilisés & son emplacement, qu’ils soient implicitement ou
explicitement associés a une définition auxilaire. Dans 1’expression Exp2, par convention le symbole
« 0y » aura la méme signification que le symbole « C,, » sauf a I’intérieur d’expression de type Exp2
ou Exp3 qu’elle contient strictement ou on devra utiliser seulement le symbole « C, » (et non « 0,,»).

- On pourra utiliser une expression de type Exp3 Cg,.,Q; étant des symboles particuliers non-flous pré-
définis au sens large pouvant étre utilisés a son emplacement, qu’ils soient implicitement ou
explicitement associés a une définition auxilaire. Dans 1’expression de type Exp3, on devra toujours
utiliser les symboles C,,,Cs;,..,Cq (Et nON Oy, Og1s..,04).

Et donc Dy(0,04,..,0,) étant une définition mathématique simple, on pourra toujours obtenir a
partir de celle-ci une définition D,(0,0,,..,0,) dans laquelle tous les nouveaux symboles particuliers
sont explicitement associés a des définitions auxiliaires et qui a exactement la méme signification que
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Di(0,04,..,0,) . On dira alors que D,(0,0y,..,0,) est une définition mathématique simple primitive,
qu’on appellera une interprétation Platoniste de D(0,0y,..,0,).

Réciproquement pour montrer qu’une définition D;(0,04,.,0,) est une définition
mathématique simple, il suffira d’obtenir a partir de celle-ci une définition mathématique simple
primitive D,(0,0y,.,0,) interprétation Platoniste de D,(0,0y,.,0,).

Dans la section suivante nous allons voir que dans une définition mathématique simple
I’utilisation des symboles de ponctuation et des concepts primitifs relationnels doit obéir a des régles,
dites regles de ponctuation et regles d’utilisation des concepts relationnels primitifs dans une
définition ou une proposition mathématique simple.

II)PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE

A)INTERPRETATION PLATONISTE D’UNE PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE.

Une proposition P (ou P(Oy,..,0,)) sera une proposition mathématique simple si elle utilise les
mémes termes et obéit aux mémes regles que ceux d’ une définition mathématique simple
D(0,0,,..,0,) telle que définie en 1)A, excepté le symbole « o». Et donc dans P(Oy,..,0,) pourra
utiliser des nouveaux symboles associés a des définitions auxiliaires, celles-ci étant définies de la
méme facon que dans le cas d’une définition mathématique simple .

De la méme facon qu’une définition mathématique simple, une proposition mathématique
simple P,(0,.,0,) pourra utiliser des symboles particuliers implicitement associés a des définitions
auxiliaires. On définit aussi de facon analogue au cas d’une définition mathématique simple
linterprétation Platoniste d’une proposition mathématique simple.

B)REGLES DE PONCTUATION ET D’UTILISATION DES CONCEPTS RELATIONNELS
PRIMITIFS, DES CONCEPTS GENERAUX ET DES RELATIONS NON FLOUES.

Une définition ou une proposition mathématique simple devra respecter des régles, dites regles
de ponctuation d’'une définition ou d’une proposition mathématique simple.

On appellera proposition auxiliaire (d’une proposition ou d’une définition mathématique
simple) une chaine de caractéres utilisées dans une proposition ou une définition mathématique simple.
Elle devra donc étre en accord avec la définition d’une définition ou d’une proposition mathématique
simple.

a)REGLES DE PONCTUATION ET DES PROPOSITIONS AUXILIAIRES.

Les expressions « virgule », « point », « parenthése », « accolade » désigneront des symboles
en caractéres « ordinaires », et donc ni « exposant » ni « indice ».
(1)Si dans la proposition ou la définition mathématique simple considérée on a un nouveau symbole
particulier X qui est associé¢ implicitement a une définition auxiliaire de type D,ux(0x,0515-.,05, At,.,Ap),
alors on aura nécessairement des guillemets autour de « D,u(X, Cq,..,Cq, Aj,.,Ap) »dans une
expression du type «x (est) tel que « Dux(X, Csi,...Co Ar,.,Ap) »» (Les Cg étant des symboles
particuliers pré-définis au sens large pouvant étre utilisés dans la définition auxiliaire considérée, Cy;
pouvant cependant étre identique a « o » dans une définition mathématique simple « D(0) »), sauf dans
le cas ou « Dyy(X, Csy,..,Cux, Ar,.,Ap) » nE contient pas de concepts primitifs relationnels (« tel que »,
«et»...) ni aucun symbole ponctuation « point» ou « guillemet » ni « virgule suivi du symbole
«blanc » » et de plus est suivie immédiatement par un concept primitif relationnel ou par un symbole
de ponctuation « point » ou « guillemet » ou « « virgule » suivi du symbole « blanc » » (On dira alors
que « Dyy(X, Cq1,..,.Cs, Ai,.,Ap) » est du type Par) car dans ce cas on pourra omettre les guillemets
autour de « Duu(X, Cs1,...Cx, Ar,.,Ap) » en conservant par convention la méme signification et de
méme dans 2 autres cas (du type Par ou Par ) que I’on définira dans le paragraphe suivant. On rappelle
qu’on mettra aussi nécessairement des guillements autour de « Dyyx(0x,0415--,0s Aj,.,Ap) » dans une
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expression du type « x est le symbole particulier associ€é a Dgux(0x,051,..,05k At,e,Ap)
« Daux(0x,051,--,05k, A1,0,Ap) » » .

On aura aussi nécessairement des guillemets autour d’une proposition auxiliaire
« P(x1,..,Xx,B1,..,.Bp)» ( Les B; étant des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large
pouvant étre utilisés a 1’emplacement de la proposition auxiliaire considérée, mais un B; pourra étre
identique & « o » dans une définition mathématique simple « D(0) » ou & ox ou o;; dans une définiton
auxiliaire D,ux(0x,051,--,0s, D1,.,.Dp) ), dans une proposition auxiliaire du type Par: « Pour tout x; tel
que « Di(X1,A11,..,A 1)) » ,...pour tout Xy tel que « Dy(X,Axis- ., Ak ) » » « P(X1,..,Xk,B1,..,Bp)», » ou du
type Pas: «Si x; est tel que « Di(X1,A11,,A1r1)) » 5., Xk €St tel que « Di(Xy,Axi,.., Ak ) », alors
« P(x1,...Xx,B1,..,.Bp)» » (pour j parmi 2,..k, Aj,.,Aj) symboles particuliers pré-définis au sens large
pouvant étre utilisés dans les définitions auxiliaires considérées et donc aussi étre parmi xj,..,X;.;, mais
I’'un d’eux pouvant étre identique a « o » dans une définition mathématique simple D(0) ou a oy ou o
dans une définition auxiliaire) a I’exception des 2 cas suivants :

() : «P(x1,...x,B1,..,.Bp)» ne contient aucun concept primitif relationnel ni aucun symbole de
ponctuation « guillemet » ou « point suivi du symbole « blanc » » ou « virgule suivi du symbole
«blanc » » et est précédée et suivie immédiatement par un concept primitif relationnel ou par un
symbole de ponctuation « guillemet » ou « point » ou « virgule suivi du symbole « blanc » ». On dira
alors que cette proposition auxiliaire est du type P .

(3i) «P(xy,...Xx,B1,..,.Bp)» est du type Par ou (défini plus haut) ou Pap: «l existe (suivi
éventuellement de « un et un seul ») x; tel que « P(x;,By,..,.Bp)» ».

On admettra en effet que d’aprés les régles de ponctuation les propositions auxiliaires de type
Par, Pat, Pag ont par convention la méme signification avec des guillemets comme premier et dernier
symbole que sans guillemets. On mettra aussi nécessairement des guillemets autour d’une proposition
du type Pas définie plus haut (Si x; est tel que..,..,alors..)). On admettra aussi que P, étant une
proposition auxiliaire, « « P » » (entourée de 2 paires de guillemets) a la méme signification que
« « Po » » (entourée d’une seule paire de guillemets).

D’aprés les régles de ponctuation précédente, on pourra omettre les guillemets autour de
«Dax(x, Cs1,.,Cs, Ai,.,Ap) » dans une expression du type «x (est) tel que « Dy(X, Cqi,..,Co
ALLAD) » o, 81« DX, Cot,e,.Coi, AtL-,Ap) » est du type Par, Pag ou Par.

(i1)P(A4,..,Ap) et Q(By,..,By) étant des propositions auxiliaires indépendantes, (C'est-a-dire que les A; et
les B; sont des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large pouvant étre utilisés au début
des propositions auxiliaires composées considérées, ce qui impose qu’aucun des B; ne peut étre défini
dans P(A,,..,A,), mais un B; ou un A; pourra étre identique a « o » dans une définition mathématique
simple « D(0)», ou a «0y», «O0g », .., «0g», dans une définition auxiliaire « Dyyu(0x,0515-+»0sks
D,,.,Dp) »), on aura nécessairement des guillemets au début et a la fin des propositions auxiliaires du
type 1, ««P(Ay,..,Ap) » ou (ou «et» ou «,», ou « est équivalent a» ) « Q(By,..,.Bi) » », «si
«P(A4,..,Ap) » alors « Q(By,..,By) » ». On mettra aussi des guillemets autour de  « P(Ay,..,Ap) » et de
« Q(By,..,By) » sauf si ces propositions sont du type Pr, Pag ou Py, d’apres les régles de ponctuation
données en (i). On admettra aussi que, P, étant une proposition auxiliaire, « «Non(« P, » )» » (avec
des guillemets), a la méme significationque «Non( « P, ») » (sans guillemets mais nécessairement des
guillemets autour de « P, », méme si P, est du type Pagr, Pag, ou Par ). De plus, Pyay,..,Pa étant des
propositions auxiliaires indépendantes (avec k>2), on pourra utiliser la proposition « « P4 »et..et
« Pax » » et la proposition « « Py »ou..ou « Pa » ». Par convention la proposition « « Pay »,.., « Pay.
» et « Py » » (remplacant tous les symbole « et » sauf le dernier par le symbole de ponctuation
« virgule ») aura la méme signification que « « Paj »et..et « Pa i » et « Pag » ».

On pourra omettre les guillements autour d’une expression du type précédent si cette
expression constitue la totalité de la proposition mathématique simple considérée.

(iii)Les guillemets ouverts («) » et fermés (»), employés par la proposition mathématique simple
considérée P; seront utilisés seulement dans des expressions du type précédent ((i) et (ii)). Ils
détermineront le début et la fin d’une proposition ou d’une définition auxiliaire (sauf dans les
exceptions exposées en (i) et (ii) ou elles seront implicites), qui nécessairement contiendra le méme
nombre de guillemets ouverts que de guillemets fermés. En effet d’aprés les régles de ponctuation, si
une proposition auxiliaire contient une partie d’une proposition ou d’une définition auxiliaire Q,,
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alors elle contiendra nécessairement toute la proposition auxiliaire Q... On pourra considérer que P;
elle-méme est une proposition auxiliaire. Donc une proposition auxiliaire sera ou bien identique a P; ou
bien utilisée dans une expression du type de celles introduites en (i) et (ii).

Un guillemet fermé (»), implicite ou explicite, ne pourra pas étre suivi immédiatement par un
guillemet ouvert (« ), implicite ou explicite, ce qui signifie que 2 propositions auxiliaires successives
seront nécessairement séparées par le symbole de ponctuation « , » (ayant la signification de « et ») ou
d’un concept relationnel primitif.

(iv)Le symbole « point » sera le dernier symbole élémentaire de P; et ne pourra étre utilisé que dans ce
cas et des cas définis par des régles définissant une proposition mathématique simple. (Celles-ci
pourront étre modifiées et complétées).

(v)Les symboles de ponctuation « parenthéses» et « virgule» seront utilisés ou bien dans les
expressions du type précédent (i) et (ii), ou bien dans une expression du type x(Oy,..,0,), x étant un
symbole particulier associé a une définition mathématique simple ou une définition auxiliaire
D(0,04,..,0,) (Le symbole « x » étant choisi par convention sans contenir les symboles « virgule » ou
«point » ou « parenthése » ou «blanc »), ou dans des expressions de type E(Oj,..,0n, Ci,..,Cp),
contenant au moins un « O; » ou un « C; » et pouvant se réduire a « O; » ou a « C; », avec :

-04,..,0, symboles particuliers pré-définis par des définitions auxiliaires ou par des définitions
mathématiques simples ou du type « o » dans une définition mathématique simple D(o,..) ou du type o;
ou o; dans une définition auxiliaire D,ui(05,0i1,..,0is(iy--), €t Ci,..,C, concepts généraux non-flous
pouvant représenter un unique objet.

- E(Oy,..,04, C4,..,Cp) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles
de ponctuation excepté des symboles « parenthéses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles
« blanc » ni le symbole « point » si celui-celui-ci est le dernier symbole de E(Oy,..,0,, Ci,..,C,). S’il est
utilisé dans une expression du type précédent, ou bien il sera contenu dans un symbole concept général
non-flou de type « .;,q » ou bien il pourra étre identifié avec un tel concept général d’apreés les régles
syntaxiques de convention symbolique. (Notamment pour représenter le « produit scalaire »
classique).

- E(0,..,0n, C4,..,.Cp) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi
d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point »
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ».

-Si E(Oy,..,0,, Cy,..,C,) contient une parenthése ouverte « ( », elle contiendra nécessairement une
unique parenthése fermée « ) », postérieure a la précédente, les 2 parenthéses contenant le méme
nombre de parenthéses ouvertes que de parenthéses fermées. On dira que de telles parenthéses se
correspondent. Toute parenthése contenue par E(O,,..,0,, C;...,C,) aura nécessairement une unique
parenthése lui correspondant et contenue par E(Oy,..,O,, Cy,..,Cp).

-On définit de fagon analogue au point précédent 2 symboles de ponctuation « accolades » (« { » ou
« } ») qui se correspondent. Toute accolade contenue par E(O;,..,0,, C;...,C,) aura nécessairement une
accolade lui correspondant, unique et contenue par E(O;,..,0,, Cy,..,Cy).

-Tout symbole de ponctuation « virgule » contenu par E(Oy,..,O,, Cy,..,C,) appartiendra ou bien a 2
parenthéses qui se correspondent ou bien a 2 accolades qui se correspondent contenues par E(Oy,..,0,,
Ci,..,C,) sauf's’il est suivi d’un caractére « indice ».

- E(O;,..,04, Ci...,C,) peut contenir un certain type de concept général non-flou, appelé « fonction-
concept », (ex. U, N, Im, F..) qu’on définira plus loin.

-Dans le cas ou E(Oy,..,0,, Ci,..,C,) contient un nombre décimal (concept général correspondant a sa
définition classique), de partie entiére a et de partie décimale b, on le représentera par « a,pb » (Avec
I’indice « D » au symbole « virgule »), afin que ce symbole soit distinct du symbole « virgule » utilisé
entre 2 parenthéses ou 2 accolades qui se correspondent.

Alors des régles, appelées régles syntaxiques de convention (symbolique), permettront dans
certains cas d’identifier E(O;,..,0,, Ci,..,C;) avec un symbole particulier non-flou associé
implicitement a une définition auxiliaire ou avec un concept général non-flou pouvant représenter un
unique objet. Dans tous les autres cas, par définition, E(Oy,..,On, Ci...,C,) sera identifié a un symbole
particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique. Par exemple, d’apres les régles
syntaxiques de convention (symbolique), on pourra identifier (C;,..,C,) avec un concept général non-
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flou pouvant représenter un unique objet et si Oi,..,0, sont des concepts particuliers non-flous
(0O1,..,0p, C4,..,C,) avec un concept particulier non-flou et dans les autres cas (Oy,..,04, Cy,..,C,) avec
un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique.

(vi) Les symboles de ponctuation « accolades» seront utilisés ou bien dans des expressions
E(Oy,.,0,,Cy,.,Cp) définies précédemment, ou bien dans des propositions auxiliaires de type : « S={x
tel que P(x,..)} ». Nous donnerons plus loin la signification de cette proposition auxiliaire qui coincide
avec sa définition classique.

b)REGLES D’UTILISATION DES CONCEPTS PRIMITIFS RELATIONNELS

Des régles d’utilisation des concepts primitifs relationnels détermineront 1’emploi des ces
derniers dans une proposition mathématique simple. En particulier :

(j)Les concepts primitifs « Non », « et », « ou », « si..,alors », « tel que », « est €quivalent a » seront
utilisés seulement dans des propositions auxiliaires du type de celles introduites en (i) et (ii).

(jj) «Pour tout » et « Il existe » seront utilisés seulement dans des propositions auxiliaires du type
suivant ou ayant par convention la méme signification :

-«Pour tout x; tel que «Di(Xi,Ai,. A »,...pour tout X, tel que « Di(Xi,Axt,e»Axrk)
«P(X1,..,Xi,B1,.,Bp», ».

-« Il existe (un et un seul) x tel que « P(x,B;,..,Bp) »».

Par exemple, x étant un symbole jamais utilisé et A un symbole particulier pouvant représenter
seulement des ensembles, « Si x est élément de A » aura par convention la méme signification que « si
x est tel que x est élément de A » et « pour tout x ¢lément de A » que « Pour tout x tel que x est
¢élément de A ». Si B est un ensemble jamais encore utilisé, « Si B est un ensemble (non vide) » aura la
méme signification que « Si B est tel que B est un ensemble (non vide) ».

¢)REGLES D’UTILISATION DES CONCEPTS GENERAUX

Si «un(e) Ci;g» est un concept général non-flou pouvant représenter au moins 2 objets
mathématiques («un(e) C,g» n’étant pas une fonction-concept, type de concept général non-flou
qu’on définira plus loin) est utilisé dans une proposition ou une définition mathématique simple, alors
«un C;g » sera nécessairement utilisé dans une proposition auxiliaire du type « E(Oj,..,04, Ci,..,Cp)
est (ou « appartient au concept général ») un C,g » (E(Oy,..,04, Cy,..,C,) défini en a)v)).

Si Fc est une fonction-concept, Fc sera utilisé seulement dans une expression du type E(Oy,..,O,,
Cy,..,C,) telle qu’on I’a défini en a)v) ou dans une proposition auxiliaire du type « E(Oj,..,04, C,..,Cp)
appartient au concept général Fc. »

d)REGLES D’UTILISATION DES RELATIONS NON FLOUES.

Tout concept relationnel R représentant une unique relation non-floue d’ordre de multiplicité
maximal s utilisé dans une proposition mathématique simple le sera dans une proposition auxiliaire de
type (ou ayant la méme signification d’aprés les régles syntaxiques de convention (voir a)v))que) :
« R(El(On,..,Oln(l), C11,..,C1p(1)) ,..,ES(Osl,..,Osn(l), Csl,..,Csp(s))) », les Ej(Ojl,..,Ojn(l), le,..,CplpU-)) étant
des expressions définies précédemment dans la section a)v), sauf dans certains cas définis par les
régles syntaxiques de convention comme par exemple « =» dans la proposition auxiliaire de type
« S={x tel que P(x,011,.,01n1))} » ou dans une proposition auxilaire du type «a;Ra,R..Ra, », R étant
une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 et transitive. (ex. >, <, =, ...). Cependant d’apres les
régles syntaxiques de convention les propositions auxilaires précédentes auront la méme signification
que des propositions auxiliaires en accord avec les Régles d’utilisation des relations non-floues.

Réciproquement, une expression du type E(O,,..,0,, Cy,..,C,) sera nécessairement utilisée dans
une proposition auxiliaire concernée par les régles précédentes d’utilisation des relations non-floues et
des concepts généraux non-floues ou s’il se réduit a O; dans une proposition auxiliaire de type ou
ayant la signification de « O, (ou (O,.,0y)) est tel que D(Oy,..,) ».
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Une proposition ou une définition mathématique simple pourra donc contenir une expression
du type précédent, « R » étant précédé du symbole « blanc » et les symboles « virgule » séparant les
Ei(Oj1,.-,0imq1), Cit,--.Coip)) €tant les seules qui n’appartiennent pas a 2 accolades ou a 2 parenthéses qui
se correspondent exceptées les parenthéses se correspondant contenant tous les E;(Oj,..,Opn),
Cits--.Cpipij)) c'est-a-dire celle précédée immédiatement de « R » et celle suivie immédiatement de
« guillemet » ou «point». On a donc un nouveau cas d’utilisation du symbole de ponctuation
« parenthese ».

Cependant on n’utilisera pas en général et notamment dans nos 2 articles de telles expressions,
car R sera toujours d’ordre de multiplicité 2, et on utilisera la régle syntaxique de convention que si a
et b sont 2 symbole particuliers non-flous ou concepts généraux représentant un unique objet, « aRb »
a la méme signification que « R(a,b) ».

C) P(0y,.,0,) étant une proposition mathématique simple, « P(Oy,..,0,) est vraie » signifie :
(1)Oy,..,0, sont des concepts particuliers non-flous.
(i1)Pour tous Oyy,..,0n pouvant étre représentés simultanément par O,,..0,, P(Ojy,..,0p) est vraie.

D)D(o0) étant une définition mathématique simple générale, O, étant un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP, par définition, « D(O,) est vraie » est équivalent a « D(Oy) est une
proposition mathématique simple vraie », identifiant O,y avec le concept particulier non-flou pouvant
représenter seulement O,.

On généralise ceci au cas d’une définition de la forme D(0,0;,.,0,).

D’apres la signification du concept primitif «tel que », si D(0,0,,..,0,) est une définition
mathématique simple, alors la proposition « X est le concept particulier associ¢ a la définition
D(0,04,..,0,) sera équivalente a ce que la proposition P(O,,.,0,) : « x est tel que D(x,04,..,0,) » soit
une proposition mathématique simple vraie. « x est le symbole particulier associé a D(0,0;,..,0,) et X
n’est pas un concept particulier non-flou » sera équivalent a « P(Oy,.,0,) n’est pas une proposition
mathématique simple vraie ».

II)PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE VRAIE

Préambule :

(i)D’apreés la définition d’une proposition mathématique simple P(O,,.,0,) (et notamment le fait
qu’elle peut utiliser des symboles particuliers associés a des définitions auxiliaires en dehors de toute
définition seulement si ces symboles particuliers sont associés a des définitions auxiliaires de niveau
0), on remarque que le fait que P(O,,..,0,) soit vraie dépend seulement de Oy,..,0, et des objets
mathématiques pouvant étre représentés par les symboles particuliers associés a des définitions
auxiliaires de niveau 0 contenues dans P(Oy,.,0,).

(i1)Considérons une proposition mathématique simple contenant la définition d’un symbole particulier
B associé a une définition auxiliaire de niveau 0 D(og,Py,.,P,). On remarque que B est completement
déterminé (C'est-a-dire s’il est un concept particulier non-flou et dans ce cas les objets mathématiques
qu’il peut représenter) par Pi,.,P,. De plus, si D(og,P;...,P,) contient la définition d’un symbole
particulier H; associé a une définition auxiliaire Dyymi(oni, Hits...Hip)), Hi est complétement déterminé
par Hii,...Hipg) . 11 en résulte H; est completement déterminé par Py,..,P,.

A)PROPOSITIONS  INDEPENDANTES-PROPOSITIONS  IRREDUCTIBLES-REGLE  DES
PROPOSITIONS AUXILIAIRES INDEPENDANTES.

a)P1 et P2 étant 2 propositions mathématiques simples,on dira que P1 et P2 sont indépendantes si P2
n’utilise aucun symbole particulier non-flou défini dans P1 et réciproquement. On remarque que si P1
et P2 sont 2 propositions mathématiques simples indépendantes, alors « Si « P1 » alors « P2 » » est a
cause de la signification du concept primitif « si..alors » équivalent a « « P2 » ou Non(P1) ».De méme
on peut exprimer « « P1 » est équivalent & « P2 » » en utilisant les concepts primitifs « ou », « et »,
«Non ». En particulier, si P1 est une proposition ne contenant aucune définition auxiliaire, elle sera
indépendante relativement a toutes les autres propositions.
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P étant une proposition mathématique simple, on dira que P est irréductible au sens strict si P
n’est pas exprimée sous la forme « « P1 » ou « P2 » », « « P1 » et « P2 » », « Non(P1) », « « P1 » est
équivalent & « P2 » », ou «si « P1 » alors « P2 » »P1 et P2 étant des propositions mathématiques
simples indépendantes .

On admet alors comme évident (Ce qu’on pourra vérifier sur toutes les propositions
mathématiques simples) que toute proposition mathématique simple P(O,,.,0,) ou bien est irréductible
au sens strict ou bien s’exprime sous la forme de k propositions mathématiques simples indépendantes
irréductibles au sens strict P1,.,Pk et des concepts primitifs « si..alors », « ou », « Non », « et », « est
équivalent a ». Si Oyy,.,0p sont des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on
obtiendra alors les valeurs de vérité de P(Oyy,..,On9) en utilisant les tables de vérité classiques.

On dira que toute proposition mathématique simple s’exprimant sous la forme de k
propositions mathématiques simples irréductibles au sens strict et indépendantes entre elles et du seul
concept primitif «et» est irréductible au sens large). De plus par définition toute proposition
mathématique simple irréductible au sens strict est irréductible au sens large. On pourra aussi utiliser
les concepts primitifs relationnels etg, sig...alorsg, Nong, oug..définis et utilisés de fagon analogue a
et, Non, ou.. mais avec « Nong(P(Oy,..,0,) est vraie » est équivalent (au sens entrainement mutuel) a
« P(0Oy,..,0,) n’est pas vraie »... (etg, oug définis de fagon analogue). On aura alors « « Nong(Oy,..,0y)
est vraie » ou(exclusif) « P(Oy,..,0,) est vraie » ». Dans ce qui précéde on a considéré seulement des
propositions mathématiques simples P(Oy,..,0,) n’utilisant aucun concept primitif du type etg, oug,
Nong...

On aura la régle suivante fondamentale dans une proposition mathématique simple concernant
les propositions auxiliaires :
b)REGLES DES PROPOSITIONS AUXILIAIRES INDEPENDANTES.

Si une proposition ou une définition mathématique simple utilise des propositions auxiliaires
P1 et P2 et des concepts primitifs relationnels parmi « et », « ou », « si..,alors », « est équivalent a »,
etg, oug etc.. pour la définir elle-méme ou pour définir une autre proposition auxiliaire, alors P1 et P2
seront nécessairement indépendantes, sauf dans le cas d’une proposition auxilaire obtenue du type « Si
x est tel que Di(xy,.,),.., X, est tel que Dy(xy,.), alors P(xy,.,Xy,..) » .

B)DEFINITIONS AUXILIAIRES IRREDUCTIBLES

Considérons une proposition mathématique simple irréductible P(Oy,..,0,), supposons que
I;,..,Ix sont les nouveaux symboles associés a des définitions internes de niveau 0 qu’elle contient. Le
fait que P(O,,..,0,) soit vraie ou ne soit pas vraie est complétement déterminé par les objets
mathématiques pouvant étre représentés par Iy,.,I;, ces derniers étant déterminés par les définitions
auxiliaires contenues par P(O;,..,0,). Celles-ci déterminent aussi si I;,.,I; sont des concepts particuliers
non-flous.

On admettra que par définition d’une proposition vraie si P(O,,..,0,) est une proposition
irréductible vraie alors I;,.,I; sont nécessairement des concepts particuliers non-flous.

Supposons que I’un des I;, noté B, soit un symbole associ¢ a la définition auxiliaire de niveau
0 Dauxe(0b, Fr1,...Frp)), Is15---Inkm) étant les symboles associés a des définitions auxiliaires de niveau 1
internes a D,ys(0y, Fp1,..,Fppm)). Alors comme dans le cas précédent si Fgjo,.,Fppmp €t Op sont des un
objets mathématiques et si D,up(Oo, Fgio,.-,Frpm)0) €st une proposition irréductible vraie, alors dans
D,uxs(Oo, Fg10,--,Fp@)0) Is1,---Ipk(m) SOnt nécessairement des concepts particuliers non-flous. De plus si
D,uxs(Oo, Fgio,--.Fppmy) st une proposition irréductible on dira que D,ug5(0y, Fgi,...Fppm) est une
définition auxiliaire irréductible.

On généralise la définition précédente au cas de n’importe lequel nouveau symbole G, associé
a une définition auxiliaire irréductible de niveau nv(m) contenue dans P(O,.,0,) notée
Diuxm(Om,Hum1,- . Hmp(my) €t contenant les définitions au sens large des symboles Iy, ..,Imim) associés a des
définitions auxiliaires de niveau nv(m)+1 internes a Dyxm(Om,Hum1,-,Hump(m))-

REMARQUE :
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On peut montrer facilement par récurrence a 1’aide des définitions précédentes que si
P(0y,.,0,) est une proposition mathématique simple irréductible contenant les nouveaux symboles
G1,.,Gn , tous associés a des définitions auxiliaires irréductibles, alors Gy,..,G,, sont nécessairement
des concepts particuliers non-flous.

Par souci de simplicité, on considérera en général seulement des définitions mathématiques
simples et des propositions mathématiques simples irréductibles vraies dont toute les définitions
auxiliaires sont irréductibles.

C)ORDINATION DES DEFINITIONS AUXILIAIRES

On peut ordonner les définitions auxiliaires dans une définition ou une proposition
mathématique simple selon leur ordre d’apparition. D’aprés les définitions des définitions auxiliaires,
les symboles particuliers au sens large pouvant étre utilisés a I’emplacement d’une définition auxiliaire
Dauxm(Om,- - .) seront associés a des définitions auxilaires dont le numéro d’ordre d’apparition précéde le
numéro d’ordre d’apparition de Dgyun(Om,..). On pourra utiliser ces numéros d’ordre pour démontrer
par récurrence ds propriétés des définitions auxiliaires.

Afin de pouvoir obtenir facilement les symboles particuliers au sens large pouvant étre utilisés
a ’emplacement d’une définition auxiliaire, on pourra repérer chaque définition auxilaire par une
séquence finie de naturels définie comme suit :

A la définition auxiliaire de niveau 0 apparaissant la premiére on attribuera la séquence finie
(0,1). A la définition auxilaire de niveau 0 qui est la iéme par ordre d’apparition on attribuera la
séquence finie (0,1).

Supposons qu’on ait attribué a chaque définition auxiliaire de niveau m une séquence de type
(m,ny,.,n,e). Alors on attribuera a chaque définition auxiliaire de niveau m+1 une séquence finie
(m+1,ny,..,nm4) si cette définition auxilaire est interne & la définition auxiliaire de niveau m repérée
par la séquence (m,n,,...,Nu4) qui est la nliéme par ordre d’apparition.

Nous pouvons maintenant proposer 1’ Axiome simple et fondamental suivant :

AXIOME 2.5A :

Toute proposition mathématique simple est non-floue. (Ce qui entraine immédiatement : Toute
définition mathématique simple est non-floue.)

JUSTIFICATION DE I’AXIOME 2.5A-AXIOME 2.5AI :

On peut justifier I’Axiome 2 .5A de la fagon suivante :

Dauxim (Oms, Os1,-+,0s, Q1,..,Q;) €tant une définition auxiliaire, on dira qu’elles est non-floue au sens large
si pour tout Oyg,...,Om+10 Objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP, on a
Dauxim(O105- - -,Or1410) est non-floue c'est-a-dire est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. On admet alors
I’AXIOME 2.5A1 :

« P(Oyy,..,04+19) €tant une proposition mathématique simple, Oj,..,O,:10 €tant des objets
mathématiques non-relationnels (identifiant O; avec le concept particulier non-flou pouvant
représenter seulement Oy), alors si P(Oyy,..,0u+10) ne contient aucune définition auxilaire ou si toutes
les définitions auxilaires internes a P(Oy,..,0,.10) (donc de niveau 0) sont des définitions non-floues au
sens large, alors P(Oyy,..,On+10) est vraie ou(exclusif n’est pas vraie ».

D(0,0y,..,0,) étant une définition mathématique simple, Oyy,.,O, pouvant étre représentés
simultanément par Oy,..,0, et O, étant un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP,
on considére la proposition mathématique simple D(Og,O1p...,On0). Dans cette proposition, on
considére les définitions auxiliaires ne contenant pas de définitions auxilaires, et soit M le niveau
maximal des définitions auxilaires considérées. Soit D,yam (0m, Ci...,C,) une définition auxiliaire de
niveau maximal M et donc ne contenant pas de définitions auxiliaires internes. Si M=0, d’aprés
I’ Axiome 2.5A1, D(Oy,01,..,0n9) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. Si M>0, Cy, Cjj,..,Cyy étant des
objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on peut idendifier D,ym(Co,..,Cpo) avec
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une proposition mathématique simple ne contenant aucune définition auxiliaire interne et donc d’aprés
I’ Axiome 2.5Al, D,ym (Co..,Cpo) est non-floue et donc Dyyxm(0om,Cy...,Cp) est non-floue au sens large.
Dauxm-1(0p.1,D1,..,D;) étant une définition auxiliaire de niveau M-1, Dg,Dj,..,Dy étant des objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on peut identifier Dym.1(Dos..,Dro) avec une
proposition mathématique simple ne contenant aucune définition auxiliaire interne ou avec une
proposition mathématique simple dont toutes les définitions internes de niveau 0 sont non-floues au
sens large et donc d’apres I’ Axiome 2.5AI D,yar.1(Do,.,Dro) est non-floue et donc D,y 1(0wm.1,D1,..,Dx)
est non-floue au sens large. On montre de la méme fagon par une récurrence inversée que toutes les
définition auxiliaires de D(O,,0j,..,0n0) sont non-floues au sens large. Appliquant ce résultat aux
définitions auxiliaires de niveau 0 de D(0y,010,.,010) on obtient d’aprés 1’Axiome 2.5AI que
D(0Oy,01y,..,040) est non-floue, et il en résulte D(0,04,.,0,) est non-floue. On montre de la méme fagon
qu’une proposition mathématique simple P(Oy,..,0,) est non-floue.

On aurait donc pu admettre I’ Axiome 2.5A1 et obtenir I’ Axiome 2.5A comme Théoréme.

Une définition auxiliaire est donc définie par son expression et par les définitions auxiliaires
qu’elle contient. Considérons par exemple un symbole particulier C,, associé a une définition
auxiliaire Dauxim (Om, D1,.,Dp). Soit M le niveau maximal des définitions auxiliares qu’elle contient.
Pour définir Dyyim (Om, Di,.,.Dp), on définit pour tous Dg,Djy,..,Dy objets mathématiques non-
relationnels et différents de ’EMP Dyym(Do, Dio,..,Dpo)- Pour cela on commence par définir pour toute
définition auxiliaire de niveau M D,um(om,Ei,..,E;) qu’elle contient (qui ne contiennent pas de
définitions auxiliaires internes), pour tous Eg,Ei,..,E, objets mathématiques non-relationnels et
différents de ’EMP D,ym(Eo,E10,..,Ex0). Puis par une récurrence inversée, pour toute définition
auxiliaire Dqui(0i, Fi,..,Fs) contenue dans Dyuxm(Om,Di,..,Dp), pour tous objets mathématiques non-
relationnels et différents de ’EMP Fy,Fiq,..,Fs on définit D,ui(Fo,Fio...,Fs0), et enfin pour tous
Dy,Dig,.,Dpo objets mathématiques non-relationnels et différents de 'EMP D,yxm(Do,..,Dpo). On peut
alors grace a ces définitions définir complétement C,, et tous les nouveaux symboles particuliers
définis dans D,xm(0m,D1,..,Dp).

REMARQUE 2.5B :

a) L’intérét d’exprimer une définition ou une proposition sous la forme d’une définition mathématique
simple primitive ou d’une proposition mathématique simple primitive telles que définies en 2.5IA et
en 2.51IA est d’une part parceque cela permet de justifier qu’elles sont non-floues en utilisant
I’Axiome 2.5A, mais aussi parceque cela permet de mettre en évidence explicitement tous les
symboles particuliers non-flous qu’elles utilisent et plus généralement d’obtenir leur interprétation
dand la TMP. C’est pourquoi on a appelé ces dernieres interprétation Platoniste.

b)p étant un naturel supérieur ou égal a 2, on emploiera la notation D((0y,..,0p), O4,..,04), ou D(0y,..,0p,
0.,..,0,), utilisant les symboles particuliers non-flous pré-définis O,..,0, et telle que pour tous
O10,.,0n0 pouvant étre représentés simultanément par O,,..,0,, pour tous objets mathématiques
Ci05-,Cpo> 81 D(Cip,..,Cp0,0105-..,0n0) st vraie, (Cyp,..,Cpo) est nécessairement une séquence finie a p
termes ,c'est-a-dire comme on le verra plus loin, Ciq,..,Cy sont des objets mathématiques non-
relationnels et différents de I’EMP.

Par définition, D((01,..,0p), O1,..,On), sera une définition mathématique simple si elle utilise les
mémes termes que peut utiliser une définition mathématique simple D(o, Oy,..,0,), remplacant « 0 »
par «Oy,..,0p». On dira alors que D(oy,..,05, O1,..,0n) est une définition mathématique simple
sequentielle.

O10,-.,0n0 pouvant étre représentés simultanément par O;,..,0, et Cy,..,Cp étant des objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on peut identifier D(C,y,..,Cpo, O1o,.-,Ono) & une
proposition mathématique simple utilisant les concepts particuliers pré-définis C,o,..,Cpo, O10,..,Ono
(avec pour i parmi 1,..,p C identifié avec le concept particulier non-flou pouvant reprsenter seulement
Cio et de méme pour Ojp). Et donc on aura toujours D(Ciq,..,Cpo, Oi0,..,0n) €St Vraie ou n’est pas vraie
d’apres I’ Axiome 2.5A. On dira que D(0y,..,0p, O1,..,0,) est non-floue.

On pourra donc utiliser une proposition de la forme :
«(Cy,..,C,) est le symbole particulier associé¢ a D(oy,..,05, Oy,..,0n) »
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Par définition (C,,.,C,) et C,,.,C, seront des concepts particuliers non-flous si pour tous
O1¢,..,0n0 pouvant étre représentés simultanément par O,.,0,, il existe Ci,..,Cy tels que a
D(Ci0,-.,Cpo, O10,..,0n0) est vraie. Si tel n’est pas le cas, par définition, pour tous Oyy,.,Opng représentés
simultanément par Oy,..,0,, (C,..,C,), Ci...,C, ne pourront représenter aucun objet mathématique.

On peut de méme généraliser la définition d’une définition auxiliaire de niveau m, en
définissant une définition auxiliaire séquentielle de niveau m de type :

DauxIm (Omls‘-;omps Os15-+50st5 er-aQr)-

On peut aussi généraliser la définition donnée en 2.5 en définissant un symbole particulier
(Cnts--.Crmp) implicitement ou explicitement associé a une définition auxiliaire séquentielle Dayyim
(Omla- - +50mp5 Os15-+,0st, Qla'-aQr)'

Cependant, il sera toujours possible d’éviter I’utilisation d’une définition mathématique simple
séquentielle ou une définition auxiliaire séquentielle. En effet, considérons par exemple une définition
mathématique simple séquentielle D;(0;,..,0,, O1,..,04) .
Supposons qu’on ait défini (C,,..,C,) par la proposition :
«(Cy,.,Cp) est le symbole particulier associé a D,(0y,..,0p, Oi,..,0p) ».
Considérons alors la définition D,(o, Oy,..,0,) : «o est une séquencea p termes (p étant identifié avec
un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel), et si F, est le symbole particulier
associé¢ a la définition auxiliaire D,uri(0F1,0) : « OF est le 1" terme de o »,..F, est le symbole
particulier associé a la définition auxiliaire D,ry(OFp,0) : « Of, €st le piéme teme de o », Dy(F,,...F,,
04,..,0p) ».
Le fait que a D;(04,..,0p, Oi,..,0y) soit une définition mathématique simple entraine que a D(o,
0Oy,..,0,) est une définition mathématique simple. (On montrera et on admettra dés maintenant que i
étant identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel différent de 0,
« est le iéme terme » est une relation non-floue).

On définit alors successivement les symboles particuliers non-flous G,G;...,G,, par :
G est le symbole particulier non-flou associé a a Ds(o, Oy,..,0y). .
G, est le symbole particulier non-flou associé a Dg1(061,G) : « 0g, est le 1 terme de G »

G, est le symbole particulier non-flou associé a Dgp(06,,G ) @ « 0gp €st 1 piéme terme de G »

On obtient alors immédiatement que « (Gy,..,G,) Gi,..,G, sont des concept particuliers non-
flous » est équivalent a « (C;,..,C,),C;,..,C, sont des concepts particuliers non-flous » et «Cjq,..,Cyo
étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, « (C,,.,C,) peut représenter
(Ci0,.,Cpo) » est équivalent a « (Gy,..,G,) peut représenter (Cio,..,Cpo) ».

Dans ce qui précéde concernant les définitions mathématiques simples séquentielles on a
utilisé des séquences finies qu’on ne pourra définir (classiquement) qu’apres la définition de N (sauf
pour des couples qu’on a déja définis). Et donc nous n’utiliserons pas dans cet article de définition
mathématique simple séquentielle avant la définition formelle des séquences finies.

c)L’Axiome 2.5A est fondamental dans la TMP, car on verra qu’il permet de prouver 1’existence
d’ensembles, et aussi de définir des concepts particuliers et généraux non-flous. Dans un 2™ article, on
montrera cependant qu’il est possible de montrer formellement qu’une définition mathématique simple
ou une proposition mathématique simple est non-floue sans utiliser I’ Axiome 2.5A. On montrera aussi
qu’une proposition mathématique simple a une signification Platoniste formelle, différente et plus
simple que son interprétation Platoniste. On pourra montrer qu’une proposition mathématique
simple est vraie ou n’est pas vraie en utilisant de déductions logiques relationnelles. D’aprés I’ Axiome
2.5A, on ne pourra jamais, utilisant des Axiomes de la TMP qui sont vrais, obtenir qu’une proposition
mathématique simple est vraie et n’est pas vraie, ou n’est ni vraie ni non-vraie.

d)On remarque qu’on ne peut pas utiliser « une relation non-floue » ou « une définition non-floue »
dans une définition ou une proposition mathématique simple.

¢)Si on a la proposition P : «Si x est tel que Non(x est un ensemble), alors x est un couple » alors P ne
sera pas une proposition mathématique simple puisque x peut représenter des objets mathématiques
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relationnels. Cependant, on verra que P est une proposition mathématique mixte, qui est évidemment
fausse.

Si on a la proposition P1: « Si x est tel que x est un ensemble alors x n’est pas un couple »,
d’aprés la signification du concept primitif « tel que », P1 définit le symbole particulier x pouvant
représenter les mémes objets que x dans la définition Def(x) : « x est le symbole particulier associé a la
définition auxiliaire D,,,,(0) : « 0 est un ensemble ».

f)On peut généraliser la définition de proposition ou de définition mathématiques simples en
définissant des propositions mathématiques mixtes et des définitions mathématiques mixtes. Celles-ci
peuvent utiliser des concepts particuliers et généraux non-flous mixtes, c'est-a-dire pouvant représenter
tout type d’objets mathématiques. On généralise alors I’Axiome 2.5A :

-Toute proposition mathématique mixte est non-floue.

-Toute définition mathématique mixte est non-floue.

g)On peut montrer que dans une proposition mathématique simple, tout nouveau symbole associé a
une définition auxiliaire est un symbole particulier non-flou. Pour cela on procede par récurrence :

On conserve les notations du 2.51IIB, pour i parmi 1,..,q, H; est un symbole particulier associé
a la définition auxiliaire Dayxni(omi, Hits...Hipgiy), Hit,..,Hipg) €tant des symboles particuliers prédéfinis au
sens large avant H;.Alors :

-Si 'un des Hj; est un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-
flou, alors H; est un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique.

-Si tous les Hj sont des concepts particuliers non-flous, alors on peut identifier D,yxmi(Omi,
Hi,...Hipi)) avec une définition mathématique simple qui est non-floue d’apres I’ Axiome 2.5A, et donc
H; est un symbole particulier non-flou.

h)Si C; est un symbole particulier associé a une définition auxiliaire dans une proposition
mathématique simple P(O,,..,0,), alors on dira que C; est défini uniquement en fonction de O,.,0,, si
on a toujours Oy,..,0, représentant simultanément O,,..,0,0 , C; peut représenter un unique objet
mathématique.

1)Considérons une proposition mathématique simple P(Oy,..,0,). Ojo,..,On pouvant étre représentés
simultanément par Oy,..,0,, on définit les concepts généraux non-flous Oygg,..,Onog, avec pour j parmi
1,.,n Ojo peut représenter seulement Ojo. On suppose qu’on a montré qu’on a toujours P(Oygg,..,Onoc)
est vraie. Alors il est évident qu’on aura P(Oy,..,0,) est vraie.

j)On admettra que d’aprés la définition d’une proposition mathématique simple, si dans une
proposition mathématique simple une proposition auxiliaire P,,x; contient une partie d’une proposition
auxiliaire P, alors ou bien P,,,; contient strictement P,,,,, ou bien P,,,, contient strictement P,,,, ou
bien P, est identique & Pyyyo.

REMARQUE 2.5C :

a)Dans une définition mathématique simple d’aprées I’ Axiome 2.5A, on peut donc utiliser des concepts
généraux non-flous (Par exemple comme on le verra N, Q...).

b)O; et O, étant des symboles particuliers non-flous prédéfinis, on peut dans une définition
mathématique simple utiliser (O;,0,), symbole particulier non-flou associ¢ a la définition D(0,0,,0,) :
«o est un couple et O; est le premier terme de o et O, est le 2°™ terme de o ». (Ceci constitue une
régle syntaxique de convention (symbolique)).

En effet, la définition précédente est non-floue d’aprés I’ Axiome 2.5A.

¢)On remarque que pour définir « un ensemble » ou « un couple » on n’a pas utilisé de définition
générale non-floue D(0) associée a ces concepts mais des axiomes. Ceci est peu fréquent, mais c’est le
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cas pour les concepts généraux fondements de la TMP. On a appelé Définition axiomatique (partielle)
de telles définitions sous forme d’ Axiomes.

REMARQUE 2.5D.

a)Dans la TMP comme dans les mathématiques classiques, un Axiome est une proposition qu’on admet
a cause de son caractére d’évidence, et qui permet d’obtenir des propositions vraies appliquant
I’Axiome 2.2.E.

b)On distingue 3 sortes d’Axiomes, les Axiomes mathématiques simples qui sont des propositions
mathématiques simples (définies dans la Définition 2.5), les Axiomes mathématiques mixtes dont font
partie les Axiomes mathématiques simples et qui sont des propositions mathématiques mixtes, et enfin
les Axiomes para-mathématiques qui sont des propositions para-mathématiques, pouvant utiliser les
termes , «un concept général non-flou», «un concept particulier non-flou», « une proposition
mathématique simple ».....Par exemple I’Axiome 2.5A est un Axiome para-mathématique.

¢)On remarque que d’apres I’ Axiome 2.5A, les définitions Dc(0) : « o est un ensemble » et Dg(0) : « 0
est un ensemble et Non(o est élément de 0) » sont des définitions non-floues. Elles seront utilisées
pour étudier dans la TMP les paradoxes de Cantor et de Russel.

Supposons qu’on considére des objets mathématiques correspondant a une définition générale
non-floue D(0). On cherche a savoir s’il existe un ensemble A dont les ¢léments correspondent a la
définition D(0). On a la définition suivante d’un tel ensemble :

DEFINITION 2.6 :

D(o) étant une définition générale mathématique simple , on dira qu’A est un ensemble dont
les eléments correspondent a D(0) si A est défini par la proposition mathématique simple vraie Dy :
Da: A est tel que « A est un ensemble et pour tout a tel que « a est un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP », « D(a) est équivalent a a est élément de A » ».

D4 est une proposition mathématique simple d’apres la Définition 2.5, elle est donc non-floue.
De plus on a vu que si D4 est vraie, A est nécessairement un concept particulier non-flou car D, est
irréductible.

Par convention on écrira D, sous la forme équivalente :
D’ :A est tel que « A={a tel que D(a)} ».

Une proposition mathématique simple ou une définition mathématique simple pourra utiliser
une expression du type D ou D’4 pour définir un ensemble.

REMARQUE 2.7 :

On remarque que d’aprés 1’Axiome 2.2.B, si 2 ensembles ont les mémes éléments ils sont
identiques. Il en résulte que si A est un ensemble dont les éléments correspondent a une définition
mathématique simple D(0) alors A représente un unique ensemble.

Si on considére des objets mathématiques correspondant a une définition générale D(0) non-
floue, c'est-a-dire binaire et cohérente, on pourrait s’attendre a ce qu’il existe un ensemble dont les
¢éléments correspondent a D(0). Ceci équivaudrait a admettre 1’ Axiome suivant, que nous appellerons
« Axiome Naif » :

AXIOME NAIF 2.8:

Si on considére des objets mathématiques correspondant a une définition D(o0) non-floue, alors
il existe un ensemble dont les éléments correspondent a la définition D(0).
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PARADOXES DE CANTOR ET DE RUSSEL 2.9 :

Or I’ Axiome naif est faux. On 1’a appelé « Axiome Naif » car il conduit aux mémes
paradoxes que la Théorie naive des ensembles.

Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Cantor a partir de
I’ Axiome naif 2.8 :

Supposons qu’on considére les objets mathématiques correspondants a la définition Dc(0) « 0
est un ensemble ». On a vu que d’aprés 1I’Axiome 2.5A, D¢(0) est non-floue c’est a dire Dc(0) est
binaire et cohérente. Cependant si I’ Axiome naif 2.8 est vrai, alors il existe un ensemble non-flou Ac
dont les éléments correspondent & Dc(0), alors admettant que tout sous-ensemble de Ac est un
ensemble existant (Ce qui est obligatoire si le concept « ensemble » a les propriétés des ensembles
classiques), Ac admet comme élément chacun de ses sous-ensembles, et ceci est impossible car on est
dans un cas analogue au Paradoxe de Cantor.

Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Russel :

Considérons les objets correspondants a la Définition Dgr(0)« 0 est un ensemble et Non( « o est
un ¢lément de o ») ». On a vu que Dr(0) était non-floue d’apres I’ Axiome 2.5A c’est a dire Dr(0) est
binaire et cohérente. Supposons que 1’Axiome naif 2.8 soit vrai. Alors il existe un ensemble Ar non-
flou dont les éléments correspondent & Dg(0).

Ag ne peut représenter qu’un unique ensemble d’aprés la Remarque 2.7.b).

Si « Ay est élément de Ay » est vraie, alors Ag ne correspond pas a Dr(0), et donc Ag n’est pas
¢lément de Ag, il est donc impossible qu’on ait « Ay est élément de Ag » est vraie puisque la relation
« est élément de Ag » est cohérente (Remarque 2.2 E)

Si on a Non(« Ay est élément de Ay » est vraie), alors Ag correspond a Dr(0) et donc « Ag est
¢élément de Ag », ce qui est impossible puisque la définition « o est élément de Ay » est cohérente. 11
est donc impossible qu’on ait Non(« Ay est élément de Ay » est vraie).

Or ceci est impossible puisque la relation « est élément de » est binaire , et donc on a ou bien
« Ag est élément de Ay » est vraie, ou bien Non(« Ay est élément de Ag » est vraie).

On recherche donc un Axiome de la TMP permettant d’obtenir I’existence d’un ensemble non-
flou A dont les éléments correspondent a une définition D(0). On a vu dans la Remarque 2.7b) que A
ne peut représenter qu’un unique ensemble.

Supposons que la définition générale D(0) soit non-floue, et que tout objet mathématique
correspondant a D(o) soit élément d’un ensemble E. Puisque D(0) est binaire et cohérente, il semble
intuitivement certain qu’ il existe un sous-ensemble de E dont les éléments correspondent a D(o), ce
qu’on admettra axiomatiquement. On introduit donc la définition suivante :

DEFINITION 2.10 :

Si on a une définition générale mathématique simple D(o) telle qu’il existe un ensemble By tel
que tout objet O, correspondant a D(0) soit élément de By, alors on dira que D(0) est basique.

DEFINITION 2.11A:
a)CONCEPTS PARTICULIERS SANS PARAMETRES FIXES

0,,..,0, étant des concepts particuliers non-flous définis successivement avec les notations de
la Définition 2.3g, on a défini, Oy,..,0n €tant des objets mathématiques la proposition « Oy,..,0,
peuvent représenter simultanément Oy,.,0,0». De méme, k(1),.k(s) appartenant a {l,...n},
Ox(1)05---Oks0 €tant des objets mathématiques, on a défini la proposition : « Oy,... ,Oxs peuvent
représenter simultanément Oyi),..,Oxks)o »-

Avec les notations de la Définition 2.3g, considérons un concept particulier non-flou
O(O(Oy1y,.-,0y)) associé a une définition mathématique simple Dy(0y,Oy1),.,O1wy)- Alors par définition,
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« O(O(Oy1),..,O0vwy) sans parametre fixe » sera un symbole tel que « O(O(Oyq),..,Oyw)) peut représenter
Op » est équivalent (au sens « entrainement mutuel ») a « Il existe des objets Oyqy,..,Oupo tels que
Oy1),-,Oyw) peuvent rerprésenter simultanément Oyyo,.,Owpo €t O(O(Oy1yo,..,Otwpo) peut représenter Oy
(c'est-a-dire Dy(Og,0x10,-,Oruyp) €st vraie) ».

b)Si O(0,,.,0,) est un concept particulier non-flou et si O,,..,0, pouvant représenter simultanément
O10,..,0n9, 1l existe toujours un unique objet O, pouvant étre représenté par O(Ojy,..,0y), (C'est-a-dire
un unique objet Oy tel que « D(0g,0y,..,040) et Oy est un objet mathématique non-relationnel différent
de ’EMP » est vraie), alors on dira que O(O,,..,0,) est défini uniquement en fonction de Oy,..,0,, .

On a alors le Théoréme fondamental suivant :
THEOREME 2.11B

04,.,0, étant des concepts particuliers non-flous définis avec les notations de la Définition
2.3g:

a)ll existe des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP Oyy,..,0, pouvant étre
représentés simultanément par O;,..,0O,.

b)r(1),..,r(s) étant dans {1,.,n}, il existe des objets mathématiques non-relationnels et différents de
I’EMP Oy1)0,..,0xs0 pouvant étre représentés simultanément par Oxy,..,Ox).

¢) r(1),..,r(s) étant dans {1,.,n},pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de
I’EMP Oy10,--,Ors)0, Ox1),-,Ox(s) peuvent représenter simultanément ou(exclusif) ne peuvent représenter
simultanément Or( 1)05++ ,Or(s)O .

d)O(O(Oq),..,Owy) étant associé a wune définition mathématique simple Dy(0,O1),.,Ow)),
O(O(Ox1y,--,0y)) sans parametre fixe est un concept général non-flou.

Preuve :

On rappelle qu’avant la définition de N dans la TMP, on considére les indices utilisés 1,..,n
non comme des naturels mais comme des signes distinctifs. De plus, s(1),..,s(p) étant des signes
distinctifs, on utilse la notation « s est dans {s(1),..,s(p)} » pour « s est parmi s(1),..,s(p) ».

On définit une démonstration par récurrence sur des signes distinctifs de la fagon suivante :

Supposons qu’on ait des signes distinctifs s(1),..,s(p) et que pour tout s(i) dans{s(1),..,s(p)} on
ait défini une proposition P(s(i)) (resp.P(s(1),..,s(i))), avec P(s(1)) vraie et pour tout s(i) dans
{s(1),..,s(p)} P(s(i)) (resp.P(s(1),..,8(1))) entraine P(s(i+1)) (resp.P(s(1),..,s(i+1))) («itl» étant
identifié non a un naturel mais au symbole successeur du symbole i, par exemple « 2+1 » est identifié
avec le symbole «3»). Alors on admettra que pour tout s(i) dans {s(1),..s(p)} P(s(i)
(resp.P(s(1),..,s(1))) est vraie et on dira qu’on a démontré par récurrence sur s(1),.,s(p) les propositions

P(s(1)),..,P(s(p)) ((resp. P(s(1),..,P(s(1),..,s(p))).

a)Ce point se démontre facilement par récurrence.
b)Ce point est conséquence immédiate du a).
¢)On procede par récurrence :

On conserve les notations du 2.3g. On suppose qu’on a démontré P((1,..,n)) : « Pour tous
r(1),..,r(s) dans {1,..,n}, pour tous objets mathématiques Oy),..,Oxs0 (On peut supposer dans la
démonstration que les objets mathématiques qu’on utilise sont non-relationnels et différents de
I’EMP), Oy1),..Oxs) peuvent représenter simultanément ou(exclusif) ne peuvent représenter
simultanément Oy(;y,..,Oxs)0 »-

On suppose que O, est le concept particulier non-flou associ¢ a la définition mathématique
simple Dy+1(0n+1,0n+1, 15+ On+ 1 h(n+1)-
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Pour montrer P(1,..,n+1), il est évident qu’il suffit de démontrer PA(n+1) : « Pour tous r(1),..,r(s) dans
{1,..,n} et pour tous objets mathématiques Oy1),-,Ors)0> On+105 Oriys---Ox(s),Ont1 peuvent représenter
simultanément ou (exclusif) ne peuvent représenter simultanément Oy 1)0,-,O4s)0,On+10 »-

PA(n+1) est équivalent & PB(nt1): «Pour tous r(1),..,r(s) dans {1,.,n} et pour tous objets
mathématiques Or1y0,-,0xs105 Ont105 Or(1y++s0x(5):Ons1> 81 QA(Ox1)05-,0x50, Onr10) €st la proposition :
« Or(1),--,0r(5),Ont1 peuvent représenter simultanément Oy1)0,-,O0r(5)0,Ont10 55 QA(Ox(1)0,-,O1s)0, Ont10) €st
vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. »

On peut supposer que Ogi1,..,0nr1j SOnt parmi Oyy,..,Oxs) €t Oniijit,..Ont1nni1) NE SONt pas
parmi Oyq,.,Ors). Alors, d’aprés la Définition 2.3g, QA(Ox1y,-,Ors0, Ont10) €st équivalent a la
proposition QB(Ox1)0,.,Oxs0, Onr10) © « Ox1),..,Oxs) peuvent représenter simultanément Oy)p,. . .,Oxs)o €t
RA(On+1,105-,0n+1j0s ,Ont10) 1 « Il existe des objets mathématiques Oni1ji105--,Ont1hmino tels que
Or1)-5O0rs),  Onttjt1s:Ontinmry  peuvent  représenter  simultanément  Oyyo,..,Oniinmino €t
Dn+1(On+107on+1,107--:On+1,h(n+1)0) ».

Pour montrer que RA(Oni1,105--,0n¢1,j0, Ont10) €St vraie ou (exclusif) n’est pas vraie, il suffit de
montrer que la négation de RA(Oni1,10,-.,0n+¢1,j0, Ont10) €St vraie ou exclusif n’est pas vraie, c'est-a-dire
RB(Oy+1,105--,0n+1,0» Ont10) €st vraie ou (exclusif) n’est pas vraie, avec :

RA(OHH’](),..,OHHJ(), On+10) : « Pour tous objets mathématiques On+1~j(),..,on+1’h(n+1)(), si Or(l),...,Onﬂ,h(nH)
peuvent représenter simultanément Oxyyo,..,Ont1,nn+1)0, Alors Non (Dyi1(Ont10,0n+1,10-+sOne 1t 1)0)) »

En utilisant I’hypothése de récurrence, le fait que Dy+1(04+1,0n¢1.15-Ont1nm+1)) S0it non-floue et la
signification des concepts primitifs « Pour tous » et « si..alors » on obtient que RB(On+1,105--,On1,05
On+10) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. Et donc RA(Oyy1,10,.-,Ont1j0, Ont10) est vraie ou(exclusif)
n’est pas vraie.

D’aprés I’hypothése de récurrence, on obtient donc QB(Oyiyo,.,Oxs0, Ontio) €St Vraie
ou(exclusif) n’est pas vraie, de méme que QA(Ox1o,-,Or(s)0, On+10)-

D’apreés la signification des concepts primtifs « Pour tous » et « si.. alors », on obtient PB(n+1)
est vraie, et donc P(1,..,n+1) est vraie.

d)Pour montrer ce point, on doit montrer, avec les notations du Théoréme :

(1)1l existe un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP pouvant étre représenté par
O(O(Oq1y,..,Ow)) sans parametre fixe.

(i))P :Pour tout objet mathématique Oy, (On rappelle qu’on peut supposer que les objets
mathématiques qu’on utilise sont non-relationnels et différents de ’EMP), O(O(Oyy,..,Oqw) sans
paramétre fixe peut représenter ou(exclusif) ne peut pas représenter O,.

Le (i) est une conséquence immédiate du b).

On remarque que P est équivalent a Q : « Pour tout objet mathématique Oy, si R(Oy) est la
proposition : « Il existe des objets mathématiques Oyyo,..,Osuyo tels que Oyy,..,Oyn) peuvent représenter
simultanément Oy)p,..,O o €t D(Oo,O11y0,..-Oyuy)) », alors R(Oy) est vraie ou(exclusif) n’est pas
vraie ».

Pour montrer que R(Oy) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie, il suffit de démontrer que la
négation de R(Oy) notée S(Op) (avec R(Oy) est vraie est équivalent a S(Oy) n’est pas vraie) est vraie
ou(exclusif) n’est pas vraie, avec :

S(Op): «Pour tous objets mathématiques Oyiyo,...Otup, I Oyay-,.Owy peuvent représenter
simultanément Ot(l)o,..,ot(u)o, alors NOH(Dt(Oo,Ot(l)o,..,Ot(u)o).

En utilisant le c), le fait que D«(0,O1)-Ow)> O(O(Oy),..,Ouwy) soit non-floue et la
signification des concepts primitifs « Pour tout» et «si..alors », on obtient que S(Op) est vraie
ou(exclusif) n’est pas vraie, et de méme pour R(Oy). Il en résute que P est vraie, on a donc montré la
proposition.

REMARQUE 2.11C:
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On a déja vu 2 fagons de définir un concept général non-flou :

-La premiére possibilité est de le définir par des définitions axiomatiques partielles, en général
équivalentes a des propositions mathématiques simples ce qui est presque seulement utilisé pour
définir les concepts généraux des fondations des mathématiques (un ensemble, I’EMP, une relation
floue, un couple...)

-La 2™ possibilité est de le définir en I’associant a une définition générale (c'est-a-dire n’utilisant pas
de concepts particuliers pré-définis) non-floue D(o).

-1 existe une 3™ possibilité :

Supposons qu’on ait défini un concept particulier non-flou O(Oy,..,0,). D’aprés le Théoréme
précédent, O(Oy,.,0,) sans paramétres fixes est un concept général non-flou.

DEFINITION 2.12A : (FONCTION CONCEPT)

Soit 0A(0y,.,0,) un concept particulier non-flou associé a une définition Dx(0,04, .,0,),
0,,.,0, étant des concepts particulier non-flous avec OA(Oy,...,0,) défini uniquement en fonction de
O,..,0,.

On a déja établi que pour n=2, (0;,0,) est un concept paticulier non-flou. On a vu aussi dans
Préambule de la Définition 2.2A que pour n>2 on montrerait aussi, apres avoir défini les naturels dans
la TMP, Dexistence du concept particulier non-flou non-flou (O,.,0,) identifié avec
{(1,0y),..,(n,0,) } et défini uniquement en fonction de Oy,.,0,.

Ceci permettra de justifier que pour n>1, (O4,..,0,) est un concept particulier non-flou de
méme que (O4(0y,..,0,)), (O4,...,0n)).

D’apres le Théoréme 2.11Bd il existe concept général non-flou noté F, pouvant représenter les
mémes séquences que (Ox(O4,..,0,)), (O,...,0,)) sans parametres fixes. De méme il existe un concept
général non-flou noté Dep(F,) pouvant représenter les mémes séquences que (Oy,..,0,) sans
paramétres fixes. Ceci signifie donc (si n>1) que Dep(Fa) peut représenter toutes les séquences
(Oy9,...,0n) telles que Oy,..,0, peuvent représenter simultanément Oy,..,On9. Fa peut alors représenter
tous les couples (O(Oyy, .. .,On0), (O10s- - -,0n0))-

On dira que F, est une fonction-concept définie sur Dep(F,) et que Dep(F ) est le concept de
départ de F.

Si (Oyy,...,040) appartient au concept général (O,,..,0,)sans parametres fixes, d’aprés une régle
syntaxique de convention symbolique on identifiera alors F(O,..,0n9) avec Ox(O1,..,0n0)-

Plus généralement, on pourra identifier avec une fonction-concept F, tout concept général
non-flou ne pouvant représenter que des couples, et tel que Oa10,0a20,0p0 €étant des objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, si (Oa10,0g0) €t (Oa20,0p0) appartiennent a Fj,
alors O,y est identique a O .

On verra que par exemple les symboles « U », « P » pourront étre identifiés a des fonctions-
concepts. Dans cet article, avant la définition de N, si on définit une fonction-concept dont le concept
de départ peut représenter seulement des séquences finies a n termes, on aura au maximum n=2

F4 étant une fonction-concept définie avec les notations précédentes, on pourra utiliser dans
une définition ou une proposition mathématique simple FA(O’},..,0’,) avec O’y,..,0’, concepts
généraux pouvant représenter un unique objet ou symboles particuliers non flous ou de type 0,,..,0
pouvant dans tous les cas étre utilisés a I’emplacement de F5(O’y,..,0°,), Fa(0’y,..,0’,) étant identifié
d’aprés une régle syntaxique de convention symbolique avec un symbole particulier non-flou associé a
la définition auxiliaire Dqyura(06,0’1,..,070) 1 « (0’1,..,0’,) appartient au concept général Dep(F,) et
(06,(0’1,..,0’,)) appartient au concept général F, ». On dira que FA(O’4,..,0’,) est implicitement
associé au sens d 'une fonction-concept a la définition auxiliaire Dyyyra(0c,0’15..,0y).

Plus généralement d’aprés une 2°™ régle syntaxique de convention symbolique, une
expression du type précédent F,(O’y,..,0’,) pourra aussi utiliser des O’; identifiés & des symboles

43
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



particuliers non-flous pouvant étre utilisés a son emplacement, et donc en particulier du
type FAj(O’jl,..,O’jk(j)).

Si E(O’],..,O’n) est l’expression FA(FAI(O’“,..,O’1k(1)),..,FAp(O’p1,.,O’pk(p)), avece FA,FAl,.,FAp
fonction-concepts et les O’; parmi O’4,.,0°,, alors on identifiera E(O’y,.,0’,) avec un symbole
particulier non-flou obtenu par des définitions auxiliaires implicites au sens d’une fonction-concept
(analogues aux D,uwra précédentes) d’ expressions du type Fai(..),....Fap(..),Fa(..). On dira que
E(O’,.,0,) est implicitement défini par les définitions auxiliaires implicites au sens d’une fonction-
concept de F(..),...,Fa(..).

On pourra aussi définir des notations-concepts qui sont des symboles qui par convention sont
identifiés avec des concepts particuliers non-flous déterminés. Par exemple la proposition P :« L(x,x”)
est un Lagrangien » aura la méme signification que 2 définitions mathématiques simples classiques
définissant les concepts particuliers non-flous x et L(x,x’). x et L(x,x”) seront alors considérés comme
des notations-concepts définis par P.

DEFINITION 2.12 B :

On dira que A est un ensemble dont les éléments correspondent a la définition mathématique simple
D(0,0;,..,0,) de paramétres fixes les concepts particuliers non-flous O;,..,0, si A est défini par la
proposition mathématique simple :

Da(Oy,...,0,) : « A (noté aussi A(Oy,...,0,)) est tel que « A est un ensemble et pour tout x tel que x
est un objet mathématique non-relationnel différent de I’EMP, «x est élément de A est équivalent a x
est tel que D(x,01,...,0,))» ».

Par convention, on écrira DA(Oy,...,0,) sous la forme suivante, ayant la méme signification:
D’A(Oy,...,0n): « A est tel que « A={x tel que D(x,01,..,0,)} » ».

On dira alors si Du(Oy,...,0,) est vraie que pour tous Ojy,..,0, pouvant étre représentés
simultanément par O,.,0,, A(Ojp,...,On0) est un ensemble dont les éléments correspondent a
D(0,0]o,...,ono).

D’aprés les régles de ponctuation d’une proposition mathématique simple, on admettra par
convention qu’une proposition auxiliaire du type « A={x tel que D(x,04,..,0,)} » entourée de
guillemets a la méme signification que non-entourée de guillemets. Il en sera de méme pour une
proposition auxiliaire du type « A={xi,..,Xx} » qui aura par convention la méme signification que
« A={x tel que « X=xX,0U..0U X=Xy} ».

D’apres la définition 2.5 Da(Oy,...,0,) est une proposition mathématique simple irréductible,
elle est donc non-floue et de plus si elle est vraie A est un concept particulier non-flou.

On remarque qu’on pourra utiliser une proposition mathématique simple de type
Da(Oy,...,0,) ou D’4(0y,...,0,) dans une proposition mathématique simple ou une proposition
mathématique étant utilisées dans une définition mathématique simple ou une proposition
mathématique simple, identifiant A avec un symbole particulier associé a une définition auxiliaire.

DEFINITION 2.12 C :

Généralisant la Définition 2.10, une définition mathématique simple D(0,04,..,0,) est basique
si pour tous objets Oyy,..,0y0 pouvant étre représentés simultanément par Oy,..,0,, il existe un ensemble
noté B(Oyy,..,Oy0) tel que tout objet Oy correspondant a D(0,01y,..,0y0) appartient a B(Oo,..,0n)-
REMARQUE 2.12D :

De la méme fagon que dans la Remarque 2.7, on justifie que si A(Oy,..,0,) est un ensemble

dont les éléments correspondent a la définition non-floue D(0,04,..,0,), alors A(O4,..,0,) est défini
uniquement en fonction de Oy,..,0,.
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On utilisera aussi le concept fondamental de définition récursive Platoniste :
DEFINITION 2.13 A:

Une définition récursive Platoniste Dg(t,) est définie par la donnée de son premier terme t, ,
défini uniquement par une définition générale Dpgri(0) , d’une propriété récursive Dgp(0) qui est une
définition générale non-floue et d’une clause de récursion Drc(0,0,) qui est une définition non-floue
telle que :

(1)Si q est le symbole particulier non-flou associé a Dgp(0), alors q est un concept particulier non-flou,
et si s(q) est le symbole particulier non-flou associé a Drc(0,q), alors s(q) est un concept particulier
non-flou défini uniquement en fonction de q et de plus « Dgp(s(q)) est vraie »).

(ii)to a la propriété récursive. (c'est-a-dire Dgp(ty) est vraie).

(ii1) « t est un terme de la définition récursive Dg(to) » est équivalent a « t est identique a t, ou il existe
gor tel que gpr est un terme de la définition récursive Dg(ty) et Drc(t,gpr) est vraie ». On dira que t est
le successeur de qpr dans Dg(ty) et on emploiera la notation t=s(qpg).

AXIOME 2.13B:

Si Dr(ty) est une définition récursive Patoniste, alors « un terme de Dg(ty) » est un concept
général non-flou, et donc Dr(0) : «o est un terme de Dg(ty) » est une définition mathématique simple
non-floue d’aprés I’ Axiome 2.5A.

Il semble alors intuitivement évident qu’il existe un ensemble dont les éléments sont les
termes de la définition récursive, et qui est défini uniquement en fonction de t,. Ceci signifie qu’il
existe un ensemble A(ty) défini uniquement en fonction de t, et dont les éléments correspondent a la
définition : Dr(0): « o est un terme de Dg(to) ». Nous admettrons Axiomatiquement I’existence de
A(ty) dans I’ Axiome 2.14.

Finalement, 1’Axiome permettant d’obtenir ’existence d’ensembles dans la TMP, dont
certains points ont été justifiés précédemment et d’autres sont admis dans la Théorie classique des
ensembles (qui doit étre vraie dans la TMP) est le suivant :

Dans cet Axiome et ce qui suit:

-On appellera un ensemble non-flou un concept particulier non-flou pouvant représenter
seulement des ensembles.
-A et B étant 2 ensembles, A est inclus dans B signifiera classiquement (A,B) est tel que « A est un
ensemble et B est un ensemble et « Si x est tel que x est élément de A, alors x est élément de B » » et
donc d’aprés I’ Axiome 2.5 « est inclus » peut représenter une unique relation non-floue et pourra étre
utilisé dans une définition ou une proposition mathématique simple.
-Si on donne une définition sous la forme D(0,0,,..,0,), Oy,..,0, étant des concepts non-flous, on
supposera alors toujours implicitement que D(0,0,,..,0,) est une définition mathématique simple
utilisant les concepts particuliers non-flous prédéfinis Oy,..,0,.
(A étant un symbole non-utilisé, « Si A est un C; » aura la méme signification que « Si A est tel que A
estun C; » ( « un C; » concept général non-flou)).

AXIOME 2.14 :

a)Si x est tel que x est un objet mathématique non-relationnel différent de I’EMP , alors il existe un et
un seul A tel que A={y tel que y=x} . On identifiera alors 1’objet représenté par A avec b(x)={x}.
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D’aprés la Remarque 2.12A) on peut identifier « b » a une fonction-concept définie sur le
concept général « un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP ». x étant un concept
particulier non-flou, on pourra donc utiliser {x}, dans une définition non-floue.

b)Pour toute Définition récursive Platoniste Dg(ty) il existe un et un seul ensemble Apg(ty), dont les
¢éléments sont ceux correspondant a la Définition D(0) :« o est un terme de (la Définition récursive)
DR(to) ».

¢)Si A est un ensemble et B est un ensemble alors il existe un et un seul x(A,B) (noté aussi AxB) tel
que AxB={(x,y) tel que « x est élément de A ety est élément de B »}.

-Si A est un ensemble, alors il existe un et un seul P(A) tel que P(A)={B tel que « B est un ensemble
et B est inclus dans A »}.

-Si A est un ensemble et B est un ensemble alors il existe un et un seul U(A,B) (noté aussi AUB) tel
que AUB={x tel que « x est élément de A ou x est élément de B »} .

D’aprés la Remarque 2.12A on peut identifier « U », « X » avec des fonction-concepts définies
sur le concept général « un couple d’ensemble ». De méme , on peut identifier « P »avec une fonction-
concept définie sur le concept général « un ensemble ».

d)On suppose :
(1)A est un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des ensembles non vides.
(ii)a est le concept particulier non-flou associé a la définition D,(0,A) : « 0 est €lément de A.
(iii)B(a) est un symbole particulier non-flou associé a une définition mathématique simple Dg(0,a)
,B(a) étant un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de a et pouvant représenter
seulement des ensembles.
Alors on admettra axiomatiquement 1’existence d’un concept particulier non-flou, qu’on notera par
convention U(B(a))a, défini uniquement en fonction de A, tel que U(B(a))a = {x tel que Dy(x,A) : « Il
existe a tel que «a est élément de A et «si B(a) est tel que Dg(B(a),a), alors x est élément de
B(a) » » »}.
On généralise ce qui précéde, A,0,,.,0, étant des concepts particuliers non-flous pré-définis,
B(a,04,..,0,) étant un concept particulier non-flou associé a une définition mathématique simple
Dg(0,3,04,..,0,), B(a,0y,..,0,) étant défini uniquement en fonction de a,0;,.,0, et ne pouvant
représenter que des ensembles. On notera alors 1’ensemble obtenu U(B(a,01,.,0,))a.

Ce qui précéde demeure valide remplagant A par un concept général non-flou pouvant
représenter uniquement un ensemble non vide Ag (Pour le montrer, il suffit de considérer le concept
particulier non-flou A pouvant représenter seulement Ag).

On remarque que si on a une fonction-concept F¢ telle que (Oy,...,a,..,0,)sans paramétre fixe
soit inclus dans Dep(F¢) (C'est-a-dire pour tous Ojy,.,a,..,0,0 pouvant étre représentés simultanément
par Oy,.,a,.,0y, (O1,.,220,..,0n0) appartient au concept général Dep(F¢)), et que de plus F(Oy,..,a,..,0,)
ne peut représenter que des ensembles, alors Fc(Oy,..,a,0,) pourra étre identifié avec B(a,0,.,0,) tel
qu’on I’a défini plus haut. On obtient donc 1’existence d’un concept particulier non-flou défini
uniquement en fonction de A,0y,..,0, et qu’on notera U(F¢(Oy,.,a,..,0,))a. (On pourra aussi remplacer
I’indice « A » par I’indice « a]A » s’il y a ambiguité.)

Par exemple, f étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des
applications dont I’ensemble de départ est N et I’ensemble d’arrivée ne contient que des ensembles
(qu’on définira plus loin mais qui correspondent a leur définition classique), d’aprés 1’Axiome
précédent on aura I’existence d’un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de f, ne
pouvant représenter que des ensembles et qu’on pourra noter U(f(a))n. (On verra plus loin que « f(a) »
a par convention la méme signification que im(f,a), im étant une fonction-concept).
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On pourra montrer simplement utilisant cet Axiome 2.14 qu’il existe un concept non-flou
Na(B(a,A)), défini de fagon évidente, et défini uniquement en fonction de A.

¢)Si D(o) est une définition générale mathématique simple basique, alors il existe un ensemble non-
flou dont les éléments correspondent a D(0). On a vu dans la Remarque 2.7 que cet ensemble est
unique. Ceci est aussi vrai si on a des concepts particuliers non-flous Oy,...,0,, et qu’on a la définition
mathématique simple basique D(0,0,,..,0,). Alors, on obtient 1’existence d’un concept non-flou
A(Oy,..,0,), défini uniquement en fonction de (Oy,...,0,) et dont les éléments correspondent a
D(0,04,...,0,) . Alors, si (Oy,..,0,) représente (Oyy,..,Oy0), il existe un unique ensemble A(Oy,..,Oy9)
dont les éléments correspondent & D(0,01y,..,0x0).
On peut utilisant I’ Axiome précédent définir les fonction-concepts « N » et « / ».

REMARQUE 2.15:

a)On remarque qu’en 2.14a), on a mis la condition que si on a un ensemble {x}, x ne peut pas
représenter ’EMP . En effet, ’EMP est un objet mathématique extrémement particulier, et on a donc
choisi dans la TMP qu’il ne puisse pas étre élément d’un ensemble. On peut d’ailleurs déduire de
2.14a) et e) qu’il n’existe aucun ensemble ayant pour élément I’EMP. On considérera donc toujours
que les ensembles considérés ne contiennent pas I’EMP. On rappelle qu’on a admis dans 1’Axiome
2.2.C qu’aucun couple ne pouvait avoir ’EMP comme un de ses 2 termes. Ceci entrainera qu’aucune
séquence finie existant dans I’EMP (Oy,...,0,0) ne peut avoir ’EMP comme un des termes.

b)On remarque que d’apres I’ Axiome 2.14e¢), si D(0) est basique et non-floue mais qu’il n’existe aucun
objet correspondant a D(0), alors il existe un ensemble non-flou dont les éléments correspondent a
D(o) et qui est I’ensemble vide.

¢) D’aprés la DEFINITION 2.12.A, A et B étant 2 concepts particuliers représentant des ensembles, on
peut utiliser dans une relation non-floue les concepts particuliers non-flous définis uniquement en
fonction de A et (ou) B qu’on a définis dans 1’Axiome 2.14 : AxB, AUB, ANB et P(A). Et si x est un
concept particulier non flou ne pouvant pas représenter I’EMP, on peut utiliser le concept non-flou {x}
défini dans I’ Axiome 2.14 dans une définition non-floue. On peut aussi dans une définition non floue
D(o) utiliser, A étant un ensemble 0xA, oUA ou {o}.

En effet, on a identifié « U », « X », « N » avec des fonction-concepts définies sur le concept général
de départ «un couple d’ensemble », on a identifi¢ « P »avec une fonction-concept définie sur le
concept général de départ « un ensemble », et on a identifié « b » avec une fonction-concept définie
sur le concept général de départ « un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP » tel
que b(x) est identifié avec a {x} .

Nous allons maintenant établir des Lemmes et Propositions fondamentaux, qui nous
permettrons d’obtenir plus loin ’existence de concepts généraux non-flous de la TMP qui pourront
étre identifiés aux concepts classiques.

LEMME 2.16 :

A étant un ensemble, alors il existe et un seul e(A) tel que e(A)={a tel que il existe x tel que
«x est élément de A et a={x} »}.({x} représente le concept particulier non-flou introduit en 2.14a)).

D’apreés la Remarque 2.12A, on pourra donc utiliser e(A) dans une définition non-floue, A
étant un concept particulier prédéfini représentant un ensemble, ou e(0) dans une définition non-floue
D(o0). En effet on peut identifier « e », d’aprés la Remarque 2.12A, avec une fonction-concept définie
sur le concept général « un ensembley.

Preuve :
On a d’apres I’ Axiome 2.14a une fonction-concept b définie sur le concept général « un objet
mathématique non-relationnel différent de I’EMP » telle que b(x)={x}.
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On suppose que A est défini par « A est un ensemble ».

On considére la définition D(0,A) :

« Il existe a élément de A tel que o est identique a {a} »

Cette définition est non-floue d’aprés la Définition 2.5.

De plus elle est basique car il est évident que si A représentant Ay, O, correspond a la définition
D(0,Ay), alors Oy est €élément de Eq=P(Ay).

Et donc d’apres I’Axiome 2.14, il existe un ensemble e(A) dont les éléments correspondent a la
définition précédente D(0,A).

DEFINITION 2.17A :

a)A et B étant des concepts particuliers non-flous définis par « (A,B) est tel que « A est un ensemble
non vide et B est un ensemble non vide », on peut définir un concept particulier non-flou F(A,B),
pouvant représenter seulement des ensembles et défini uniquement en fonction de A et B, qu’on peut
identifier avec [’ensemble des applications de A dans B. On peut identifier F' avec une fonction-
concept et « une application » avec un concept général non-flou.

b)Si f est élément de F(A,B), on dira que A est /’ensemble de départ de( la fonction) f et B est
lensemble d’arrivée de (la fonction) f. On définira aussi la fonction-concept F; telle que
F(A,B)={(A,B)}xF(A,B). On définira aussi dans cette section la concept général non-flou «une
séquence indexée sur un ensemble» et la relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 « est une
sequence indexée sur [’ensemble ».

On pourra donc utiliser F(A,B) ou F(A,B) dans une définition ou une proposition
mathématique simple, A et B étant des symboles particulier prédéfinis.

Définition compléte des concepts du a) et de b):

On définit A et B par « (A,B) est tel que « A est un ensemble non-vide et B est un
ensemble non vide». On rappelle qu’en 2.14c), on a défini la fonction-concept « P » et la fonction-
concept « X » qui est définie sur le concept général « un couple d’ensemble ». On peut donc d’apreés la
DEFINITION 2.12A utiliser le concept non-flou P(AxB) défini uniquement en fonction de A et B,
dans une définition mathématique simple.

On considére alors la définition de parametres fixes A,B:
Di(0,A,B) : «o est un élément de P(AxB) et pour tout a tel que a est élément de A, il existe un et un
seul C(0,a) tel que « C(0,a) est élément de o et a est le premier terme de C(0,a) » ».
(On a utilisé (implicitement) une définition auxilliaire D,,(0.,0,a) dans la définition précédente).
Cette définition est évidemment basique et elle est non-floue d’aprés I’Axiome 2.5A. Donc d’aprés
I’ Axiome 2.14e), il existe un concept particulier non-flou F;(A,B), défini uniquement en fonction de A
et B et pouvant représenter seulement des ensembles, dont les éléments correspondent a D;(0,A,B). On
a donc défini la fonction-concept F'j, avec Dep(F) est le concept général (A,B) sans paramétres fixes.

On sait que (A,B) est un concept particulier non-flou, et donc d’aprés 1’Axiome 2.14a),
{(A,B)} est un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de A et B.
Utilisant alors 1’Axiome 2.14c, on obtient que {(A,B)}*F(A,B) est un concept particulier non-flou
défini uniquement en fonction de A,B.
On identifiera F(A,B) avec ce concept particulier non-flou, et donc on a défini la fonction-concept F.
Par définition, une application sera le concept général F(A,B) sans paramere fixes, et une séquence
indexée sur un ensemble sera le concept général F(A,B) sans paramétres fixes. On définit alors
aisément les relations non-floues d’ordre de multiplicité 2 « est ’ensemble d’arrivée de la fonctiony,
« est I’ensemble de départ de la fonction », « est une séquence indexée sur I’ensemble ».
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DEFINITION 2.17B:

a)Si A et B sont définis par « A,B) est tel que « A est un ensemble non vide et B est un ensemble non
videles non videsy, f est définie par « f est élément de F(A,B) et a est défini par « a est élément de A »,
on définit alors le symbole im(f,a) associé a la définition D(o,f,a) : « Si (A,,B;) est tel que « A; est
I’ensemble de départ de f et B, est I’ensemble d’arrivée de f», alors ((A,B1),(a,0)) est élément de f ».
On pourra alors identifier « im » avec une fonction-concept de concept de départ (f,a) sans parametres
fixes.(Le symbole Im, avec une majuscule sera naturellement une fonction-concept avec comme
concept de départ le concept général pouvant représenter toutes les applications).

Il est évident que d’aprés la définition d’une fonction d’ensemble, im(f,a) est un concept non-
flou défini uniquement en fonction de f,a. Dans le cas ou f est un concept particulier non-flou pouvant
représenter seulement des applications, et a est un symbole particulier pré-défini par convention
« f(a) » aura la méme signification que « im(f,a) ». Si on a une définition mathématique simple D(o) et
que d’apres cette définition o ne peut représenter que des applications, a étant un symbole particulier
pré-défini par convention «o(a) » aura la méme significatin que « im(o,a) ».

Classiquement on dira que f(a) est I’image de a par f.

b)Si on définit s, A et a par « s est tel que s est une séquence indexée sur un ensemble », « A est tel
que s est une séquence indexée sur ’ensemble A », « a est tel que a est €lément de A », alors on pourra
définir la fonction-concept ims dont le concept de départ est (s,a) sans paramétres fixes, et si (s,a) est
défini par «(s,a) est tel que (s,a) appartient au concept général Dep(ims), ims(s,a) est le concept
particulier non-flou associé a Din,s(0,(s,a)) : « (a,0) est élément de s ».

Si s est un concept particulier non-flou pouvant représenter seulemeent des séquences
indexées sur un ensemble et a est un symbole particulier pré-défini, par convention « s(a) » aura la
méme significationque « ims(s,a) ».

Si on a une définition mathématique simple D(o0) et que d’aprés cette définition o ne peut
représenter que des séquences indexées sur un ensemble, a étant un symbole particulier pré-défini par
convention «o(a) » aura la méme significatin que « ims(0,a) ».

LEMME 2.18 :

On suppose que A et B sont des concepts particuliers non-flous pouvant seulement représenter
des ensembles non-vides.
a)Si a est défini par « a est élément de A » et si on a une définition mathématique simple Djy(0;,a,B))
telle qu’il existe un concept non-flou noté fz(a) associé a Din(0;,a,B) et défini uniquement en fonction
de a et B et que d’aprés cette définition , fz(a) est élément de B, alors il existe un concept non-flou
défini uniquement en fonction de A,B, associé a la définition Dy0,A,B) : « 0 est un élément de F(A,B)
et si pour tout a tel que a est élément de A, si fp(a) est tel que Din(fz(a),a,B) alors, o(a) est identique a
fz(a) ».

On pourra définir f par la proposition mathématique simple :

fg est telle que «fg est élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A,
Dim(fB(a)aaaB) ».

Ce qui préceéde demeure vrai si on remplace D, (0;,3,B) par Dy, (0;,a).

b)Dans de nombreux cas f(a) n’est pas défini uniquement en fonction de a, mais en fonction de
a,04,....,0y, Oy,...,0, étant des concepts non-flous (A et B pouvant étre parmi eux). Alors si a est
défini par « a est élément de A » et si on a une définition mathématique simple Dy, (o0;, a, O4,..,0,) telle
qu’on ait un concept non-flou noté fz(a)o1, on associé a Diy(0:,a,04,..,0,) et défini uniquement en
fonction de a, Oy,..,0, avec fz(a)o1,..0n €St élément de B, alors il existe un concept particulier non-flou
f associé a la définition Dgo0,A, B, Oy,..,0,) : « 0 est un ¢lément de F(A,B) et pour tout a tel que a est
élément de A, si f(a)o1,.on est le symbole particulier associé a D;i,(0:,3,04,..,0,), alors o(a) est
identique a f(a) (o1,..on », f étant défini uniquement en fonction de A,B,O;,..,0, .
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Pour définir f, on utilisera la proposition mathématique simple:

D(f,A,B, O,,..,0,): f est telle que « f est élément de F(A,B)et pour tout a tel que a est élément de A,
Din(f(a),a,0;,..,0,) ».

On peut généraliser immédiatment ce qui précéde si A ou B sont des cocnepts généraux non-
flous représentant chacun un unique ensemble non vide.

Preuve :

a)On considére alors la définition D,(0,A,B) de paramétre fixe A,B:

D,(0,A,B) : « Il existe a élément de A , tel que si fz(a) est tel que D, (fp(a),a,B) alors o est identique a
(a,fs(a)) ».

A,B représentant simultanément A,,B,, il est évident que si D,(0y,A(,By) est vraie, alors O, est
¢élément de AyxB,, puisqu’on a supposé fz(a) est élément de B.

Donc D,(0,A,B) est basique, et elle est non-floue d’apres I’ Axiome 2.5A.

Donc d’aprés 1’Axiome 2.14.e), il existe un concept non-flou noté fcp) , défini uniquement en
fonction de (A,B) associé a la définition mathématique simple:
D;(0,A,B) : «o={xtel que Dy(x,A,B) » .

On considére alors le concept particulier non-flou f,p) défini par « fap) est tel que fiap
=((A,B),fc(A,B)). 11 est évident que f(,p) est défini uniquement en fonction de A et B et que de plus
fap) st élément de F(A,B).

A,B représentant simultanément A, By il est évident fi 5oy correspond a D(0,A¢,By). De plus
on montre aisément que si f; correspond a Dg0,A(,By), nécessairement f;, est identique a fi5op0). Et
donc si f est le symbole particulier non-flou associé a Dy0,A,B), alors f est un concept pariculier non-
flou défini uniquement en fonction de A et B.

b)O,,..,0, pouvant représenter simultanément Ojy,.,0,9, on considére les concepts générau non-flous
O106,--,0nog avec Ojg peut représenter seulement O;, et on définit les concepts particuliers non-flous
A(OIOGraOnOG) et B(O]()(;,.,Ono(;) tels que (A(Olog,.,onog), B(O]()(;,.,On()(;)) peut représenter (A(), B()) Si et
seulement si A,B,Oy,..,0, peuvent représenter simultanément Ay,B¢,01,..,0n0. Puis on applique le a).

LEMME 2.19 :

Si A est un ensemble non vide, B est un ensemble non vide et f est élément de F(A,B), alors
pour tout b élément de B, il existe un et un seul £'(b) tel que £'(b) ={x tel que « x est élément de A et
f(x)=b »} .

Comme on a défini im(f,a) on peut de la méme fagon identifier '(b) avec ant(f,b), ant étant
une fonction-concept.

Preuve :

Soit f définie par « f est telle que f est une application », A, B définis par «(A,B) est tel que
« A est ’ensemble de départ de f et B est ’ensemble d’arrivée de f» et b le concept associ¢ a la
définition de paramétre fixe B :« o est élément de B ».
f et b sont des concepts non-flous d’aprés I’ Axiome 2.5A et le Lemme 2.17.

On considére alors la définition de paramétres fixes f,b:

D(o,b,f) : « Si (A1,By) est tel que « A; est I’ensemble de départ de f et B, est ’ensemble d’arrivée de
f», alors ((A1,B1),(0,b)) est élément de f »

I1 est évident que D(o,b,f) est basique et qu’elle est non-floue d’apres 1I’Axiome 2.5A.Donc il existe
d’aprés I’ Axiome 2.14¢) un ensemble non-flou ant(f,b) dont les éléments correspondent a D(o,b,f),et
qui est défini uniquement en fonction de fet b.
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On a aussi le Lemme :
LEMME 2.20 :

Si A est un ensembe non vide, B est tel que B est élément de P(A), alors il existe un un et un
seul feum)a symbole particulier associé a la définition Df0,A,B) : « o est élément de F(A,{c,{c}}) et
pour tout a élément de A, « « a est élément de B est équivalent a o(a)={c} » et « a n’est pas élément
de B est équivalent a o(a)=c » ».

On dira alors que fcup) a €5t la fonction caractéristique de B dans A.

Le lemme précédent entraine qu’on peut définir une fonction concept notée « fonction
caractéristique » défini sur le concept général pouvant représenter tous les (A,B), avec A est tel que A
est un ensemble non-vide et B est tel que B est inclus dans A.

On a alors « fonction caractéristique(A,B) » est identique a fcarg)a-

Preuve :

On suppose donc que A ne peut représenter I’ensemble vide.
Le cas ou B est égal a I’ensemble vide est évident, on supposera donc que B est différent de
I’ensemble vide.
Nous représenterons I’ensemble vide par ¢ ou par le symbole 0 et {c} par le symbole 1.
o est un concept non-flou représentant un unique objet mathématique et donc {c} est un concept non-
flou représentant un unique objet d’aprés 1’Axiome 2.14a). {c,{c}} représene donc un unique objet
d’aprées I’ Axiome 2.14.
A étant un ensemble non-vide et B étant le concept particulier non-flou associé a « o est élément de
P(A) et o est différent de I’ensemble vide», d’apres I’Axiome 2.5 B est un concept particulier non-
flou.

On définit alors le concept non-flou a par « a est élément de A ».
On considére alors le symbole fg(a),associé a définition non-floue de paramétres fixes a,B :
Dim(0,a,B) : «Si a est élément de B o alors est identique a {c} et si a n’est pas ¢lément de B alors o
est identique a ¢ ».

Il est évident que fg(a) est défini uniquement en fonction de a et B. D’aprés I’ Axiome 2.18, on
peut alors définir fe,p)a par la proposition mathématique simple:
« fearm) 4 €5t €lément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A Dim(fcag)a,2,B) ».

D’apres I’ Axiome 2.18 fqp).4 €St un concept non-flou défini uniquement en fonction de A et
B ce qui démontre le Lemme.

On obtient facilement la réciproque du Lemme précédent :
LEMME 2.21:

Si A est un ensemble non vide et f est élément de F(A,{0,1}), alors « il existe un et un seul B
tel que B=f"(1) ».

3.CONCEPTS BASIQUES FONDAMENTAUX

En utilisant les chapitres précédents, on peut alors montrer théoriquement qu’on peut identifier
les concepts mathématiques classiques a des concepts non-flous existants dans I’EMP ,c'est-a-dire que
les concepts mathématiques classiques existent au sens de la TMP.
PROPOSITION 3.1 :

11 existe un concept général non-flou qu’on peut identifier a N.

Preuve :
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On considére la définition récursive Platoniste Dn(o) (notée Dy) définie par :

-6 (I’ensemble vide), est le premier terme de la définition récursive Dy

-La propriété récursive est Dyp(0) : « 0 est un ensemble ».

-La clause de récursion de Dy est Dyc(0,0) : « s(0) est identique & e(0)U{c} », « e » étant la fonction-
concept définie en 2.16.

On définit q par : q est le symbole particulier non-flou associ¢ a Dyp(0). q est évidemment un
concept particulier non-flou. On définit alors sn(q) par : sn(q) est tel que Dnc(sn(q),q) : « sn(q) est
identique a e(q)U{c} », e(q) étant le concept non flou défini uniquement en fonction de q au Lemme
2.16.( e(o)=0 et si q est différent de o, e(q)={a tel que il existe x tel que x est élément de q et a={x}}.

11 est évident que sn(q) est défini uniquement en fonction de q, puisque d’aprées le Lemme 2.16
e(q) est défini uniquement en fonction de q. De plus sy(q) est un ensemble et donc il a la propriété
récursive.

Donc Dy est bien une définition récursive Platoniste.

D’aprées I’ Axiome 2.14b), il existe un ensemble noté A(c), défini uniquement en fonction de
et donc unique , et dont les éléments sont les termes de la définition récursive, c'est-a-dire :c,
{c},{0,{c}}, {0,{c},{{c}}},..., qu’on identifiera a 0,1,2,3....0On identifiera donc A(c) & un concept
général non-flou représenté par N , et de méme 0,2,3.. a des concepts généraux non-flous.

On identifiera sy avec une fonction-concept de concept de départ « un élément de N ».

On admet comme un axiome évident (Axiome de récursivité) I’ Axiome suivant :

AXIOME 3.1A : (Axiome de récursivité) :

Soit Dg(t) une définition Platoniste récursive. t, st donc le 1" terme de Dg.
Soit P(0) une définition mathématique simple.
Alors si P(ty) est vraie et de plus si qpr étant un terme de Dr on a P(qpr) entraine P(s(qpr)), alors

P(qpr) est vraie pour tout terme qpg de la définition récursive.

On aurait pu considérer une définition récursive Platoniste plus simple comme celle définie
par s(q)=qU{q} (qui donne la séquence de von Neumann). Les résultats obtenus pour Dy se
généralisent a cette nouvelle définition récursive. Cependant, les 2 définitions récursives ne définissent
pas le méme ensemble N.

DEFINITION 3.1Ba : (Définition récursive ordonnée).

Un cas particulier est le cas ot on a une définition récursive Platoniste Dg(to) telle que :
(i)to est un couple de premier terme O.
(i1)Si q est le symbole particulier associé¢ a Drp(q), q est un concept particulier non-flou ne pouvant
représenter que des couples dont le premier terme est un naturel.
(111)Si s(q) est tel que Drc(s(q),q) et j est tel que j est le premier terme de s(q) et i est tel que i est le
premier terme de q, alors j=sx(i).
On dira alors que Dg(to) est une définition Platoniste récursive ordonnée.

Une conséquence immédiate de 1I’Axiome 2.14b est la proposition para-mathématique,
permettant d’obtenir des propositions mathématiques simples :

PROPOSITION 3.1Bb :

Dg(tp) étant une définition Platoniste récursive ordonnée, avec les notations précédentes il
existe A tel que :
(1)A est un ensemble et pour tout a tel que a est élément de A a est un couple et si x est tel que x est le
premier terme de a alors X est un naturel.
(ii)Pour tout i tel que i est élément de N il existe un et un seul b tel que b est élément de A et i est le
premier terme de b.
(iii)ty est élément de A et pour tout j tel que j est élément de N, Drc(((sn(j),A(sx())), (G,AQ)) » (
(J,A(j)) étant identifié avec 1’¢1ément de A de premier terme j).
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Il est évident que toute définition récursive Platoniste induit naturellement une définition
récursive Platoniste ordonnée.

On peut généraliser la proposition précédente avec les hypothéses suivantes :

On suppose qu’on a une définition mathématique simple Dpg(0,01,..,0,) (dite définition du
premier terme de Dg), et une définition mathématique simple Dgc(0,0,,0’4,..,0°) (dite clause de
récursion de Dy) et une définition mathématique simple Dgp(0,0°’},..,0’’,) (dite propriété récursive de
Dr), avec certains O; peuvent étre identiques a certains O’; et tous les O’y sont parmi les O; et les O’;.
On suppose de plus :

(1)Si to est le symbole particulier associé & Dpgr1(0,01,..,0;) to est un concept particulier non-flou défini
uniquement en fonction de Oy,..,O; et ty ne peut représenter que des couples dont le premier terme est 0
et Dgp(ty,0”’1,..,0”’,) (identifié avec une proposition mathématique simple) est vraie.

(i1)Si q est le symbole particulier associé a Dgp(0,0°’1,..,0°’p), q est un concept particulier non-flou et
q ne peut représenter que des couples dont le premier terme est un naturel.

(111)Si s(q) est le symbole particulier associ¢ a Drc(0,9,01,..,0°;), s(q) est un concept particulier défini
uniquement en fonction de q, O’4,..,0’; et Drp(s(q), O’1,..,0’’,) est vraie et si i est le premier terme de
q et sij est le premier terme de s(q) alors j=sn(i).

On dira alors que Dy est une définition récursive Platoniste ordonnée paramétrée. On
obtiendra alors la proposition, généralisant celle obtenue pour les définitions récursives ordonnées non
pramétrées et permettant d’obtenir des propositions mathématiques simples vraies du type
P(0,,..,0,,0’},..,0’) :

PROPOSITION 3.1Bc :

Dr étant une définition récursive Platoniste ordonnée paramétrée, avec les notations
précédentes, il existe un et un seul A (noté aussi A(Oy,..,0,,0’4,..,0°.)), défini uniquement en fonction
de Oy,..,0,,04,..,0°, tel que :

(1)A est un ensemble et pour tout a tel que a est élément de A, « a est un couple et si x est tel que x est
le premier terme de a, x est un naturel ».

(ii)Pour tout i tel que i est élément de N, il existe un et un seul b tel que « b est élément de A et i est le
premier terme de b ».

(111)Si to est le concept particulier associé @  Dpri(0,04,..,0;), alors ty (noté aussi to(Oy,..,0,)) est
élément de A et pour tout j tel que j est élément de N, Drc((sn(j),A(sn(H)),(,A()),0’1,..,07) ».
(Identifiant (j,A(j)) avec 1’élément de A de premier terme j).

On écrira : « A est tel que « A est une séquence indexée sur N et Dpgicq(A(0),04,..,0;) et pour
tout j élément de N,Drceq(A(SN(G)),A(G),0’1,..,0°c) » ».

(Avec Drceg(A(sn())),A(),01,..,0°¢) est équivalent avec Drc((sx(j),A(sn(3)),(,A()),0’1,..,0°¢), et de
méme pour DpRlcq(A(O),Ol,..,Or)).

On peut démontrer la proposition précédente en considérant les concepts généraux non-flous
016,--,0:6,0’16,.,0’ g pouvant étre identifiés respectivement et simultanément a des concepts généraux
non-flous Og,..,0r6, O’106,,0’c06 » avec par convention Ojog (resp O’jp) concept général non-flou
pouvant représenter uniquement Oj (resp O’j), si on a (Oip,..,0:0,0°10,.,0’¢) appartient a
(04,..,0,,0’1,.,0°)sans paramétres fixes. On dira que les O;g sont des concepts généraux flottants car
ils peuvent étre identifiés avec plusieurs concepts généraux non-flous. Une définition ou une
proposition mathématique simple pourra utiliser des concepts généraux flottants comme des concepts
généraux non-flous pouvant représenter un unique objet mathématique ordinaires. On dira alors
qu’elle est une proposition ou une définition mathématique simple flottante. Si elle n’en utilise pas on
dira qu’elle est une définition ou une proposition mathématique simple non-flottante. Jusqu’ici on a
considéré seulement des définitions ou propositions mathématiques simples non-flottantes et les
résultats qu’on a obtenus étaient valables seulement pour celles-ci. Si une proposition ou une
définition mathématique simple flottante utilise les concepts généraux flottants nig,..,n g, par
définition elle sera vraie si elle est vraie en remplagant n;g,.,nyg par n’importe quels concepts généraux
Njo6,-,Nkog avec lesquels njg,.,n g peuvent étre identifiés simultanément. (voir 3.4 et 3.10). On rappelle
qu’on a défini une définition non-floue générale D(0) comme une expression telle que pout tout objet
mathématique Oy D(Oy) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. On dira que D(0) est une définition non-
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floue au sens strict (et de méme pour une définition non-floue du type D(0,0,,.,0,)). Remplagant
nig,.,Nkg par Nyog,.,Nkg, on obtient une définition mathématique simple non-flottante pour laquelle on
peut utiliser les propriétés qu’on a établies pour ces derniéres, et en particulier qui est donc une
définition non-floue au sens stict. Cependant, une définition mathématique simple flottante n’est pas
une définition non-floue au sens strict. On dira qu’elle est une définition non-floue au sens large. On
utilisera des définitions mathématiques simples flottantes seulement dans des cas exceptionnels.

On pourra définir un symbole O en utilisant des concepts généraux non-flous flottants
nig,..,Nkg tels que pour tous Oyy,..,O tels que nyg,..,nig sont identifiés simultanément avec Ojg,.,Oog,
O est un concept particulier non-flou. On dira que O est un concept particulier non-flou paramétré de
paramétres 0g,..,0xg et on 1’écrira sous la forme Oy kG-

On appellera les 2 propositions fondamentales précédentes 3.1Bb et 3.1Bc Propositions des
ensembles récursifs ordonnés. Ces Propositions sont fondamentales car elles permettent d’éviter
I’utilisation explicite des définitions récursives Platonistes et aussi de repérer tous les termes d’une
définition Platoniste récursive a I’aide des naturels.

On pourra cependant en général éviter 1’utilisation des Propositions des ensembles récursifs
ordonnés en utilisant directement des concepts généraux flottants.

DEFINITION 3.2A :

a)Une bijection est le concept général non-flou associé a la définition mathématique simple générale
Dyii(0) : « o est une application et si (A,B) est tel que « A est un ensemble et B est un ensemble et o est
¢élément de F(A,B) », alors pour tout x élément de B, il existe un et un seul y tel que « y est élément
de A et o(y)=x » ».

b)Un ensemble fini est le concept général non-flou associé a la définition mathématique simple
Dgr(0) : « o0 est identique a I’ensemble vide ou « o est un ensemble et il existe (n,b) tel que «n est
¢élément de N et b est une bijection et b est élément de F(o,n) » » ».

c)Card est une fonction-concept dont le concept de départ est le concept général non-flou «un
ensemble fini » et tel que pour tout x tel que X est un ensemble fini, Card(x) est le concept particulier
non-flou associé¢ a la définition Dc,a(0,X) 1 « « Si X est identique a ’ensemble vide alors o est
identique a I’ensemble vide » et « si x est différent de I’ensemble vide alors « o est élement de N et il
existe b tel que « b est une bijection et b est élément de F(0,x) » » ».

(On pourrait modifier la définition précédente en prenant comme concept de départ de « Card » le
concept général « un ensemble », en a admettant que si A est défini par « A est tel que « A est un
ensemble et A n’est pas un ensemble fini » », alors Card(A)=(9,0)).

REMARQUE 3.2B :

a)On remarque que les termes de la définition récursive Dy vérifient les Axiomes de Peano,
c'est-a-dire, remplagant « nombre » par « terme (de la suite récursive Dy définie précédemment)» :

A, DI existe un premier terme : ¢

A,p2)Chaque terme de la suite q a un unique successeur immédiat s(q).

Axp3)c n’est le successeur immédiat d’aucun terme (Puisque sinon il contiendrait ¢ et serait donc
non-vide.)

A,,4)Si q; et qu sont 2 termes de la suite ayant le méme successeur immédiat g3 alors q; est identique a
gz (Ceci se montre facilement).

A,,5)Toute propriété Q(q) appartenant a ¢ et au successeur immédiat de tout terme ayant cette
propriété appartient a tous les termes. (Ceci est évident car Q(c) entraine Q(s(c))....qui entraine de
proche en proche Q(n), n terme quelconque de la suite ).

On remarque que A,,5 n’est qu’une forme de I’ Axiome de récursivité.
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b)Puisque les Axiomes de Peano sont des propositions vraies de la TMP concernant les
naturels tels qu’on les a définis dans la TMP, on obtient que tous les théorémes classiques concernant
les naturels sont aussi vraies dans la TMP. En effet, d’aprés 1’Axiome 2.2.E, les propositions qu’on
peut déduire des propositions vraies de la TMP (et donc les théorémes déduits des Axiomes de Peano)
sont vraies.

DEFINITION 3.2C :

a)Os(1),-.,O5my €tant des symboles particuliers non-flous pré-définis, {Ogqy,.,Osm)} pourra d’apres les
régles syntaxiques de convention étre identifié avec By, défini par la proposition Q(Ogqy,.,Osmy) :
« Bymest tel que « Si By est tel que By1)={Os}, By est tel que By2)=By1)UOy) et..et Byy.p)est tel que
Byn-1y=Bsn2)U{Ogw-1y} alors Bywm= Byn-1)U{Osm)}» ». Cette proposition est obtenue par {Oy),.,O5m)}=
{01} U,..,U{O4w)} et I’ Axiome 2.14.

On a vu dans I’Axiome 2.14 que U pouvait étre identifi¢ avec une fonction-concept. Il en
résulte que Q(Oy1),..,O4m)) €st une proposition mathématique simple.

De plus, supposant Ogyo,..,Osmpo représentés simultanément par Og,..,O5n), utilisant I’ Axiome
2.14, une récurrence immédiate sur les signes distinctifs montre que dans Q(Os(y,.,Osmy), pour s(i)
dans {s(1),.,s(n)}, Bys peut représenter un et un seul ensemble (noté {Ogyo,.,Oxiy0})- Et donc les Oy
étant des concepts particuliers non-flous, Byn={O1),.,Osm)} €st un concept particulier non-flou défini
uniquement en fonction de Ogy,..,O5m). O pourra aussi étre un concept général non-flou pouvant
représenter un unique objet.

On pourra plus généralement utiliser I’expression  {Oyqy,..,Osm)}, défini  par
Q(Os(1),-,.05m)), dans une définition ou une proposition mathématique simple en un emplacement ou
une définition auxiliaire peut utiliser Ogy,..,Osm symboles particuliers non-flous pré-définis ou du type
Oyi.

b)Une séquence finie sera le concept général non-flou associé a la définition mathématique simple
générale Dgp(0) : « 0 est un couple ou « o est un ensemble fini non vide et pour tout i tel que i est
¢élément de o, i est un couple et « si n est tel que Card(o)=n alors « Non( « n=0 ou n=1 oun=2 » ) » et
pour tout j tel que j est élément de {1,..,n} il existe un et un seul x tel que « x est élément de o et j est
le premier terme de x » » ».

(n étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulemement des naturels non nuls, on
identifiera d’aprés les régles syntaxiques de convention {1,..,n} avec le concept particulier non-flou
associ¢ a D(o,,n) : «0,={k tel que «k est ¢lément de N et 1 est inclus dans k et k est inclus dans
n»)».

¢)On peut aisément définir la relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 « a comme nombre de
termes» qui peut exister entre un couple (s,n), s séquence finie et n un naturel. (Dg(s,n) : « s est un
couple et n=2 » ou « s est une séquence finie et Card(s)=n ») (On écrira aussi « s est une séquence a n
termes »).

d)On a déja défini la relation non-floue « est le premier (ou le deuxiéme) terme de » pouvant exister
entre un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP et un couple. Il est évident qu’on
peut généraliser ceci en admettant que la relation non-floue précédente peut exister entre un objet
mathématique non-relationnel et différent de ’EMP t et un naturel i et une séquence finie s ayant au
moins 3 termes. (D(t,1,s) : « s est une séquence fini et « 3 est inclus dans s » et « (i,t) est élément de
s » ».) (On écrira « t est le iéme ( premier) terme de s »).

PROPOSITION 3.3 :
11 existe des concepts généraux non-flous, qu’on peut identifier a Z et Q.
Preuve :
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On a montré I’existence d’un concept général non-flou représentant un unique objet
mathématique identifié a N.
D’aprés I’Axiome 2.14c), Nx {1} représente un unique objet mathématique, qui est un ensemble
(représenté par le concept général Z"), de méme que N*x {0} (représenté par le concept général Z*") ou
N*=N/{0} (On rappelle qu’on a identifi¢ 1 et 0 a des concepts généraux représentant chacun un unique
objet mathématique).

Et donc d’aprés I’Axiome 2.14, Nx{1}UN*x{0} représente un unique objet qu’on
représentera par le concept général Z.
7x(Z/{0,1}) représente un unique objet mathématique d’apres I’ Axiome 2.14.

On peut définir le concept général non-flou Cq représentant une unique application de Zx(Z
/{0,1}) dans P(Zx(Z /{0,1})) tel que pour tout é¢lément (a,b) de Zx(Z /{0,1}) Co((a,b))={(a’,b’) tel
que (a’,b’) est élément de Zx(Z /{0,1}) et a’xzb=axzb’}. (Comme on le verra dans la section suivante
Xz est un concept général non-flou, défini trés aisément en utilisant la multiplication dans N Xy, et
représentant une unique fonction identifiée a la multiplication dans Z).

D’aprés ’Axiome 2.14e), Cqo((a,b)) représente alors un ensemble défini uniquement en
fonction de (a,b).

On définit alors Q comme le concept général non-flou pouvant représenter seulement Im(Cyg).
(On peut identifier « Im » avec une fonction-concept).

PROPOSITION 3.4 :

a)L’addition et la multiplication dans N,Q,Z peuvent étre identifiés a des objets mathématiques
représentés par des concepts généraux (+x ,tz ,+o et Xy, Xz, Xq).

b)De méme on identifie « la valeur absolue dans Q de » et « 1’opposé dans Q de » (notée | |Q) a des
concepts généraux non-flous représentant chacun un unique objet (Le premier étant une application de
Q dans Q' le second une application de Q dans Q) et la soustraction dans Z et Q, notées
repectivement -z,et -o & des concepts généraux non-flous représentant chacune une unique application.

¢) On identifie aussi les relations d’ordres <g,>g,<g,>g, avec E ’ensemble N, Q,ou Z a des relations
non-floues ayant la méme signification que dans les mathématiques classiques.

Bien slir on omettra les suffixes N,Z,Q lorsque le sens est évident d’apreés le contexte.
Preuve :
a) NxN représente un ensemble existant d’apres I’ Axiome 2.14.

On peut définir ng et pg concepts généraux non-flous flottants (voir 3.1Bc) tel que (ng,pg) peut
étre identifié & (ngg,poc) si et seulement si (no,po) est élément de N°. (ng,pg) pourra donc étre identifié
avec (1,3), (20,13).. . On rappelle (voir 3.1Bc) que les symboles ng et pg sont des concepts généraux
flottants car ils peuvent étre identifiés avec plusieurs concepts généraux non-flous.

On peut alors définir la définition récursive ordonnée D,g+ de premier terme (0,ng), de
propriété récursive Dpr,g+(0) : « 0 est un couple de naturel » et telle que s,g+((i,)))= (sn(i),sx(j)). On
définit A,g+ comme le concept général non-flou (flottant) représentant I’ensemble dont les éléments
correspondent a la définition Da,c+(0) : « 0 est un terme de D,g+ ». On considére alors la définition
mathématique simple générale Dy, yc) (0) : « (pg,0) est élément de A,g: ». On remarque que ng et pg
étant identifiés avec des concepts généraux non-flous, il existe un et un seul objet mathématique
correspondant a cette définition générale et que cet objet mathématique est élément de N. +y est alors
un concept général non-flou pouvant représenter une unique fonction et défini par :

-+y est élément de F(NXN,N).

-Din6 p6) ( +n(0G,P6))-
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On a alors complétement défini +n. (En général et en particulier pour définir +y, on pourra éviter
d’utiliser des concepts généraux flottants en utilisant directement la proposition 3.1Bc). On obtient
facilement : sy(ng)=tn(ng,1) (noté ngtnl).

Plus généralement, si :

(1) Ag et Bg sont des un concepts généraux non-flous flottants pouvant chacun étre identifié avec un
concept général représentant un unique ensemble non vide.

(il)ag concept général flottant pouvant étre identifié avec un concept général non-flou pouvant
représenter un unique ¢lément de Ag (et donc ag concept général flottant).

(iii)ng,..,Nkg étant des concepts généraux flottants pré-définis et définis uniquement en fonction de ag
(Clest-a-dire ag étant identifié avec aog, chaque nig peut étre identifié avec un unique nj),
Dunig,.nkco(0) est une définition non-floue paramétrée de paramétres ng,..,Nxg, c'est-a-dire par
définition que nyg,..,nxg pouvant étre identifiés avec les concepts généraux njog,..,NkoG> Dn10c..akoc(0)
est non-floue au sens strict (C'est-a-dire on le rappelle que pour tout objet mathématiqog ue O,
Duioc..nkoc(Oo) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie) et de plus est restreinte aux objets mathématique
non-relationnels et différents de I’EMP.

Il est évident que ng,.,nig €tant définis uniquement en fonction de ag, on pourra toujours
remplacer la définition paramétrée précédente D, _wc(0) par une définition paramétrée de parametre
ag notée D,g(0).

(iv)Ag, Bg et ag étant respectivement identifiés avec les concept généraux non-flous Ayg,B et ayg, il
existe un et un seul by tel que Dyj06,.nxoc(bo) est vraie et de plus by est élément de Byg.

Alors on admettra qu’on peut définir un concept général flottant fg , défini uniquement en
fonction de Ag,Bg par :

-f est élément de F(Ag,Bo).

- Duig,.nka(fa(ag)).

La proposition précédente a un caractére d’évidence et on pourrait 1’admettre
axiomatiquement. On peut cependant la prouver en introduisant I’opérateur logique H tel que, si xg est
un concept général flottant, H(xg) est un symbole pouvant représenter tout objet mathématique x, tel
que Xg peut étre identifié avec xog. On montre que H(xg) est un concept général non-flou :

On suppose qu’on a défini successivement les concepts généraux flottants njg,..,lng, Nig €tant
défini par une expression du type : « ng est le concept général flottant associé a Dyig ni1)G....nisi)c(01) »s
avec  Duig ni)s, .nispc(0i) définition mathématique simple flottante utilisant les concepts généraux
flottants 1nj)G,.-,Nisiyg parmi njg,...ni.;g. On définit alors les symboles particuliers Oy,.,Ox par des
définitions obtenues en remplagant dans les définitions des njg « njg » par « O; » et « est le concept
général flottant associé a» par « est le symbole particulier associé¢ a». On obtient des définitions
mathématiques simples non-flottantes et que les O; sont donc des concepts particuliers non-flous. De
plus par définition, Oj),..,Ojsp étant des objets mathématiques quelconques, on définit « nj(,....,njy
peuvent simultanément et respectivement étre identifiés avec Oj(yc,.-,Ojspoc » exactement de la méme
facon que « Oj),..,Ojs peuvent représenter simultanément Oj),..,Ojs0 ». Les 2 propositions sont donc
équivalentes (au sens entrainement mutuel) et il en résulte que pour i parmi 1,...,k on peut identifier
H(n;g) avec O;sans paramétres fixes et donc H(n;g) est un concept général non-flou.

Or on a établi I’assertion précédente avec les Diig i), nicsinc(0i) définitions mathématiques
simples flottantes utilisant les concepts généraux flottants njqc....0is@yc. Dans le cas général, et
notamment si on utilise I’ Axiome de récursion comme pour définir +y, ces définitions ne sont pas des
définitions mathématiques simples flottantes, mais sont des définitions non-floues paramétrées telles
qu’on les a définies dans (iii). Il est évident qu’on pourra toujours identifier une définition
mathématique simple flottante avec une définition non-floue paramétrée mais a priori la réciproque
n’est pas vraie. On va cependant montrer que dans ce cas général, on peut se ramener au cas particulier
qu’on a établi, et donc obtenir que dans le cas général, on a toujours H(n;g) est un concept général non-
flou.

Pour cela, on montre par récurrence sur p la proposition P(p) :

« Nyg,..,Npg €tant des concepts généraux flottants définis successivement en étant associés a des
définitions non-floues paramétrées ou des définitions générales non-floues (restreintes aux objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’'EMP) Dy;6(0),.., DnpG.np(1)G,...np(sppc(0) (0U Dipc(0)),
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alors il existe Ry,..,R, relations non-floues d’ordre de multiplicité s(1)+1,..,s(p)+1 telles que si
ng,...Npg sont des concepts généraux non-flous flottants respectivement associés aux définitions
mathématiques simples flottantes R;(0),...,R,(0,051)G,--.Npspyc) (0U Rp(0)), alors j(1),..,j(k) étant parmi
1,..,p et Oyp,..,Oxo étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP quelconques,
les propositions «nj)...Njegg peuvent étre identifiés respectivement avec Ojgg,..,.Ojxpoc» sont
¢quivalentes, au sens entrainement mutuel, les njg étant définis par de la premiecre fagon (Avec les
définitions non-floues paramétrées) ou de la 2™ fagon (Avec des définitions mathématiques simples
flottantes et les relations non-floues Ry,.,R;) »

On remarque :

(i)Le fait que 2 propositions P1 et P2 s’entrainent mutuellement signifie que leurs significations sont
les mémes et donc on admettra axiomatiquement qu’on a alors Non(P1) et Non(P2) s’entrainent
mutuellement, et de méme, si on a aussi Q1 et Q2 qui s’entrainent mutuellement « P1 ou(exclusif)
Q1 » et « P2 ou(exclusif)Q2 » s’entrainent mutuellement.

(i)La conséquence du (i) et que si P(p) est vérifiée, utilisant le cas particulier qu’on a démontré on a
en conservant les mémes notations dans le cas général «njuc,...Njs peuvent étre identifiés
ou(exclusif) ne peuvent pas étre identifiés avec O,gg,..,Oxoc »-

II est évident que pour p=1, P(p) est vraie. Supposons P(p-1) est vraie. Si n,g est associé a une
définition du type D,g(0), P(p) est évident. Si n,c est associé a une définition de type
DpG.np(1)G....npspyc(0), on définit la relation R, par :

Si Oig,...,.Ogpyt10 sont des objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP,
«Ry(O10,..,05¢p)+10) €5t équivalent & « « Ny(1)cs- - - Nps(pyG PEUVENt étre respectivement et simultanément
identifiés avec Oxg,..,Ospyr106 » €t « S1 Ny1y6,...Npspyc peuvent étre identifiés avec Ozog,..,Op)y+106 alors
anG,OZOG,“,Os(p)JrIOG(OIO) » ».

On remarque que la proposition précédente est de la forme : « Ry(Ojo,..,O5p)r10) €st équivalent
a«Pet«siPalorsQ»»,avec:

-P est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. (A cause de 1’hypothése de récurrence).

De plus on a : « Si P n’est pas vraie, alors « Q n’est pas vraie (exclusivement) » », car alors Q
contient un terme qui n’est pas défini et donc on peut admettre axiomatiquement que Q n’est pas vraie
(exclusivement). Et on a aussi, « Si P est vraie, alors « Q est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie », a
cause de la définition d’une définition non-floue paramétrée.

Or on admet axiomatiquement comme évident que si on a des propositions P1,P2,Q1,Q2 telles
que P1 entraine P2 et Q1 entraine Q2, alors « P1 ou Q1 » entraine « P2 ou Q2 ».

Il en résulte que puisqu’on a « P1 ou Non(P1) », on obtient « Q est vraie ou(exclusif) n’est pas
vraie ».

Et donc R, est bien une relation non-floue.

I1 en résulte qu’on obtient immédiatement que si Oy,..,0po sont des objets mathématiques non-
relationnels et différents de ’EMP, on obtient que les propositions « n;g,.,n,g peuvent étre identifiés
simultanément avec Ojg....,Opog » sont équivalentes, au sens entrainement mutuel, que les n;g soient
définis de la premiére ou la 2™ méthode. Ceci entraine la validité de H(p).

Il est évident que H(p) entraine qu’on a toujours H(n;g) est un concept général non-flou, dans
le cas général ou les njg sont définis par des définitions non-floues paramétrées.

On suppose qu’on a défini des concepts particuliers non-flous O,..,0, , O, étant le dernier
qu’on a défini. On suppose qu’avant de définir O,, on a défini les concepts généraux flottants
nG,..,Npg. Alors (O,)sans parametre fixe dépendra des concepts généraux njog,..,nyc avec lesquels on
identifie njg,..,.npg. Nig,...Npc €tant identifiés avec njog,...Npg, (On)sans paramétre fixe pourra
représenter un unique concept général non-flou. C’est pourquoi on dira que c’est un concept général
non-flou paramétré et on pourra le représenter par (Op)nig, npcSans parametre fixe.

Une définition mathématique simple flottante pourra contenir des concepts généraux non-flous
paramétrés. Cependant, dans le cas particulier ou on a démontré que H(nig) €tait un concept général
non-flou, les n;g étaient associés a des définitions mathématiques simples flottantes ne contenant pas
de concepts généraux non-flous paramétrés. Mais une définition mathématique simple flottante
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contenant des concepts généraux non-flous paramétrés pourra étre identifiée de fagon évidente avec
une définition non-floue paramétrée.

De méme supposons qu’on a défini successivement les concepts généraux flottants ng,...,nG.
Xg étant un concept général non-flou flottant défini aprés nyg, on pourra définir H(Xg)nic. nka tel que si
nG,..,Nkg sont simultanément identifiés avec njog,..,NkoG, H(X6)n106...nxoG €St le concept général non-flou
obtenu. H(Xg)n1G..nkg €St donc aussi un concept général non-flou paramétré.

Pour démontrer la proposition initiale sur 1’existence de fg, on commence par définir le
concept général non-flou flou flottant bg associé a Dy, na(0). Puis on considére H(ag,bg)ac -

On définit alors leconcept général non-flou flottant fg associé a la définition mathématique
simple flottante Dagpg(0) : «o est élément de F(Ag,Bg) et « Si x est tel que x est élément de Ag, alors
(x,0(x)) appartient & H(ag,bg)ac g » ».

De méme on peut définir un concept général non-flou qu’on peut identifier avec la
multiplication dans N et qu’on représentera par xy. et la puissance dans N.

On peut aussi définir 1’addition, la multiplication et la puissance dans N de la fagon suivante
qui est beaucoup plus simple :

On a vu que « Card » était une fonction-concept. On peut donc utiliser « Card(A) » dans une
définition non-floue.

On définit alors facilement 1’addition +y et la multiplication xy dans N par, n et p étant 2
¢éléments quelconques de N :
n +x p (identifié avec +n((n,p))=Card (nU(px{1})) et nxyp=Card(nxp). On définit la fonction
“puissancey” de fagon analogue, utilisant Card(F(p,n)).

De méme on définit la relation non-floue <y dans N, par :
«n<np » est équivalent a « (n,p) est élément de N” et n est inclus dans p ».
On généralise alors les définitions de <y,>n,>n dans N.
(On rappelle que pour définir une relation non-floue R d’ordre de multiplicité n>1, il suffit d utiliser
une proposition du type: « R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité n et pour tous
O10,..,0n0 Objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, « R(Oyy,..,Oy0) est vraie » est
équivalent a « D((Oy,..,On9)) est vraie », avec D((0,..,0,) définition générale non-floue)).

On peut alors définir la fonction -y , (appelée soustraction dans N) d’ensemble de départ N°.
~={(a,b) tel que (a,b) est élément de N* et b<a}, avec pour tout (a,b) dans Ny, a-xb=Card(a/b).

Utilisant I’existence de 1’addition, de la soustraction et de la multiplication dans N, il est facile
utilisant le Lemme 2.18 de définir successivement des concepts généraux non-flous qu’on peut
identifier avec I’addition et la multiplication dans Z et Q et qu’on notera +z,%z,+q, Xq.

Par exemple +q sera définie par : Si (p,q) et (r,s) sont des éléments de Zx(Z /{0,1}) :

Cal(P, ) eCal(1,8))=Cal(p*zst21*zS, 9%z8))-
b)On montre alors facilement le b) de la Proposition 3.4 :

On identifie « I’opposé dans E de» et «la valeur absolue dans E de » avec des concepts
généraux représentant des applications de E dans E de E dans E’, avec E I’ensemble Z ou Q . On
définit aisément les ensembles Z" et Q". Z" est identifié¢ avec Nx{1}, et Q" = {x / x est élément de Q
et il existe y et il existe z tels que y est élément de Z" et z est élément de Z* " et x=Cq(y,z)}

Puis a I’aide du concept général « est I’opposé dans E de » (E ’ensemble Q ou Z), on définit
les concepts généraux non-flous - et -z, qui sont la soustraction classique dans Q et Z.

c)Utilisant Q" et Z', de méme que -g et -z , on généralise facilement la définition des relations non-
floue <g,>g,>g et<g pour E=Z ou E=Q . On justifie aisément que les objets mathématiques précédents
sont des relations non-floues.
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On peut facilement définir utilisant I’Axiome 2.14 des ensembles Nz, Zg, No (avec Ng est
inclus dans Zg) qui sont respectivement des sous-ensembles de Z,Q et Q et qui sont respectivement
analogues a N,Z.et N. Par exemple 1;=(1,1), 1¢=Co((12,12)).

PROPOSITION 3.5 :

a)ll existe un concept général non-flou, R, ayant les mémes propriétés que 1’ensemble des réels dans
les mathématiques pré-Platonistes.

b)On peut définir des concepts généraux +g, -g et Xy, identifiés avec 1’addition, la soustraction et la
multiplication classique dans R.

¢)Pour E=N,Z,Q,R et n naturel supérieur ou égal a 2, on peut définir E" et EN.

Preuve :

a)On a déja montré I’existence de concepts généraux non-flous Q et N, ayant les mémes
propriétés que les ensembles Q et N dans les mathématiques pré-Platonistes.

D’aprés la Proposition 2.17 il existe un concept général non-flou représentant un objet unique
F(N,Q), dont on appellera chaque élément « une suite de rationnels »( « une suite de rationnels » est
donc un concept général non-flou) .

On considére alors la définition classique d’une suite de Cauchy :

Dcaucny(0) : « 0 est un élément de F(N,Q) et pour tout € tel que € est un rationnel strictement positif; il
existe N tel que «N est un naturel et pour tout i tel que i>yN et pour tout j tel que j>wN, |o(i)-
09())lo<o€ » » (On a vu o(i) est I’image de i par o) .

Dcaueny(0) est évidemment basique puisqu’elle contient que o est élément de F(N,Q) qui est un
concept général non-flou représentant un ensemble.

On va montrer maintenant que Dcaeny(0) €st une définition mathématique simple (notion
définie dans la Définition 2.5), en donnant I’interprétation Platoniste de Dcauchy(0) (notion définie dans
la Définition 2.5). Ceci entralnera d’aprés I’Axiome 2.5A que Dcueny(0) est non-floue, ce qui
entrainera 1’existence de S défini comme étant 1’ensemble des suites de Cauchy.

On peut exprimer Dc,yeny(0) sous la forme « o est élément de F(N,Q) et pour tout &€ symbole
associé a la définition auxiliaire de niveau 0 D,u(0;) : « 0, est élément de Q*" » il existe N tel que N
est le symbole particulier associé a la définition auxiliaire de niveau 0 D,,n(0.,0,€): « 0. est élément de
N et pour tout i symbole particulier (défini en fonction de o.) associé¢ a la définition auxiliaire (de
niveau 1) D,.,(0; ,0.) : « 0; est €lément de N et 0; >y0, » et et pour tout j symbole particulier (défini en
fonction de o.) associé a la définition auxiliaire (de niveau 1) D,j(0;,0.) : « 0j est élément de N et o;
>NO », [0(1)-q0())o<q€ »

(On rappelle qu’on peut identifier o(i) avec Im(o,i), Im étant une fonction-concept).

Et donc dans Dc,yeny(0) tout nouveau symbole est bien associé a une définition auxiliaire telle
que définie dans la Définition 2.5. De plus il est évident que tout nouveau symbole de Dcaycny(0) ne
peut représenter que des objets mathématiques non-relationnels et donc Dcayeny(0) est une définition
mathématique simple et est donc non-floue. D’ou I’existence de S.

On remarque que d’aprées la signification du concept primitif « il existe », si pour un O et un €
N(Oy,e) n’est pas un concept particulier non-flou, alors Deayeny(Og) n’est pas vraie. Mais si O, est tel
que pour tout £ appartenant a Q*", N(Oy,e) est un concept particulier non-flou, alors d’aprés la
signification du concept primitif « Pour tout », Dcaeny(Oo) est vraie.

Oy étant un objet mathématique tel que Dcaueny(Oo) est vraie, € pourra représenter tout g,
élément de Q*+, et € représentant gy, N pourra représenter tout Ny tel que Dy, n(No,Oo,€9) est vraie. Et
en accord avec la définition 2.51I11, le fait que Dcqayeny(Oy) est vraie est compleétement déterminé par les
objets pouvant étre représentés par Oy, et N.
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De plus, si Dcayeny(Oo) est vraie, dans Deayeny(Oo), €, N(Og,€), i(N) et j(N) sont nécessairement
des concepts particuliers non-flous de fagon évidente.

On définit le concept général non-flou Cr pouvant représenter une unique application de S
dans P(S), telle que pour tout s élément de S, Cgr(s)={r tel que r est élément de S et pour tout &
rationnel strictement positif, il existe un naturel N tel que pour tout i naturel supérieur a N |r(i)-
os(1))o<ee }

D’apres I’ Axiome 2.14¢e) Cg(s) est un ensemble défini uniquement en fonction de s.

On identifie alors R avec Im(Cg).

On peut utilisant I’Axiome 2.14 définir des sous-ensembles Ng,Zg,Qr de R ayant les mémes
propriétés que N,Z,Q.Avec Ny inclus dans Zg inclus dans Qg.

On obtient par de déductions logiques relationnelles évidentes que la suite de F(N,Q) dont
chaque terme est €¢gal a 1 est une suite de Cauchy. Il en résulte que « une suite de Cauchy » est bien un
concept général non-flou.

b)En utilisant +¢,-q €t Xo qu’on a défini plus haut, on définit immédiatement de fagon classique +g,-r
et Xg.

c¢)Pour E=N,Z,Q,R, et n=2, on identifiera E? avec EXE. Pour n naturel supérieur ou égal a 3 on a
justifié I’existence dans la Proposition 2.17A de F({1,...,n},E). On a vu qu’on avait F({1,..,n},E) était
égal a {({l..,n},E)}xF({1,...,n},E), avec F({l,..,n},E) est un unique ensemble défini en fonction de n
et E. On identifiera E" avec cet ensemble.
De méme on identifiera EN avec F;(N,E).

Si a est élément de E" (ou de EV), par définition, pour tout i dan {1,.,n} (ou dans N), on aura,
remarquant (({1,..,n},E),a) est un élément de F({1,..,n},E), a(i)=(({1,..,n},E),a)i) , (ou
a(=((N.E),a)(1)).

Si F est un ensemble inclus dans N, on peut généralise ce qui précéde en définissant
E'=F\(F,E).

On peut généraliser ce qui précéde pour F ensemble inclus dans N,Z,Q,R.

On peut prendre une définition alternative d’une suite de rationnels ou d’une suite de Cauchy
(et donc de R) en remplagant dans leurs définitions F(N,Q) par Q".

PROPOSITION 3.6 :

ayng étant identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel supérieur
ou égal a 3 et Ogy,...,Osnc) €tant des symboles particuliers non-flous, alors on peut d’apres les reégles
syntaxiques de convention identifier (Og,.,Osng)) comme étant le symbole particulier non-flou défini
par la proposition mathématique simple :

P(Os(l),..,os(n(;)) L« (Os(l)e- . .,Os(ng)) est tel que (05(1),..,OS(HG)):{(1,05(1)),..,(H,OS(HG))} »

b)Dans le cas ou les Oy sont des concepts particuliers non-flous, alors (O, ...,Osng)) €st un concept
particulier non-flou défini uniquement en fonction de Oy, ...,Osnc). On aura alors (Ogy,.,Osma)) est
une séquence finie a ng termes.

Preuve :
Ceci est une conséquence immédiate de la définition 3.2C.

PROPOSITION 3.7 :

a)Des concepts généraux non-flous pouvant étre identifiés a des groupes, a des corps, a des
espaces vectoriels de toute dimension, a des vecteurs existent.
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b)On peut identifier C a un concept général non-flou, de méme que 1’addition, la soustraction
et la multiplication dans C.

Preuve :

a) On a vu I’existence d’un concept général non-flou pouvant étre identifié a Q, de méme que
des concepts généraux non-flous pouvant étre identifiés a la multiplication et & I’addition dans Q,
qu’on notera Xq et +q.

On peut obtenir trés facilement, de la méme fagon qu’on a obtenu la définition Dcayeny(0), @
partir des définitions classiques des groupes commutatifs, des corps, des espaces vectoriels, des
définitions générales mathématiques simples Dgrc(0) , Dco(0) et Dgy(0). D’aprés I’ Axiome 2.5A, on
peut justifier que ces définitions sont non-floues en montrant successivement (Car Dgy(0) utilise « un
corps » et « un groupe ») qu’« un groupe commutatif », « un corps » et « un espace vectoriel » sont
des concepts généraux non-flous, respectivement associés aux définitions Dgrc(0) , Dco(0) et Dgy(0).

Chacune des 3 définitions a une interprétation Platoniste. Par exemple une interprétation
Platoniste de Dgy(0) sera la suivante (Les 2 autres étant plus simples mais s’obtiennent de la méme
fagon. On suppose qu’on a déja montré qu’ « un groupe commutatif » et « un corps » étaient des
concepts généraux non-flous) :

Dgy(0) : «o est une séquence finie a 3 termes et si E est le symbole particulier associé a la
définition auxiliaire de niveau 0 D, (01,0) : « 07 est le premier terme de o», + est le symbole
particulier (défini en fonction de 0) associé a la définition auxiliaire de niveau 0 D,;,2(0,,0) : « 0, est le
deuxiéme terme de o », .k i est le symbole particulier (défini en fonction de o) associé a la définition
auxiliaire de niveau 0 D,,,3(03,0) : « 03 est le troisiéme terme de o » », alors (E,+) est un groupe
commutatif et il existe T symbole particulier associé a (la définition auxilliaire de niveau 0) D,y (0T,
E,+,.xE) ,avec :

D,yr(or,E, ..k g) : «or est une séquence finie a 3 termes et si K (resp.tx, resp. xg) est le
symbole particulier défini en fonction de or associ¢ a la définition auxiliaire interne de niveau 1
Dauxx(04,07) : « 04 est le premiqr terme de o7 » (resp.Dauk(0s,07) : « 05 est le 2" terme de o »,
resp. Doy (06,07) © « 06 st le 3™ terme de o1 ») », alors « (K,+¢,%g) est un corps commutatif et . g
est élément de F(KXE,E) » et pour tout a (resp.p) symbole particulier associé a la définition auxiliaire
interne de niveau 1 D,,7(07,K) : « 07 est élément de K » (resp. D,us(0s,K) : « 0g est élément de K »), et
pour tout x (resp.y) symbole défini en fonction de ot associé a la définition auxiliaire interne de niveau
1 D,uxo(09,E) : « 09 est élément de E » (resp. Daux10(010,E) : « 019 est élément de E ») ,

«lgxepx=x (lx ¢élément neutre de (K+i,xx)) et oxpe(P.xeX)=(axgP).xpx et
(at+kB).k px=0.k EXTP.k eX €t 0. p(XFTY)= Qg EXTO.KEY » ».

En accord avec la définition 2.5111, O, étant un objet mathématique non-relationnel et différent
de ’EMP, le fait que Dgy(Oyp) est vrai dépend seulement des objets pouvant &tre représentés par
Es+’-K,E etT.

De plus, si Dgy(Oy) est vrai, alors il est évident que E(Oy),+(Oy),.x (Og) sont des concepts
particuliers non-flous (car O, est une séquence finie a 3 termes), de méme que T(E,*,.xg) (sinon
Dev(Og) n’est pas vraie), K(T),+x(T),xx(T) (car T est une séquence finie a 3 termes), a(K), B(K) (Car
K est non vide), et x(E), y(E) (car E est non-vide).

(On aurait pu a la place de définir le symbole particulier T définir le symbole particulier
(K,+k,xk) et aussi remplacer Dgy(0) par Dgyv(0g,0+5,0.xe). En général on emploie la proposition
mathématique simple suivante, dans laquelle les symboles particuliers définis sont définis
implicitement en fonction des définitions auxiliaires :Ppy: « « Ev est tel que Ev est un espace
vectoriel » est équivalent a2 « « Ev est une séquence a 3 termes» et «si (E,tg,.xg) est tel que
(E,+E,.K,E) est identique a Ev , alors Dgy(E,+g,.K,g) .» ».

«

Montrons par exemple qu’il existe au moins un objet mathématique non-relationnel et
différent de ’EMP correspondant a Dgrc(0) et Dco(0) (Ce qui est nécessaire pour montrer qu’ « un
groupe commutatif » et « un corps » sont des concepts généraux non-flous) :
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P1 :ab,c,d sont tels que a,b,c sont éléments de Q et d est élement de Q*.
P2 :atgb=b+qa

P3 :at+q (b+q c)=(atqb) +oa

P4 :0q +q a=a

P5 :1l existe a’ tel que a +q a’=0

P6 :axgb=bxq a

P7 :axg (bt+q c)=axq btgaxg ¢
P8 :(axq b) Xg c=a%q (bxq c)

P9 :1gpxga=a

P10 :Il existe d’ tel que d’xq d=1gq

P11 :DGRC((Q;I—Q)) est vraie.
P12 :DCO((Q9+Q9 ><Q)) est vraie.

Dans les déductions logiques relationnelles précédentes, P1 définit les concepts particuliers
non-flous, a,b,c,d. Puis P1,..,P10 peuvent étre identifiées d’aprés 1’Axiome 2.5 a des propositions
mathématiques simples vraies de facon évidente. P11 et P12 sont alors des déduction logiques
relationnelles évidente considérant Dgr((Q,+q)) et Dco((Q,+a,%0))-

s On peu3t définir classiqglement une fonction +¢; de Q’xQ’ dans Q’ et une fonction .¢q3 de
(QxQ°) dans Q tel que Deyv((Q°,+q3 » -0,03)) Soit vraie.

(E,+5,.x p) étant un espace vectoriel, on dira qu’un élément de E est un vecteur de (E,+,.x g).
On trouve aisément une définition mathématique simple permettant de justifier qu’un vecteur peut étre
identifié a un concept général non-flou et qu’ « est un vecteur de [’espace de [’espace vectoriel » peut
étre identifiée avec une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 pouvant exister entre un vecteur et
un espace vectoriel.

Ce qui préceéde justifie qu’ « un groupe commutatif », « un corps », « un espace vectoriel »
sont des concepts généraux non-flous de la TMP, ayant les mémes propriétés que dans les
mathématiques classiques. On peut de la méme fagon identifier I’ensemble des concepts des théories
mathématiques classiques avec des concepts généraux non-flous de la TMP.

b)On a vu qu’on pouvait définir dans la TMP des concepts généraux non-flous représentant
I’addition et la multiplication dans R, notées +r , -g et xg. On peut alors définir un concept général
non-flou représentant 1’addition dans R* notée +g,. Dans la TMP on identifie C au concept général
non-flou R’ . On identifie ’addition dans C, notée +¢ avec le concept général non-flou +g, défini
précédemment. A 1’aide des concepts généraux +g,-g €t Xg, on identifie la multiplication dans C avec
un concept général non-flou x¢ représentant un unique objet (application de CxC dans C).

a et b étant deux élément de R, on pourra identifier ac avec 1I’élément de C (a,0), et ib avec
I’é1ément de C (0,b). On identifiera donc ac+cib avec 1’élément de C (a,b).

D’aprés ce qui précede, un élément de R* pourra donc étre considéré comme un vecteur, un
nombre complexe ou comme on le verra plus loin un point du plan Euclidien.

3.8 PLAN EUCLIDIEN

On identifiera dans la TMP le plan Euclidien avec I’ensemble P= R* | on appellera alors
« points du plan Euclidien» les éléments de R, R* étant considéré comme le plan Euclidien. « une
droite du plan Euclidien » sera identifi¢ avec a un concept général non-flou représentant des sous-
ensembles particuliers de P, (Défini par une définition mathématique simple utilisant +x et Xg) et « est
paralléle dans le plan Euclidien a » a une relation non-floue pouvant exister entre 2 droites du plan
Euclidien. A,B étant 2 points du plan Euclidien, on identifiera le vecteur AB avec F,,((A,B)), F., étant
une fonction-concept telle que Dep(F,,) peut représenter tous les couples de points du plan Euclidien,
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et F,,((A,B)) est égal au vecteur de (R2,+R2,.R,R2) (Xp-rXa,¥B-RYA)-De méme, on identifiera le segment
[A,B] avec Fsgp((A,B)), Fsgp étant une fonction-concept.

Dans la TMP, la distance dans le plan Euclidien dpg sera identifiée avec un concept général
non-flou pouvant représenter (classiquement) une unique fonction de P* dans R'. La norme
vectorielle dans le plan Euclidien npg pourra aussi étre identifiée avec un concept général non-flou
pouvant représenter (classiquement) une unique fonction de R* dans R". Dans la TMP, « Un cercle
dans le Plan Euclidien », « un triangle dans le Plan Euclidien » seront identifiés avec des concepts
généraux non-flous pouvant représenter certains sous-ensembles de P. Le produit scalaire dans le
Plan Euclidien pourra aussi étre identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter
(classiquement) une unique fonction de R*xR’ dans R .Une distance, une norme pourront étre
identifiées avec des concepts généraux non-flous. A partir de leur définition classique, on trouve
aisément les définitions mathématiques simples associées aux concepts généraux non-flous précédents.
Les Axiomes d’Euclide, le Théoréme de Thales généralisé et sa réciproque, le Théoréme de Pythagore
apparaissent alors comme des théorémes de la TMP, c'est-a-dire des déductions logiques relationnelles
dans la TMP des définitions précédentes. Le produit scalaire dans le Plan Euclidien permettant de
définir les concepts généraux non-flous « un triangle rectangle dans Plan Euclidien » et « un angle
droit dans le Plan Euclidien »). On a donc montré qu’il existe dans la TMP des objets mathématiques
vérifiant complétement les Axiomes d’Euclide. On pourra généraliser ceci en identifiant I’espace
géométrique & 3 dimensions de méme que les surfaces de la géométrie Riemannienne a des objets
mathématiques de la TMP.

3.9 FONCTIONS-CONCEPT RECURSIVES

a)On peut définir une fonction-concept F,dite fonction-concept récursive, de la fagon suivante :

On suppose :

-Qu’on a une définition mathématique simple générale (et donc non-floue) P(0) dite propriété
récursive associée a F.

-Que A, et A, étant les symboles particuliers associés a P,z(0) , A; et A, sont des concepts-particuliers
non-flous.

-Qu’on a une définition mathématique simple (et donc non-floue) D.(0,A1,Az), dite définition
récursive associée a F et telle que si Az est le symbole particulier non-flou associée a cette définition,
A; est un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de A;,A, et de plus que tout objet
Aj pouvant étre représenté par A; correspond a P.r(0). (Ce qui est équivalent Pir(Aj) est vraie).

Alors par définition, le concept de départ de F pourra représenter :
-Tout couple (1,a;9), avec a;o correspond a Px(0) .
-Tout couple (n,(ajo,..,an0)), avec n naturel strictement supérieur a 1 et a,o,..,a, correspondent a Pz(0) .

On aura alors avec les notations précédentes, par définition d’une fonction-concept récursive :
F((1,a10))=ao.
Et pour i supérieur ou égal a 1, F((i+1,(ajo,.,a+10)) sera défini par récursivité par :
Dir(F((i+1,(a10,-8i+10))> F((1,(210,-,8i0))ai+10)

On admet axiomatiquement comme évident qu’on a bien défini une fonction-concept.

(On peut utiliser la fonction-concept Fe telle que Fe((i+1,(a0,-,a1+10))=(1,(210,.,i0)), identifiant
« (ajp) » avec « ajg », et la fonction-concept Fp telle que Fp((i,ai0,..,3i0))=ai. F est alors formellement
défini par : « Pour tout t tel que t est élément de Dep(F) et t(1)>1, Dp(F(t), F(Fc(t)),Fp(t)).

b)Par exemple, on pourra définir la fonction-concept récursive sommation multiple de réels Fygg en
définissant la propriété récursive et la définition récursive associées :

Psr(0) : « 0 est élément de R »

Dsr(Fsr(t1, (a10,.-,ai+10)), Fr(i, (@10,--,3i0)) »2i+10)) :

« Fzr(it+1, (a10,--,2i+10))= F3r(, (Q105--,3i0) TRAj+10 -

c)Dans certains cas il sera nécessaire d’introduire des concepts généraux flottants Ag,..,Aig. Ce sera
par exemple le cas si on veut définir une fonction-concept Foomp, telle que by,...,b, étant des bijections
d’un ensemble Ag dans un ensemble Ag, Feomp((b1,-,bn))=b10...0b,.
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On commencera par obtenir une fonction-concept récursive flottante Fajg, axg. (C'est-a-dire
que pour tous Ajgg,..,Axg auxquels on peut identifier simultanément A g,..,Axg, Faioc. . akc €st une
fonction-concept récursive). Puis on définira le concept particulier non-flou paramétré X g, axg défini
par :

«Xal16...akG st tel que Xaic,.axc appartient a Dep(Faig.. aka)- »

On considére alors (Faig, akc(Xai6,,ak6), (AiGs-.-.Akg, Xaic,.,ak ))sans parametres fixes qui est un
concept général non-flou paramétré noté Caig._akc-

On définit alors la fonction-concept F en I’identifiant avec Caig,akg Sans parameétres flottants fixes.
(Définis de facon analogue a O(Oy,..,Oy) sans parametres fixes, O(Oy,..,0x) concept particulier non-
flou).

On pourra utiliser cette méthode pour définir des compositions multiples de bijections dans un
ensemble quelconque, mais aussi des sommations ou des multiplications multiples dans des anneaux
ou corps quelconques.

3.10 GROUPE RESOLUBLE-INTEGRALE DE RIEMANN.

Un groupe resoluble sera defini comme une concept general non-flou associé a la definition
mathématique simple générale Dgr(0g) : « 0g est un groupe et il existe (G,n) tel que D,y (G,n,06) : «n
est un élément de N* et G est une séquence finie sur {0,..,n} et «si i est tel que i est élément de
{0,..,n} alors G(i) est un groupe » et G(0)=og et G(n)=eg(0g) et « si h est tel que h est élément de
{0,..,n-1} alors « G(h+1) est un sous-groupe distingué¢ de G(h) et G(h)/G(h+1) est un groupe
commutatif » » » ».

Dans la définition précédente on identifie eg(0g) avec F.y(0g), Fen fonction-concept de concept
de départ «un groupe» et d’aprés les régles syntaxiques de convention G(h)/G(h+1) avec
Fso(G(h),G(h+1)), Fgq fonction-concept. On identifie aussi {0,...n} et {0,.,n-1} avec F{O,n) et
F{(0,n-1), Fsfonction-concept.

D’apres les régles syntaxiques de convention, G étant une séquence finie indexée sur un ensemble, on
identifie G(h) avec imy(G,h), im, étant une fonction-concept.
On définit aussi aisément la relation non-floue « est un sous-groupe distingué de ».

On pourra identifier « I’intégrale de Riemann » avec une fonction-concept notée Fiyg;, dont le
concept de départ pourra représenter toutes les séquences (a,b,f) avec a et b réels, a<b et f application
Riemann intégrable de [a,b] dans R.

D’apres les régles syntaxiques de convention, a, b étant des réels avec a<b et f une fonction de
[a,b] dans R, on identifiera « Jab f(x)dx » avec Fiyri(a,b,f).

3.11. FONCTION-CONCEPT ASSOCIEE A UN CONCEPT PARTICULIER NON-FLOU
PARAMETRE.

Supposons qu’on ai défini un concept particulier non-flou O associé a une définition non-floue
D(0,0,,..,0,) avec O défini uniquement en fonction de O,,..,0,. D’aprés les régles syntaxiques de
convention, O aura la méme signification que O(Oy,..,0,) défini comme étant le symbole particulier
non-flou associé a D(0,0,,..,0,). De plus, d’aprés les régles syntaxiques de convention si on a défini
ainsi O(0y,..,0,), alors on pourra définir la fonction-concept Fy de concept de départ (Oy,..,O,)sans
paramétre fixes et telle que si (Xio,..,Xn0) appartient a Dep(Fo), Fo(Xio,-,Xn0) SOit défini par
D(Fo(X105--5Xn0)>X105--sXn0) -

De plus d’aprés les régles syntaxiques de convention, X,..,X, ¢tant des symboles particuliers
non-flous pré-définis, O(x;,..,X,) aura alors la méme signification que Fo(Xj,..,Xy)-

3.12. PREUVE PAR RECURRENCE PARAMETREE

On suppose qu’on a des concepts particuliers non-flous Oy,.,0y et qu’on définisse les concepts
généraux flottants Og,.,Og par (Oig,..,Oks) appartient a (Oy,..,Oy) sans paramétres fixes.
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Si on a alors une proposition mathématique simple générale P(O,g,..,Oxc,0g), avec Oig,..,NG
concepts généraux flottants avec ng peut étre identifié avec tout nyg, ny naturel quelconque et qu’on a
montré P(Og,..,Oks,0) est vraie de méme que , n étant défini par « n est tel que n est élément de N »,
« Si P(Oyg,.,n), alors P(Og,..,sx(n) », alors P(Og,..,0xg,ng) est vraie (preuve par récurrence). Il en
résulte qu’on a la méme propriété remplacant Oig,..,ng par des concepts particuliers non-flous
OL,..0,n. (preuve par récurrence paramétrée).

4.CONCLUSION

Nous avons dans cet article exposé les bases d’une Théorie Mathématique Platoniste (TMP).
On a vu en Introduction que le concept primitif « existe », dans la proposition « O, existe dans
I’EMP », avait une premiére signification intuitive qui était celle qu’elles ont dans les théories
mathématiques classiques, et une seconde signification dans la TMP qui signifiait existe dans une
réalité abstraite, de la méme fagon que les cercles et les droites existent dans le plan Euclidien dans la
théorie philosophique du Platonisme.

On a donné les méthodes permettant de justifier théoriquement que les concepts
mathématiques classiques peuvent étre identifiés a des objets mathématiques existant dans I’Espace
Mathématique Platoniste. On a donc justifié théoriquement 1’existence Platoniste de ces concepts
mathématiques classiques. Il est remarquable qu’on obtient I’existence de ces concepts mathématiques
classiques a partir de I’ensemble vide. La TMP des ensembles apparait consistante en résolvant les
Paradoxes de Cantor et de Russel grace a I’Axiome 2.14¢). On a introduit le concept fondamental de
définition non-floue, et admis I’ Axiome 2.5A permettant de justifier qu’une définition est non-floue.

Nous verrons dans un second article que la TMP donne une interprétation théorique Platoniste
a I’ensemble des mathématiques classiques. Pour cela on établira une Logique Platonicienne des
propositions de la TMP. La TMP est complétement nouvelle puisque bien qu’il existe beaucoup de
théories philosophiques sur le Platonisme (voir les Références) et que la plupart des mathématiciens
ont I’idée d’une signification Platoniste des mathématiques, une Théorie mathématique Platoniste et
consistante s’appliquant a I’ensemble des mathématiques n’a jamais été proposée.
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Article: LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS
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Résumé :

Dans un premier article ", nous avons exposé les bases d’une Théorie Mathématique
Platoniste (TMP), en montrant comment par cette théorie on pouvait obtenir I’existence au sens
Platoniste des concepts mathématiques de base (N,Q,R, les espaces vectoriels...)

Dans ce second article, on montre comment la TMP permet d’interpréter I’ensemble des
théories mathématiques de fagcon Platoniste. Pour cela on expose une Théorie de Logique
Platonicienne (TLP) qui est la partie logique de la TMP .On montre que la TLP donne des
justifications théoriques a des Lemmes correspondant au Principe du Tiers-exclu et au Principe de
Non-contradiction de la théorie classiquement admise de logique formelle, ainsi qu’a la consistance
des théories mathématiques classiques. De plus on verra que la TLP donne une interprétation de
Platoniste de I’ensemble des théories basées ou utilisant les mathématiques, notamment 1’ensemble des
théories physiques.

Nous voyons donc dans ce second article que la TMP permet d’interpréter 1’ensemble des
théories mathématiques ou basées sur les mathématiques.

Mots clés : Logique - Platonisme - Principe du Tiers-exclu - Principe de Non-contradiction.

1.INTRODUCTION
Dans un article précédent ), on a exposé les bases d’une Théorie Mathématique Platoniste
(TMP), de logique et des fondations des mathématiques.

Dans cet article, nous montrons comment la TMP peut interpréter 1’ensemble des théories
mathématiques. Pour cela on expose une Théorie de Logique Platonicienne (TLP) qui est la partie
logique de la TMP, en donnant une interprétation Platoniste a toutes les théories mathématiques
classiques ainsi qu’aux propositions usuelles et aux démonstrations mathématiques. Nous verrons que
cette interprétation est totalement nouvelle et qu’elle donne une justification théorique nouvelle a des
lemmes de la TLP qui sont analogues aux Principe du Tiers-exclu et au Principe de Non-contradiction,
ces derniers étant admis dans les théories classiques de logique basées sur le formalisme. Elle donne
aussi une justification théorique a la consistance des théories mathématiques classiques.

On rappelle I’ Axiome fondamental de la TMP :

AXIOME 1.1:

a) « a est un objet mathématique » est équivalent a « a existe dans I’ Espace mathématique
Platonique (EMP) ».

b)Si a est un objet mathématique alors o est un objet mathématique relationnel ou (exclusif) un objet
mathématique non-relationnel ou (exclusif) un objet mathématique non-relationnel mixte.

o)Il existe un et un seul objet mathématique non-relationnel o tel que a est I’ Espace Mathématique
Platonique.

On rappelle que dans un premier article ", on a défini les symboles particuliers non-flous et
les concepts particuliers et généraux non-flous. On a aussi défini I’ensemble des naturels N dans la
TMP, ainsi que les séquences finies et aussi les relations non-floues d’ordre de multiplicité n (n naturel
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quelconque) et les relations mixtes non-floues. On a vu que toute relation non-floue était une relation
mixte non-floue mais que la réciproque n’était pas vraie et qu” « une relation mixte non-floue » avait
la méme signification qu’ « un objet mathématique relationnel ».

REMARQUE 1.2 :
a)On a vu dans le 1" article 3 fagons de définir un concept général non-flou :

-La premicére possibilité est de la définir par des définitions axiomatiques partielles, qui sont en général
équivalentes a des propositions mathématiques simples ce qui est presque seulement utilisé pour
définir les concepts généraux des fondations des mathématiques (un ensemble, I’EMP, une relation
floue, un couple...)

-La 2™ possibilité est de le définir en I’associant a une définition générale (c'est-a-dire n’utilisant pas
de concepts particuliers pré-définis) non-floue D(o) (ou D(oy,..,0,)). On pourra donc utiliser la
proposition :

««un C1 » est un concept général non-flou et « Si O est tel que O est un objet mathématique non-
relationnel et différent de ’EMP, « O estun C; » est équivalent & « D(O) ».

-1 existe une 3™ possibilité :

0(04,..,0,) étant un concept particulier non-flou, on a défini dans le 1" article le symbole
« O(0y,..,0,) sans parametres fixes » et on a montré qu’il était un concept général non-flou. On pourra
donc définir un concept général non-flou a partir de tout concept particulier non-flou.

On remarque cependant qu’on ne peut définir complétement un concept général non-flou « un
C; » en utilisant seulement une proposition mathématique simple, puisque «un C; est un concept
général non-flou » ne peut pas étre utilisé par une proposition mathématique simple.

b)Pour définir une relation non-floue R, on procéde comme suit :

On considére une définition générale non-floue D(o0y,...,0,). On définit alors une relation non-floue R
d’ordre de multiplicité n par la proposition :

« R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité n et pour tous Oy,..,0, objets mathématiques non-
relationnels et différents de ’EMP, R(O,..,0,) est équivalent a D(Oy,..,0,) ».

On ne peut pas définir complétement une relation non-floue R par une proposition
mathématique simple puisque « R est une relation non-floue » ne peut pas étre utilsé par une
proposition mathématique simple.

2.THEORIE DE LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS
THEOREME 2.1 :

R, et R, étant des relations mixtes non-floues et O, et O,y étant des objets mathématiques
quelconques, on a chacune des 3 propositions « Non(R;(O1¢)) », « R;j(O1) et Ry(Oy) », « Ri(O14) ou
R,(0y) » est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie.

Preuve :

Pour justifier e Théoréme précédent on écrit les tables de vérité correspondant a chacune des
3 propositions, analogues aux tables de vérité utilisées en logique formelle. On remarque que la 1'*°
table a 2 cases, et les 2 autres ont chacune 4 cases. Les cases représentent tous les cas possibles. Dans
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chaque case on met V¢ pour « vraie exclusivement » et F., pour « n’est pas vraie exclusivement ».
D’apres la signification des concepts primitifs « Non », « et », « ou » ces tables sont analogues a celles
en logique formelle, avec V., ou Fe, dans chaque case ce qui prouve le théoréme.

REMARQUE 2.2 :

Une conséquence du Théoréme précédent est que Ry,..,Ry étant des relations non-floues
d’ordre respectif m(1),..,m(k), utilisant ces relations et les concepts primitifs « et », « ou », « Non », on
peut définir une multitude de relations. Mais celles-ci ne sont pas en général des relations non-floues
mais des relations mixtes non-floues. Par exemple, R; étant une relation non-floue, si on définit R,
par : R, est un objet mathématique relationnel tel que pour tout objet mathématique Oy, « « Ry(Oy) »
est vraie » est équivalent a « « Non(R;(Oy)) » est vraie », R, n’est pas une relation non-floue car
Ry(Op) est vraie pour Oy objet mathématique relationnel. Mais on a cependant R, est une relation mixte
non-floue d’apres le Théoréme précédent.

Cependant, si on obtient une relation mixte non-floue notée R, en utilisant R,,.,Ry et les
concepts primitifs « et », « ou », « Non », on peut obtenir une relation non-floue qui est la restriction
de R, aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, notée Rnr, telle que pour
tout Oy objet mathématique, « « Rune (Op) » est vraie » est équivalent a « « Oy est un objet
mathématique non-relationnel et différent de ’EMP et R,(Op) » est vraie ».

De méme, n étant un naturel quelconque supérieur ou égal a 2, on peut obtenir la restriction de
R, aux séquences finies a n termes notée Runrm qui est une relation non-floue d’ordre de multiplicité
n.

DEFINITION 2.5 :

R étant une relation d’ordre de multiplicité n (n>1), on pourra définir la base de R comme un
concept général non-flou (cy,..,c,) représentant des séquences de n objets. Alors pour tous objets
mathématiques Oj,.,0n0 R(Oyp,..,040) ne peut €tre vraie que si la séquence (Oyy,..,Oy) appartient a
(c1,..,cn). Si on ne précise pas la base de R, celle-ci sera le concept général non-flou « une séquence
finie a n termes ».

EXEMPLE 2.6 :

On pourrait par exemple considérer que la relation non-floue « est élément de » aura comme
base le concept général non-flou (cy,c;) associé a la définition générale non-floue D(01,0,) : « 01 est un
objet mathématique relationnel différent de I’EMP et 0, est un ensemble ».

DEFINITION 2.7 :

a)On appellera proposition élémentaire Platoniste stable de type relation une expression Py du
type :P. :R(Oy,..,0,) telle que :

(1) R est un concept relationnel général représentant une unique relation non-floue d’ordre de

multiplicité n.

(En général R est définie en utilisant des concepts généraux non-flous ou des concepts généraux
relationnels représentant chacun une relation non-floue. R pourra partiellement définir ceux-ci.)

(11)Oy,...,0, sont des concepts particuliers non-flous définis avant P ou des concepts généraux non-
flous représentant chacun un unique objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP

(N,Q.R...).

On remarque que Oy €tant un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP, on
peut remplacer O; par Ojy, en définissant le concept général non-flou C; pouvant représenter 1’unique
objet Oy, et en remplagant O; par C;. On identifie alors C; avec Ojo. On peut aussi identifier Ojy avec le
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concept particuler non-flou prédéfini O; associé a la définition D(0) : « o appartient au concept général
Ci».

b)P,, étant une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation P, :R(Oy,..,0,):
On dira que « P, est vraie » si :

Pour toute séquence (Oyy,..,Oy0) pouvant étre représentée par (Oy,..,0,), on a R(Oyy,..,0,) est
vraie.(Ce qui entraine (O,,..,0,) sans paramétres fixes est un concept général inclus dans la base
(c1,..,.cy) de R).

On dira que « P, est fausse » si P, n’est pas vraie.

¢)Si P, est une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation, on dira que la négation de
P.;, notée Non(P,), est une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation, avec « Non(P,)
vraie » est équivalent a « P, fausse » et « Non(P) » fausse est équivalent a « P, vraie ».

D’aprés la définition précédente, si une proposition élémentaire Platoniste de type relation
R(Oy,..,0,) est vraie, elle est bien équivalente a des relations non-floues entre des objets
mathématiques qui sont vraies, plus précisément a toutes les relations non-floues entre des objets
mathématiques de la forme R(Oyy,...,Oy) qui sont vraies, Oy,..,O, pouvant représenter simultanément
O]O,..,Ono.

REMARQUE 2.8:

Par exemple si on a une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation
P, :R(Oy,..,0y), ot O; est un symbole non-flou associé¢ a une définition générale non-floue D;(0) et ne
peut représenter aucun objet mathématique, alors P, n’est pas une proposition élémentaire Platoniste
stable de type relation. On ne dira donc pas qu’elle est fausse, car d’aprés la définition précédente
seules les propositions élémentaires stables peuvent étre fausses.

DEFINITION 2.9 :

On appellera Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition une expression du type :
PDcf:

Def(Ol,..,Oi)
R(Olﬂ‘ . '9On)
Telle que :
(1) R est définie comme dans le cas d’une proposition élémentaire Platoniste stable de type
relation.
(i1) Si n>1, Oj1q,..,0, sont des concepts particuliers non-flous associés a des définitions, définis

avant Pp,s ou des concepts généraux non-flous représentant chacun un unique objet
mathématique non-relationnel et différent de ’EMP (N,Q,R...)

(ii1) 0Oy,..,0; sont des nouveaux symboles.

DEFINITION 2.10:

a)Si on a une Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition:
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Pper:
Def(Ol ,..,Oi)
R(Oy,..,0,).

On dira que Pp¢est vraie sion a :

Si Ojy,..,0, représentent simultanément Ojyg,..,0y9, alors il existe Oy,..,0; objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP tels que R(Oy,..,Oy) est vraie.

Si Pper est vraie, alors par définition si Ojy,..,0, représentent simultanément Oiqo,.,0p9 alors
(O4,..,0y) pourra représenter toute séquence (Oj,..,0y) telle que R(Oy,..,0p) est vraie et Oyy,..,0; sont
des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP.

On dira alors , en accord avec la définitition d’un concept particulier non-flou donnée dans le
article ), que (Oy,.,0;) de méme que Oy,..,0;, sont des symboles particuliers non-flous qui sont des
concepts particuliers non-flous. Ceux -ci ne peuvent représenter ni ’EMP ni in objet mathématique
qui n’est pas un objet mathématique non-relationnel.

1 ier

b)On dira que Pp.s est fausse si Pp.s est une proposition élémentaire Platoniste stable de type définition
et n’est pas vraie.

On dira alors que O4,..,0; sont des symboles particuliers non-flous qui ne sont pas des concepts
particulier non-flous. De plus, O,.,0; ne pourront alors représenter aucun symbole.

REMARQUE 2.11 :

a)D’aprés la définition précédente, si on a une proposition élémentaire Platoniste stable de type
définition Ppr :Def(Oy,..,0:),R(Oy,..,0,) avec pour j>1 un symbole particulier non-flou O; qui n’est pas
un concept particulier non-flou alors Pp.s n’est pas une proposition élémentaire Platoniste stable de
type définition.

b)D’apres la définition précédente, si une Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition
Pper :Def(Oy,..,0:),R(0y,..,0,) est fausse alors toute proposition élémentaire Platoniste postérieure a
Pper utilisant 1'un des symboles Oy,..,0; est instable et donc n’est pas vraie.

c)D’aprés les définitions précédentes, une proposition élémentaire Platoniste stable ne pourra pas
utiliser des symboles particuliers non-flous prédéfinis qui ne sont pas des concepts particuliers non-
flous. Elle pourra cependant étre stable en utilisant des symboles particuliers non-flous qu’elle définit
elle-méme. C’est le cas d’une proposition élémentaire de type définition stable qui est fausse.

On admet comme conséquences immédiates des définitions précédentes des propositions
¢élémentaires de type relation et de type définition , utilisant que si Oy,...,0, sont des concepts non-
flous, alors Oy,..,0n0 étant des objets mathématiques quelconques, « Oy,..,0, peuvent représenter
simultanément Oyy,..,0y » ou (exclusif) « Oy,..,0, ne peuvent représenter simultanément Oyy,.,0y »
(Ce qu’on a démontré dans Darticle précédent ) :

LEMME 2.12 :

a)Toute proposition élémentaire Platoniste stable de type relation est non-floue, c'est-a-dire est vraie
ou (exclusif) n’est pas vraie.

b) Toute proposition élémentaire Platoniste stable de type définition est non-floue, c'est-a-dire est vraie
ou (exclusif) n’est pas vraie.

Preuve :
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Préambule : Pour démontrer ce lemme, on utilisera 1’Axiome suivant, qui est la conséquence de la
signification des concepts primitifs « Il existe » et « Pour tout » :
« Si R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité k, alors les propositions P1 :« Pour tous objets
mathématiques non-relationnels et différents de P'EMP Oy,..,0x, R(Oyo,.,0x0) » et P2 : « Il existe
O10,-,0x9 tels que R(Oyy,..,0o) » sont non-floues.

On rappelle qu’0y,.,0 étant des concepts particuliers non-flous on a démontré dans ’article
que (04,..,0y) sans paramétres fixes était un concept général non-flou.

a)Considérons une proposition ¢lémentaire stable de type relation P :R(Oy,..,0,).
On a «P.r est vraie » est équivalent a « Pour tous objets mathématiques Oj,..,On pouvant étre
représentés simultanément par Oy,.,0,, R(Ojy,..,0y0) est vraie ». Cette proposition est équivalente a
« Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP O,.,0y0, Si (Oqo,..,0n0)
appartient au concept général (O,,..,0,) sans parametres fixes, alors R(Oyj,..,On0) ».

D’aprés la signification du concept primitif « si..alors », la proposition précédente peut se
mettre sous la forme: « Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP
0O10,--,0n0, R2(O10,.,0n0) », avec R, relation non-floue d’ordre de multiplicité n. Utilisant 1’ Axiome du
Préambule, on obtient bien que la proposition précédente est non-floue, donc P, est non-floue, on a
donc montré le a).

b)Considérons la proposition élémentaire stable de type définition P.p :Def(O4,..0;), R(Oy,.,0,).
Supposons n>i.
«Pgp est vraie » est équivalent a « Pour tous Oj:i,.,On0 Objets mathématiques non-relationnels et
différents de ’EMP, si (Ojt10,..,On0) appartient au concept général (Oiy,..,0,) sans paramétres fixes,
alors il existe Oy,.,0; objets mathématiques non-relationnels et différents de '’EMP tels que
R(O](),.,Ono) ».

Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP Oy,g,..,0,9, on définit
la relation non-floue Rj(oiti0,.0n0) d’ordre de multiplicité i, tels que pour tous objets mathématiques
non-relationnels et différents de I’EMP O,y,..,0io, R30i+10,.0n0)(O10,--,0i0) est équivalent a R(Oyy,..,On).
(Rs(0i+10,..0n0) €St évidemment une relation non-floue puisque R est une relation non-floue).

On a donc « P.p est vraie » est équivalent a « Pour tous objets mathématiques non-relationnels
et différents de 'EMP Oy10,.,0n0, , Si (Oit10,..,0n0) appartient au concept général (Oy.i,.,0,) sans
parametre fixe, il existe Oj,.,Oj tels que Rj(it10,.0n0) (O10s--,0i0) ».

Et donc d’aprés I’Axiome du Préambule, il existe une relation non-floue R4 d’ordre de
multiplicité n-i telle que « Pp est vraie » est équivalent & : « Pour tous objets mathématiques non-
relationnels et différents de ’EMP Oy ,.,040, Si (Oj+10,..,0n0) appartient au concept général (Ojs1,.,0,)
sans paramétre fixe, alors R4(Oji19,.,0n0) ».

Et donc d’aprés la signification du concept primitif «si..alors », «P.p est vraie » est
équivalent a « Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de 'EMP Oy,0,.,0n0,
R5(0j410,..,000) », avec Rs relation non-floue d’ordre de multiplicité n-i. Utilisant 1’Axiome du
Préambule, on obtient que P, est non-floue.

(Le cas ou n=i se traite exactement de la méme fagon).

On a donc démontré le lemme.

DEFINITION 2.15 :

a)On appellera proposition stable Platoniste P une séquence finie (ensembliste) (Py,..,Py) de
propositions élémentaires Platonistes (de type définition ou relation) stables, celles-ci pouvant utiliser
des concepts particuliers non-flous définis avant P, et P; pouvant aussi utiliser des concepts particuliers
non-flous prédéfinis (c’est a dire définis dans (Py,...,P;;), ou des symboles particuliers non-flous
définis dans P; . On supposera toujours implicitement que (P;,..,Py) est une séquence finie ensembliste,
c'est-a-dire qu’elle est identique a I’ensemble {(1,P)),..,(k,Py)}. Donc a partir d’une séquence a 3

72
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



termes, séquence finie et séquence finie ensembliste auront méme signification et une séquence finie
ensembliste pourra n’avoir qu’un terme.

b)On dira qu’une proposition stable Platoniste P :(Py,..,Py) est est vraie si Py,..,Py sont toutes vraies et
que P est fausse si P n’est pas vraie, c'est-a-dire au moins une des propositions Py,..,P, est fausse.

c)Si P est une proposition Platoniste stable, on définit la négation de P, notée Non(P), telle que
« Non(P) est vraie » signifie « P est fausse », « Non(P) est fausse » signifie « P est vraie ». On dira
aussi que Non(P) est une proposition Platoniste stable.

d)Si P1 et P2 sont des propositions Platonistes stables et que les mémes propositions définissent les
concepts particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P1 et P2 , alors par définition « P1 ou P2 » et
«P1 et P2 », « Non(P1) » sont aussi des propositions Platonistes stables.appelées aussi propositions
Platonistes stables composées. Si P(0Oy,..,0,) est une proposition stable composée, O1g,..,0y étant des
objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on obtiendra les valeurs de vérité¢ de
P(Oyy,..,0n0) en utilisant les tables de vérité classiques. Par définition, de la méme fagon que pour une
propostion mathématique simple, P(Oy,..,0,) sera vraie si pour tous Oyj,..,Oy pouvant étre représentés
simultanément par Oy,..,0, , P(Oyy,..,0n9) est vraie. On rappelle qu’on a introduit les concepts primitifs
etg, oug, Nong...Leur utilisation dans une proposition Platoniste sera analogue a celle de et, ou, Non...
Par abus de language, on pourra cependant utiliser parfois « et », ou « Non », a la place de « etg »,
« oug », « Nong »...

On montre sans difficultés que la définition donnée en a) d’une proposition stable Platoniste la
séquence ensembliste (Py,..,Pey) vraie utilisant les concepts particuliers non-flous pré-définis Oy,..,0,
est équivalente a la précédente (en d)).

Pour cela, on consideére les propositions Q; et Q, suivantes :

Q:: «P(0y,..,0,) est vraie (au sens du a))» , Q,: « Pour tous Oyy,..,0,9 pouvant &tre représentés
simultanément par Oy,..,0,, P(Oyy,..,0y) est vraie (au sens du a). »

On justifiera plus loin Q, est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie, de méme que Q,. On montrera
ensuite « Si Qg alors Q, » et « Si Q, alors Qg ».

Pour montrer la premiére assertion, on suppose Q; est vraie, puis on montre par récurrence sur
i: «Pour tous Oy,..,0p pouvant étre représentés simultanément par Oy,..,0,, P est vraie dans
P(Oy,..,0n0) (au sens du a)). »

Pour montrer la 2™ assertion, on suppose que Q, est vraie et on montre par récurrence sur i :
P,y est vraie dans P(Oy,..,0,) (au sens du a)).

On peut montrer simultanément les 2 assertions précédentes en montrant par récurrence T(i):
«Si Pyy,.,Peig sont vraies dans P(O,,..,0,) et pour tous Oy,..,.On pouvant étre représentés
simultanément par Oy,.,0,, Pey,.,Pei sont vraies dans P(Ojy,..,Oy) , alors «Pg; est vraie dans
P(Oy,..,0,)» est équivalent a « Pour tous O,.,0,0 pouvant étre représentés simultanément par Oy,.,0,,
Py est vraie dans P(Oy,..,0,) » (On distinguera si P, est de type définition
Pepi :Def(Dy),R(Dy,D;,..,Dx) ou de type relation Pgg; :R(Di,.,D¢). On utilisera alors, d’aprés la
définition d’objets mathématiques pouvant étre représentés simultanément par des concepts
particuliers non-flous donnée dans le 1" article, que « Dy,..,D, peuvent représenter simultanément
Djg,..,Do dans P(Oy,..,0,) » est équivalent a: «Il existe O,.,0, pouvant étre représentés
simultanément par Oy,..,0, tels que Oyg,.,0n9,D10,..,Dxo peuvent étre représentés simultanément par
04,..,0y4, Dy,.,Dy» et : « Dy,..,Dy peuvent représenter simultanément Dg,..,Dyo dans P(Oyq,..,0,9) » est
équivalent a « Oyy,.,040,D10,..,Dio peuvent étre représentés simultanément par Oy,..,0,, Dy,.,Dy »).

On a le Lemme suivant équivalent au Lemme 2.12 :

LEMME 2.17 :

a)Toute proposition élémentaire Platoniste stable (de type relation ou définition) est vraie ou fausse
(« fausse » signifiant « n’est pas vraie »).

b)Aucune proposition élémentaire stable Platoniste n’est pas (vraie et fausse).
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LEMME 2.18 :

a)Toute proposition Platoniste stable est vraie ou fausse.
b)Toute proposition Platoniste stable n’est pas vraie et fausse.
Preuve :

Si une proposition stable Platoniste est de la forme P(Pgy,.,Pen), Pen,..,Pen €tant des
propositions élémentaires stables Platonistes, alors d’aprés la définition d’une proposition stable
Platoniste vraie, P(Py,..,P.1,) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. Ceci est la conséquence immédiate
du Lemme 2.17 obtenue par une démonstration par récurrence immédiate sur les signes distinctifs
1,..,n.

Il est évident, et on admettra qu’a cause de la définition des concepts relationnels « et »,
«ou», « Non », si P et P, sont des propositions Platonistes stables non-floues, alors « P; ou P, », « P;
et P, », « NonP; » sont non-floues.

On a donc démontré le lemme.
REMARQUE 2.19A :

On remarque qu’on pourrait appeler le a) des Lemmes 2.17 et 2.18 Principes du Tiers exclu
pour les propositions élémentaires Platonistes stables et les propositions Platonistes et le b) des
Lemmes 17 et Lemme 18 Principes de Non-contradiction pour les Propositions élémentaires
Platonistes et les propositions Platonistes.

Cependant, ces Principes ne sont plus admis axiomatiquement comme dans les théories
mathématiques de logique formelle, mais sont des Lemmes qui sont déduits des axiomes de la TLP.
Nous adopterons pour eux les dénominations précédentes.

DEFINITION 2.19B :
PROPOSITION PLATONISTE

On a déja défini un exemple de symbole particulier non-flou. On généralise cette définition en
admettant que si Oy,..,0; sont définis par une proposition P, :Def(O;,..,0;),R(O4,..,0,), analogue a une
proposition élémentaire stable Platoniste de type définition mais avec Oj;y,..,0, symboles particuliers
non-flous (non nécessairement des concepts particuliers non-flous), alors Oy,..,O; sont des symboles
particuliers non-flous.

Par définition, un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou ne
pourra représenter aucun objet mathématique.

a)Une proposition élémentaire Platoniste de type relation est définie comme étant une expression
analogue a une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation R(Oj,..,0,), mais avec les O;
qui sont des symboles particuliers non-flous. Si I’'un des O;n’est pas un concept particulier non-flou,
elle ne sera pas vraie.

De méme une proposition élémentaire Platoniste de type définition est définie comme étant
analogue & une proposition ¢lémentaire  Platoniste stable de type  définition
Pper :Def(O;,.,0:),R(0y,..,0,) mais avec certains O;, pour j>i, qui sont des symboles particuliers non-
Sflous pré-définis. Si I’'un des Oj n’est pas un concept particulier non-flou, O;,..,O; seront des symboles
particuliers non-flous qui ne sont pas des concepts particuliers non-flous et ne pourront représenter
aucun objet mathématique.
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b)Si P, est une proposition ¢lémentaire Platoniste de type relation ou de type définition, on aura « Py,
est vraie » est équivalent a « P, est une proposition élémentaire stable Platoniste (de type relation ou
de type définition) qui est vraie ».

¢)Si une proposition P est une séquence finie (Py,.,P) de propositions élémentaires Platonistes, on dira
que P est une proposition Platoniste.

d) Si une proposition P est une séquence finie (P,.,P,) de propositions ¢lémentaires Platonistes, (et
donc P est une proposition Platoniste.), on dira que P est vraie si toutes les propositions élémentaires
Platonistes sont vraies, et que P est n’est pas vraie si au moins 1’une d’elle n’est pas vraie.

e)Si Pl et P2 sont des propositions Platonistes dont les symboles particuliers non-flous qu’elles
utilisent sont définis par les mémes propositions, alors « P1 et P2 » et « P1 ou P2 » et « Non(P1) »
seront aussi appelées propositions Platonistes.

f)On peut élargir la définition d’une proposition stable Platoniste en admettant que si P est une
proposition Platoniste et si tous les symboles particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P sont des
concepts particuliers non-flous, alors on dira que P est une proposition stable Platoniste et on
représentera P par P(Oy,..,0,), O4,.,0, étant les concepts particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P.

LEMME 2.19C:
a)Toute proposition élémentaire Platoniste est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie.
b)Toute proposition Platoniste est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie.

Preuve :

a) Oy,.. ,0, étant des symboles particuliers non-flous pré-définis, on a « Oy,..,0, sont tous des
concepts particuliers non-flous » ou « O, n’est pas un concept particulier non-flou ou..ou O, n’est pas
un concept particulier non-flou ».

I en résulte que si on a une proposition ¢élémentaire Platoniste de type
Pep :Def(Oy,..,0:),R(04,..,0,) ou P.r :R(O4,..,0,), alors « P.p est stable » ou « Pyp n’est pas stable » et
de méme pour Pgr. Or on a vu si Pgp est stable « P.p est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie » et si Pep
n’est pas stable alors « P,p n’est pas vraie (exclusivement) ». Il en résulte (a cause de la signification
du concept primitif « ou ») que P.p est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. Et de méme pour Pg.

On peut déduire de ce qui précéde que tout symbole particulier non-flou est un concept
particulier non-flou ou(exclusif) n’est pas un concept particulier non-flou. Dans le cas ou P,k est de la
forme « Pgri0u Py » ou « Pory et Pero » ou « Non (Pr;) », avec Pg; est vraie ou(exclusif) n’est pas
vraie (pour i=1,2), alors d’apres la signification des concepts relationnels primitifs « ou», «et»,
«Non », P.r est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. On obtient les différents cas avec les tables de
vérité classiques qui sont vraies dans la TMP a cause de la signification des concepts primitifs
relationnels « et », « ou », « Non ». Par exemple si P g est vraie exclusivement et P.r, n’est pas vraie
exclusivement, alors « P.r; et Pgro» n’est pas vraie exclusivement et « Pyr; ou Pg, » est vraie
exclusivement.

Et donc toute proposition élémentaire Platoniste de type relation ou définition est vraie
ou(exclusif) n’est pas vraie.

b)Et on obtient immédiatement par récurrence que toute proposition Platoniste est vraie ou
(exclusif) n’est pas vraie. (Si P; (Pejir,.,Peiip), on montre par récurrence que (Pejir,.,Peij) est vraie ou
(exclusif) n’est pas vraie.)

REMARQUE 2.19D :

a)Si pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP O,,.,0, ,
identifiant O;y avec le symbole particulier non-flou pouvant représenter seulement O;, on a défini une
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proposition Platoniste P(Oyy,..,0,0) alors on peut définir la relation non-floue R d’ordre de multiplicité
n, telle que Oy,...., Oy €tant des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP,
« R(Oyy,..,0n9) est vraie » est équivalent a « P(Ojy,..,0p) est vraie ».

Alors Oy,..,0, étant des concepts particuliers non-flous prédéfinis, on pourra identifier
R(Oy,..,0,) avec une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation.

b) Si P.r; et P.ro sont des propositions élémentaires Platonistes de type relation telles que les
symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent sont définis par les mémes propositions
¢lémentaires Platonistes de type définition, alors « Pgr; €t Pero », « Pery ou Pry », « Non(Pgry) », « Si
P.ri alors Pgro» (Noté aussi « Cond(Per; , Pera)»), «Peri est équivalent a Pgro » (Noté aussi
«Eq(Per; , Perz) »), seront des propositions élémentaires Platonistes dites des propositions
¢élémentaires Platonistes composées. On pourra toujours identifier ces propositions élémentaires
Platonistes de type relation.

Par exemple supposons qu’on ait la proposition élémentaire Platoniste Peg; :R(O’4,.,07p). On
considére alors la proposition élémentaire Platoniste composée P c:Non(P.r;). On pourra alors
exprimer Pgc sous la forme d’une proposition élémentaire Platoniste de type relation
Pec :Rc(0’4,.,0’p), R étant définie comme une relation non-floue d’ordre de multiplicité p et telle que
pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de '’EMP O’,.,0’0,  Rc (0’4,.,0750)
est équivalent 8 Non(R(O’y,.,0’)).

En accord avec la définition d’une proposition élémentaire Platoniste vraie P.c sera vraie si
0’1,.,0’, sont des concepts particuliers non-flous pré-définis ou des concepts généraux non-flous
pouvant représenter un unique objet et de plus, pour tous O’y,.,0’y) pouvant étre représentés
simultanément par O’,.,0’,, Rc(O’1,.,0’y0) est vraie. Dans le cas ou I'un des O’j est un symbole
particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou, alors P, sera fausse.

On obtient de la méme facon les propositions ¢élémentaires Platonistes de type relation
auxquelles on peut identifier les autres types de proposition élémentaires Platonistes composées.

DEFINITION 2.19E :
(PROPOSITIONS PLATONISTES IRREDUCTIBLES-DEFINITIONS AUXILIAIRES
PLATONISTES).

Préambule : On a vu précédemment qu’une proposition Platoniste du type P(O,,.,0,) avec
O,,..,0, concepts particuliers non-flous pré-définis était non-floue. On montre de la méme fagon
qu’une proposition Platoniste du type P(O;,.,0,) avec Oy,..,0, symboles particuliers non-flous est non-
floue.(On utilise que tout symbole particulier non-flou est un concept particulier non-flou ou(exclusif)
n’est pas un concept particulier non-flou.)

a)Par définition on dira qu’une proposition Platoniste P est irréductible au sens strict si elle est
constituée d’une séquence de propositions élémentaires Platonistes, c¢’est a dire P n’est pas de la
forme « Non(P,;) » ou « P, et P, » ou « P, ou Py, » avec P, et Py, propositions Platonistes. On
admettra comme évident que toute proposition Platoniste P peut s’exprimer en fonction de
propositions Platonistes irréductibles Pj.,..,Py et des concepts primitifs relationnels « ou », « et »,
«non », «si...alors », «est équivalent a ». Dans le cas ou P utilise seulement le concept primitif
relationnel « et » et le cas ou P est irréductible au sens strict, on dira qu’elle est irréductible au sens
large. On dira aussi simplement « P est irréductible » pour « P est irréductible au sens strict ».

b)Oi+1,.,0, €tant des symboles pariculiers pré-définis, on pourra définir une proposition élémentaire
Platoniste de type définition d une proposition stable Platoniste irréductible P par:
« Pyp :Def(0O,,.,0;),R(0y,..,0,), avec R(O,,..,0,) a la méme signification que la proposition Platoniste
auxiliaire P,,(0y,.,0,) ». Ceci signifiera que pour tous objets mathématiques non-relationnels et
différents de I’EMP Oyy,..,0n, R(Og,..,0n9) est équivalent a P,,(Oyp,.,0y). On dira que
((Def(0y,.,0),R(0y,..,0,)), P.ux(O01,.,0,)) est une définition auxiliaire Platoniste (de (Oy,.,05)).

De méme on pourra définir une poposition élémentaire Platoniste de type relation par :

«Per : R(O4,.,0,) avec R(Oy,..,0,) a la méme signification que la proposition Platoniste
auxiliaire P, (0Oy,.,0,) ».
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Si P,ux(O1,.,0,) est une proposition Platoniste auxiliaire utilisée par P, elle aussi pourra utiliser
des propositions Platonistes auxiliaires, et on pourra considérer qu’elles aussi sont utilisées par P. On
notera P,x(P) I’ensemble (éventuellement vide) des couples (R(Oj,..,04),Paux(01,..,0y)), avec
Pax(O4,..,0,) proposition Platoniste auxiliaire utilisée par P.

Si P est la proposition Platoniste irréductible (P.,..,P.) et qu’elle utilise la proposition
Platoniste irréductible P,y (Pelauxis--»Pelauxe), ON dira:

-Chaque proposition élémentaire Platoniste P.; est une des proposition élémentaires
Platonistes constituant P, mais n’appartient a aucune proposition auxilaire utilisée par P.

-P.x appartient a P, et toute proposition auxiliaire Py appartient a P, et a P et est une des
propositions élémentaires Platonistes constituant P,,, mais n’est pas une des propositions élémentaires
Platonistes constituant P ou une autre proposition auxiliaire utilisée par P.

On généralise les définitions précédentes dans le cas ou P et Paux ne sont pas des propositions
Platonistes irréductibles.

On pourra, de la méme fagcon que les définitions auxiliaires dans une proposition
mathématique simple, ordonner les définitions Platonistes auxiliaires.

On remarque que si toutes les propositions auxiliaires Platonistes utilisées par une proposition
Platoniste irréductible P sont irréductibles, on obtient par récurrence que tous les symboles
particuliers définis dans P sont des concepts particuliers non-flous.

¢)On remarque que si P1 et P2 sont 2 propositions Platonistes dont les mémes propositions définissent
les symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent, alors nécessairement elles sont
indépendantes, c'est-a-dire que P1 ne peut utiliser de symbole particulier non-flou défini dans P2 et
réciproquement. En effet si P1 définit un symbole O;j utilisé par P2, alors O; est un symbole pré-défini
utilisé par P2 et défini par P1 et donc ce ne sont pas les mémes propositions qui définissent les
symboles particuliers pré-définis utilisés par P1 et P2. Il en résulte que si P1 et P2 sont des
propositions Platonistes irréductibles au sens strict dont les mémes propositions définissent les
symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent, alors « P1 et P2 » est équivalente a une
proposition Platoniste irréductible au sens strict . Par exemple, si P1 est la proposition (Peii1,..,Peiika))
et P2 est la proposition (Pepi,..,Pei2), alors il est évident que « P1 et P2» est équivalent a la
proposition Platoniste irréductible (Pejy1,..,Peik(2))-

De méme si P est une proposition Platoniste ne contenant aucune proposition élémentaire
Platoniste de type définition, alors P est équivalente a une proposition irréductible.

DEFINITION 2.20 :

a)On appelle « ensemble de symboles élémentaires Platonistes » un sous-ensemble fini S de Q° (dont
on a établi existence dans l‘article "), dont un symbole élémentaire «blanc ». et un symbole
élémentaire « point » et deux symboles élémentaires « guillemets («) et( ») ». Les éléments de S seront
donc appelés symboles élémentaires de S. (Dans ce qui suit, tout symbole élémentaire utilisé en
mathématique classique sera identifié avec un élément de S.)

b)On appellera chaine ou symbole composé de S une séquence finie de symboles élémentaire de S.
¢)On dira que les symboles élémentaires ou composés de S sont des symboles de S.
DEFINITION 2.21 :

S étant un ensemble de symboles ¢lémentaires de Platonistes, on appelle proposition sur S une
chaine de S, finissant par le symbole élémentaire « point » (pouvant contenir plusieurs « points »), ou
commengant par le symbole guillemet « « » et finissant par le symbole guillemet « » ». (Notons que
dans la pratique, on utilisera plus généralement des guillements pour représenter des chaines de
symboles élémentaires).
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DEFINITION 2.22 :

a)S étant un ensemble de symboles élémentaires Platonistes, on appelle Texte sur S, une séquence finie
de propositions sur S.

b)Si T :(Py,..,Py) et T” :(Qy,..,Q;) sont des textes sur S, on pourra noter (T,Qy,..,Q,) ou (T,T’) le texte
(Pla'Pn’le"aQr)'

DEFINITION 2.23 :

a)On appelle code Platoniste C un couple (S,R¢), S étant un ensemble de symboles Platonistes et R¢
une relation tels que pour tout texte T(Py,..,P,) sur S, et toute proposition P; de T, alors R soit une
relation reliant P; avec ce qu’on appellera une signification Platoniste de P; dans T sur C, qui pourra
étre I’ensemble vide ou (exclusif) une proposition Platoniste ou (exclusif) une proposition Platoniste
relationnelle. (Nous définirons plus loin cette derniére expression). Plc(P;) représentera une une
signification Platoniste quelconque de P;, et on aura donc PRcPlc(P;). De plus si on a P;Rc@, P; ne sera
pas vrai dans T sur C et @ sera I’unique signification Platoniste de P;. Si PI(P;) est une proposition
Platoniste, alors Plc(P;) pourra représenter différentes propositions Platonistes. De plus on dira alors
que P; est équivalente (dansT sur C) a la proposition Platoniste Plc(P;) (Qui sera aussi sa signification
Platoniste).

La relation Rc sera définie par des régles appelées régles syntaxiques du code Platoniste C.
Pour que Pl(P;) soit différent de 1’ensemble vide, P; devra ou bien étre une proposition mathématique
simple (non flottante) ou bien une proposition mathématique simple flottante ou bien une proposition
mathématique conditionnelle qu’on définira plus loin, ou bien une proposition mathématique mixte
qu’on définira plus loin. Par définition, P; étant une proposition mathématique simple non-flottante
(c'est-a-dire on le rappelle n’utilisant pas de concepts généraux non-flous flottants), P; sera vraie s’il
existe une proposition Platoniste Plc(P;) telle que PRcPIc(P;) et que de plus Plc(P;) soit vraie (Et donc
soit nécessairement une proposition stable Platoniste).

Par convention «une proposition mathématique simple », non suivie de « flottante »
représentera une proposition mathématique simple non-flottante. Cependant il sera en général toujours
possible de généraliser les propriétés des propositions mathématiques simples non-flottantes aux
propositions mathématiques simples flottantes.

On aura les régles syntaxiques d’un code Platoniste C suivantes (C n’est pas unique), pour
obtenir la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple (non-flottante) :

Considérons un texte sur T(Py,..,P,) sur un ensemble S et un code C (S,R¢).

(i)Pour i=1, supposons P est irréductible au sens strict (On rappelle qu'une proposition mathématique
simple irréductible au sens large est une proposition mathématique simple du type « R; et..et Ry »,
avec les R, propositions irréductibles au sens strict et indépendantes entre elles.)

-P1c(P;) sera nécessairement une proposition stable Platoniste irréductible au sens strict.

De plus :

(G1)On a vu que d’apres la définition d’une proposition mathématique simple, P, pouvait utiliser une
expression du type F(O4,..,0,), F étant une fonction-concept, Oy,..,O, étant des symboles particuliers
non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires ou des concepts généraux non-flous pouvant
représenter un unique objet. On peut considérer que F(O,,..,0,) n’est pas associé ou implicitement
associé a une définition auxiliaire mais est implicitement associé a une définition auxiliaire au sens
d’une fonction-concept, (utilisant F,0y,..,0,). F(Oy,..,0,) sera aussi définie implicitement par une
proposition élémentaire Platoniste appelée définition implicite de F(Oy,..,0,) et notée
impl(£(Oy,..,0,)). Cependant, dans le cas ou O,,..,0, sont des concepts généraux non-flous et
F(0y,..,0,) peut représenter un objet mathématique on identifiera F(Oy,..,0,) avec un concept général
non-flou pouvant représenter un unique objet. Si O,,.,0; sont des symboles particuliers non-flous pré-
définis et O1q,.,0, des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet, la définition
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implicite de F(O,,..,0,) sera: impl(F(Oy,..,0p)) :Def(F(Oy,..,0,)),R(F(Oy,..,0,),01,.,0;), avec
R(F(0Oy,..,0,),0,.,0)) : « (F(Oy,..,0,), (Oy,..,0,)) appartient au concept général F ».
On dira que F(Oy,..,0,) est un symbole particulier obtenu par une fonction-concept..

D’aprés sa définition, une proposition mathématique simple pourra aussi contenir une
expression du type E(Oy,.,0,,C,.,C,), contenant au moins un « O; » ou un « C;» , avec Oy,..,0,
symboles particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires et donc n’étant pas définis en
utilisant des fonction-concepts (Car sinon ils seraient définis par des définitions auxiliaires implicites
et au sens d’une fonction-concept), C,,.,C, concepts généraux non-flous pré-définis pouvant
représenter chacun un unique objet, E(O;,..,C,) pouvant utiliser des fonction-concepts. On rappelle
que :

-E(O;,..,04, Ci,..,C,) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles
de ponctuation excepté des symboles « parenthéses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles
« blanc » ni symbole « point » si celui-ci est le dernier symbole de E(O;,..,0,, C;...,C,).

- E(0,..,0n, C4,..,.Cp) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi
d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point »
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ».

En général E(O,,.,0,,C,,.,C,) sera défini implicitement par une proposition Platoniste notée
impl(E(Oy,.,0,,Cy,.,C;)) et constituée de propositions élémentaires Platonistes de type définition de
type Pep;i :impl(Fy(O’i1,..,0%ii))), et obtenues a partir de régles de convention appelées régles
syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste C. Cependant, pour j parmi 1,.,t(i), O’;;
pourra lui-méme étre de la forme Fi(O g1»--.O kirxy) en étant défini par une proposition Pepig
précédant Pgp;. Cette proposition Platoniste impl(E(Oy,.,0,,Cy,.,Cp)) utilisera donc des fonction-
concepts pré-définies et sera appelée définition implicite de E(O;,.,0,,Cy,.,C;). On pourra alors
identifier E(O;,.,0,,Cy,.,C,) avec Feomp (O1,.,04,C1,.,Cp), Feomp €tant une fonction-concept telles que
pour tous Ojo,.,0m0,Ci0,.,Cpo  objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP,
Feoms(0105-,0n0,Ci0,-,Cpo) peut représenter le méme objet que E(Ojo,.,0n0,Cio0,.,Cpo). Les reégles
syntaxiques permettant de d’obtenir impl(E(O,.,0,,C,,.,C;)) permettront d’obtenir aussi des
propositions Platonistes définissant Fcoms(O10,.,0n0,C10,-,Cpo) OU Fomp. Ces derniéres seront appelées
définition implicite de Fcomp(O105-,0n0,Ci0,-,Cpo) 0u de Fcomp €t seront représentées par
IMpl(Fcoms(O0105-,0n0,C10-,Cpo)) 0 impl(Feomp). On dira que Feomp est une combinaison de fonction-
concepts et que E(O;,.,0,,Cy,.,C,) est un symbole particulier obtenu par une combinaison de fonction-
concepts.

Fcoms sera définie par une proposition Platoniste Plrcomp(Pei,-,Pep) du type suivant.
Supposons que le concept de départ de Fomp ne contienne que des séquences finies a n termes.

On aura alors Py :Def(Oy,..,0,), Ry(Oy,..,0,), avec Ry(Oy,..,0,) a comme signification
Platoniste PIO(PellsuaPelp) avec pour i dans {1,,p} Peli :Def(Fi(O’il,.,O’ir(i)), Ri(Fi(O’“,.,O’ir(i)),O’“,..,
O’ir(i)) L« (O’il,.., O’ir(i)) appartient a Dep(Fl) et (Fi(O’“,..,O’ir(i)), (O’il,..,O’ir(i))) appartient a Fi ».

Avec :

-O’i1,..,0irgy parmi Oy,..,0, et les Fi(O’y,..,0jx;) avec j<i.
-F; fonction-concept connue.

(Pour j>0 Les Pg;; constituent donc Ply, mais aussi Plrcoms)

On identifiera alors Dep(Fcoms) avec (Oy,..,0,)sans paramétres fixes et Fcoomp avec
(Fp(O’p1,-.0’pr))5(01,..,0n)) sans parameétres fixes. On peut aussi ajouter 2 propositions élémentaires
Platonistes Py, et Pepn avec :

Pejpr1 :Def(%), Rpii(X) © « X est un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP ».

Pepi2 :Rp2(X) : «x appartient a Fomp est équivalent a x appartient & (F,(Op1,..,0’ pep))»(O15-.,05)) sans
parameétres fixes ».

O1p,..,09 étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP, on définit aisément
FCOMB(OIO,--,OnO) a partir de (Pclla-aPclp)-

On pourra aussi utiliser la fonction-concept Figs de concept de départ « une séquence finie »
telle que si s est une séquence finie Fg(s)=s.
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Dans le cas ou les régles syntaxiques de convention (symbolique) ne permettent pas
d’identifier E(Oy,..,0,, Ci...,C,) avec Fcomp(O15-,0n,C1,.,Cp), Feoms étant une fonction-concept, par
définition E(O;,..,0,, Cy,..,C,) sera alors identifié avec un symbole particulier non-flou ne pouvant
représenter aucun objet mathématique. On pourra alors représenter E(O;,.,0,,C,,.,.C,) par
Fnp(01,.,0,,C1,.,Cp), qui par définition est un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter
aucun objet. On dira que Fpyp, qui n’est pas une fonctio-concept, est la fonction-concept impossible.
On verra dans des exemples que des fonctions-concepts pourront étre utilisées pour définir des
relations non-floues.

Les définitions implicites précédentes n’appartiendront pas a la signification Platoniste Plc(P;)
de la proposition Platoniste considérée d’ou le qualificatif « implicite ».

Par exemple, x, et y étant des symboles particuliers pré-définis, le symbole particulier
(x+n3)xny est obtenu par une combinaison de fonction-concepts et pourra étre noté E(x,y,+~,*n,3).

(j2)DEFINITION AUXILIAIRE PRINCIPALE

Par convention et en accord avec la définition donnée dans le 1" article, toutes les définitions
auxiliaires contenues par une proposition mathématique simple seront représentées par une expression
du type Dux(0, Dy,..,Dy) avec pour i parmi 1,..k D; symbole particulier non-flous pré-définis au sens
large par une définitions auxiliaire ou une définition mathématiques simple et donc ne sera pas obtenu
par une fonction-concept ou une combinaison de fonction-concepts (car alors ils seraient définis par
une définition auxiliaire implicite au sens d une fonction-concept).

On a vu qu’on pouvait associer & une proposition Platoniste et donc a Plc(P,), un ensemble
Pax(Plc(Py)), contenant tous les couples (Ri(O1,.,00),Pprauxi(O1,-,01)), Pprauxi(O1,.,0n) proposition
Platoniste auxiliaire utilisée par Plc(P,). Les O; pourront étre des concepts particuliers non-flous mais
aussi des symboles particuliers non-flous ne pouvant représenter aucun objet mathématique . Dans
tous les cas, on les considérera comme des concepts particuliers non-flous c'est-a-dire que pour tous
O10,..,0n0 0on aura Ry(Oyy,.,0p9) est équivalent a Ppj,x(O1,..,0n0), O1o,..,0no identifiés avec des concepts
particuliers non-flous étant les seuls symboles particuliers pré-définis utilisés par Pppu(O10,..,0m0) . On
rappelle que si on a une proposition Platoniste irréductible Pp; :(Pely,..,Pely), on dira que les Pel;, qui
n’appartiennent a aucune proposition Platoniste auxiliaire de Pp; sont des propositions élémentaires
Platonistes constituant Pp. On dira aussi que Pp; contient toute proposition élémentaire Platoniste
constituant Pp; ou constituant une proposition Platoniste auxiliaire utilisée par Pp,.

Dans cette section et la suivante, on utilisera la notion de signification Platoniste généralisée.
Si P,u(Dy,.,Dx) est une proposition auxiliaire contenue par Py, les D; étant des symboles particuliers
non-flous, la signification Platoniste généralisée de P,(Dy,..,Dy), notée Plcg(Puux(Dy,..,Dy)) sera la
proposition Platoniste identique a Plc(Pax(D1,..,Dy)) obtenue en considérant les D; comme des
concepts particuliers non-flous. Plcg(P,u(D;,..,Dy)) pourra donc étre une proposition Platoniste qui
n’est pas stable, et pourra étre différente de I’ensemble vide méme si I’un des D; n’est pas un concept
particulier non-flou (Contrairement a Plc(Puu(Dy,....,Dy)). Cependant la signification Platoniste
généralisée et la signification Platoniste seront évidemment identiques si tous les D; sont des concepts
particuliers non-flous ce qui sera en général le cas.

Si, dans la proposition mathématique simple irréductible considérée P;, un symbole x est
associ¢ a une définition auxiliaire D,uyi(X,D;,..,Dy), celle-ci n’étant pas contenue par une proposition
auxiliaire P,(Hj,..,H,), les H; étant des symboles particuliers pré-définis au sens large, telle que
Plcg(Pawx(Hi,-..Hy))=@ (On rappelle que Plcg(Pa(Hi,..Hp)) est la signification Platoniste généralisée
de P,x(Hi,..,Hp)) ni a une définition auxiliaire D,u(y,Hi,...H,) telle que Plcg(y,Hi,...H,)=0, alors
Plc(P,) contiendra nécessairement une proposition élémentaire Platoniste de type définition
P :Def(x),Ri(x,Dy1,..,Dy), R; étant défini comme suit :

-Si Duxi(x,D14,..,Dy) ne contient (strictement) aucune définition auxiliaire, R; sera définie par : Pour
tous objets mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP x4, Djy,.,Dio, Ri(X0,D10,..,Dxo) est
équivalent a D,i(X9,D10,--,Dxo)-
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-Si Dui(x,Dy,..,Dy) contient (strictement) au moins une définition auxiliaire mais
Pleg(Daui(%,Dy,..,Dy))=9, alors R; sera la relation impossible Ryyp. (Et alors Py ne contiendra pas les
propositions élémentaires de type définition définissant les symboles particuliers définis dans
Dauxi(anla-'aDk))'

-Si Dyui(X,Dy,..,Dy) contient (strictement) au moins une définition auxiliaire et Pleg(Daui(X,D1,..,Dy))
est une proposition Platoniste utilisant x et chaque Dy, alors Ri(x,D;,.,Dy) aura comme signification
Pleg(Daui(X,Dy,..,Dy)). Cependant dans le cas ou Plcg(Dawi(X,D1,..,.Di)) ne contient pas certains
symboles Hy,..,H; parmi x,D;,..,Dy, on remplacera Plcg(D,ui(X,D1,..,Dy)) par Pleg(« « Dyyi(X,Dy,..,Dy) »
et Hi=H, et..,et H=H; » »).

Pleg(Dawi(X,D1,..,Dx)), signification Platoniste de la proposition auxiliaire D ,ui(X,Dy,..,Dy),
sera définie par les régles syntaxiques de convention du code Platoniste C.

Dans tous les cas, on dira que Ri(x,Di,..Dy) est la signification Platoniste généralisée
relationnelle de D,u,i(x,Dy,..,Dy). On rappelle que les régles syntaxiques du code Platoniste C
permettront de définir Plcg(Dyyxi(X,Dys..,Dy)).

Par définition, si un concept général non-flou C; ne pouvant représenter qu’un unique objet est
utilisé par Pleg(D,uxi(X,D1,..,Di)) ou une des propositions auxiliaires Platonistes qu’elle utilise,, on dira
que C; appartient a la définition élémentaire Platoniste de type définition Def(x),Ri(x,D;,.,Dy).

Si dans Py, x est associé a une définition auxiliaire de niveau 0 n’appartenant pas a une
expression du type « Non(R;) » ou « Si R alors R, » ou « R; ou R, » ou « Ry est équivalent a R, », R
et R, propositions indépendantes, alors dans Plc(P;), on dira alors que la définition auxiliaire
définissant x est une définition auxiliaire principale. Alors d’aprés les régles syntaxiques du code C, x
sera défini par une proposition Platoniste élémentaire de type définition n’appartenant a aucune
proposition Platoniste auxiliaire et donc sera 1’une des propositions ¢lémentaires Platonistes
constituant Plc(P;). Réciproquement toute proposition élémentaire Platoniste de type définition
constituant Plc(P;) correspondra a une définition auxiliaire principale contenue par P;.

Si on a dans P, une définition auxiliaire principale de type « Il existe un et un seul x tel que
D,uxj(X, Dy,..,Dx) », alors Plc(P,) sera constituée d’une proposition de type P :Defun(x),R(x, Dy,..,Dx)
dite proposition élémentaire Platoniste de type définition avec unicité. R(x,D;,..,Dy) sera identique au
cas ou on aurait comme définition auxiliaire principale « Il existe x tel que Dyui(X, Di,..,.Di) », et Py
aura la méme signification que (Peji,Peip,Peiz), avec Pgj :Def(x), R(x,Di,..,.Dy), Pejp :Def(y),
R(y,Dl,..,Dk), Pclj3 X=Yy.

On généralise ce qui précéde dans le cas ou on a (Xi,..X;) est un symbole particulier associé a
une définition auxiliaire D,uj(01,.,0,D1,.,Dy).

(33)PROPOSITION AUXILIAIRE PRINCIPALE.

Si P, contient une proposition auxiliaire (ou est elle-méme du type) P,u(D;,..,.Di,Ci,.,C,) telle
que:

-Les symboles particuliers pré-définis au sens strict associés a des définitions auxiliaires de niveau 0
(pas au sens d’une fonction-concept) utilisés par P, (Di,..,.Dy, Ci,.,C;) sont Dy,...Dy. De plus, les
définitions de D;,..,D sont des définitions auxiliaires principales.
-Cy,..,C, sont les concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet utilisés par
Pux(Dy,..,.Dy,Cy,.,C,) qui n’appartiennent a aucune définition auxiliaire ou qui sont utilisés pour définir
implicitement par des combinaisons de fonctions-concepts des symboles particuliers n’appartenant pas
a des définitions auxiliaires.
- Pux(Dy,...Dx,Cy,.,C,) ne contient pas de définition auxiliaire principale et n’est pas une définition
auxiliaire principale et n’est pas contenue par une définition auxiliaire principale.
- Paux(D1,...Di,Cy,.,Cp) est nécessairement vraie si P, est vraie, d’aprés les concepts primitifs
relationnels utilisés par P;.
- Pax(D1,...Dk, Cy,.,Cp) n’est pas de la forme « Pyyxa €t Pays » (00 « Paxa 5 Pas »), Pauxa €t Paws
propositions auxiliaires indépendantes.

Alors on dira que P, (D;,...Dy,Cy,.,C,) est une proposition auxiliaire principale.
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Par exemple si P; est de la forme : Pour tout x tel que D(x), « Q(x) est équivalent a R(X) » ,
alors « Q(x) est équivalent a R(x) » sera une proposition auxiliaire principale.

Alors, d’aprées les régles syntaxiques du code Platoniste C :
-Si Poux(Dy,..,.Dy, C1,.,C,) est irréductible au sens strict, on remarque qu’alors P,y (Dy,..,.Dy, Cy,.,C,) ne
contient nécessairement aucune définition auxiliaire de niveau 0 car sinon celle-ci serait une définition
auxiliaire principale, et par conséquent elle ne contient aucune définition auxiliaire. (Utilisant que que
d’aprées la définition d’une proposition mathématique simple, si dans une proposition mathématique
simple une proposition auxiliaire P,, contient une partie d’une proposition auxiliaire P,.,, alors ou
bien P, contient strictement P,,, ou bien P, contient strictement P,,;, ou bien P, est identique a
Paux2). Alors, Plc(P;) contiendra nécessairement une proposition élémentaire Platoniste stable de type
relation de la forme Pgr :R(D;,.,Dy,Ci,..,C,), n’appartenant a aucune proposition Platoniste auxiliaire
(et donc étant I’'une des propositions élémentaires Platonistes constituant P;) et avec pour tous objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP Dy,.,Di0,Ci0,-.Cpo > Paux(D105-.,Cpo) €5t
équivalent a R(Djo,.,Cy0).On dira que Per :R(Dy,.,.Di,C\,..,Cp) est la signification Platoniste
généralisée relationnelle de P, (D;,..,.Dy,C,,.,C,).

On remarque que si P; ne contient aucune définition auxiliaire, alors P; sera identique a
Poux(Dy,..,Dy, Cys.,Cyp).

-Si Pa(D1,..,.Dy, Ci,.,Cp) n’est pas irréductible au sens strict mais s’exprime en fonction des
propositions irréductibles au sens strict Pi(O’11,...,0’111))5--,Pir( O 11,-,0 () €t de concepts primitifs
relationnels, avec les O’ parmi D;,..,C,, alors Plo(P;) contiendra alors nécessairement une proposition
¢élémentaire de type relation composée la constituant, dite signification Platoniste généralisée
composée de  Pu(D,...Di, Ci,.,C,) , obtenue en remplagant dans P,(D,...Di, Ci,.,Cp) chaque
Pii(O’i1,..,.0’ir)) par sa signification Platoniste généralisée relationnelle qui est une proposition
¢élémentaire Platoniste de type relation définie comme suit :

(1Si Pii(O’jy,..,0%;x)) contient au moins une définition auxiliaire et Pleg(Pi(O’j1,..,0%ix5)))=9, alors sa
signification Platoniste généralisée relationnelle sera « 1=2» si Pjy; ne contient aucun O’j et
« Rmp(O’j1,...,0%jx)) » dans le cas contraire.

Pleg(Pi(O’ji,..,0’ixj))), signification Platoniste de la proposition auxiliaire Pij(O’j1,..,0%ix;)),
sera d’apres les régles syntaxiques de convention du code C, identique a la signification Platoniste
d’une proposition identique dans un texte, cette proposition utilisant des concepts particuliers non-
flous pré-définis et des concepts généraux pouvant représenter un unique objet n’appartenant pas a des
définitions auxiliaires représentés par les symboles O’jy,..,0’;), et cette proposition étant précédée de
propositions vraie.

(11)Si Pij(0’j1,..,0’;;) contient au moins un O’j et ne contient aucune définition auxiliaire, sa
signification Platoniste généralisée relationnelle sera la méme que si elle avait été une proposition
auxiliaire principale irréductible de Py, telle qu’on 1’a défini plus haut.

(1i)Si Pi(O’jy,..,0%)) contient au moins un O’j, au moins une définition auxiliaire et
Plcg(Pi(O’j105--,0’jri0)) est une proposition Platoniste utilisant chaque O’; (identifiant chaque O’
avec un concept particulier non-flou pouvant représenter un unique objet O’jy), alors sa signification
Platoniste sera R;(O’;;,.,0’j)), avec pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de
’EMP O’jl() ;....,O’jro)o, Rj(o’jlo,..,o’jr(j)()) est équivalent a PlCG(Pirj(O’jIO,--,O’jr(j)O)- On dira que
Ri(O’j1,..,.0%iiy) @ comme signification Plcg(Piri(O’;1,..,0%ij))) puisque par définition on obtient
Plcg(Pm‘(O’jl,..,O’jr(j))) €n remplag:ant dans PlCG(Pirj(O’jIOr-sO’jr(j)O) chaque O’js() par O’js.

Plcg(Pi(O’j105--,0ix50)) sera d’apres les régles syntaxiques de convention du code C, identique
a la signification Platoniste d’une proposition identique & Pi;(O’j10,..,0%jrgo) dans un texte, cette
proposition utilisant des concepts particuliers non-flous pré-définis représentés par les symboles
O’10,,.0’xgpo et étant précédée de propositions vraie. On verra que cette signification Platoniste
s’obtient exactement de la méme fagon que celle de P,, avec la seule différence qu’elle peut utiliser
des concepts particuliers non-flous pré-définis.

On verra plus loin que les régles syntaxiques du code Platoniste C qu’on a données permettant
d’obtenir d’obtenir Plc(P;) sont en accord avec la définition précédente de facon évidente. En effet, on
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donnera plus loin les régles syntaxiques du code C permettant d’obtenir la signification Platoniste
d’une proposition mathématique simple P;(O;,.,0,), utilisant les concepts particuliers non-flous pré-
définis Oy,.,0p.et aucun C,, P; étant précédée de propositions vraies. On vérifie que ces regles
syntaxiques sont en accord avec notre définition de Plc(P(Cy,.,Cp)). On aurait pu alternativement
donner ces régles syntaxiques, puis, utilisant la définition précédente, en déduire les mémes régles
syntaxiques du code C permettant d’obtenir Plo(Pi(C,,.,C,)) que celles qu’on a données. Cependant
dans le cas ot Pleg(Pii(O’;10,..,0’jxi0)) ne contient pas certains symboles Ko,.,Ki parmi O’jio,..,0ixi)0
alors on remplacera Plcg(Pin(O’j10,.-,0’ir0)) par Pleg( « « Pii(O’5105..,0 ix0) » et Kjo=Kjo et..et
Ko=Kio »).

(iv)Si P;; ne contient aucun O’ et Pleg(Pi;) est une proposition Platoniste, sa signification Platoniste
généralisée relationnelle sera Rj(1), R; étant une relation non-floue définie par: Pour tout objet
mathématique non-relationnel et différent de ’EMP O,, Rij(Op) est équivalent a « Pleg(« « Py » et
0¢=0y »). On dira que Rj(1) a comme signification « « Pleg(« « Py » et 1=1 »)

On rappelle qu’on dira que la proposition élémentaire Platoniste de type relation composée
obtenue est la signification Platoniste généralisée relationnelle composée de Pyy(D;,..,.Dx, Cy,.,C,) .

On remarque que dans le cas ou une des propositions Pi;(O’j,...,0% ) est telle que
Pleg(Pi(O’j1,...,0%i))))=9, alors Plc(P;) ne contiendra pas les propositions élémentaires Platonistes
de type relation définissant les symboles définis dans Pi(O’;y,...,0’)-

Réciproquement, toute proposition élémentaire Platoniste de type relation constituant Pl¢(P;)
(et donc n’appartenant pas a une proposition Platoniste auxiliaire de Plc(P;)), correspondra
nécessairement a une proposition auxiliaire Principale contenue par P;.

Dans le cas ou P; étant une proposition précédée de propositions vraies, P; définit une fonction-
concept F en utilisant des expressions du type F(E,,..,E;) dans des propositions auxiliaires principales
(Les E; étant des symboles particuliers pré-définis ou obtenus a 1’aide de combinaisons de fonction-
concepts pré-définies et de symboles particuliers non-flous pré-définis), on considérera alors
F(E,,..,E;) comme un symbole particulier non-flou pré-défini, ce qui signifie par exemple que si Plc(P;)
est constitué d’une proposition élementaire de type relation R(Gy,..Gs), certains Gj pourront étre du
type F(E,,..,.E;). Ce sera notamment le cas si on définit une fonction-concept récursive (Voir le premier
article).

On a vu précédemment que si P; contenait une définition auxiliaire D,ui(X,D;,..,Dx), celle-ci
contenant au moins une définition auxiliaire, Plc(P,) pouvait contenir la proposition élémentaire
Platoniste de type définition Pelp; :Def(x),Ri(x,D;,..,.Dy), avec Ri(x,Dy,..,.Dy) a comme signification
Pleg(« Dyuxi(x,Dy,..,Dy) et Hi=H, et..et H=H; »).

Or d’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, on n’obtiendra pas de la méme fagon la
signification Platoniste généralisée d’une proposition auxiliaire contenue (au sens large) dans une
définition auxiliaire, et en particulier la signification Platoniste de D,ui(X,D1,..,Dy), de la méme fagon
que la signification Platoniste généralisée de propositions auxiliaires non contenues dans une
définition auxiliaire, comme par exemple P, et les propositions auxiliaires principales de P;.

D’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, P, étant une proposition auxiliaire
irréductible contenue par une définition auxiliaire et contenant au moins une définition auxiliaire (Au
sens large. Par exemple on pourra avoir P, identique a D,(x,D;,..,Dy) si celle-ci est irréductible), les
propositions €lémentaires Platonistes de type définition constituant P, seront définies de la méme
facon que lorsque P,, n’est pas contenue par une définition auxiliaire, a partir des définitions
auxiliaires principales de P,.

Il n’en sera pas de méme pour les propositions élémentaires Platonistes de type relation
constituant P,,,, méme si on les obtiendra toujours a partir des propositions auxiliaires principales de
P.x. Dans ce qui suit on suppose toujours D,i(X,Di,..,Dy) irréductible et contient au moins une
définition auxiliaire.

Par exemple, supposons que D,i(X,D1,..,Di) contienne une proposition auxiliaire principale
irréductible P, (H,...Hy,C;,..,C,). (On rappelle qu’alors nécessairement P,.(Hj,..,Hy,C;...,C,) ne
contiendre aucune définition auxiliaire), les H; étant des symboles particuliers non-flous pré-définis au
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sens large et les C; des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet. Alors
Pleg(Daui(%,Dy,..,Dy)) contiendra nécessairement (si elle est différente de I’ensemble vide) une
proposition ¢élémentaire Platoniste de type relation la constituant Pelg :R(H;,.,Hg), R étant une relation
non-floue d’ordre de multiplicité q définie par, pour tous objets mathématiques non-relationnels et
différents de ’EMP Hyo,.,Hq, R(Hio,..,Hqo) est équivalent a P, (Hio,.,Hqo,C1,..,Cp). On dira que
R(H.,.,Hy) est la signification Platoniste généralisée relationnelle de P,(H,,..,C,). Cela n’était pas le
cas pour une proposition auxiliaire principale de P;. Cependant, les significations Platonistes
généralisées sont identiques dans les 2 cas si la proposition auxiliaire principale considérée ne contient
pas de concepts généraux non-flous. Dans le cas ou la proposition auxiliaire considérée est du type
P.u(Cy,..,Cp), c'est-a-dire qu’elle ne contient aucun symboles particuliers non-flous pré-définis, alors
sa signification Platoniste généralisée relationnelle sera identique a ce qu’elle serait si elle était une
proposition auxiliaire principale de P;.

D’apres les regles syntaxiques du code Platoniste C, ce qui préceéde sera vrai pour I’obtention
de la signification Platoniste généralisée relationnelle de toute proposition principale irréductible d’une
proposition auxiliaire contenue par D,.,i(x,Dy,..,Dy). Au contraire on obtiendra la signification
Platoniste généralisée relationnelle de toute proposition auxiliaire principale irréductible d’une
proposition auxiliaire de P; non contenue par une définition auxiliaire de la méme fagon que pour
obtenir la signification Platoniste généralisée relationnelle d’une proposition auxiliaire principale
irréductible de P;.

Si D,u(x,D1,..,Di) contient une proposition auxiliaire principale non-irréductible P, (Hj,.,Hy),
H,,..,Hq symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large, P..(Hi,..H;) étant constituée de
propositions auxiliaires indépendantes irréductibles Pi;(O’jy,..,0’jxi) » les O’js étant parmi Hy,.,H, alors
Pleg(Daux(X,Dy,..,Dy)) contiendra nécessairement (Si elle est différente de 1’ensemble vide) une
proposition élémentaire Platoniste de type relation la constituant obtenue en remplagant dans
P.x(H;,.,Hy) chaque P;;(O’;,..,0%;) par sa signification Platoniste généralisée relationnelle, celle-ci
étant définis par les mémes points (i), (i), (iii), (iv) précédents, avec les différences suivantes :

-Dans les points (i) et (iii), les O’ ne représentent pas de concepts généraux non-flous
pouvant représenter un unique objet. De plus la signification Platoniste généralisée de Pi;(O’j1,..,0%;x))
est celle d’une proposition auxiliaire contenue par une définition auxiliaire de P;.

-Dans le point (ii), la signification Platoniste généralisée relationnelle d’une proposition
auxiliaire principale irréductible est celle d’une proposition auxiliaire contenue par une définition
auxiliaire.

-Dans le point (iv), si la proposition irréductible considérée P;; contient au moins une
définition auxiliaire, a une signification Platoniste différente de I’ensemble vide et ne contient aucun
symbole particulier non-flou pré-défini O’;, sa signification Platoniste relationnelle sera la méme que
si elle avait été une proposition irréductible constituant une proposition auxiliaire principale de P, et
donc de la forme Ry(E,,.E;), si elle contient au moins un concept général non-flou ne pouvant
représenter qu’un unique objet E; n’appartenant pas a une définition auxiliaire contenue par
D,ux(x,D1,..,Dx) (P étant donc de la forme Pi;(Ey,..,E;)) ou Rj(1) dans le cas contraire. On dira alors
respectivement, en conservant les mémes notations, que Ri(Ei,...E;) a comme signification
Plc(Pi(Ey,...Er)) (ou Ple(« « Pi(Ey,...E))) » et K=K, et.et K=K, ») et que Ri(1) a comme signification
Ple( « « Py » et 1=1 »).

On dira que la proposition élémentaire Platoniste de type relation composée obtenue est la
signification Platoniste généralisée relationnelle composée de P, (H,,...Hy).

Jusqu’ici on a supposé Py irréductible. D,i(X,Dy,..,Di) pourra contenir au moins une définition
auxiliaire et étre défini par des propositions auxiliaires irréductibles indépendantes P,ui(E; 1,-..Eir)
(aussi notées P, les E; étant parmi x,Dy,..,Dy et des concepts primitifs relationnels parmi « Non »,
«et» , «ouxn.... Si tel est le cas Pleg(Dyuni(x,Dy,..,Di)) sera obtenu en remplagant dans
Dauwxi(%,D1,..,.Dx). Daui(X,D1,..,.Dx) chaque P, par :

-Dans le cas ou P, contient au moins une définition auxiliaire : Plcg(Pauy) si celle-ci est une
proposition Platoniste, Rip(Ej,1,.,Ejr)) i Pauj contient au moins un Eg ) et Plog(Paug)=9, et « 1=2 » si
P, ne contient aucun E ;) et Plog(P,y)=9.
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-Dans le cas ou P, ne contient aucune définition auxiliaire, la proposition Platoniste
constituée de Ri(E;;,..,Ejx;), R; étant la relation on-floue définie par : Pour tous objets mathématiques
non-relationnels et différents de ’EMP E; o,..,Eix0, Ri(E; 10,---Eixcio) €st équivalent & Pyyyi(E; 10,.-,Exiy0)-
(On remplacera les E;; par les H;;, concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet
contenus par P,,; dans le cas ou P, ne contient aucun E;).

Il y aura cependant une exception dans ’obtention précédente de Plcg(Daui(X,D1,..,Dx)) si
D,uxi(%,Dy,..,.Dx) est du type « Py et...et Py, » (« et » pouvant étre remplacé par « , » si «, » a comme
signification « et »), les Py, étant irréductibles (toujours implicitement au sens strict si on ne précise
pas). On notera Plcgremp(Pauxj) 1a proposition Platoniste qui doit remplacer P,,; dans la définition
précédente. Alors d’aprés les régles du code Platoniste C , on aura Plcg(Daui(X,Dys,..,Dy)) est la
proposition Platoniste irréductible (Plcoremp(Paux1)s---Plearemp(Pauxp)), avec évidemment la convention
que si on a 2 propositions Platonistes Pps : (PellA,.,PelrA) et Ppjp :(PellB,..,PelsB), alors (Ppia,Ppis) @
la méme signification que la proposition Platoniste(PellA,..,PelsB).

De plus, pour que P, (ou P; avec i>1) ait une signification Platoniste qui soit une proposition
Platoniste, nécessairement, d’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, tout symbole
particulier, tout concept général, tout symbole représentant une relation non-floue contenue par P,
appartiendra a une définition auxiliaire principale ou a une proposition auxilaire principale ou sera un
symbole particulier associ¢ a une définition auxiliaire principale. On pourra donner des régles
syntaxiques définissant formellement les cas de proposition auxiliaire principale, obtenue a partir de la
définiton générale donnée plus haut. Par exemple si P, (ou P;) ne contient aucune proposition
auxiliaire exceptée elle-méme, alors P, (ou P;) sera une proposition auxilaire principale.

On admettra, d’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, que les propositions
¢élémentaires Platonistes constituant Plc(P;) seront dans le méme ordre dans Plc(P;) que celui
d’apparition dans P; des définitions auxiliaires principales et propositions auxiliaires principales
auxquelles elles correspondent. Il en résulte que si on a 2 significations Platonistes de P; Plca(P;) et
Plcg(P;), alors si Plca(P;) est de la forme (Peiya,-.,Peipa), nécessairement Plcg(P;) sera aussi de la forme
(Peiip,-,Peipp), les propositions élémentaires Platonistes et les définitions élémentaires Platonistes étant
les mémes termes.

(j4)La derniere regle syntaxique du code Platoniste C concernant une proposition mathématique
simple irréductible, appelée «régle finale syntaxique du code Platoniste C » (Méme si on pourra
rajouter des régles syntaxiques, elle sera toujours considérée comme la derniére) sera que si d’aprés
toutes les autres régles syntaxiques du code Platoniste C on a « P est éq uivalent a (ou a comme
signification Platoniste) une proposition Platoniste » est indécidable, alors on aura: « P n’est pas
équivalent a une proposition Platoniste ».

(j5)Si P, est une proposition mathématique simple irréductible qui n’est pas équivalente (dans T sur C)
a une proposition stable Platoniste (d’aprés les points j1 a j4), alors on aura par définition Plc(P;) est
Q.

Dans le cas ou Py est une proposition mathématique simple qui n’est irréductible au sens strict:
(h1)Si P, est une proposition mathématique simple utilisant les propositions auxiliaires mathématiques
simples irréductibles au sens strict indépendantes Qy,..,Q;, alors P; sera équivalente a Plc(P;), Plc(Py)
étant obtenu en remplacant dans P; Q; par Plc(Q;) si Q; est équivalente a une proposition stable
Platoniste Plc(Q;) (conservant les concepts et, ou, Non, etg, oug ...et par « 1=2» sinon. Dans ce
dernier cas, PIo(Q;) ne contiendra pas les propositions ¢lémentaires Platonistes de type définition
définies dans les définitions auxiliaires contenues par Q;. Et donc on aura alors nécessairement P; a
une proposition stable comme signification Platoniste a laquelle elle sera équivalente dans T sur C.

(i1)Si P, est une proposition mathématique simple telle que P1c(P,) est une proposition Platoniste stable
qui est vraie, on dira que P, est vraie dans le texte T sur le code C. Si elle est une proposition
mathématique simple avec Plc(P;) est une proposition Platonsite qui n’est pas vraie, on dira alors
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qu’elle n’est pas vraie (ou qu’elle est fausse) dans le texte T sur le code C. Si Pl¢(P;) est @, on dira que
Py n’est pas vraie dans T sur C.

Si P; n’est pas vraie, alors on admettra par définition d’un code Platoniste C que dans T, pour
i>1, Plc(Pl)ZQ

Par exemple si on a la proposition P, :« (N,+n) est un groupe » (identifiant (N,+x) avec un
concept général non-flou représentant un unique objet), P, pourra &tre mis sous la forme de la
proposition auxiliaire principale irréductible P, ((N,+x)), et aura comme signification Platoniste
Per :R((N,+n)) : « (N,+x) est un groupe ». On aura bien alors pour tous objets non-relationnels et
différent de ’EMP Oy et O,9, R(O19, On) est équivalent & P, (O, Oap).

Si on a la proposition P;: « (1+52)%x3=6 », P; sera elle-méme une proposition auxiliaire
principale de la forme P,(1,7n,2,%x,3,6), et on pourra identifier « (1+52)*n3 » avec un symbole
particulier obtenu par une combinaison de fonction-concepts et noté : E(1,+x,2,%x,3).

(iii)Si Py,...,P;; sont des propositions vraies de T, et si Ple(Py),..,Plc(Pi1) entralnent que P; est
équivalente (dans le texte T sur C) a une proposition stable platoniste, celle-ci sera une signification
platoniste de P;dans T et sera notée Plc(P;).

(On définira « P;est équivalente (dans le texte T sur C) a une proposition stable Platoniste Pl¢(P;) de la
méme fagon que « P; est équivalente a une proposion stable Platoniste Plc(P;) », (P; étant donc
nécessairement une proposition mathématique simple) en ajoutant, dans le cas ou P; est irréductible au
sens strict:

-Dans (j3) et (j2) (de (1)), P; étant une proposition mathématique simple irréductible, D;,..,Dy pourront
étre parmi les concepts particuliers pré-définis Oy,..,0, utilisés par Py(Oy,..,0,).

-Dans le cas ou P; est une proposition mathématique simple qui n’est pas irréductible au sens strict, on
obtient Plc(P;) de la méme fagon que pour P, dans le cas ou P, n’est pas irréductible.

(iv)Comme pour Py, si Plc(P;) est une proposition Platoniste vraie, on dira que P; est vraie dans le texte
T sur le code et si c’est une proposition Platoniste fausse, que P; n’est pas vraie ou qu’elle est fausse
dans le texte T sur le code C.

Si pour i on a Pl(P;) est fausse alors pour j>1, Plc(P))=0.

On remarque que notre définition d’une proposition mathématique simple vraie donnée dans le
article " ne sera valide que si elle appartient a un texte T sur un code C, toutes les propositions la
précédant dans ce texte étant vraies.

On verra plus loin qu’un autre type de proposition qu’une proposition mathématique simple,
appelée proposition mathématique conditionnelle, pourra avoir une signification Platoniste qui est une
proposition stable Platoniste.

1 ier

b)Tout code Platoniste C (S,R¢) admettra un Texte sur S appelé hypothéses de C et noté H(C)
contenant des propositions équivalentes a des relations (ou objets mathématiques relationnels) entre
des objets mathématiques qui sont vraies. H(C) contiendra les fondements de la TMP notamment
I’Axiome 1.1 ", la définition d’une relation floue et celles des ensembles ou d’un couple. H(C) sera
utilisé pour obtenir Plc(P;), P; étant une des propositions d’un texte T.

¢)On a vu que les propositions Platonistes stables ne permettaient pas de définir un concept général
non-flou «un C; » ou un concept relationnel général représentant une unique relation non-floue
«Rg », puisque « «un C; »est un concept général non-flou» et « Rg est un concept relationnel
général représentant une unique relation non-floue non-floue » n’étaient pas équivalents a des
propositions mathématiques simples. Pour qu’un texte T puisse définir un concept général non-flou
«un Cy » et une relation non-floue Rg, on admettra que dans tout code Platoniste C un texte T peut
aussi contenir des propositions Q;; (Q;; étant une proposition succédant immédiatement a P; ) de la
forme:
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Qi1 ((un) Cy): « «(un) C; » est un concept général non-flou (pouvant représenter un unique objet
mathématique) ».
Qi.1(ng) : « ng est un concept général non-flou flottant. »

On rappelle que si ng est un concept général non-flou flottant, il pourra étre identifié avec un ou
plusieurs concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet. Dans ce cas, d’aprés les
régles syntaxiques de convention, si Q;;(ng) est immédiatement suivi d’une proposition P;.;, avec
Plc(Pit1) Pei1 :R(ng), R relation non-floue n’étant pas la relation impossible, alors ng pourra étre
identifi¢ avec tout concept général non-flou Oy (c'est-a-dire pouvant représenter uniquement Og) tel
que R(Oy) est vraie. On dira que Pc(P+)) est la définition du concept général non-flou flottant C,. Elle
pourra aussi étre du type Plc(Pi+1) : Pejivr 1 R(ng,ni6,--0k6,> Cot,-,Com), avec ngy,..,Ngx concepts généraux
flottants pré-définis et C,,..,Con concepts généraux non-flous pré-définis ne pouvant représenter
qu’un unique objet. njg,..,Nk €tant identifiés avec njg,..,Nxog, N pourra étre identifié avec tout Oy tel
que R(Oo,l’llOG,..,nkOG,Col,..,Com). On pourra aussi avoir PlC(Pi.H) . Pcli+1 . an(l)G,“,nj(r)G (Ilc;,
D (1)Gs+ >N ()G>Cotse-sCom)s 168 My €t Ny constituant nyg,..,Nkg, avec Ruyjuyg,  nimc relation non-floue
flottante de parametres njG,...,Njw G-

Par définition, nig,..,nig étant des concepts généraux flottants pré-définis, une relation non-
floue flottante Ry 6w de paramétres nyg,..,xg est un symbole tel que si ng,..,nxg sont identifiés
simultanément a njgg,..,Nkg alors ce symbole sera identifié & une unique relation non-floue notée
Ru10G....nkoG-

On dira alors que les propositions précédentes P, sont des propositions élémentaires
Platonistes  flottantes car elles sont analogues a des propositions élémentaires Platonistes mais
utilisent des concepts généraux flottants. Les propositions précédentes P;.; seront des propositions
mathématiques simples flottantes et on montrera plus loin comment obtenir la signification Platoniste
de telles propositions. On dira que ce sont les définitions du concept général flottant ng.

On pourra aussi avoir les propositions :

Qi1 (F) : « F est une fonction-concept » (On a défini dans le 1" article
un concept général non-flou particulier).

Qi1 (F) pourra (non nécessairement) étre suivi d’une proposition Platoniste définissant Dep(F) puis
d’une proposition Platoniste (Pell,Pel2), avec Pell :Def{(t), R(t) : «t appartient a Dep(F) » et
Pel2 :R,(F(t),t). Ce nouveau type de proposition élémentaire Platoniste utilise F(t) de la méme fagon
qu’un concept particulier non-flou pré-défini. Pel2 pourra aussi étre une proposition élémentaire
Platoniste classique du type : Pel2 : « Ry(t) est équivalent a R,(t) », avec Ry(t) : « t appartient & F» et
R, relation non-floue.

On pourra aussi utiliser des propositions définissant des concepts généraux paramétrés du type :
Qi.1(Chic,.mpc) © «Cuig,npg €St un concept général non-flou (pouvant représenter un unique objet)
paramétré de parameétres ng,..,n,G. »

Par définition, Cpig,.npg peut représenter un unique objet signifiera que nour tous ng,..,Npg pouvant
étre identifiés avec nig,..,0p6, Chiog,..npoc €St un concept général non-flou pouvant représenter un
unique objet.

Q.. pourra alors étre suivi d’une proposition Pi,; telle que Plc(Pit1) :Peiic.11,Peii+12 avec :

Pejiv 11 3Def(x),R1(x),R1(X) : «x est un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP. Et
Peiviz: Ronig,.. nmpa(X) i« X appartient & Cyig mps » est équivalent a «Ryiyg . nims (X
Nin(1)G»++sMm()G>Cots-.Com) » », 1€ Njmg €t Nmmg constituant nig,..,.NyG. Nig,...Nyc etant identifiés
simultanément a nog,..,Npo6, Caioc,.npoG S€1a le concept général non-flou pouvant représenter tout Oy tel
que Ryj1)06,..1im0)6 (O0s Din(1)0Gs++sNim()065Cot5-+-Com)-

On dira que P;;, est 1a définition du concept général non-flou paramétré Cpig, npG-

) une fonction-concept comme

On pourra aussi utiliser des propositions du type :
Qi.1(R) « Rg est un concept relationnel général représentant une unique une relation non-floue (d’ordre
de multiplicité ng ) » (ng étant un concept général représentant un unique naturel non nul). (Les
parenthéses indiquent que les temes qu’elles contiennent peuvent étre omis).
Qi1(Ruig,..nk6) : « Ry, nka est une relation non-floue flottante de parameétres ng,..,Nkg »-
Qi1(Ruig, k) : « R est la relation non-floue induite par Ryig, g »

La proposition Platoniste relationnelle précédente signifiera que R est une relation non-floue
telle que pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP Ojy,..,Ox+10,
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«R(Oyy,..,0r+10) est vraie est équivalent a ngy,...,ngx peuvent étre identifiés simultanément avec
01065--,0x06 €t Ro1oc....okoc(Ok+10) €st vraie ». On justifie aisément que R est une relation non-floue.

Pour exprimer une définition récursive, on utilisera :

Qi.1(topr) : « topr est un concept général non-flou (flottant) premier terme de la définition récursive
Dy ».

Qi 1(Drror) : « Dprpr (0U Dprpronic,.nkg) €st la relation non-floue (flottante) propriété récursive de
Dg »

Qi 1(Drepr) : « Drepr (0u Drepronic..nkg) €st la relation non-floue(flottante) clause de récursion de
Dg ».

Si on définit Dy en utilisant les concepts généraux flottants ngy,...,Ngk, (par exemple si topr est
un concept général flottant) alors « est un terme de Dy » sera identifiée avec une relation non-floue
flottante Ry, nck-

On dira que les propositions précédentes Q; ; sont des propositions Platonistes relationnelles.

Si toutes les propositions précédant Q;; dans le texte T considéré sont vraies, alors on dira Q;
est vrai dans le texte T sur C et Plc(Q;1)=Q;;. Sinon, on dira que Q;; n’est pas vraie (ou est fausse)
dans le texte T sur C et Plc(Q;;)=9.

Aprés une proposition Platoniste relationnelle du type Q; (un C;) ou Q;(F) ou Q;(Rg), une
proposition mathématique simple du texte T considéré pourra utiliser « F' », « Rg » ou « un C; ».

d)On a vu que O(0Oy,..,0,) étant un concept particulier non-flou, on pouvait définir O(Oy,..,0,) sans
parametres fixes qui €tait un concept général non-flou. On pourra donc utiliser ce type de concept
général non-flou dans des propositions pour définir des concepts généraux non-flous ou des relations
non-floues.

€)On admettra par définition que dans tout texte vrai T(Py,..,P,) et dans tout code Platoniste C, pour
qu’une proposition P; puisse utiliser un concept particulier non-flou pré-défini O;, on doit avoir une
proposition vraie P; avec j<i telle que P; est constituée d’une unique définition auxiliaire principale
définissant O;.

f)On verra plus loin qu’un texte T pourra contenir aussi des propositions mathématiques appelées
propositions  mathématiques  conditionnelles et de la  forme Cond(« Qgy») ou
Cond(« Q) »/../Cond(« Qp») ou Uy/Cond(« Qy »/../Cond(« Qpp »), Ui, Qu; étant des propositions ne
contenant pas « Cond ». On verra plus loin que de telles propositions mathématiques conditionnelles
pourront avoir des signfications Platonistes qui sont des propositions Platonistes ou alternativement
des propositions Platonistes conditionnelles (qu’on définira plus loin) ou I’ensemble vide, d’aprés les
régles syntaxiques du code Platoniste C. La chaine de caractére « Cond » ne pourra pas étrev
employée dans une chaine de caractéres constituant un concept général non-flou ni une relation non-
floue.

g)On a donné les régles syntaxiques du code Platoniste C permettant d’obtenir la signification
Platoniste d’une proposition mathématique simple non-flottante, c'est-a-dire n’utilisant pas de
concepts généraux flottants. On généralise facilement ces régles syntaxiques permettant d’obtenir la
signification Platoniste d’une proposition mathématique simple flottante en remplagant les relations
non-floues utilisées dans les propositions élémentaires Platonistes par des relations non-floues
flottantes de type Ruic, nps. Celles-ci pourront étre utilisées pour définir des concepts généraux non-
flous flottants ou des concepts généraux non-flous paramétrés.

Considérons une proposition mathématique simple flottante Pi(ng,..,ng,01,..,0,), les nyg étant
des concepts généraux non-flous flottants pré-définis et les Oy, des concepts particuliers non-flous pré-
définis ou des concepts particuliers non-flous paramétrés de paramétres parmi ng,..,Nyg, certains npg
pouvant étre utilisés dans P; comme paramétres de relation non-floue flottante ou de concepts
généraux parameétrés.

Alors d’apres les regles syntaxiques du code Platoniste C on obtiendra la signification
Platoniste Plc(Pi(n;g,..,NkG,01,..,0,)) €n obtenant, pour tout njgg,..,nxg auxquels on peut identifier
njG,..,Nkg, la signification Platoniste Plc(Pi(njgg,-.,Nko6,015-,0n)), celle-ci étant identifiée avec une
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proposition mathématique simple non-flottante, dans laquelle les concepts généraux non-flous flottants
isolés sont identifiés avec des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet, les
relations non-floues flottantes dont identifiées avec des relations non-floues et les concepts généraux
non-flous paramétrés, sauf dans le cas ou ils peuvent représenter un unique objet, avec des concepts
généraux non-flous pouvant représenter au moins 2 objets, méme si dans certains cas ils ne peuvent en
représenter qu’un seul. Ceci a par exemple comme conséquence que si Cm(i)g,.mp)c €St un concept
général non-flou paramétré on ne pourra utiliser Cumyos, .mppc dans une proposition élémentaire
Platoniste de type Pelij . R(Cm(1)()Gw’m(p)oc,oh(l),..,Oh(r)), sauf dans le cas ou Cm(l)OG,“,m(p)OG peut représenter
un unique objet pour tous miyc,..,.Mpyc auxquels on peut identifier simultanément m(1)g,..,m(p)g.

Alors d’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, Plc(Pi(njg,..,nk,01,..,0,)) sera
constitué de propositions élémentaires Platonistes et de propositions élémentaires Platonistes flottantes
et telle que, pour tous njoG,,Nkc auxquels nig,...Nyg peuvent é&tre identifiés simultanément,
Plc(Pi(nic,.-,0k6,015-.,00)nioc, nkog (Obtenu en remplagant dans Ple(Pi(nyg,..,0G,01,..,0n)) chaque njg
par njog) soit identique a Pl(Pi(nioc,.-,k06,01,-.,0n)).

D’apreés les régles syntaxiques de convention du code Platoniste C, si il existe nyo,.,ny tels que
nig,..,Nxg peuvent étre identifiés simultanément a nyg,.,NKog €t Plc(Pi(njog,..,Nkog,O01,..,0n) est identique
a I’ensemble vide, alors on aura Plc(Pi(ng,..,NkG,01,..,0,)) est identique a I’ensemble vide.

Cependant les propositions mathématiques simples non-flottantes seront beaucoup plus
utilisées que les propositions mathématiques simples flottantes. On utilisera ces derniéres en général
seulement si on utilise 1’Axiome de récursion. C’est pourquoi dans ce qui suit, sauf indication
contraire on considérera seulement des propositions mathématiques simples non-flottantes.

h)On définit une proposition mathématique mixte exactement de la méme facon qu’une proposition
mathématique simple, mais comme une proposition qui n’est pas une propostion mathématique simple
et qui peut utiliser des concepts particuliers mixtes non-flous et des concepts généraux mixtes non-
flous, (ceux-ci étant définis de la méme fagon que des concepts particuliers non-flous et des concepts
généraux non-flous mais pouvant représenter des objets mathématiques relationnels ou non-
relationnels mixtes) et des relations mixtes non-floues (celles-ci étant définies de la méme fagon que
des relations non-floues mais pouvant étre vraies pour des objets mathématiques non-relationnels
mixtes ou des objets mathématiques relationnels). Il en résulte qu’une proposition mathémtique mixte
est non-floue. D’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, on obtiendra la signification
Platoniste d’une proposition mathématique mixte P de la méme facon que pour une proposition
mathématique simple. Plc(P) pourra étre une proposition Platoniste mixte stable, définie comme une
proposition Platoniste mais pouvant utiliser une relation mixte non-floue ou(et) des concepts
particuliers mixtes non-flous. En général, on pourra toujours éviter 1’utilisation de proposition
mathématique mixte, sauf dans les fondements de la TMP.

REMARQUE 2.23A :

a)On remarque qu’ « une proposition stable Platoniste » n’est pas un concept général non-flou car on
ne I’a pas associé a une définition générale non-floue. De méme R n’est pas non plus une relation
non-floue. R¢ et « une proposition Platoniste » ou « un concept particulier non-flou » sont des outils
para-mathématiques permettant d’étudier les objets de I’EMP.

b)(S,Rc) étant un code Platoniste, un texte sur S noté T pourra donc contenir des propositions
mathématiques simples, le code C permettant d’obtenir leur signification Platoniste, et des
propositions mathématiques relationnelles. P; étant une proposition d’un texte T sur un code C, pour
obtenir Plc(P;), le code C utilisera Plc(P,),..,P1c(P;.i), mais aussi les propositions Q;; avec j<i, et aussi
I’hypothése de C noté H(C).

c)Dans ce qui suit on pourra noter T(Py,.,P,) un texte sur un code C sans expliciter les propositions
Platonistes relationnelles de type Q;; contenues par T.
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d)L’Axiome 2.5Adu premier article " est alors une conséquence de la définition d’une proposition
mathématique simple vraie telle qu’on 1’a donné dans la section 2.23. En effet, P; étant une proposition
d’un texte T(Py,.,P,) sur un code C, avec Py,..,P;; vraie, si P; est une proposition mathématique simple
irréductible, P; est équivalente ou(exclusif) n’est pas équivalente a une proposition Platoniste (A cause
de la régle syntaxique finale du code Platoniste C). De plus, si P; est équivalente a une proposition
Platoniste Plc(P;), alors d’aprés un Théoréme fondamental Plc(P;) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie,
tous les Plc(P;) étant équivalentes. Et donc, puisque si P; n’est pas équivalente a une proposition
Platoniste alors P; n’est pas vraie (exclusivement), on a bien P; est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie.
On généralise immédiatement le cas ou P; n’est pas irréductible. On peut cependant éviter 1’utilisation
de la derniére régle syntaxique du code Platoniste C pour le démontrer. En effet on a nécessairement P;
a une signification Platoniste qui est une proposition Platoniste ou P; n’a pas une signification
Platoniste qui est une proposition Platoniste. (Car par définition, si on n’est pas dans le 1"’ cas ,on est
dans le second). Or les 2 cas entrainent que P; est vrai ou(exclusif) n’est pas vraie. Et donc d’apres la
signification du concept relationnel primitif « entraine », on obtient que P; est vraie ou(exclusif) n’est
pas vraie. Notons que puisque par définition, si on a « P; a une proposition Platoniste stable comme
signification Platoniste dans le code Platoniste C» alors on n’a pas « P; n’a pas une Proposition
Platoniste stable comme signification Platoniste dans le code Platoniste C », on a bien « P; a comme
signification Platoniste une Proposition Platoniste stable » ou (exclusif) « P; n’a pas une proposition
Platoniste stable comme signification Platoniste dans le code C » , méme si le code C ne contient pas
la derniére régle syntaxique qu’on a donnée..

On utilise pour obtenir le résultat précédent le résultat fondamental qui est que d’aprés la
définition des propositions auxiliaires principales et des définitions auxiliaires principales, si Plc(P;)
est une proposition Platoniste stable toutes les significations Platonistes de P; sont équivalentes. On
pourra démontrer formellement ce point par récurrence sur le niveau maximal des définitions
auxiliaires contenues par P;, commencant par 1’hypothése que toutes les propositions auxiliaires
principales contenues par P; sont irréductibles (Et donc sans définition auxiliaire). On dira alors que
toutes ces propositions auxiliaires principales sont de degré 0. Puis on montre que ceci est vrai
certaines propositions auxiliaires principales étant de degré 1, c'est-a-dire qu’elles ne sont pas
irréductibles mais et que les définitions auxiliaires qu’elles contiennent (strictement) sont de niveau
maximal 0. On généralise immédiatement la définition de degré d’une proposition auxiliaire
principale, et on montre alors par récurrence sur le degré des propositions auxiliaires principales
contenues par P; que toutes les significations Platonistes de P; sont équivalentes, quel que soit le degré
des propositions auxiliaires principales qu’elle contient.

On établit par récurrence le point précédent de la méme fagcon que pour le cas de définition
auxiliaires de niveau maximal 0 et des propositions auxiliaires principales de degré maximal O :

Supposant P; proposition irréductible premiére proposition d’un texte, on considére 2
significations Platonistes de P; Plca(P1): (Pelja,...,Pelys) et Pleg(Py) :(Peli,...Pel,z) qui sont des
propositions Platonistes stables. On montre alors que « Pca(Py) est vraie » est équivalent a « Plcg(Py)
est vraie ». Pour cela, on suppose Pl (P)) vraie.

On montre alors par une récurrence suri :

-Si  Pel;, est un proposition élémentaire  Platoniste de type  définition
Pel;y :Def(0O;),Ris(0O;,Dy,..,Dy), alors nécessairement :
(i)Peliz  est  nécessairement une  proposition  élémentaire  Platoniste = de  type
Pel;s ;Def(O;),Riz(0;,D’y,.,D’), D’4,.,D’ étant les mémes symboles que Dy,.,Dy, avec pour tous objets
mathématiques non-relationnels et différents de ’EMP Ojy,Dq,..,Dxo, Ria(Oj0,D10,-,Dxo) €st équivalent
a Rig(0i0,D’19,-,D’k).
(i1)Si Sy,..,Sy sont des concepts particuliers non-flous définis dans (Pel,a,..,Pelis), alors pour tous
objets mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP S,,.,Sni0, S1,..,5na) définis dans Plca(P))
peuvent représenter simultanément S,..,Spio est équivalent a Sy,..,S,) définis dans Pleg(P,) peuvent
représenter simultanément Sy,.,S)o-
(iii)« Pel;o est vraie » est équivalent a « Pel;g est vraie ».
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-Si Pel;y est une proposition élémentaire Platoniste de type relation ou relation composée,
correspondant a une proposition auxiliaire principale P,(D;,..,.Dy,Cy,..,.C;) ou Py, conservant les
notations de la section 2.23, alors Pel;, et Peljg sont équivalentes.

Pour montrer les points précédents, il sera utile d’introduire dans le cas ou Pelj, est une
signification Platoniste relationnelle composée de P, (D;,..,Dy, Ci...,C,), une proposition élémentaire
Platoniste de type relation (non-composée) naturellement associée a la proposition élémentaire de type
relation composée Peliy, et donc de la forme Risc(D;,..,Dy, Ci..,Cp) ou Rizc(Dy,.,D.Cy..,Cp,1,2).

On généralise immédiatement ce qui précéde :
-P, n’étant pas irréductible.
-Si on remplace P; par une proposition mathématique simple Pi(O;,.,0,), les propositions précédant P;
étant vraies.
-Si on remplace Plc(P;) par Plcg(Paux(O10,-,0p0)), Paux(O1,.,0,) étant une proposition auxiliaire pouvant
donc utiliser des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large O; qui ne sont pas des
concepts particuliers non-flous.
-Si on remplace P; par une proposition auxiliaire a 1’intérieur d’une définition auxiliaire. (On a vu
alors que sa signification Platoniste ne s’obtenait pas de la méme fagon que celle de Py).

La relation R¢ d’un code Platoniste C permet donc d’obtenir le contenu mathématique d’une
proposition mathématique simple (Si elle en posséde). Les régles syntaxiques qu’on a données en 2.23
permettent d’obtenir une signification Platoniste qui est une proposition Platoniste stable pour la
plupart des propositions mathématiques simples couramment utilisées en mathématique.

¢)On pourra aussi considérer que les régles définissant une proposition mathématique simple données
dans la section 2.5 du premier article sont des régles syntaxiques du code Platoniste C. En effet, on a
vu que pour qu’une proposition P puisse avoir une signification Platoniste Plc(P) qui soit une
proposition Platoniste avec donc PRcPI(P), P était nécessairement une proposition mathématique
simple. Par exemple les régles syntaxiques de convention (symbolique) mais aussi les regles de
ponctuation et des regles d’utilisation des concepts primitifs relationnels constituent des régles
syntaxiques du code Platoniste C.

On a les exemples suivants de régles syntaxiques de convention symbolique : f et a étant des
symboles particuliers pré-définis « f(a) » aura la signification de « im(f,a) ». a et b étant des symboles
particuliers pré-définis et R un symbole représentant une unique relation non-floue d’ordre de
multiplicité 2, « aRb » aura la signification de « R(a,b) ». A étant un concept particulier pouvant
représenter seulement des (ou un) ensemble, « Pour tout x élément de A » aura la méme signification
que « Pour tout x tel que x est élément de A ». a et b étant des symboles particuliers pouvant
représenter seulement des éléments de N, « ab » aura la méme signification que « xy(a,b) ». (Et de
méme pour des éléments de Z,Q ou R).

On admettra, dans tout code Platoniste C, toutes les régles syntaxiques induites par les
conventions symboliques universellement admises dans toutes les théories mathématiques classiques.

f)Si on a une proposition auxiliaire du type P, : « Il existe un et un seul x tel que Py(x,04,.,0,) »,
avec une relation non-floue d’ordre de multiplicité n+1 R, telle que pour tous objets non-relationnels
et différents de I’EMP x,,0y,..,0n9, « P1(X0,019,..,0n9) est équivalent a R;(x(,01¢,..,0,0) » alors d’apres
les régles syntaxiques du code Platoniste C, P, aura Ple(Puu)(Pei,Per,Pes) comme signification
Platoniste avec : Py :Def(x),R(x,04,.,0p), Pep :Def(y),R1(0y,.,04), Pz :=(X,y).

On aura donc une exception a une regle introduite en 2.23 puisque Plc(P,.;) définira le
symbole particulier « y » qui n’est pas défini dans P,,;. Cepndant on utilisera la notation Ple(Payx) :
(Pas), avec Py :Defis(x),R (x,01,..,0y), et avec cette notation le symbole « y » sera implicitement
utilisé par Plc(Pyyx)-

2)On pourra vérifier que les Axiomes propositions mathématiques simples ou équivalentes a des
propositions mathématiques simples introduits dans le 1" article auront tous des significations
Platonistes qui sont des propositions stables Platonistes.
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DEFINITION 2.24 :
Soit C(S,R¢) un code Platoniste, et P; une proposition d’un texte (Py,..,P,).

Si Plc(P;) est une proposition Platoniste stable (resp vraie, fausse) on dira que P; est stable
(resp.vraie, fausse) dans le texte T sur le code C (ou dans (T,C)). Sinon on dira que P; est instable
dans (T,C). (On écrira seulement « stable (ou vraie,fausse, instable) dans T » si on a introduit un seul
code C et seulement « stable » si on a introduit un seul code C et un seul texe T ).

Une conséquence du Lemme 2.18 est le Lemme :
LEMME 2.25:
Si on a une proposition P; d’un texte T(Py,..,P,) et un code C :
a)Si P; est stable, P; est vraie ou P;est fausse.
b)Si P; est stable P n’est pas vraie et fausse.

On voit que le Lemme 2.25 peut étre considéré comme le Principe du Tiers exclu et le
Principe de Non-contradiction pour les propositions dans la Théorie de logique Platoniste(TLP).
Cependant, dans cette théorie ce sont des Lemmes justifiés théoriquement et conséquences des
Axiomes de la TLP, alors qu’ils sont admis axiomatiquement dans les théories mathématiques de
logique formelle.

DEFINITION 2.26 :

(S,R¢) étant un code Platoniste, T(Py,..,P,) étant un texte sur S, on dira que T(P,..,P,) est un
texte vrai (dans C) si pour tout i dans {1,..,n} P; est vraie (dans (C,T)). On dira aussi que 1’ensemble
vide est un Texte vrai dans tout code Platoniste C.

REMARQUE 2.27 :

Une conséquence immédiate du Lemme 2.25, est que dans un code C, tout texte T est ou bien
vrai ou bien n’est pas vrai, et ne peut pas étre vrai et n’étre pas vrai.

DEFINITION 2.28 :

(S,R¢) étant un code Platoniste C et T(Py,..,P,) étant un texte vrai dans C, on dira que Q est une
déduction logique relationnelle de T(Pi,....,P,) si on ad’aprés les relations exprimées par
Plc(Py),..,PIc(P,): « Q est vraie dans (Py,.,P,,Q)», c’est a dire « H(C), Plc(Py),..,PIc(P,) vraies »
entrainent « Q est vraie dans (Py,.,P,,Q)) ». (« entraine » est un concept primitif qu’on a déja utilisé).

REMARQUE 2.29 :

Le concept primitif de déduction logique relationnelle est important car c’est toujours cette
sorte de déduction logique qui est utilis¢ en mathématique.

DEFINITION 2.30 :
(S,Rc) étant un code Platoniste, et T (Py,..,P,) un texte vrai sur S, on dira que (Q,..,Qx) est une

démonstration sur T dans C de Qy si Q; est déduction logique relationnelle de T , et pour tout i dans
{2,..,k}, Q; est déduction logique relationnelle de (T,Qy,..,Q;.).
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D’aprés la définition d’une déduction logique relationnelle donnée en 2.28, on a alors
(T,Qy,...,Qy) est un texte vrai. Par convention on utilisera le terme « démonstration », seulement si
Q1,..,Qx sont des déductions logiques relationnelles évidentes.

DEFINITION 2.31 (DEMONSTRATION PAR RECURRENCE) :

T étant un texte vrai dans un code C, supposons qu’on ait une proposition Prgc : « Pour tout n
dans N*, P(n) », avec P(n) proposition utilisant n comme seul concept particulier prédéfini et Pggc
proposition mathématique simple équivalente a une proposition stable Platoniste dans (T,Prgc). Un
texte vrai contenant T pourra utiliser une démonstration par récurrence sur T , définie par :

(Ry,..,Ri41) est une démonstration par récurrence sur T de Pggc si :

-(Ry,..,Ry) est une démonstration sur T de P(1). (pour un naturel s donné dans {1,..,k-3})

-Rg+1,..,Ris1 sont des propositions vraies du type, Usgs,..,Uy €tant des propositions ne contenant pas
« Cond », et telles que, dans (Ry,...,R¢i2, Ugis,..,Ui) pour tout j parmi s+3,..k, si Plc(U;)#0, alors Uj
est une proposition mathématique simple.

Ry @ Soit n élément de N*
Rs+2 : Cond(P(n)).
Rg:3 @ Ugs/Cond(P(n))

Ry : U/Cond(P(n)) (Uy étant la proposition P(n+1)).
Ry+1 ‘Prec.

(On dira que Rg.y,..,Ry sont des propositions mathématiques conditionnelles (simples) .On
pourra généraliser la définition précédente R; étant précédé d’un texte vrai To(Sy,..,Sp)).

On aura par définition d’une démonstration par récurrence, si P(n) est vraie dans
(T,Ry,.,Re+1,P(n)), Ugs; est déduction logique relationnelle (par convention  évidente) de
(T,Ry,..,Rs1,P(n)). Pour tout i dans {s+4,..k}, si P(n) est vraie dans (T,Ry,.,Rqi,P(n)). U; est
déduction logique relationnelle (par convention évidente) de (T, Ry,..,R¢1, P(n), Ugis,., U y).

Par définition, dans tout code Platoniste, Ry, :Cond(P(n)) sera vraie si P(n) est une proposition
mathématique simple équivalente a une proposition Platoniste stable (Ce qui est vrai par hypothése).
De plus, Ry, étant vraie, pour j>s+2, R;:Uj/Cond(P(n)) sera vraie dans (R;,..,R;) si on a « P(n) n’est
pas vraie dans (Ry,..,Rs1,P(n)) (c'est-a-dire Non(P(n)) vraie dans (R,.., Rs1,Non(P(n))) » ou « P(n) est
vraie dans (Rj,..,Rs1,P(n)) et Uss,..,U; sont des propositions mathématiques simples vraies dans
(R1,-Re1,P(n),Ug:3,..,U;) » (Ce qui est nécessairement vrai par hypothése). Si P(n) est équivalent a une
proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie, Rj aura comme signification Platoniste Plc(Non(P(n)),
de méme que Cond(P(n)). Si P(n) est vraie de méme que R,,..,R;;, R; aura comme signification
Platoniste Plc(Uj), signification Platoniste de U; dans (Ry,.,Rs1,P(n), Ugis,..,U;). Alors si on avait eu R;
n’est pas vraie (C'est-a-dire U; n’est pas vraie), on aurait eu alors Plc(R,,)=0 pour m>j. Si P(n) est une
proposition mathématique simple vraie, Cond(P(n)) aura Plc(P(n)) comme interprétation Platoniste.
Une conséquence des définitions précédentes est qu’on aura nécessairement dans une démonstration
par récurrence R,,.,Ry seront vraies. De plus Ry, sera une déduction logique relationnelle évidente de
(Ry,-,Ry).

On pourra cependant éviter 1’utilisation de propositions mathématiques conditionnelles en
considérant la proposition vraie Ras @ « n est tel que « n est élément de N et P(n) » » et en considérant
le texte vrai (Ry,.,Rs, Ragi2,Ugi3,..,Uy) ou en remplagant « U;/Cond(P(n) » par « si P(n) alors U; ».

On pourra remplacer P(n) par P(n,0;,..,0,), Oy,..,O, étant des concepts particuliers pré-définis.

Dans tout code Platoniste C, d’apres les régles syntaxiques de convention du code Platoniste
C, les propositions de la séquence définie précédemment (Rg,,,..,Ry) auront la méme signification
Platoniste que les propositions de la séquence finie (« On suppose P(n) »,U.s,..,Uy).

Ry étant une proposition qui n’est pas une proposition mathématique conditionnelle, Ry,
sera vraie dans (Ry,..,Ry;,) si et seulement si Ry, est vraie dans (Ry,.., R, Ry 1,Ryi0).
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On aurait aussi alternativement pu admettre que Plc(Cond(P(n)) a comme signification
Platoniste la proposition Platoniste conditionnelle Cond(Plo(P(n)), Plo(P(n)) étant la signification
Platoniste de P(n) dans (R,,...Rsy, P(n)). Cond(Plc(P(n)) sera alors vraie si Pl¢(P(n)) est une
proposition stable Platoniste (Ce qui est vrai par hypothése). Cond(P(n)) étant vraie si pour j tel que
j>st2 on a R;,..,R;; sont vraies, R; :U/Cond(P(n)) aura comme signification Platoniste la proposition
Platoniste conditionnelle Plc(U;)/Cond Ple(P(n)), Plc(Uj) signification Platoniste de U; dans
(Ris-Re:1,P(n), Ugis,..,Uj). R; sera vraie si Plc(P(n)) est une proposition stable Platoniste qui n’est pas
vraie ou si Plc(P(n)) est une proposition Platoniste vraie de méme que Plc(U;). Si Rjn’est pas vraie on
aura Plc(Ry,)= @ si m>j. Les valeurs de vérité des R; demeureront donc les mémes dans les 2 cas.

DEFINITION 2.32 (DEMONSTRATION PAR L’ABSURDE) :

Soit T un texte vrai dans un code C et Qg une proposition équivalente a une proposition stable

Platoniste Pic(Qy) dans (T,Qy). Un texte vrai contenant T pourra contenir une démonstration par
I’absurde sur T définie par :
(Ry,..,Ryp) est une démonstration par [’absurde (simple) sur T de Non(Qg) si Ry,..,Rin sont des
propositions vraies du type (on dira qu’elles sont des propositions conditionnelles simples), U,,..,Uy4;
étant des propositions ne contenant pas « Cond » et telles que dans (T,Qy,U,,...,Uxs), pout tout j
parmi 2,...k+1, si Plc(U;)#0, alors Uj est une proposition mathématique simple.

R :Cond(Qg)
R2 :Uz/COHd(QH)

Ry :U/Cond(Qg)

Ry+1 :Uk1/Cond(Qy), Avec Uy est la proposition Nong(Uy)

(Avec « Non(Uy) » définie comme la négation de Uy c'est-a-dire « Plc(Nong(Uy)) est vraie »
est équivalent a « Plc(Uy) n’est pas vraie »).

Rk+2 2N01'1(3(QH).

U,,..,Uxs Vérifiant :

Si Qy est vraie dans (T,Qy), U, est déduction logique relationnelle (par convention évidente)
de (T,Qu). Pour j dans {3,.k+1}, si Qu est vraie dans (T,Qy), U; est déduction logique relationnelle
(par convention évidente) de (T,Qu,Us,..,Ui.y). Ry,..,Re seront des propositions mathématiques
conditionnelles (simples)).

Comme dans la section précédente, par définition, dans tout code Platoniste C, R; :Cond(Qy)
sera vraie si Qy est équivalent a une proposition platoniste stable dan (T,Qy) (Ce qui est vrai par
hypothése). R, étant vraie, R;:Ui/Cond(Qu) sera vraie si on a « Qu n’est pas vraie (C'est-a-dire
Non(Qu) est vraie) » ou « Qy est vraie et U,,..,U; sont des propositions mathématiques simples vraies
dans (Qy,U,,..,U;) » (Ce qui est nécessairement vrai par hypothése). Dans le cas o Nong(Qy) est vraie,
par définition, Ry,.,Ri, seront donc vraies et auront par définition pour signification Platoniste, dans
tout code Platoniste C, Plc(Nong(Qy)). Si Qg est vraie, Cond(Qy) aura Plc(Qy) comme signification
Platoniste et R;,..,R;;, étant vraies, R; aura Plc(U;) comme signification Platoniste, Plc(U;) étant la
signification Platoniste de U; dans (Qy,U,,..,U;). Si on avait eu que R; n’est pas vraie, on aurait eu alors
Ple(Rin)=@ pour m>j. Il en résulte que dans une démonstration par 1’absurde telle que définie plus
haut, Ry,.., Ry;; seront toujours vraies dans (Rj,...,Ry:).

Supposons que Qg soit vraie dans (T,Qy). Alors Uy et Nong(Uy) sont vraies ce qui est
impossible car si Qy est vraie Plc(Uy) est une proposition Platoniste stable et donc Plc(Uy) est vraie ou
(exclusif) n’est pas vraie. Ceci justifie que Ry soit déduction logique relationnelle évidente de
(T,Ry,.,R+1). Rz étant une proposition qui n’est pas une proposition mathématique conditionnelle,
Ry+3 sera vraie dans (R,..,Ry.3) si et seulement si Ry.3 est vraie dans (Ry+,Ry+3). On aurait pu remplacer
U/Cond(Qy) par « sig Qyalorsg U; ».

On aurait pu alternativement admettre que dans le cas ou (Ry,..Rj;) sont vraies, la
signification Platoniste de R;:Uj/Cond(Qu) est la proposition Platoniste conditionnelle
Plc(U;)/Cond(P1c(Qy)), définie de fagon analogue a la section précédente.
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Dans tout code Platoniste C, les propositions de la séquence définie précédemment (Ry,..,Ry1;)
auront la méme signification Platoniste que les propositions de la séquence («On suppose
Qu »U,,..,Uis). On pourra utiliser aussi des propositions équivalentes a des propositions
conditionnelles simples pour montrer des propositions du type « Si Py alors P, » ou « P; est équivalent
a P, », Py et P, étant équivalentes a des propositions Platonistes stables.

On pourra définir une démonstration par 1’absurde de niveau 1 de la maniére suivante :
Considérons le texte suivant, les Uj étant définies comme précédemment dans
(TDQH’RH)U3"')Uk+1) :

P, :Cond(Qp)
P, :Cond(Rg)/Cond(Qy)
P; :Us/Cond(Ry)/Cond(Qy)

Py :U/Cond(Ry)/Cond(Qg)
Pi+1:Ui+1/Cond(Ry)/Cond(Qp).
Pk+2 :Non(;(RH)/COHd(QH).

On dira que P,,..,Py+; sont des propositions mathématiques conditionnelles (de niveau 1).

On suppose que Qy est équivalente a une proposition stable Platoniste et que si Qy est vraie,
alors Ry est équivalente a une proposition stable Platoniste dans (Qy,Ry).

On suppose aussi que si Qu et Ry sont vraies dans (Qu,Ru), alors pour j parmi 3,...k+1 Uj est
une proposition mathématique simple déduction logique relationnelle (par convention évidente) de
(QuRu,Us,..,Uj) et que de plus si Qu et Ry sont vraies dans (Qu,Ru), alors dans (Qu,Ru,Us,..,Ui1),
Plc(Uy) est équivalent & Nong(Plc(Uys1)).

Alors on aura Py, déduction logique relationnelle évidente de (Py,.,P,.;) et on dira que
(Py,..,Pxs2) est une démonstration par [’absurde (de niveau 1).

Par définition des propositions mathématiques conditionnelles, dans tout code Platoniste C, P,
étant vraie, P, :Cond(Ry)/Cond(Qy) sera vraie si « Qu n’est pas vraie » ou « Qy est vraie et Ry est une
proposition mathématique simple équivalente a une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie
dans (Qu,Ry) » ou « Qu et Ry sont des propositions mathématiques simples vraies dans (Qu,Ry) » (Ce
qui est nécessairement vrai d’aprés 1’hypothése).

P, et P, étant vraies, P; :U/Cond(Ry;)/Cond(Qp) sera vraie si « Qy n’est pas vraie » ou « Qy est
vraie et Ry n’est pas vraie » dans (Qu,Ry) ou « Qg est Ry sont vraies dans (Qu,Ry) et Us,.,U; sont
vraies dans (Qmu,Ry,Us,..,U;)) » (Ce qui est nécessairement vrai d’aprés I’hypothése). Py,.,P;, étant
vraies, si on avait eu que P; n’est pas vraie, on aurait alors eu P, n’est pas vraie et Plo(P,)=0 pour
m>j.

Par définition des propositions mathématiques conditionnelles, dans tout code Platoniste C, si
Qy est équivalente a une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie, alors pour j parmi 2,...k+1,
Plc(P;) sera Nong(Plc(Qu)), si Qu est équivalente a une proposition stable Platoniste qui est vraie et
Ry est équivalent a une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie dans (Qu,Ry) pour j dans
3,..k+1, Plc(P;) sera Nong(Ple(Ry)) et si Qu et Ry sont vraies dans (Qu,Ry), Ple(P,) sera Ple(Ry) et
pour j parmi 3,...k+1, Py,..,P;; étant vraies, P; aura comme signification Platoniste Plc(U;) dans
(QuRu,Us,..,Uj).

On a Py, déduction logique relationnelle évidente de (Py,..,P\+;) car on est dans 1’un des 3 cas
suivants:

(1)Si Qy n’est pas vraie, d’aprés la définition d’une proposition mathématique conditionnelle dans tout
code Platoniste C, P\, : Nong(Ry)/Cond(Qy) est vraie.

(11)Si Qg est vraie et Ry n’est pas vraie dans (Qg,Ry), Nong(Ry) est vraie dans (Qu,Nong(Ry)) et donc
d’aprées la définition d’une démonstration par 1’absurde simple, Py, :Nong(Ry)/Cond(Qy) est vraie.
(111)Si Qy est Ry sont vraies dans (Qy,Ry) , alors nécessairement Py et Py, sont vraies, et donc Plc(Uy)
et Non(Plc(Uy)) sont vraies, Plc(Uy) signification Platoniste de Uy dans (Qg,Ry,Us,..,Uy) ce qui est
impossible puisque Plc(Uy) est une proposition Platoniste stable.
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On aurait pu aussi alternativement admettre que si Pj,.., Pj; sont vraies,
P;:Plc(Uy/Cond(Ry)/Cond(Qy) a comme signification Platoniste la proposition Platoniste
conditionnelle Plc(U;)/Cond(Plc(Ry))/Cond(Plc(Qy)) définie comme précédemment.

On pourra généraliser la définition précédente P, étant précédé d’un texte vrai To(Sy,..,S,) sur
un code C. T(Ry,.,R;) étant un texte vrai sur un code C, Ryqy,..,Ryq) étant les propositions vraies de T
qui ne sont pas des propositions mathématiques conditionnelles avec t(1)<..<t(q), on aura par
définition dans tout code Platoniste C que nécessairement (Ry),..,R «q) ) est un texte vrai sur le code C.

Les sections précédentes pourront se généraliser immédiatement aux cas ou P(n) ou Ry ou Qy
sont des propositions mathématiques simples flottantes ou des propositions mathématiques mixtes
(définies en 2.23), et aux cas ou on peut avoir Plc(Uj)#0 et U; est une proposition mathématique
simple flottante ou une proposition mathématique mixte.

REMARQUE 2.35 ;

a)Si on a une définition non-floue D(0,04,..,0,), alors on peut considérer la proposition élémentaire
stable Platoniste de type définition:

PDef:Def(A)

R(A,04,..,0y) : A={x tel que D(x,0;,.,0,)}.

D’aprés le précédent article M s D(0,0,..,0,) est basique et non-floue, alors A est un concept
existant non-flou défini uniquement en fonction de O;,..,0,. La définition précédente est alors vraie.

D’aprés la définition qu’on a donnée d’un texte vrai, on ne pourra pas définir une relation dans
un ensemble A, A étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des ensembles,
car les propositions Platonistes ne peuvent pas définir des concepts particuliers mixtes pouvant
représenter des objets mathématiques relationnels. On donne la définition suivante permettant
d’utiliser implicitement de tels concepts particuliers mixtes.

DEFINITION 2.35 A :(RELATION FONCTIONNELLE)

Une relation fonctionnelle est un concept général non-flou pouvant représenter toutes les
applications de AxA dans{0,1}, A étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement
un ou plusieurs ensembles non vides.

Fa étant une relation fonctionnelle de AxA dans{0,1}, on dira que F, est une relation
fonctionnelle dans A. De plus dans tout code Platoniste C, on écrira « XFay » pour « Fa((x,y))=1 » et
donc Non(« XFay ») pour Non(« FA((X,y))=1 », c'est-a-dire « FA((x,y))=0 ».

On définit alors de facon évidente et analogue avec les définitions classiques les concepts
généraux non-flous une relation fonctionnelle transitive,symétrique, anti-symétrique, d’ordre ou
d’équivalence.

On peut définir alors la fonction-concept « Classe d’équivalence » Fcr dont le concept de
départ peut représenter tous les couples (x,F,), avec F, relation fonctionnelle d’équivalence dans A et
X est élément de A, avec :

Fep((x,A))={a tel que xFaa (c'est-a-dire Fa((x,a))=1}.

A pourra étre défini en fonction de concepts particuliers non-flous Oy,..,0, et F, en fonction de
concepts particuliers non-flous O’y,..,0’,.

Nous allons maintenant donner des exemples illustrant les notions précédentes.

EXEMPLE 2.36A :

On supposera que « un groupe commutatif » et « un corps commutatif » sont des concepts
généraux non-flous associés aux définitions classiques de ces concepts.

On pourra définir « un espace vectoriel dans sa forme étendue» avec les propositions stables
Platonistes suivantes:
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On définit tout d’abord la relation non-floue Rgy par la proposition Platoniste relationnelle et
la proposition stable Platoniste suivantes :
Qrev : « Rgy est une relation non-floue d’ordre de multiplicité 6 ».
PREV .
PREVCII :Def(EaJ’_E;K)J’_K;XK"K,E)JRAI(E9+E’K5+K5XK5‘K,E) L« (E;+E,K,+K,XK;-K,E,) est une Séquence finiea 6
termes ».
PREVelZ . RAZ(E,+E5K7+K7XK7~K,E) . « REV(+E7K9+K7XK5~K,E) est équivalent a (Pell, . ,Pel7)(
E9+E’K5+K5XK)‘K,E) ».
Avec :

Pell :R1(E,+g): (E,*£) est un groupe commutatif.
Pel2 :R2(K,+x,xk) : (K,+k,xx) est un corps commutatif.
Pel3 :R3((E.K, .k g): « .xg » est élément de F(KXE,E).

Pel4: Def4(x,y,a,p) :
R4(x,y,o.,B,E.K) : (x,y) est élément de E* et (o,B) est élément de K*.

Pel5 ZRS(G,+K . Ba-K,E . X):((X+KB)~K,EX: a-K,EX+EB-K,EX-
Pel6 :R6(0L,.k g, B, X, Xk) 10tk e(B.k eX)=(0xk ).k EX.
Pel7 :R7 (o, .k Es X, TE, ¥) : Aok E(XFEY)=(0lk EX)FE(CLK EY)-

On peut identifier par exemple o.x gX+ef.x X avec un symbole particulier obtenu par une
combinaison de fonction-concepts et noté¢ E(a,+« , B,.xr , X). De méme pour les autres expressions.

Prev est la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple définissant la
relation non-floue Rgy.

On définit alors « un espace vectoriel dans sa forme étendue » par la proposition relationnelle

Platoniste et la proposition Platoniste suivantes :

Qv : « « Un espace vectoriel dans sa forme étendue» est un concept général non-flou ».

PEV .

P.evi :Def(O),Rp(0) :« O est un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP .
Peeva :Rp2(0) : « O est un espace vectoriel dans sa forme étendue » est équivalent a Rgy(O) ».

Pryv est la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple définissant « un
espace vectoriel dans sa forme étendue ».

Notons que souvent on représente un espace vectoriel sous la forme (E,+,.) qu’on appellera
simplement « un espace vectoriel » et on obtient facilement, utilisant le concept général « un espace
vectoriel dans sa forme étendue », les propositions stables Platonistes permettant d’établir que c’est
aussi un concept général non-flou.

La méthode précédente est générale pour obtenir les propositions stables Platonistes
permettant de montrer formellement qu’un symbole est un concept général non-flou ou est un concept
relationnel général pouvant représenter une unique relation non-floue.

REMARQUE 2.37 :

En introduisant le concept de relation mixte analogue au concept d’ une relation non-floue
mais pouvant étre définie entre des objets mathématiques non-relationnels et des objets mathématiques
relationnnels (On rappelle que les relations non-floues sont définies uniquement entre des objets
mathématiques non-relationnels), il est possible de montrer que tous les Axiomes de la TMP qui ne
sont pas des propositions mathématiques simples (Excepté 1I’Axiome 2.5A du premier article
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permettant de justifier qu’une proposition mathématique simple P est non-floue. Mais on a vu que
pour cela, il suffisait d’obtenir une signification Platoniste de P qui soit une proposition Platoniste
stable. ) de méme que toutes les définitions d’objets mathématiques non non-relationnels sont
équivalents a des relations non-floues mixtes ou a des relations non-floues entre des objets
mathématiques qui sont vraies, c'est-a-dire qu’ils peuvent s’exprimer sous la forme de propositions
appelées propositions mathématiques mixtes équivalentes a des propositions Platonistes mixtes stable,
celles-ci étant totalement analogues aux propositions Platonistes stables qu’on a définies.

Ainsi on définit « une relation non-floue » par la définition axiomatique suivante, utilisant /e
concept relationnel général (non-flou) «un objet mathématique relationnel », et le concept mixte
général (non-flou) (Clest-a-dire pouvant représenter des objets mathématiques relationnels, non-
relationnels et non-relationnels mixtes) « un objet mathématique » :

DEFINITION 2.37A :

a) « R est une relation non-floue » est équivalent a :

« (i) R est un objet mathématique relationnel (On rappelle qu’on a admis dans le premier article " que
tout objet mathématique relationnel était non-flou, c'est-a-dire : « Si R est telle que R est un objet
mathématique relationnel, pour tout O tel que O est un objet mathématique, R(O) ou(exclusif)
Non(R(O)) »).

(i)R est la relation impossible ou pour tout O tel que O est un objet mathématique, si R(O) est vraie,
alors O est un objet mathématique non-relationnel et diftérent de ’EMP . »

b)Si n est €lément de N*/{1} et R une relation non-floue, alors « n est un ordre de multiplicité de R »
est équivalent a :

« R est la relation impossible ou pour tout objet mathématique O tel que R(O) est vraie, O est
une séquence finie a n termes. »

¢)Si R est une relation non-floue, alors « 1 est un ordre de multiplicité de R.

(On rappelle qu’on a montré 1’existence de N en utilisant seulement des relations non-floues
d’ordre de multiplicité 1 et 2).

Notons que dans la définition précédente on peut identifier « est un ordre de multiplicité de » a
un objet mathématique relationnel défini entre une relation non-floue et un naturel. On pourra
admettre que c’est une relation mixte non-floue.

On peut exprimer la proposition mathématique mixte précédente définissant une relation non-
floue sous la forme d’une proposition mixte stable Platoniste, analogue a une proposition stable
Platoniste. On peut en effet définir une proposition mixte stable Platoniste comme étant une séquence
de propositions élémentaires mixtes stables Platonistes et de propositions élémentaires stables
Platonistes, comprenant au moins une proposition élémentaires mixte stable Platoniste.

Les propositions mixtes stables Platonistes utiliseront le concept général relationnel non-flou
Ruxs pouvant représenter un seul et unique objet mathématique relationnel, et tel que pour tout objet
mathématique U, « R;,,{(Uy) est vraie » est équivalent a :

(1)U est de la forme (Rg,Op)m, avec (Ro,O0)m €st un objet mathématique non-relationnel mixte appelé
couple mixte de premier terme R, objet mathématique relationnel et de 2™ terme O, objet
mathématique différent de ’EMP.

(11)Ro(Oy) est vraie.

On utilisera aussi R,,,s pour obtenir les propositions stables mixtes Platonistes équivalentes aux
propositions mathématiques mixtes suivantes.

L’Axiome d’existence d’un ensemble dont les éléments correspondent a une définition sera
exprimé sous la forme :
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AXIOME 2.37B :

Si R est une relation non-floue et si il existe A tel que A est un ensemble et pour tout objet U
tels que R(U), U est élément de A, alors il existe un et un seul B tel que B={O tel que R(O)}.

On en déduit la proposition para-mathématique :

Si Cy,...,C, sont des concepts particuliers pré-définis et R une relation non-flue d’ordre de
multiplicité p+1 telle que il existe un ensemble A(C,,..,C,) tel que pour tout U tel que R(C,...,C,,,U), U
est élément de A(C,,..,C,) alors il existe un et un seul B(C,,..,C;) tel que B(C,,..,C,)={O tel que
R(C,,.,C,,0)}.

Pour montrer la proposition précédente, Ci,..,C, représentant simultanément C,,.,.C, on
considére la relation non-floue R;(Cio,.,Cpo) définie par, pour tout V objet mathématique,
Ri(Ciop,..,Cpo)(V) est équivalent a R(Cio,..,Cpo,V). Puis on applique I’ Axiome 2.37B.

L’Axiome sur I’ensemble dont les éléments correspondent a une définition récursive Dy sera
exprimé de la fagon suivante:

DEFINITION 2.37C :

Par définition, « Dr est une définition récursive Platoniste » est équivalent & « Dy est une
séquence finie mixte a 3 termes et si (P,Rpg, Rpr) est tel que Dr=(P,Rpg, Rpr)u :
-P objet mathématique non-relationnel et différent de I’'EMP, (appelé premier terme de D).
-Rpr, appelée propriété récursive de Dy, est une relation non-floue, Rrc appelée clause de récursion de
Dy, est une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2.
(1)Rpr(P) est vraie.
(ii)Pour tout O tel que Rpr(O) est vraie, alors il existe un et un seul objet mathématique sprp(O) tel que
Rrc(sprp(0),0) est vraie.
(ii1))Rpr(sprp(0)) est vraie. »

AXIOME (DE RECURSION) 2.37 D :

a)Pour toute définition récursive Dg=(P,Rpg, Rpr)n , il existe une et une seule relation non-floue « est
un terme de Dy » telle que :

« T, est un terme de Dg » est équivalent & « T, est identique a P ou il existe T, tel que T, est un
terme de Dy et T,=sprp(Ty.1) »-

On en déduit qu’on peut définir la relation non-floue « est le successeur dans Dy de » définie par :

« T, est le successeur dans Dy de T,.; » est équivalent a : « T,; est un terme de Dy et sprp(Tp.1)=T, »

b)Dy étant une définition récursive Platoniste, alors il existe un et un seul ensemble A(Dg) tel que
A(Dr)={x tel que x est un terme de Dg}.

REMARQUE 2.37E :

a)Pour définir une définition récursive Platoniste Dy dans un texte vrai sur un code Platoniste C, On
devra utiliser les propositions Q; ;,..,Qi4 les propositions Platonistes relationnelles :

Qi1 : « un terme de Dy » est un concept général non-flou.

Qi : « Popr est (un concept général non-flou) premier terme de Dg . »

Qi3 : «Dcrpr est (une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2) clause de récursion de Dy
».

Qi4 : « Dprpr est (une relation non-floue) la propriété récursive de Dy ».

Ces propositions seront suivies de propositions Py,..,Pi4 équivalentes & des propositions
stable Platonistes qui pour étre vraies devront étre en accord avec la définition d’une définition
récursive Platoniste.

On rappelle qu’on a établi le 1" article en utilisant I’ Axiome de récursion des Propositions des
ensembles récursifs ordonnés. Ces Propositions sont fondamentales car elles permettent d’éviter
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I’utilisation explicite des définitions récursives Platonistes. De plus elles généralisent 1’ Axiome de
récursion dans le cas ou le premier terme, la clause de récursion et la propriété récursive d’une
définition récursive sont définies en fonction de concepts particuliers non-flous pré-définis.

De méme on peut exprimer 1’ Axiome de démonstration par récurrence sous la forme :
AXIOME 2.37F :

Si on R est telle que:
(i)Rest une relation non-floue.
(i)R(1) est vraie.
(iii)Pour tout i tel que i est élément de N*, (Si R(i) est vraie alors R(i+1) est vraie).

Alors pour tout i dans N*, R(i) est vraie.
2.38 EXEMPLES DE PROPOSITIONS VRAIES

a)Considérons un texte T(Py,..,P,) sur un code Platoniste C. On suppose que T contient juste aprés la
proposition P; la proposition Platoniste relationnelle Q;;(un C;) : « « un C; » est un concept général
non-flou », avec Py,..,P; propositions vraies dans T sur C.

On suppose que juste aprés Q;; on a la proposition mathématique simple Py, :

Pis1: « Pour tout O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP, « O est
un C; » est équivalent a « Ri,1(O) » », avec Ry, relation non-floue connue qui n’est pas la relation
« impossible ».

Alors on admettra comme évident que Pj;; est vraie dans T sur C, et on dira que P;; est
déduction logique relationnelle (évidente) des propositions la précédant dans T. En effet, si les
propositions précédant Q;; sont vraies, il est évident qu’il existe bien un concept général non-flou « un
C, » défini par Q;; et Py;.

On dira que P;;; est une définition d’un concept général non-flou vraie, et qu’elle est une
définition compléte de « un C;». On définit de fagon analogue une définition complete de relation
non-floue, de premier terme ou de propriété récursive ou de clause de récursion d’une définition
récursive. Si un concept général non-flou ou une relation non-floue sont définis par des Axiomes (Par
exemple «un ensemble », «est élément de», ’EMP, I’ensemble vide..) on dira qu’ils ont des
définitions Axiomatiques.

b) On remarque que la proposition Platoniste relationnelle Q; : « « un C; »est un concept général non-
flou » est équivalent aux propositions (Q»,P,), avec Q, : « « est un C, » est une relation non-floue » et
P, ; « Il existe O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de I’EMP et O est un
C1 ».

Dans certains cas, on utilise des propositions mathématiques simples vraies qui ne sont pas des
déductions logique relationnelles des propositions vraies dans H(C) ou dans le texte T sur un code C
qui les contiennent et sont appelées Axiomes . Ces Axiomes définissent partiellement ou complétent
les définitions des concepts généraux non-flous ou des relations non-floues définis Axiomatiquement.

¢)On verra que I’Axiome du choix sera appelé « Axiome » alors qu’il peut étre considéré comme une
déduction logique relationnelle, obtenue par des déductions logiques relationnelles intuitivement
évidentes, de la TMP. Plus généralement, on pourra par convention appeler Axiome une proposition
obtenue par des déductions logiques relationnelles intuitivement ¢videntes, mais celles-ci n’étant pas
des déductions formelles, celles-ci étant définies comme suit :

Considérons un texte vrai T(Py,..,P;) sur un code Platoniste C. La signification formelle de
Py,..,P; ainsi que celle des propositions de H(C) (notamment les propositions para-mathématiques) aura
comme conséquence que certaines propositions notées P;;; seront entrainées par H(C) et (Py,..,P;), c’est
a dire que P;;; est déduction logique relationnelle de (Py,..,P;). On dira alors que Pj:; est une déduction
formelle de (Py,..,P;).
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De plus dans H(C), certaines propositions, appelées régles de déduction formelle définiront
des déductions formelles élémentaires. Par définition, une déduction formelle sera une déduction
formelle élémentaire ou une déduction logique relationnelle obtenue par une séquence finie de
déductions formelles élémentaires.

Par convention chaque proposition d’une démonstration (sur un texte T dans un code
Platoniste C) sera obtenue par une déduction formelle évidente.

Par exemple, si on a un texte vrai T(Py,..,Q;;) sur un code Platoniste C avec Q;; : « « Un C; »
est un concept général non-flou »), alors si P;;; est une définition compléte de « un C; », d’apres les
régles de déduction formelle P, sera une déduction formelle élémentaire de (Py,..,Q;1).

Si on a un texte vrai T(Py,.,P;) et que P, est une proposition ayant comme signification
Platoniste dans (T,P;;;) une proposition élémentaire Platoniste stable de type définition, alors d’aprés
les régles de déduction formelle P;.; sera déduction formelle élémentaire de T.

Les régles de déduction formelles seront donc déterminées par la signification formelle des
Axiomes, définitions, théorémes, propositions para-mathématiques qu’on a admis ou établis. On
pourra obtenir cependant des déductions formelles sans utiliser explicitement des reégles de déduction
formelle, mais en utilisant seulement la signification formelle des propositions du texte T et des
hypothéses H(C) du code Platoniste considérés. Cependant, méme dans ce cas on utilisera
implicitement des régles de déduction formelle.

d)La quasi-totalité des théories mathématiques classiques pourront étre identifiées avec des théories
mathématiques Platonistes n’utilisant comme Axiomes que ceux appartenant aux hypothése H(C) de
tout code Platoniste c'est-a-dire ceux des fondements de la TMP.

3.CONSISTANCE,COMPLETUDE ET PARADOXES
A)CONSISTANCE

On sait que toute théorie classique mathématique utilise des Axiome évidents. On peut
modéliser mathématiquement une telle théorie dans la TLP par les définitions suivantes :

DEFINITION 3.1 :

a)C(S,R¢) étant un code Platoniste, on appelle théorie mathématique Platoniste sur C un
couple (C,Tax), ou Tax est un texte vrai sur C, et tel que si Tax est le texte (Py,..,P,), alors toute
proposition mathématique simple P; de ce texte n’utilise aucun concept particulier non-flou pré-défini
dans Pl,. . .,PH.

b)Une Théorie mathématique Platoniste pourra contenir des propositions Platonistes
relationnelles, des Axiomes, des définitions complétes de concepts généraux non-flous ou de relations
non-floues et des Théorémes. Un Théoréeme sera une proposition mathématique simple qui n’est pas un
Axiome ni une définition compléte de concept génénal non-flou ou de relation non-floue mais qui
s’obtient par une démonstration sur le texte constitué des propositions le précédant dans Tax. (On
généralise immédiatement la définition précédente en remplagant P; par une séquence finie de
propositions mathématiques simples P; ;,..,Pi)-

DEFINITION 3.2 :

(C,Tax) étant une théorie mathématique Platoniste, on appelle démonstration sur (C,Txx) (ou
sur Tpx dans C) tout texte (Py,...,P,) telle que pour i dans {1,..n}, P; soit déduction logique
relationnelle de H(C),Tax,P1,...,Pi1. (Définition 2.28. Ceci entraine que (Tax,(Py,..,Py)) est un texte
vrai sur C).

(Cette définition est analogue a la définition 2.30. Cependant par convention, on emploiera le terme
« démonstration », seulement si Py,..,P, sont des déductions formelles évidentes).

DEFINITION 3.3 :
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On dira qu’une proposition Platoniste Qo appartient a une théorie mathématique Platoniste
(C,TAx) Si:
@) Q) est stable dans (Tx,Qo)

(i1) Il existe une démonstration (Pi,..,P,) sur (C,Tax) telle que Plc(Qp) soit équivalente a
Plc(P,)

Une conséquence immédiate des définitions précédentes est le Lemme suivant de consistance :
LEMME 3.4 : (de consistance) :

a)Pour toute démonstration (Py,..,P,) sur une théorie (C,Tax), et pour tout i dans {1,..,n}, on a Plc(P;)
est vraie.(Dans (Tax,...,Py))-

b)Toute proposition Q, appartenant a une théorie mathématique Platoniste est vraie.

c)Toute théorie mathématique Platoniste (C,Tax) est comsistante, c'est-a-dire qu’il est impossible
qu’une proposition Q et sa négation Non(Q,) appartiennent a la théorie (C,Txx).

Preuve :

a) et b) sont la conséquence de la définition d’une déduction logique relationnelle.

Avec les hypothéses du c), on a d’aprés b) que Q, est vraie et n’est pas vraie ce qui est impossible
d’apres le Lemme de non-contradiction (Lemme 2.25).

REMARQUE-DEFINITION 3.5 :

On devra distinguer les théories mathématiques Platonistes définies précédemment de LA
Théorie Mathématique Platoniste (TMP), qu’on écrira toujours avec des majuscules et précédée de
I’article défini « La » et qu’on appelera aussi Théorie Mahématique Platoniste Primitive. La TMP sera
cependant dans les hypothéses H(C) du code Platoniste C de toute théorie mathématique Platoniste sur
C. H(C) pourra cependant inclure des théories mathématiques Platonistes définies en 3.1.

B)COMPLETUDE

Pour étudier la complétude d’une théorie (C,Tax), on doit modéliser mathématiquement les
déductions logiques relationnelles utilisées dans les théories mathématique classiques.

DEFINITION 3.6 :

On appelle théorie mathématique Platoniste déductive un triplet (C,Tax,Rp), ot (C,Tax) est
une théorie Platoniste et Rp est une relation, qui peut exister entre une proposition P, et un texte
(Tax,P1,..,Pn1), P, étant toujours une déduction logique relationnelle de (Py,..,P,;). On dira alors que
P, est déduction logique relationnelle de (P,..,P,.;) dans la théorie Platoniste déductive (C,T sx,Rp).

On peut modéliser les théories classiques par des théorie mathématique Platoniste déductive ,
ou Rp, est telle que une déduction logique P, de (Py,..,P,.1) dans (C,Tax,Rp) est toute déduction logique
relationnelle « évidente » (par le mathématicien) de (Py,..P,.;). C'est-a-dire que le mathématicien est
modélisé par un systeme déductif. Ce systeme déductif peut obtenir des déductions logiques
relationnelles d’un texte T(Py,.,P,.;), mais seulement certaines d’entre elles, en particulier toutes celles
modélisées dans les systémes formels. Si P, est 'une d’entre elle, d’aprés la définition précédente on
aura : Rp(P,, T(Py,..,Py1)) est vraie.

Rp sera défini par des regles de déduction formelle, définies dans la section 3.8. On rappelle
que celles-ci permettent de définir des déductions formelles élémentaires et des déductions formelles.
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Par exemple si on a un texte vrai T(P,,..,P;) sur un code C, avec pour un j dans {1,..,i-1} P; est
la définition compléte d” « un C; », ¢’est a dire :
P; :« Pour tout O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de ’EMP, « O est un
C; » est équivalent a « R(O) » », alors si P; a comme signification Platoniste la proposition élémentaire
Platoniste de type définition vraie P, :Def(A)Ri(A), avec Ri(A) : « A est un C, », alors la proposition
Pi+; ayant comme signification Platoniste P :R(A) sera une déduction formelle élémentaire
T(Py,.,P;) (D’apres les regles de déduction formelle de H(C).).

Si on a un texte vrai T(Py,..,P;) sur un code C, avec pour un j dans {1,..,i-1} P; est un Théoreme
dont la signification Platoniste est de la forme (Perji,Perjp), avec Pyryy :Def(O,..,0,),R1(0x,..,0,) et
Perriz :R2(0y,.,0,), alors si P; a comme signification Platoniste la proposition élémentaire Platoniste
vraie P :Ri(Py,.,Pp), Piri ayant comme signification Platoniste Pejiry :Ro(Py,..,Pp) sera une déduction
formelle élémentaire de T.(D’aprés les régles de définition formelle de H(C)).

Si P; a comme signification Platoniste Pgj; :Non(R,(Py,.,P,)), Piri ayant comme signification
Platoniste Py :Non(R,(Py,..,P,)) sera une déduction formelle élémentaire de T.

Si on a un texte vrai T(Py,..,P;) sur un code C, avec Oy,..,0, concepts particuliers non-flous
définis dans (Pl,..,Pi,z) et Plc(Pi_l) . Def(Al,..,Ap), Rz(Al,..,Ap,Ol,..,On) et Plc(Pl) : R3(A1,..,Ap,01,..,0n)
alors la proposition Py : «Il existe By,..,B, tels que R;(B;,..,B,,04,..,0,) » sera déduction formelle
¢élémentaire de T.( Avec Plc(Pj:y) : Def(By,..,B,), R3(By,..,Bp,015,..,00) ).

On suppose qu’ on a un texte vrai T(Py,..,P;) sur un code C, H(C) (ou (Py,..,P;.,)) contenant un
Théoréme du type Pr: « Si y est tel que Pu,ri(y), alors «P,ra(y) est équivalent a P, 13(y) » », avec
Plc(PT) :(Pen‘], « Pesz est équivalent a PelT3 ))) avee PelTl :Def(y),RTl(y), PelTZ ZRTQ(Y), PelT3 ZRTg(y).

Alors si Ple(Py.) :Ry(2) et Ple(P;) :R1a(2), Piiy, avec Ple(Piy;) :Ry3(z) sera déduction formelle
élémentaire de (Py,..,P;). Si on a Pl(Piy) :Rr(z) et Ple(Py) :Non(R1x(z)), P, avec
Plc(Pi+1) :Non(R13(2)) sera déduction formelle élémentaire de T. On pourra aussi intervertir dans ce qui
précede « Rra(z) » et « Rys(z) ».

On peut définir de nombreuses déductions formelles élémentaires en généralisant les exemples
précédents.

DEFINITION 3.7 :

On définit une démonstration sur une théorie mathématique Platoniste déductive, et qu’une
proposition Platoniste appartient a une théorie mathématique Platoniste déductive de la méme fagon
que pour une théorie mathématique Platoniste, en remplagant « déduction logique relationnelle » par

« déduction logique relationnelle dans la théorie mathématique Platoniste déductive (C, T x,Rp) ».

On obtient alors pour une théorie déductive un Lemme de consistance totalement analogue au
Lemme de consistance obtenu pour une théorie Platoniste.

On peut alors définir la complétude d’une théorie mathématique Platoniste déductive de la
fagon suivante :

DEFINITION 3.8 :

(C,Tax,Rp) étant une théorie mathématique Platoniste déductive, on dira qu’une proposition
Platoniste Q, est stable dans (C,Tax,Rp) si Qo est stable dans (Txx,Qo)

DEFINITION 3.9 :
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(C,Tax,Rp) étant une théorie Platoniste déductive, on dira qu’elle est complete si pour toute
proposition stable Qq dans (C,Tsx,Rp), ou bien Qg appartient a (C,Txx,Rp) ou bien Non(Q,) appartient
é (CeTAXeRD)'

A priori, il n’y a pas de raison qu’une théorie Platoniste déductive soit compléte, puisque
seules certaines déductions logiques relationnelles peuvent étre utilisées pour obtenir des propositions
vraies appartenant a la théorie. Nous allons cependant dans la section suivante voir si le Théoréme
d’incomplétude de Godel obtenu pour les systémes formels peut s’appliquer aux théories déductives
Platonistes.

C)PARADOXES

Il est donc intéressant d’examiner si le théoréme de Godel peut se généraliser aux théories
mathématiques Platonistes déductives.
(C,Tax,Rp) étant une théorie Platoniste déductive identifiée a une théorie classique, Rp ne permettant
que les déductions logiques relationnelles évidentes, on considére la proposition :
P: «Pn’est pas démontrable dans (C,Tax,Rp) ».

Si on veut obtenir que P est vrai, procédant classiquement comme dans le Théoréme de Godel,
on suppose que P est fausse, alors P est démontrable, ce qui contredit P et est donc impossible, et donc
P est vraie.

Cependant, cette démonstration est inacceptable pour justifier que P est vraie, car elle est une
démonstration dans (C,Tax,Rp), n’utilisant que des déductions logiques évidentes, et donc si on
I’accepte comme démonstration de P, P est contredite.

Donc P ne peut étre fausse ni vraie.

Or ceci s’explique dans la TLP par le fait que P est instable : Il n’y a pas de propositions
Platonistes stables qui soient signification Platoniste de P et P n’est méme pas une proposition
mathématique simple. Et donc le fait qu’on ne puisse démontrer P ne prouve pas I’incomplétude de
(C,TA)(,RD).

Il en est de méme pour la proposition P : « P est vraie », le fait qu’elle ne soit ni vraie ni fausse
se justifie si elle est instable.

On voit donc que le Théoréme de Godel ne se généralise pas pour prouver I’incomplétude des
théories mathématiques Platonistes déductives.

On a d’autres justifications possibles: En effet, a priori on n’a jamais supposé que (C,Tax,Rp)
est un concept particulier ou général non-flou. Comme on 1’a dit, c’est un concept paramathématique
permettant d’étudier les objets de I’EMP. De plus, on ne peut pas définir dans la TMP une proposition
P en utilisant P, comme la proposition de Godel. On retrouve donc que P est instable, et donc on n’a
pas prouvé I’incomplétude de (C,Tax,Rp), telle qu’on 1’a défini dans la définition 3.9.

Cependant, on peut penser que la théorie des nombres classiques peut étre identifiée a une
théorie mathématique Platoniste déductive incompléte. En effet, il est possible que certaines propriétés
ne puissent pas se démontrer un nombre fini de déductions logiques relationnelles évidentes, et alors
elles ne sont pas démontrables dans la théorie mathématque Platoniste correspondant a la théorie des
nombres classiques. C’est vraisemblablement le cas pour la Conjecture de Goldbach (qui est
équivalente a une proposition Platoniste stable si on admet la théorie mathématique Platoniste
correspondant a la théorie des nombres classique) , pour laquelle on a défini dans la Théorie Aléatoire
des Nombres de nouveaux outils mathématiques n’existant pas dans les théories mathématiques
actuelles, et permettant de donner une justification théorique a cette conjecture.

On peut utilisant des propositions Platonistes définir un systeme formel classique, et donc
montrer qu’un systéme formel peut étre identifié a un concept non-flou de la TLP. Dans certains cas
on peut identifier un systéme formel avec une théorie Platonique déductive, et alors on peut lui
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appliquer le Lemme de consistance. Ainsi pour justifier théoriquement la consistance d’un systéme
formel, il suffit de montrer qu’on peut I’identifier a une théorie Platoniste déductive (C,T,x,Rp), C
étant un code Platoniste (S,Rc).

4. EXEMPLES

Nous allons expliciter dans cette partie les relations existant entre des objets mathématiques
équivalentes a des théorémes célébres.

PREAMBULE :

(1)On a vu qu’une proposition mathématique simple pouvait utiliser des expressions de type
F(0Oy,..,0,), F étant une fonction-concept. On a vu dans la définition 2.23, que F(Oy,..,0,) était
implicitement défini par une proposition élmentaire Platoniste. Celle-ci est du type , Oy,..,O, symboles
particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires et O.,.,0, concepts généraux non-
flous pouvant représenter un unique objet :
Dec(F(Oy,..,0p)) : Def(F(Oy,..,0,)),R(F(Oy,..,0,), O4,..,04) 1 «(04,..,0,) appartient a Dep(F) et
(F(Oy,..,00),(0y,..,0,)) appartient & F »).

On utilisera donc le symbole Dc(F(Oy,..,0,)) pour représenter la proposition élémentaire
Platoniste de type définition précédente.

Cependant si Oy,..,0, sont des concepts généraux non-flous pouvant chacun représenter un
seul objet, et F(O,,..,0,) peut représenter un objet mathématique, alors on identifiera F(Oy,..,0,) avec
un concept général non-flou.

(i)Considérons une proposition élémentaire Platoniste de type relation Pgg :R(O,..,0,) ou une
proposition élémentaire Platoniste de type définirion Py :Def(O,,.,0,)R(0,.,0,) appartenant a la
signification Platoniste d’une proposition mathématique simple P.

Ou bien R(O,,.,0,) sera équivalent a une proposition Platoniste auxiliaire P,x(O;,.,0,)
appartenant a Plc(P), ou bien R sera défini implicitement par une proposition notée impl(R) du type
« R est un relation non-floue d’ordre de multiplicité ng et pour tous O,..,O,c0 Objets mathématiques
non-relationnels et différents de I'EMP, R(Oq,.,0nc0) €st équivalent a Exp(Oio,.,0160,C15--,.Cp.R1,.,Rx,
Fi,..,F) (L’expression précédente pourra ne pas contenir de C; ou(et) de Fj), avec C,,.,C, concepts
généraux non-flous pouvant représenter chacun un unique objet et Exp(Ojo,.,0n06,C1,..,Cp,R1,.,Ry,
F\,..,Fy) est une expression utilisant O,.,C,, des relations non-floues pré-définies Ry,..,Rx (R; pouvant
étre de la forme « est un C;»), des concepts relationnels primitifs parmi « et », « ou », « Non », « est
équivalent a « , « si..alors », des fonction-concepts F,..,F, certaines pouvant étre des combinaisons de
fonction-concepts définies implicitement telles que définies en 2.23 ou la fonction-concept impossible
Fipe et les symbole de ponctuation parmi « parenthése », « virgule » et « guillemets ». On dira que
impl(R) est la définition implicite de R et celle-ci n’appartiendra pas a Plc(P),d’ou son qualificatif
« implicite ».

Par définition, si Exp(Ojo,.,0n06,Cr1,..,CpsR15,Rk,  Fi,..,Fy) contient une expression de type
Fi(0’10,.,0’) ou  Fpp(0’4,.,0’) ne pouvant  représenter  aucun objet, alors
Exp(O19,.,0106,C1,..,Cp.R1,.,Ry, F1,..,F) ne sera pas vraie.

Utilisant des concepts généraux non-flous flottants ou paramétrés, on pourra obtenir de la
méme fagon impl(Ry6, npc), Ruic,. npc €tant une relation non-floue flottante.

(1i1)On rappelle qu’ on peut avoir dans une proposition mathématique simple une expression du type
E(O;,.,0,,Cy..,Cp), O1,.,0, symboles particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires (
et donc non obtenus par des combinaisons de fonction-concepts) et Cy,.,C, concepts généraux non-
flous pouvant représenter un unique objet, avec :

-E(Oy,..,04, C4,..,C,) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles
de ponctuation excepté des symboles « parenthéses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles
« blanc » ni symbole « point » celui-ci étant le dernier symbole de I’expression.

- E(0,..,0,, Cy,..,C,) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi

105
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point »
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ».

On a vu dans la définition 2.23 qu’on pourra alors en général définir une fonction-concept
Feomp telle que  Fceomp(01,.,00,Ci,.,C;) a la méme signification que E(Oy,.,0,,C;,.,Cp).
E(O,,.,00,Cy,.,C;) sera  défini  implicitement par une proposition Platoniste  notée
impl(E(O,.,0,,C1,.,Cp)), constituée de propositions élémentaires Platonistes de type définition
Pepi :Deic(F(O’i1,..,0iiy)) (voir (i)). Cependant, pour j parmi 1,.,t(i), O’; pourra lui-méme étre de la
forme Fi;) (O’ k(-0 kiipy) €n étant défini par une proposition Peipy) précédant Pp;. On obtiendra
impl(E(O;,.,0,,Cy,.,C;)) d’apres les regles syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste
C, de méme que Fcoms. Fcoms pourra étre utilisée dans la définition implicite d’une relation telle
qu’on I’a définie au point précédent (ii). On a donné le type des propositions élémentaires Platonistes
définissant Fcomp dans la section 2.23a). On rappelle que pour définir Fcomp, on pourra utiliser la
fonction-concept Fiys de concept de départ « une séquence finie » et telle que si s est une séquence
finiet Figs(s)=s.

On rappelle (voir section 2.23) que E(O4,.,0,,C,,.,C,), lorsqu’il ne sera pas identifié a une
expression du type Fcomp(O1,-,0n,Cr1,.,Cp) sera identifié avec un symbole particulier non-flou ne
pouvant représenter aucun objet et sera alors identifié avec Fip(Oy,.,04,Ci,.,Cp), Fimp fonction-
concept impossible.

Une proposition ayant la méme signification qu’une proposition mathématique simple dans un
code Platoniste C pourra utiliser un symbole S ayant la méme signification dans le code C qu’un
symbole E(O,.,0,,C;,.,C,) tel que défini précédemment, ou que F(Oy,..,0,) , F étant une fonction-
concept pré-définie, d’apres les régles syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste C.

(iv)04,.,0, étant des symboles particuliers non-flous pré-définis, on pourra aussi utiliser des
expressions du type (Oy,..,0,) (n concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel
supérieur ou égal a 2). De méme cela signifiera qu’on définit implicitement (Oy,.,0,) par la proposition
élementaire  Platoniste de type définition que Dl'on notera Dgs((Oy,..,0n)). (Avec
Dcls((Ol,..,On)) :Def((Ol,..,On)),R((01,..,On),Ol,..,On) .

«(0y,..,0,) est une séquence finie a n termes et O; est le premier terme de (Oy,..,0,) et..et O, est le
niéme terme de (O, ,..,0,) ».

(v)On rappelle aussi qu’on pourra identifier {O,.,0,} avec Fg(Oy,..,0,), Fr étant une fonction-
concept. On pourra aussi identifier un ensemble contenant un unique élément x noté {x} avec Fg(X,X).
On rappelle aussi que f étant une fonction, on identife f(x) avec im(f,x), im étant une fonction-concept.

(vi)On remarque cependant que si on a une proposition élémentaire Platoniste de type définition
P.p; :Def(B)R(B,0;,..,0,) qui n’est pas générale (Avec donc au moins un O;), on pourra considérer la
proposition élémentaire Platoniste de type relation P, :R12(Oy,..,0;), avec Ry, est une relation non-
floue d’ordre de multiplicité r telle que pour tous Oyy,..,O, objets mathématiques non-relationnels et
différents de ’EMP « R1,5(Oq,..,059) est équivalent a Def(B),R;(B, Oyy,..,0r0) ».

On rappelle que par définition « Cond(R;i(O’j1,-,0’iki)> Rim(O’m1-yO0 mkmy)) » aura la méme
signification que «Si  Rjj(O’1,.,0%ki)  alors  Rin(O’mi,0’mkam) » et « EQ(R{(O1,.,0’ik))s
Rin(O’ 15,0 mkemy)) » aura la méme signification que « Ry(0’j1,.,0k) est équivalent a
Rim(o’mlyao’mk(m)) ».

On rappelle que P,y et Py, étant des propositions élémentaires Platonistes de type relation, on
pourra en utilisant Pg;; et Py, et des concepts primitifs relationnels parmi « ou », « et », « si..alors »,
«est équivalent a », « Non » définir des propositions élémentaires Platonistes composées qu’on pourra
identifier avec des propositions élémentaires Platonistes de type relation.

(vii)Dans les exemples suivants, les définitions implicites des relations utilisées dans les propositions
¢élémentaires Platonistes de méme que celles des combinaisons de fonction-concepts s’obtiennent de
fagon évidente. On donnera cependant des exemples de définition implicite de symboles de type
E(Oy,.,0,,C;y,..,C,) définis en (iii) (ou ayant la méme signification).
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(viii)On a vu dans le 1" article qu’une proposition mathématique simple P; pouvait contenir une
expression du type Pu; « A est tel que A={x tel que Quuia(X,01,..,04)} », O4,.,0, symboles particuliers
non-flous pré-définis.

On ne pourra pas identifier I’expression {x tel que Q.uia(O1,..,0,)} avec un symbole
E(O,,.,0,) tel qu’on I’a définie en (iii) puisqu’elle contient le concept relationnel primitif « tel que ».
Cependant, P,; aura comme signification Platoniste la proposition élémentaire Platoniste de type
définition (Pg;a) avec Pgja :Def(A)RiA(A,04,..,0,), et Rix(A,04,..,0,) a la signification d’une
proposition stable Platoniste auxiliaire Pgiaaux(A,O1,..,0,) contenue dans Pic(P;).

Si on a la relation non-floue Ry d’ordre de multiplicité n telle que pour pour tous objets
mathématiques non-relationnels et différents de I’EMP x¢, Oy,.,0n0, « Ro(X0,010,-,0n0) €5t équivalent a
Qauxia(X0,010,-,0n0) », alors Priaaux(A,O1,..,0,) sera la séquence (Peri, Per2, Pers) avec Pery @ Ri(A):
« A est un ensemble, Pgr, :Def(x)Ra(X) : et Ry(x) :« x est un objet mathématique non-relationnel et
différent de ’EMP », P.rs 1 « R3(x,A) est équivalent & Ro(%,04,.,0,) » , avec R3(X,A) : « X est élément
de A ».

EXEMPLE 4.1 :

Dans cette section nous allons donner I’interprétation Platoniste de certains Théorémes
célébres, dont la formulation a exactement la méme signification qu’une proposition mathématique
simple.

Soit par exemple le Théoréme de Bezout :

Si (p,q) est un élément de N* (On rappelle N,=Z"=Nx{1}), alors « p est premier avec q est
équivalent alIl existe (u,v) tel que «(u,v) est élément de Z* et putzqv=Iz»» (On rappelle
1=(1,1)) ».

Le théoréme précédent aura comme proposition auxiliaire principale une proposition du type
P.(p,q). La proposition auxiliaire « Il existe (u,v) tel que « (u,v) est élément de Z* et pu+zqv=1z» »
n’est pas une proposition auxiliaire principale car elle n’est pas vraie considérant la définition de(p,q).

On suppose qu’on a défini la relation non-floue pouvant exister entre 2 naturels « est premier
avec ». Le Théoréme précédent a alors comme signification Platoniste les 2 propositions élémentaires
Platonistes suivantes (P1,P2):

P1:Defl(p,q),R1(p,q) :p est élément de Nz et q est élément de Nz.

P2 :Eq(H(p,q),C(p,q)) (Signification Platoniste de la Proposition auxiliaire principale).

Avec H(p,q) et C(p,q) sont les propositions ¢lémentaires stables Platonistes de type relation
suivantes :

H(p,q) : R2(p,q):« p est premier avec g ».
C(p,q) : R3(p,q) :Def(u,v), R4(u,v,p,q), R4(u,v,p,q) ayant la signification de la proposition Platoniste
auxiliaire suivante P, (u,v,p,q)(Paux1,Paus) :

Pauxt : Raxi(u,v) @ (u,v) est €élément de 7.

On donne alors la définition implicite du symbole « up+zqv », obtenue d’apres les régles syntaxiques
de convention du code Platoniste C.
(implicitement)P,ux, : Dec(im(Xz, (u,p)) (noté « up » d’aprés les régles syntaxiques de convention de
C) (Voir préambule. On rappelle que (u,v) est implicitement défini par une proposition élémentaire
Platoniste de type définition Dgs((u,v)). On a défini dans le préambule les expressions « Dgc» et
« Dgg»).
(implicitement)P, 3 :Dgc(im(%z,(q,v)) (noté « qv »)
(implicitement)P,yx4 :Dec(im(,+z,( up,qv))) (noté « up+zqv»).
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PauxS :Raux5(p’qauav): uP+Zqulz-

(Dans P,yux0,Paux3,Pauxa 0N a explicité les définitions implicites permettant de définir le symbole
particulier up+zqv qui a la méme signification qu’un symbole de type E4(p,q,u,v,+z,%Xz), obtenu par
une combinaison de fonction-concepts). R,s utilise implicitement la fonction-concept Fcomps telle
que Feomsa(p,q,u,v,+z,Xz) a la méme signification que le symbole E4(p,q,u,v,*z,%z) identifié avec le
symbole particulier noté up+zqv. On rappelle que py,qo,Uo,Vo,+z0,Xzo €tant des objets mathématiques
non-relationnels et différents de I’EMP quelconques, les propositions élémentaires Platonistes
définissant implicitement Fcompa(Po,qo,Uo,Vo,Tz0,%ze) sont totalement analogues aux propositions
élémentaires Platonistes Py, Pauxs,Paux 4)-

EXEMPLE 4.2 :

Considérons le théoréme permettant d’obtenir les solutions d’une équation réelle du second
degré. :

Si (a,b,c) est tel que « (a,b,c) est élément de R’ et a #0g, F est tel que « F est élément de
F(R,R) et pour tout x tel que x est élément de R, F(x)=ax’+gbx+gc », S est tel que S={y tel que
F(y)=0} et A est tel que A=b*-gdac » alors « « si A<gOg, alors S=@ », « si A=0g, alors S={-rob/r2a} »
et « si A>gOg , alors «si (11 ,1;) est tel que « r1:(—R,,b+R\/R+A)/R2Ra et r2=(—Rnb—R\/R+A)/R2Ra » alors S =
{r,0}» » ».

Le Théoréme précédent aura comme propositions auxiliaires principales des propositions, de
type Paux1(A,S,0r,9), Pauwa(A,S,b,a,0r,/r,-Ro» 2r,XR) (¥R €St implicitement utilisé) et P,.,3(A,S,a,b,0r).

La proposition auxiliaire «si (r; ,r;) est tel que « r1=(—R0b+R\/R+A)/R2Ra et 1,=(-Rob-
rVrsA)R2ra» alors S = {r;,r;}»n’est pas une proposition principale car elle n’est pas vraie
considérant les définitions de S,A, a,b,c.

On utilise alors comme concepts généraux prédéfinis la multiplication, la division, 1’addition
et la soustraction dans R , la racine carrée d’un réel positif (Vx+)et 1’opposition d’un réel (-go) et Og. On
utilise aussi les relations non-floues >y et <g.On pourra omettre 1’indice « g » a ces fonctions pour plus
de simplicité.

Le théoréme a alors comme signification Platoniste les propositions élémentaires Platonistes suivantes
(P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7):

P1 :Defl(a,b,c)
Rl(a,b,c) : « (ab,c) est élément de R’, et a est différent de 0 ».

P2 :Def2(F)
R2(F,a,b,c) : « F est élément de F(R,R) et pour tout x tel que x est élément de R, F(x)=ax2+be+Rc ».

(On trouve aisément une proposition Platoniste auxilaire P, (F,a,b,c) ayant la méme signification que
R2(F,a,b,c), en utilisant la méme méthode que dans I’exemple précédant).

P3 :Def3(S)
R3(S,F) : « S={y tel que y est élément de R et F(y)=0 }».

(On trouve aisément une proposition Platoniste auxilaire P,,;(S,F) ayant la signification de a R3(S,F)).

P4 :Def4(A)
R4A(A, ab,c) : « A=b*-4ac »

(On n’a pas écrit les propositions élémentaires Platonistes de type définition de type:Dec(im(f,x))
définissant implicitement b’-4ac et {-b/2a} Celles-ci s’obtiennent facilement comme dans le premier
exemple, obtenues d’apreés les régles syntaxiques de convention du code Platoniste C).
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P5: RP5(A, S,0r,0) :Cond (P5SA(A, Or),P5B(S,0)) (Signification Platoniste de la 1 Proposition
auxiliaire principale).

Avec :

P5SA(A, Or) : RS5A(A,0R) : « A<gOg »

P5B(S,9) : « RSB(S,9) : « S =0 ».

P6 :RP6(A,S,b,a,0r, /R, ro-2r,¥r) :Cond (P6A(A,0r) ,P6B(S,b,a,%r,/r,re,2r)) (Signification Platoniste
de la 2'°™ Proposition auxiliaire principale).

Avec:
P6A :R6A(A,0R) : « A=0g »

P6B:R6B(S,b,a,XR,/R,R0,2R) ¢ S={-reD/rR2r2} »

P7 : RP7(A,S,a,b,0r) :Cond (P7A(A, Or),P7B(A,S,a,b)). (Signification Platoniste de la 3™ Proposition
auxiliaire principale).

Avec P7A (A, Or): R7TA(A,0r): « A>gOg » .

P7B:R7B(S, a,b, A):

R7B(S, a,b, A) ayant la signification de la propositions Platoniste auxiliaire:

P7Ba:Def{(ry,r,)

R7Ba(r1,r2,b,a,A):« r1=(—R0b+R\/RA)/R2Ra et I‘2:(-R"b-R\/RA) /R2Ra »

(Pour définir formellement la relation R7Ba(ry,r,,b,a,A), on utilisera la fonction-concept Fcomp: telle
que Feompi(b,a,A, -Ro, +R,\/R, /r, 2r) a la méme signification que le symbole “(-Rob+R\/RA)/R2Ra)”).

On donne alors la définition implicite du symbole “{r;,r,}”
(implicitement)P7Bb:Dec({11,12}) (“Dec” étant défini dans le préambule).

P7Bc:R7Bc(S,r1,1p): « S={r,r2} ».
EXEMPLE 4.3

Considérons le Théoréme de Cailey-Hamilton :

Si n est élément de N* | A est élément de Mn(C), X, est tel que « X, est élément de F(C,C)
et pour tout x tel que x est élément de C, Xa(x)=dety(A-mn X-mn [dumn) », alors Xa(A)=Omy -

Le théoréme précédent aura comme proposition auxiliaire principale la proposition du type
Paux(XAaAan)'

Dans la proposition précédente, Mn(C), Idyn, Omn, -Mmn, detn, .v.a sSONt identifiées & 1’image par
n de fonctions-concepts distinctes dont le concept de départ peut représenter tout naturel non nul. Ces
fonctions-concepts ont leurs significations classiques.

De plus on utilise implicitement la fonction-concept Fcx)m, dont le concept de départ peut
représenter tous les couples (Py(x),My), avec Py(x) élément de C(xs) (qu’on identifie avec un concept
général pouvant représenter I’ensemble classique des polynomes sur C) et M, est tel qu’il existe n
naturel non nul tel que M, est élémént de Mn(C).

On notera alors Py(My) Fegom(Po,Mo).

Le théoréme précédent a alors comme signification Platoniste suivante les propositions élémentaires
Platonistes suivantes(P1,P3,P5,P7):

P1 : Defl (n)
R1(n) : nestun élément de N* .
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(implicitement)P2:Dc(Mn(C)) (“Mn(C)” a la méme signification que “Fy(n,C)” , Fy fonction-
concept pré-définie, d’apreés les régles syntaxiques de convention du code Platoniste C ).

P3 :Def3(A)
R3(A,n): A est un élément de Mn(C).

On a alors les définitions implicites des symboles Idnn, -Mu> -Ma» detn,0mn (Les symboles précédents
ont respectivement la méme signification que Fi(n), F>(n),F5(n), Fy(n), Fs(n), chaque F; étant une
fonction-concept pré-définie) :

(implicitement)P4A: Dec(Idy,,) (“Deic” étant défini dans le préambule).
(implicitement)P4B :Dejc(-m.n)
(implicitement)P4C :Dec(-mn)
(implicitement)P4D :Dc(det,)
(implicitement)P4E :Deic(On.n)

P5 :Def5(X4)
R5(Xa,A,n)

Avec R5(Xas,A,n) ayant la signification de la proposition Platoniste auxiliaire P, S(Xy,A,
n)(PA,P5B,P5G):

P5SA :R5A(X4, C(xs)) : X, est élément de C(xs).
P5B :Def5B(x), R5B(x,C) : x est élément de C.

On donne alors les définitions implicites de Det,(A-mX.maldva ) et de Xa(x), obtenues
d’apreés les regles syntaxiques de convention du code Platoniste C).

(implicitement)PSC :Dec(im(mn, (X,Idmn))) (noté « xIdw,» d’aprés les régles syntaxiques de
convention du code Platoniste C)

(implicitement)P5D :Dgc(im(-m.n, (A,XIdmn))) (n0t€ « A-ppnXomaldmn »)

(implicitement)P5SE :Dgc(im(det,, A-ymnX-maldmn ) (noté « Dety(A-ynXomaldmvn )»)

(implicitement)PSF :Dec(im(Xa,x)) (noté Xa(x))

P5G :R5G(Xa,x,A,n): Xa(X)=Detn(A-yoX-rnldun).

La proposition ¢lémentaire Platoniste PSG utilise implicitement la fonction-concept Frowmps
telle que Feomss(A,nx) a la méme signification que Det,(A-yuX-maldma). Les propositions
¢élémentaires Platonistes définissant implicitement Fcomps (Ao,Xo,N0), pour tous objets mathématiques
non-relationnels et différents de I’EMP Ag,xq,ny, sont totalement analogues aux propositions
élémentaires Platonistes P5C a PSE.)

On donne alors la définition implicite du symbole « X4(A) » :
(implicitement)P6 :Deic(Xa(A))

P7 : R7(Xa,An) :XA(A)=0y,.. (Signification Platoniste de la Proposition auxiliaire principale).

(On aurait cependant pu écrire le Théoréme précédent sous la forme de la proposition “Si n est tel que
n est élément de N* et A est tel que A est élément de M, (C), alors X,(A)=0", en identifiant d’aprés les
régles syntaxiques de convention du code Platoniste considéré X, avec Fpc(A), Fpc €tant une fonction-
concept.)

EXEMPLE 4.4 :
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On démontre facilement I’ Axiome du choix dans la TLP :

On rappelle cet Axiome, exprimé sous forme d’une proposition mathématique simple :

Si E est tel que « E est un ensemble non vide et pour tout (A,B) tel que A et B sont des
¢éléments de E, « A est un ensemble non vide et B est un ensemble non vide et ANB=@ » », alors il
existe G tel que « « G est un ensemble et pour tout C tel que C est €lément de E, il existe un et un
seul g tel que « g est élément de C et g est €lément de G » » et « pour tout h tel que h est élément de
G, il existe D tel que « D est élément de E et h est élément de G » » .

Preuve :

Soit E un concept non-flou représentant un unique ensemble non vide dont les éléments sont
des ensembles disjoints non vides. On note A le concept particulier non-flou défini par « A est tel que
A est élément de E »

D’aprés I’ Axiome d’existence d’ensemble donné dans I’article précédent ¥ (Axiome 2.14e), il
existe un ensemble non-flou unique F=Ug(A) dont les éléments sont les éléments des ensembles A
appartenant a E. En général les ensembles A sont des sous-ensembles d’un ensemble F, et donc on
peut plus simplement utiliser cet ensemble F.

D’aprés le premier article ), il existe donc un concept non-flou F(E,F) dont les éléments sont
toutes les applications de E dans F.

On a vu dans I’article précédent que si on avait 2 ensembles A et B non vides et a étant le
concept particulier défini par « a est tel que a est élément de A », et si on avait une définition non-
floue D(0,a,A,B) telle qu’on ait un concept non-flou f(a,A,B) défini par « f(a,A,B) est tel que
D(f(a,A,B),a,A,B) », défini uniquement on fonction de a,A,B et tel que f(a,A,B) est élément de B,
alors il existait un concept particulier non-flou f défini uniquement en fonction de A,B défini par :

« fest élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A, f(a) est tel que D(f(a),a,A,B) ».

On peut généraliser le théoréme précédent au cas ou f(a,A,B) est un concept particulier non-
flou mais n’est pas défini uniquement en fonction de a,A,B. Alors on admet axiomatiquement que de
fagon évidente, f est un concept particulier non-flou, mais n’est pas défini uniquement en fonction de
A,B.

Appliquant 1’Axiome précédent pour (E,F) a la place de (A,B) et prenant comme définition
D(0,A,E,F) : «o est élément de A », on obtient un concept particulier non-flou f, telle que f est élement
de F(E,F) et pour tout A tel que A est élément de E, f(A) est élément de A.

On considere alors 1’ensemble G(f,E)={x tel que « il existe A tel que « A et ¢lément de E et x
est identique a f(A) » »}.

D’aprés 1’Axiome d’existence d’ensemble G(f,E) est un concept particulier non-flou défini
uniquement en fonction de f,E, et il est évident que tout objet Gy pouvant étre représenté par G(f,E)
convient.

5.CONSEQUENCES DE LA TMP EN PHYSIQUE (ET AUTRES SCIENCES)

Toutes les sciences del’Univers ou disciplines utilisant des mathématiques (physique, chimie,
biométrie, économie, comptabilité) ont pour principe (implicitement) d’identifier les concepts de la
réalité concrete qu’elles étudient avec des concepts généraux de la TMP.

Ainsi par exemple en physique, on peut identifier le concept d’espace-temps avec le concept
général non-flou R"xR’, et un événement de 1’espace-temps avec le concept général non-flou pouvant
représenter tous les éléments de R"™<R’ du type (t,(x,y,2)).

Alternativement (dans la Théorie de I’Ether) on pourra identifier le concept d’espace-temps
avec le concept général non-flou g(t), avec g application de R* dans R'xP(R’) telle que pour tout t
élément de R’, g(t)=(t,S(t)) avec S(t) est une sphére de centre (0,0,0) et de rayon R(t)=Cxgt, C étant
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une constante réelle. Un événement de I’espace-temps sera le concept général non-flou pouvant
représenter tous les objets mathématiques du type (t,(x,y,z)), avec (t,(X,y,z)) est élément de {t} xS(t).

De méme on peut modéliser un champ électromagnétique dans le vide et en 1’abscence de
charge, dans un Référentiel de Lorentz, dans un volume parallélipédique, de la fagon suivante :

V, est un volume de forme parallélipédique ouvert (C'est-a-dire privé de ses fontiéres) sous-ensemble
de R’. (On rappelle qu’on met I’indice « 0 » pour un symbole identifié a un objet mathématique).

(E, B) est un concept particulier non-flou pouvant représenter tous les couples (E,, By) de fonctions
infiniment dérivables de de VoxR" dans R® et vérifiant les équations de Maxwell dans le vide et en
absence de charge. (Formellement, un élément de VoxR" est de la forme ((X,y,z),t), mais on 1’écrira,
dans tout ce qui suit, sous la forme (X,y,z,t)).

Alors on définit « un champ électromagnétique dans le vide et en absence de charge dans un
volume parallélipédique d’un Référentiel inertiel » comme le concept général non-flou identifié a
(E,B) sans parametres fixes.

On définit « une description compléte d’ un champ électromagnétique dans le vide, dans un
volume parallélélipédique d’ un Référentiel inertiel et en 1’abscence de charge » comme le concept
général non-flou pouvant représenter tous les triplets (-le vide-,V,, -abscence de charges-, (E,, By)).

On peut généraliser ceci en définissant «un champ électromagnétique dans un milieu
diélectrique ou magnétique dans un volume parallélipédique d’un Réfétentiel de Lorentz » comme un
concept général non-flou. Pour cela on procéde comme suit :

-V, est un volume de forme parallélipédique ouvert sous-ensemble de R’ .

- €mo €t Wy sont des fonctions de R’ dans R*", (identifiées a la permittivité et a la perméabilité du
milieu), qui sont celles du vide pour (X,y,z) n’est pas élément de V.

-pjo est une fonction infiniment dérivable de R’~<R" dans R et jio est une fonction infiniment dérivable
de R’xR" dans R’ reli¢es entre elles par 1’équation de conservation de la charge. (Ces fonctions seront
identifiées avec la densité volumique de charge libre et la densité de volume de courrent libre) elles
seront nulles si (x,y,z) n’est pas élément de V.

-(E, B) est un concept particulier non-flou pouvant représenter tous les couples (Eq, By) de fonctions
infiniment dérivables de de R*xR" dans R et vérifiant les équations de Maxwell.

Alors on définit « un champ électromagnétique dans un milieu diélectrique ou magnétique
dans un volume parallélipédique d’un Référentiel de Lorentz » comme le concept général non-flou
identifié a (E,B) sans paramétres fixes.

On définit aussi « une description compléte d’un champ électromagnétique dans un milieu
diélectrique ou magnétique dans un volume parallélipédique d’un Référentiel d Lorentz » comme le
concept général non-flou pouvant représenter toutes les séquences :

(-un champ électromagnétique dans un milieu diélectrique ou magnétique homogene, linéaire et
isotrope dans un Référentiel inertiel-, (€9, Umo))> Vo, Pio> Jio» (Eo, Bo)).

On pourra aussi identifier « un milieu diélectrique ou magnétique au concept général non-flou
pouvant représenter tous les couples (-un milieu diélectrique ou magnétique homogeéne, linéaire et
isotrope-, (€m0, Mmo))

De méme on peut identifier la chaine de caractéres « une trajectoire d’ une particule
libre dans le vide dans un volume parallélipédique d’un Référentiel inertiel» avec un concept
général non-flou représentant les objets mathématiques de la forme :

(Vo, Eo,Byg, -Co- (Cy étant un chaine de caractére désignant la nature de la particule, par exemple
« proton », « électron »), iy (iy nombre identifiant la particule), m, (m, masse de la particule, nombre
réel), qo (qo charge de la particule, nombre réel), Xio, Y10, Z10> V10> Vy10> V210, Xo(t), Yo(t), Zo(t)).

Dans le multiplet précédent, V, est un volume parallélipédique, (Ey,Bo) appartient au concept
général non-flou « un champ électromagnétique dans le vide en abscence de charge dans un volume
paralélipédique d’un Référentiel inertiel » (concept général non-flou défini précédemment) pour un
volume Vo, (Xi0,Y10,Zi0) €t (Vxio,Vyi0,V210) sont respectivement des éléments de V, et de R’ appelés la
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position et la vitesse initiales (pour t=0) de la particule). X,(t), yo(t),zo(t) sont des fonctions de R" dans
V, définies par la relation fondamentale de la dynamique (Fo=myyo) Fy et v, définis classiquement en
fonction de E, et By et de Xo(t),yo(t),zo(t). On peut donc dire que (x(t),y(t),z(t)) est un concept
particulier non flou défini uniquement en fonction des concepts particuliers non-flous m, q,
XLY1,Z1,VxI, Vyl, Vzl, B.E)

Ici on n’a pas modélisé les grandeurs physiques dans lesquelles sont exprimées les variables
physiques considérées. Cependant ceci est possible si on suppose que toutes ces variables sont
exprimées en Unité du Systéme International (seconde, métre, kg, Coulomb, Tesla...).On peut
cependant modéliser aussi n’importe quelle grandeur physique. Par exemple on remplace D, par
Dox{s}, «s» étant un caractére identifi¢é a un objet mathématique existant, et modélisant ainsi la
grandeur « seconde ».

De méme, en électricité, on peut modéliser les appareils (résistance, condensateur, bobine
d’induction, ampeéremétre, voltmetre) par des concepts généraux.

Ainsi, « une résistance » est identifiée a un concept général pouvant représenter tous les objets
mathématiques res, de la forme (-une résistance-, B1,B2, Ry, {(Qgig2(t),Up1p2(t),Ig1ma2(t)}).

Dans la séquence précédente :
- «-une résistance- » , « Bl » et « B2 » sont des concepts généraux non-flous représentant (et
identifiés) chacun avec un objet mathématique unique qui est une chaine de caractére. (qui sont « -une
résistance- » , « Bl » et « B2 »).
-R, est élément de R*" appelé valeur de la résistance res.
-{(Q1p2(t),Up1p2(t),Ip1s2(t))} est un ensemble de triplets de fonctions Qgipa(t),Urisa(t),Ipima(t) telles
que Qgip2(t),Ugisa(t),Is152(t) sont des fonctions infiniment dérivables et définies de R” dans R, et telles
que pour tout t dans R" Qg;p2(t)=0 et Ugpa(t)=-Rolg;pa(t). Cet ensemble est donc défini uniquement en
fonction de R.

On montre facilement qu’ « une résistance » est un concept général non-flou.

De méme on identifie avec des notations analogues « un condensateur » a un concept général
pouvant représenter tous les objets mathématiques cond, de la forme (-un condensateur-
,B1,B2,Co, {(Qp152(1),Upis2(t),Ip182(1)) })-

Avec :
-C, est élément de R*" appelé capacité de cond,.
-{(Qg1p2(t),Us1ma(t),Ip1B2(t))} est un ensemble de triplets de fonctions Qgipa(t),Us (), Ip1m2(t) telles
que Qgip2(t),Ugisa(t),Ig182(t) sont des fonctions infiniment dérivables et définies de R” dans R, et telles
que pour tout t dans R" Qg pa(t)=CoUga(t) et Igipa(t)=d(Qgsa(t))/dt. Cet ensemble est donc défini
uniquement en fonction de C .

Plus généralement, un appareil électrique a 2 bornes sera un concept général non-flou pouvant
repésenter tous les objets ap, de la forme :

(« -(nom de I’appareil)- »,B1,B2, Cq,...,Cpo, {(Qpi2(t),Ugis2(t),Iz152(t))})

Les Cj, sont des constantes caractérisant 1’appareil électrique. Et [’ensemble
{(Qg1B2(t),Up1B2(t),Ip1p2(t))} est défini uniquement en fonctions des C;.

Dans certains cas (par exemple une diode), on n’a pas une équation (différentielle ou non)
reliant Ugp; et Ipipy, mais une courbe, appelée caractéristique de 1’appareil électrique, identifiée a un
sous-ensemble Car, de R”. On utilise alors Car, pour définir I’ensemble {(Qgp>(t),Usipo(t),Ig1m2(t)}) et
on remplace les C;y par Car.

On définit « un circuit » , comme un concept général non-flou pouvant représenter tous les
objets 1y de la forme :
10: (Nco, —circuit— , f(], {(A],la‘ . '-;ApO(l),l),n;(Al,fO,- . .,Apo(fo)!fo)},no, {e(l),..,e(no)})
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Dans le multiplet précédent :

-N¢o est une chaine de caractére donnant un nom de circuit.

-«-circuit- » est un concept général non-flou représentant un unique objet mathématique qui
est la chaine de caractére « -circuit-».

-f, est le nombre de fils du circuit. Le terme suivant est un ensemble noté Eflyc, contenant f,
multiplets, notés fl,,...,fly, chacun étant appelé « un fil du circuit du circuit N¢g ». Chaque Ajpjo est
appelé «un point du circuit N¢g » et est identifié au triplet (A,iy,jo), avec A symbole et iy et j, des
naturels non nuls. p(i) est une fonction ( de {1,....f,} dans N*) donnant le nombre de points du i™ fil.

-ng est le nombre de neeuds du circuit. Un neeud est un point du circuit dont partent au moins 3
fils. Les nceuds sont désignés par ny,...,Ny.

-Pour i dans {1,...,no}, e(i) est I’ensemble des points du circuit coincidant avec n;.

On supposera de plus que tout circuit ly vérifie :

-Tous les points de 1y Ajyjo qui ne sont pas des nceuds sont distincts.

-Tous les A, jo et les Apooyio, (appelés extrémités du fil fiy) sont des nceuds (sauf dans le cas ou
lp ne comporte qu’un fil), et réciproquement il n’y a pas de nceuds en un point du circuit N¢y qui n’est
pas une extrémité d’un fil fi,.

Le cas particulier le plus simple,c'est-a-dire la ligne de circuit la plus simple, avec 1 seul fil
sera représentée par un multiplet :
(Nco,-ligne-, 1, {(Al,lw-uaApO(l),l,Al,l)}aOa )

On sait qu’un circuit électrique contient des appareils électriques (résistances,
condensateurs. ..) et on a vu qu’on pouvait identifier chacune de ces appareils a un objet mathématique
(resy, condy...). En général, ces appareils ont 2 bornes mais pas nécessairement (par exemple pour un
transistor). Pour simplifier, on considérera seulement le cas d’appareils a 2 bornes. On supposera de
plus qu’il y a au plus un appareil entre 2 points successifs d’un fil du circuit considéré.

Si on a un circuit lo, Ajgjo €t Ajo+1jo étant 2 points successifs d’un fil fjy de ly, on identifiera « un
appareil ap, entre Ao jo et Ajo+1jo» au multiplet :

(NCO,Aio,jo,Ai+01,jo,apo)- N

Ce multiplet signifie que dans le circuit Ny, Ajojo coincide avec la 1" borne de apy, et Ajp+1 jo
avec la seconde. Dans le cas contraire on intervertit Ajjo et Ajpr1,jo dans le multiplet précédent

S’il n’y a pas d’appareils entre Ajpj et Aip:1jo (seulement le fil), I’appareil ap, entre Ajjo et
Ajo+1jo sera noté « 0 » dans le multiplet précédent.

On identifie alors «un circuit €lectrique » a un concept général non-flou représentant les
objets mathématiques Cely :

Cely=(Nco, ly, Apy), défini par :

-« Neo» est un concept général non-flou représentant un unique objet mathématique qui est une
chaine de caractére , N, sera le nom du circuit.

-1 est un circuit (de nom de circuit N¢)

-Ap, est I’ensemble de tous les multiplets de la forme précédente (Nco, Aiojo, Aio+1jo, apo)- 11y
a un tel multiplet pour chaque couple (Aigjo,Aio+1jo ). On identifie donc 1’objet mathématique Ap, a
I’ensemble des appareils électriques sur le circuit.

Si on a un circuit électrique Cely, on dira que (Nco,loi(t),...,lon(t)) est le « multiplet intensité de
Cely » si (Ip(t),...,Iop(t)) sont défins de la fagon suivante :

-Pour tout jo, Lojo(t) est I’intensité dans le fil flj, de la ligne de circuit de Cely, dans le sens de
A],jO Vvers ApO(jO),jO .

-Les Iyj(t) sont des fonctions, infiniment dérivables et de R” dans R (on peut remplacer R” par
tout intervalle de R), définis par les équations suivantes :

-Les équations de nceuds : La somme des intensités partant d’un nceud quelconque sont nulles.
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-Les équations des appareils électriques du circuit : Si on a un élément de Apy (Nco, Aig,jo,
Aio+140, apo), ’ensemble {(Qpapa(t).Is152(t),Usip2(t))} correspondant a ap, donne des équations entre les
fonctions Q aiojo,aio+1.jo(E)sLaiojoaio+1jo(t) €t Uaiojo,aior1 jo(t)-

-Les équations des boucles : Pour chaque fil j, du circuit électrique, on considére une boucle
de circuit contenant jo, c'est-a-dire une suite finie de points du circuit (notée Bcl(jo)) (Bijo,. - - .,Bujo,Bijo)
telle que cette suite contienne le fil jo, et soit telle que 2 points successifs appartiennent a un méme fil
(c'est-a-dire soient reliés par un fil du circuit Nyp).

Alors pour chaque boucle Bcl(jp) ona:

Usijomjo(t)*. . . +Ugn-1j0Bnjo(t)+ Usnjosijo(t)=0.

(Certaines des équations précédentes ne sont pas indépendantes. On peut se limiter a un
ensemble de boucles telles que chaque fil flj, appartienne & au moins une boucle. On doit au final
utiliser fy équation indépendantes, afin que le multiplet intensité de Cely soit défini uniquement en
fonction de Cely. )

Dans le cas ou on a un appareil électrique a by bornes, avec by>2, on doit supposer que cet
appareil est placé en un nceud du circuit d’ou partent b, fils. On modélise alors I’appareil par un objet
mathématique ap, analogue a res, et a condy: (nom de Iappareil, Bl,...,Bb;, Ciy,..,.Cp,
{(Inoos1(D),- - -, Inbobo(t), Usisa(t),.-.... »-Usbo-1Bb0(t)) ).

Dans le multiplet précédent, les termes sont analogues aux multiplets représentant une résistance ou un
condensateur mais on a supprimé les fonctions analogues a Qgipa(t).

On voit donc que pour toute science utilisant des mathématiques, on peut modéliser cette
sciences par des objets mathématiques, et des concepts particuliers ou généraux, existants et définis
d’aprés la TMP. Ceci est en particulier vrai en économie. C’est aussi le cas dans des domaines
considérés comme non scientifiques, comme le jeu d’échec ou la comptabilité.

6.CONCLUSION :

On a donc vu dans cet article que la TLP est une théorie mathématique de logique pouvant
interpréter I’ensemble des mathématiques classiques . Cette théorie mathématique est entiérement
nouvelle et donne une justification théorique au Principe de Non-contradiction et au Principe du Tiers
exclu qui sont admis axiomatiquement dans les théories actuelles de logique formelle. On a vu aussi
que la TLP donne aussi une justification théorique & la consistance des théories mathématiques
classiques. La TLP fait apparaitre une analogie remarquable entre la construction de toutes les théories
mathématiques classiques ainsi qu’entre la construction de toutes les propositions mathématiques et
les démonstrations utilisées en mathématiques. La TLP modélise en effet toutes les théories
mathématiques classiques ainsi que les propositions et démonstrations qu’elles utilisent a I’aide d’un
code Platoniste.

Ainsi la TMP apparait comme une théorie mathématique fondamentale permettant de
comprendre le sens profond des mathématiques. Elle apparait comme étant a la fois un théorie des
théories matématiques et aussi comme la théorie de toute théorie scientifique (notamment physique)
utilisant des mathématiques.
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Résumé :

Nous avons présenté en 2 articles (Théorie Aléatoire des Nombres (T.A.N) Parties I et II) une
théorie mathématique étudiant le hasard en théorie des nombres, dont I’importance est fondamentale.
Cette théorie fait apparaitre que certaines propositions en théorie des nombres ont une explication
théorique basée sur le hasard, sans que rien n’indique qu’elles aient en plus une démonstration
classique, c'est-a-dire utilisant seulement les Axiomes classiques de la théorie des nombres. Au
contraire, on peut penser que leur seule explication mathématique théorique est basée sur le hasard.

Nous avons appelé¢ Théorie Aléatoire des Nombres cette théorie trés générale permettant
d’étudier ces propositions, elle est basée sur un Axiome fondamental, I’ Axiome du Hasard, et aussi sur
un nouveau type de proposition appelées pseudo-Axiomes aléatoires, propres a cette théorie et admis
sans démonstration comme les Axiomes et dont la nécessité est la conséquence de 1’Axiome du
Hasard. Ainsi, la TAN permet d’obtenir des explications théoriques aléatoires, c'est-a-dire basées sur
le hasard, a certaines propositions qui n’ont pas de démonstration classique.

Dans ce premier article (T.A.N-Partie 1) nous présentons les plus simples Axiomes et pseudo-
Axiomes de cette théorie, et nous verrons qu’ils permettent malgré leur simplicité d’obtenir une
explication théorique basée sur le hasard (appelée explication aléatoire) pour la Conjecture faible de
Goldbach. Dans la seconde partie (T.A.N-Partie II), nous développerons cette théorie pour obtenir des
explications aléatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et des Nombres premiers jumeaux.

1.INTRODUCTION

La T.A.N (Théorie Aléatoire des Nombres) est une théorie destinée a étudier le hasard en
théorie des nombres. Elle est basée sur I’ Axiome fondamental suivant :

AXIOME 1 : (Axiome du Hasard)
Des modeles statistiques non-certains expriment les propriétés des nombres.

On dira qu’un modéle statistique est non-certain si on ne peut démontrer classiquement son
existence, c'est-a-dire en utilisant seulement les Axiomes classiques de la Théorie des Nombres.

On justifie I’Axiome du Hasard d’une part parce qu’il n’y a pas de raison pour lesquelles des
modeles statistiques n’existeraient pas en Théorie des Nombres, et s’ils existent on devrait s’attendre a
ce qu’ils soient définis en utilisant la Théorie des probabilités. Or dans la Théorie des Nombres
classiques, il n’y a aucun exemple dans lequel on utilise la théorie des probabilités pour obtenir une
proposition.

Il est évident que si I’Axiome du Hasard est vrai, on ne pourra jamais le démontrer
classiquement, en effet, il est équivalent a :

« Des modéles statistiques exprimant des propriétés des nombres existent alors qu’on ne peut montrer
classiquement, c'est-a-dire utilisant les Axiomes de la théorie des nombres classiques, leur validité.

Il est donc de la forme :
P : Q est vraie, mais on ne peut démontrer classiquement Q.
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Il est clair que si une telle proposition P est vraie, on ne pourra jamais la démontrer car pour
démontrer classiquement P on doit démontrer classiquement Q , ce qui est impossible si P est vraie. Et
donc si I’Axiome du Hasard est vrai, on ne peut I’obtenir que de fagon axiomatique.

On voit que la conséquence de 1’Axiome du Hasard, si on le suppose vrai, est qu’il est
nécessaire d’utiliser une logique nouvelle, différente de celle utilisant seulement les Axiomes
classiques de la Théorie des Nombres, pour obtenir des modeles non-certains. On appellera logique du
hasard une telle logique. On verra que la Théorie Aléatoire des Nombres est fondamentale car elle
permet de donner des explications aléatoires, c'est-a-dire des explications théoriques basées sur le
hasard a de trés nombreuses conjectures jamais démontrées, et en particuliers aux Conjectures fortes et
faibles de Goldbach et des Nombres Premiers Jumeaux.

La T.A.N, basée sur I’Axiome du Hasard précédent, étudie les modéles statistiques non-
certains et leurs conséquences. Elle utilise des propositions d’un type nouveau, qu’on a appelé pseudo-
Axiome aléatoires, qui sont analogues aux Axiomes classiques, c'est-a-dire qu’ils sont de formulation
simple et qu’ils peuvent étre justifiés par des arguments intuitifs évidents ou sont évidents. Ces
pseudo-Axiomes aléatoires constituent la logique du hasard en théorie des nombres que nous avons
défini précédemment. Ainsi, ils expriment 1’existence, dans des cas particuliers complétement définis,
de modeles statistiques exprimant les propriétés des nombres, et définis en utilisant la théorie des
probabilités.

De plus une conséquence de I’Axiome du Hasard et de 1’existence de modéles statistiques est
qu’on obtient des propositions modélisées par des événements non-certains. On verra qu’un pseudo-
Axiome de la T.A.N permet d’obtenir dans certains cas des propositions classiques si elles sont
modélisées par des événements de probabilité proche de 1. La T.A.N n’est utile que si on utilise des
modeles statistiques non-certains, car il est évident que tout mode¢le statistique certain ne nécessite pas
la T.A.N pour étre justifié.

Nous présentons dans ce premier article (T.A.N-PARTIE I :Conjecture faible de Goldbach)
une application trés simple et fondamentale de cette théorie, on voit qu’elle permet de donner une
explication aléatoire, c'est-a-dire une explication mathématique théorique utilisant seulement les
Axiomes et pseudo-Axiomes de la T.A.N, a la Conjecture faible de Goldbach.

Cette explication théorique aléatoire présentées dans ce premier article est la premiére
justification mathématique théorique de la Conjecture faible de Goldbach.

Il y a déja eu des approches probabilistes pour expliquer la Conjecture de Goldbach, mais
celles-ci étaient purement intuitives, et n’envisageaient pas ni ne montraient que celle-ci pouvait étre
expliquée par le hasard d’une fagon théorique.

Ainsi, par exemple, Hardy et Littlewood ® ont proposé une formule empirique estimant pour
tout nombre pair n le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n :

n

p—1
r(n) = 2I1,( —)
’ p/l,lsp—2 In(n)?

ou I1,=0,66016

Cette conjecture est obtenue © en utilisant la Théorie des nombres classique, et non en
utilisant des probabilités comme on le dit fréquemment, elle est appelée Conjecture forte (ou
« étendue ») de Goldbach et n’a jamais été démontrée tout comme la Conjecture faible de Goldbach
(Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers).

11 est important de constater que ce premier article ne consiste pas a obtenir par des arguments
intuitifs que le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n est de 1’ordre de
n/In*(n), ce qui a déja été fait, et de maniére beaucoup plus précise par Hardy et Littlewood. En fait, il
présente une théorie permettant de montrer que le hasard et ses lois expliquent la validité de
nombreuses propositions en théorie des nombres qui n’ont pas de démonstration classique. Une telle
théorie du hasard et de ses lois en théorie des nombres, basée sur I’ Axiome du Hasard et utilisant les
pseudo-Axiomes et les définitions de concepts fondamentaux que nous proposons, est totalement
nouvelle. En particulier nous définissons les concepts nouveaux et fondamentaux de propositions
modélisées, ou modélisées exactement par des événements ainsi que de lois numériques aléatoires.
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En résumé, I’idée que le hasard puisse étre a 1’origine et la seule explication existante de la
validité de nombreuses propositions en théorie des nombres, 1’Axiome du Hasard exprimant cette
idée, la Théorie du hasard dans les nombres proposée basée sur I’ Axiome du Hasard, d’un formalisme
nouveau et utilisant des pseudo-Axiomes et de nouvelles définitions, et son application a la Conjecture
faible de Goldbach, apparaissent comme étant des éléments nouveaux et fondamentaux de la théorie
des nombres présentée dans cet article. On présente dans ce premier article les plus simples pseudo-
Axiomes ainsi que les concepts fondamentaux comme ceux de propositions modélisées par des
éveénements ainsi que celui de loi numérique aléatoire, mais la Théorie Aléatoire des Nombres peut
étre développée. Ceci sera fait dans le second article, T.A.N-Partie II, oi nous donnerons notamment
une explication aléatoire aux Conjectures fortes Goldbach (Trés proche de celle proposée par Hardy et
Littlewood) et des nombres premiers jumeaux (Identique a celle proposée par Hardy et Littlewood).

Dans les 2 articles exposant la Théorie aléatoire des nombres, on appellera espace probabilisable
un triplet (Q,T,p) avec Q ensemble non vide, T tribu sur Q et p mesure sur T, alors que souvent on
appelle espace probabilisable (€,T) et (,T,p) un espace probabilisé. On pourra aussi parfois utiliser
le caractére « 2 » pour représenter un espace probabilisable mais cela sera toujours indiqué.

2.THEORIE

Nous allons étudier dans la T.A.N une catégorie de propositions particuliére que nous avons appelées
loi numérique aléatoire .

DEFINITION 2.1 :

a) « est modélisée par» est une relation qui peut exister entre des propositions et des événements
d’espaces probabilisables, définie par la propriété de correspondance suivante :

Si P1 et P2 sont 2 propositions, et que Evl et Ev2 sont 2 événements d’'un méme espace
probabilisable, et sion a :

P1 est modélisée par Evl1.

P2 est modélisée par Ev2.

Alors :

La proposition « P1 et P2 » est modélisée par 1’événement « Ev1 et Ev2 ».

La proposition « P1 ou P2 » est modélisée par 1’événement « Evl ou Ev2 »

La proposition Non(P1) est modélisée par 1’événement Non(Evl).

b)Soit F un sous-ensemble de N.
f est une fonction de F dans N, telle que f(k) est élément d’un ensemble fini F(k).
Xf(k) est une variable aléatoire a valeur dans F(k).

On appellera loi numérique aléatoire sur F 1a proposition :
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) »

Par définition, cela signifie que pour tout k dans F, et tout i, dans F(k), la proposition « f(k)=i, » est
modélisée par I’événement « Xf(k)=iy ».

REMARQUE 2.2 :

a)« P1 est modélisée par un événement Evl » signifiera intuitivement que si le modéle statistique
permettant d’obtenir la proposition précédente est valide avec une bonne approximation, P1 se
comporte comme s’il avait les propriétés statistiques d’Evl. Nous admettrons des propositions,
appelées pseudo-Axiomes aléatoires, modélisant des propositions par des événements en accord avec
la signification intuitive précédente.
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b)En réalité, avec les notations du 2.1b) pour que la T.A.N soit intéressante, on doit étre dans 1’un des
2 cas suivants :

-Ou bien F est infini, mais pour tout k appartenant a F, on connait un nombre fini d’étapes permettant
d’obtenir f(k) (utilisant dans la pratique un ordinateur).

-Ou bien F est fini (en général, F aura un seul élément, par exemple F={1}), mais pour au moins un
¢lément k de F on ne connait pas un nombre fini d’étapes permettant d’obtenir f(k).

Dans I’article, on supposera qu’on est toujours dans I’un de ces cas.

c)La T.A.N permet d’obtenir toutes sortes de propositions classiques, mais elle n’est intéressante que
pour obtenir des propositions qu’on n’a jamais démontrées classiquement et qui de plus sont illustrées
et en accord avec tous les tests réalisés, un test étant un nombre fini d’opérations.

Par exemple, on sait que si, a I’aide d’un ordinateur, on vérifie pour des naturels pairs s’ils
sont la somme de 2 nombres premiers, on trouvera toujours que c’est le cas. Ils vérifient donc la loi
générale « Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers », c'est-a-dire la Conjecture de
Goldbach qui est donc a la fois illustrée et en accord avec tous les tests réalisés et de plus n’a jamais
été démontrée classiquement. Elle fait donc partie des propositions classiques intéressantes a obtenir
par la T.AN d’apres la Remarque 2.2.

Supposons maintenant qu’on ait obtenu la loi numérique aléatoire sur F={1} suivante, t(P)
étant une fonction a de F dans F(1)={0,1} :
« t(P)(1) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P)(1) ».
avec p(« Xt(P)(1)=1 ») >1-10" .(Pour simplifier, on identifiera parfois t(P)(1) avec t(P), puisque F n’a
qu’un élément. En général, P sera une proposition et t(P) sera la fonction vérité de P, c'est-a-dire : Si P
est vraie, t(P)(1)=1, sinon t(P)(1)=0).

Si le modzéle statistique ayant conduit a obtenir la loi numérique aléatoire précédente est valide
avec une suffisamment bonne approximation, P se comporte comme un événement de probabilité trés
proche de 1 et donc une conséquence de ceci peut étre que P est vraie.

Comme la conséquence t(P)(1)=1 n’est pas toujours vraie, on 1’obtient par un pseudo-Axiome,
le pseudo-Axiome 2.3 du modele exact exposé ci-apres, et admis sans démonstration comme un
Axiome :

PSEUDO-AXIOME 2.3 (du mod¢le exact):

Si P est une proposition classique et si on a une loi numérique aléatoire sur un ensemble
F={1} «t(P)(1) est modélisée par Xt(P)(1) » avec t(P)(1) a valeurs dans {0,1} et p(« Xt(P)(1)=1 »)=1,
alors lorsque le pseudo Axiome 2.3 du modéle exact est valide pour la loi numérique aléatoire
précédente, on obtient t(P)(1)=1.

En fait la TA.N utilise 2 sortes de pseudo Axiomes aléatoires. Le premier pseudo Axiome est
le pseudo Axiome du modéle exact précédent. La seconde sorte de pseudo Axiomes permet d’obtenir
des modéles statistiques représentant des caractéristiques de fonctions numériques f(k). Ces modéles
statistiques permettront d’obtenir des lois numériques aléatoires concernant f(k).

En fait, dans la T.A.N, tous les modéles statistiques sont obtenus par des pseudo Axiomes
aléatoires. La raison en est qu’il apparait qu'un mod¢le statistique peut étre valide dans un cas et
invalide dans un autre cas tout a fait analogue.

Le second pseudo Axiome aléatoire de la T.A.N introduit le modéle le plus simple : le modéle
équiprobable.
Nous allons tout d’abord justifier ce pseudo Axiome aléatoire :
Cette justification intuitive donnée ci-aprés est assez simple. On peut en fait admettre sans
démonstration ce pseudo-Axiome car il est a la fois trés simple et évident, de la méme fagon qu’on
admet les Axiomes dans les Théories mathématiques.
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Supposons qu’on ait un ensemble E contenant n éléments, et qu’on sache qu’un sous-ensemble
de E noté A contient un nombre a d’éléments.
On consideére la proposition : P : « x est élément de A », et on suppose qu’on ignore si P est vraie ou
fausse.
On considére alors seulement que x est un élément d’un ensemble contenant a éléments, lui-méme
sous-ensemble d’un ensemble contenant n éléments.

On peut alors considérer que x est fixé, et que A peut alors étre n’importe quel sous-ensemble
de E avec a éléments, avec équiprobabilité pour chaque sous-ensemble. On obtient alors de facon
¢élémentaire que la probabilité que x appartienne a A (et donc que P soit vraie) est égale a a/n.

Si par contre on considére que A est fixé, et que x peut étre n’importe quel élément de E avec
équiprobabilité, on obtient aussi de fagon élémentaire que la probabilité que x appartienne a A (et donc
que P soit vraie) est aussi égale a a/n.

On obtient aussi la méme probabilité (que P soit vraie) en considérant que (x,A) peut étre avec
équiprobabilité n’importe quel couple dont le premier terme est un élément de E et le second terme est
un sous-ensemble de E contenant a éléments.

Ainsi d’aprés ce qui précéde si on a une proposition de la forme P(Ay, Q) : « x est élément de
Ay », ou Ay est un sous-ensemble fini d’ un ensemble Q,, connaissant le nombre d’éléments de Ay et
de Q, si on considére seulement dans la proposition précédente le fait que x, est un élément d’un
ensemble Ay contenant Card(Ay) éléments, lui-méme sous-ensemble d’un ensemble fini €, contenant
Card(€Y) éléments, alors si de plus on ignore si P(A, Q) est vraie ou fausse, P(Ay,Qy) se comporte
comme si elle avait la probabilité d’étre vraie de I’événement Ev(A, Q) : « X est élément de Ay » de
I’espace probabilisable équiprobable (Q, P(€),Peqar), OU Peqax représente la probabilité équiprobable
sur I’Univers €.

Ainsi, ce qui précede est la justification intuitive du pseudo Axiome aléatoire suivant,
permettant d’obtenir de nombreuses lois numériques aléatoires:

PSEUDO-AXIOME 2.4 :(du mod¢le équiprobable) :

Si on a une proposition Py : « x, est élément de Ay », ou Ay est un ensemble fini dont on
connait le nombre d’éléments, qui est un sous-ensemble d’un ensemble fini Q dont on connait aussi le
nombre d’éléments, alors lorsque le pseudo- Axiome du modéle équiprobable est valide pour
(X Ak
La proposition Py :«x, appartient 2 Ay » est modélisée par I’évenement « x;, € 4, » de I’espace
probabilisable (€ ,P(£X),peqax) OU pour tout ensemble Q la probabilité pe,q désigne la probabilité
équiprobable sur Q.

On appellera plus simplement 1’espace probabilisable (€, P(€x),peqax) « €space équiprobable Qy » .

REMARQUE 2.5 :

On a choisi la notation « x, € 4, » plutdt que «Ayx» ou « x € 4, » pour représenter

I’événement modélisant « x; appartient a Ay » car il est clair que cet événement est différent d’un
événement modélisant « y, appartient a Ay » ou y,#X,. Dans ce cas, bien qu’on ait désigné les espaces
probabilisables auquels ils appartiennent par la méme notation (€2x,P(£X),Peqax), ils sont différents. On
pourra les distinguer en les notant : (X, (€, P(€k),Peqar)) €t (Yi»(kP(E),Peqar))-

11 est clair qu’avec ce modéele :

Card(A,)

x,., €A )=
pquk( (k) i) Card(Q,)
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en général, on appliquera ce pseudo Axiome pour (Xx,A, ), avec Ay appartenant a un sous-ensemble
A de P(CY). On écrira alors qu’on a supposé que le pseudo Axiome du modele équiprobable était
valide pour (xx,4,8). Nous allons montrer qu’on peut toujours considérer que A est une tribu (sigma-
algébre):

REMARQUE 2.6 :
On rappelle d’apres la Définition 2.1a) et b) la propriété de correspondance :

Si la proposition X est modélisée(ou est modélisée exactement) par EvX et la proposition Y
par EvY, EvX et EvY appartenant au méme espace probabilisable alors :
-La proposition Non(X) est modélisée (ou est modélisée exactement) par I’événement Non(EvX).
-La proposition « X et Y » est modélisée (ou est modélisée exactement) par 1’événement « EvX et
EvY »
-La proposition « X ou Y » est modélisée (ou est modélisée exactement) par 1’événement « EvX ou
EvY »

Il en résulte que si X1,..,.Xn sont des propositions modélisées (ou modélisées exactement) par des
événements Evl,....Evn d’un méme espace probabilisable, alors toute proposition P(X1,..,Xn)
construite a partir de X1,...,Xn, utilisant seulement des « et », des « ou » et des « non » est modélisée
(ou est modélisée exactement) par 1’événement P(Ev1,..,Evn) (qui est aussi un événement de 1’espace
probabilisable). Ceci est obtenu car « et », « ou », « non » ont les mémes propriétés utilisés avec des
propositions ou utilisés avec des événements d’un espace probabilisable (commutativité,
associativité,distributivité....)

On a alors le Théoréme :
THEOREME 2.7 :

(1) Si le pseudo Axiome du modéle équiprobable est valide pour (xi,Ax,Q) et (X,Bk,Qk), alors il est
valide pour (xx,AxUBy, Q) ,pour (xx, AxNBy, ) et pour (X, Qu/Ak, ).

(i1)L’ensemble By des sous-ensembles Ay de Q tels que I’ Axiome du modele équiprobable soit valide
pour (Xy,Ag,€2) est une tribu.

Démonstration :
Si I’Axiome du modéle équiprobable est valide pour (x,Ax,€), alors la proposition « x, appartient a

Ay » est modelisée par I’¢événement « x;, € 4, » de I'espace équiprobable Q.

D’apreés la propriété de correspondance, Non(« X appartient a Ay ») est modélisée par 1’événement
Non(« xy € 4; »)

Ceci est équivalent a :

« X, appartient a Qu/Ay » est modélisée par « x,) € Q; / 4, ».

Donc I’Axiome du modele équiprobable est valide pour (X, /Ay, ).

Si I’ Axiome du modéle équiprobable est valide pour (xy,Ax,L2y) et pour (Xi,Bi, ) :
La proposition «x, appartient a Ay » est modélisée par I’événement « x;, € 4, » de Iespace

équiprobable Q.

La proposition «xy appartient a By » est modélisée par I’événement « x,, € B, » de I’espace
équiprobable Q.

Donc en utilisant la propriété de correspondance:
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La proposition « «xi appartient a Ay » et « x, appartient a By » » est modélisée par 1’évenement
« X, € A, et x, € B, », cequi est équivalent a :

La proposition : « x appartient a AxNBy» est modélisée par 'événement «x,, € A4, N B, » de

I’espace équiprobable €.
Ce qui signifie exactement que 1’ Axiome du modéle équiprobable est valide pour (xx,AxNBy, ).

On montre de méme qu’il est valide pour (xi, A UBy, ).
On a donc montré le Théoréme 2.7a), qui entraine le Théoréme 2.7b).

On a donc montré le Théoréme 2.7.

On verra que le pseudo Axiome aléatoire du modéle équiprobable a de nombreuses applications dans
la T.A.N. Il permet en effet d’obtenir de nombreux mod¢les statistiques.

En général, si on obtient une loi numérique aléatoire sur un ensemble F :
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) »
on ne peut pas en obtenir des propositions classiques. Cependant il semble évident que dans certains
cas, on peut considérer que les variables aléatoires Xf(k) sont indépendantes entre elles. Comme ceci
n’est pas toujours vrai, on l’obtient par un pseudo-Axiome trés simple, le pseudo-Axiome des
variables indépendantes :

PSEUDO-AXIOME 2.8 des variables indépendantes :

Si on a une loi numérique aléatoire sur F « f(k) est modélisée par Xf(k) » alors lorsque le
pseudo-Axiome des variables indépendantes est valide pour cette loi, on obtient la loi numérique
aléatoire « f(k) est modélisée par Xf(k) », ou les variables aléatoires sont indépendantes entre elles,
définies sur un Univers infini si F est infini.

REMARQUE 2.9 :

En réalité, si on obtient une loi numérique aléatoire « f(k) est modélisée par Xf(k)» en
utilisant le pseudo-Axiome du modele équiprobable, on peut en général obtenir qu’un nombre fini des
variables aléatoires Xf(k) sont indépendantes entre elles, par application du modéle équiprobable sur
un produit fini d’Univers associés aux variables aléatoires.

Ceci s’obtient en utilisant que si on a des Univers finis Q,..,C),, et des ensembles A,,..,A, avec
pour tout i A; est inclus dans €, alors :

ﬁ Card(A4,)

i=1

ﬁ Card(Q,)
i=1

Card(A4,x..x4,)
Card(Q, x...xQ,)

II en résulte que dans 1’espace probabilisable équiprobable d’Univers Q;%...xQ,, les événements « X
est ¢lément de A; » sont indépendants entre eux.

En généralisant ceci a un Univers produit infini, on obtient comme dans le pseudo-Axiome 2.8
des variables indépendantes précédents que les variables aléatoires Xf(k) sont indépendantes sur un
Univers infini.

Cette Remarque 2.9 constitue aussi une justification intuitive du pseudo-Axiome 2.8 précédent
des variables indépendantes.
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Ainsi la T.A.N présentée dans cet article repose sur le pseudo Axiome2.3 du modé¢le exact, le
pseudo Axiome du modele équiprobable et le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes.

On utilise ces pseudo Axiomes pour obtenir des lois numériques aléatoires et des propositions
classiques. Comme on 1’a dit dans la Remarque 2.2, seules les propositions classiques qui n’ont jamais
été démontrées classiquement mais qui sont illustrées et en accord avec tous les tests réalisés sont
intéressants. On verra notamment qu’on peut obtenir la Conjecture de Goldbach et des propositions
classiques en accord et illustrées par les tests définissant la Comeéte de Goldbach obtenue par
ordinateur.

DEFINITION 2.10 :

a) On appellera pseudo-preuve aléatoire d’une loi numérique aléatoire ou d’une proposition
classique son obtention utilisant les pseudo-Axiomes de la T.A.N, ainsi que la Théorie
classique des nombres et celle des probabilités.

b) On dira qu’une proposition classique a une explication aléatoire si elle a une pseudo-preuve
aléatoire et que celle-ci est trés intéressante, puisqu’elle répond aux critéres suivants :

-On n’a jamais pu la démontrer ni sa négation.

-Elle est illustrée par des tests .

-Si des propositions contradictoires P1,..,Pn ont des pseudo-preuves aléatoires, une seule d’entre

elles, celle la mieux illustrée par les tests, pourra avoir une explication aléatoire. Si les tests ne

peuvent départager, on choisira celle obtenue par le modéle statistique le plus précis.

Les définitions données précédemment n’ont pas la méme nature : Si on peut considérer que a)
donne une définition mathématique d’une pseudo-preuve aléatoire, cela n’est pas le cas de la
définition d’une explication aléatoire donnée en b). En effet, on utilise 1’expression « proposition
ayant une explication aléatoire » pour désigner une proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire
celle-ci étant trés intéressante, car elle répond a certains critéres. Et donc explication aléatoire n’a pas
de définition mathématique formelle, contrairement a pseudo-preuve aléatoire.

La T.A.N permet de mettre en évidence que le hasard et ses lois expliquent la validité de
certaines propositions (propositions, lois numériques aléatoires exacte). Il n’y a aucune raison a priori
pour que ces propositions aient en plus une démonstration classique : Il est trés possible que certaines
de ces propositions aient uniquement le hasard comme origine de leur validité. De plus on peut
s’attendre a ce que seules certaines propositions ayant une pseudo-preuve aléatoire soient en accord et
illustrées par tous les tests réalisés et donc aient une explication aléatoire intéressante.

REMARQUE 2.11 :

a)On rappelle t(P)=1 si P vraie et t(P)=0 si P fausse. Si P(k) est une proposition dépendant d’un
naturel k, on considérera souvent la fonction t(P(k)) en vue d’ obtenir des lois numériques aléatoires.

b) Si une proposition classique a une explication aléatoire (Déf 2.10), alors le fait qu’elle concerne une
infinité de naturels est nécessaire pour qu’on ne puisse la démontrer classiquement ni sa négation. Ceci
justifie les 2 types de lois numérique aléatoires considérées, sur un ensemble F fini ou infini.

¢) Nous allons montrer que la Conjecture de Goldbach a une explication aléatoire , sa pseudo-preuve
aléatoire utilisant les pseudo-Axiomes trés simples de la T.A.N présentées dans cet article, et que la
T.A.N permet d’obtenir des propositions classiques ayant une explication aléatoire en accord et
illustrées par les tests obtenus par ordinateur définissant la Comeéte de Goldbach.

d) Si on montre qu’une proposition classique a une explication aléatoire, on n’a pas prouvé qu’elle est

vraie mais on a prouvé trois aspects essentiels de la proposition considérée:
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- Elle a une explication théorique basée sur le hasard, obtenue a partir d’Axiomes et de pseudo-
Axiomes de la T.A.N, qui sont simples et ont un caractére d’évidence tout comme les Axiomes
classiques.

- Cette explication théorique basée sur le hasard et ses lois, appelée explication aléatoire, montre
qu’elle peut étre la conséquence de modéles statistiques qui sont complétement déterminés et dont on
connait I’origine de la validité en considérant les pseudo Axiomes utilisés pour les obtenir.

-Cette explication théorique aléatoire est fondamentale puisque la proposition n’a pas de preuve
classique, et qu’il est tout a fait possible qu’elle soit la pure conséquence du hasard et de ses lois et
n’ait donc pas de preuve classique.

3.APPLICATIONS

Nous allons établir que la Conjecture faible de Goldbach a une explication aléatoire. Ainsi,
d’apreés ce qui précede, on va démontrer que la Conjecture de Goldbach a une explication rationnelle
basée sur le hasard et mettre en évidence les modeles statistiques dont elle peut étre la conséquence.

On rappelle la Conjecture de Goldbach :
« Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers ».

APPLICATION 3.1 :

k étant un naturel pair, on considére la proposition P(k) :

P(k) :« k est la somme de 2 nombres premiers ».

On définit les ensembles :

E(k) est I’ensemble des paires de naturels impairs inférieurs a k.

A(k) est I’ensemble de paires de nombres premiers inférieurs a k.

B(k) est ’ensemble de paires de naturels impairs dont la somme donne k.
On note a(k),b(k),e(k) le nombre d’éléments de A(k),B(k),E(k).

Dans ce qui suit, i,j,k représenteront toujours des naturels pairs.

On considére la fonction f(k)=t(P(k)).

On pose :

Q(k)={(Ax,Bx) , Ak et By sous-ensembles de E(k) ayant a(k) et b(k) éléments}

C*(k)={(AxBy) tels que (Ax,By) appartient a Q(k) et Ax et By ont au moins un élément en commun}.
(Formellement il elt été préférable de considérer que Q(k) est I’ensemble des couples (Ay,B(k)) de
méme que C*(k), mais on vérifie que les 2 choix de Q(k) conduisent aux mémes résultats).

Alors, on remarque que P(k) s’exprime :

P(k) :« (A(k),B(k)) appartient a C*(k) »

Donc, on suppose que le pseudo-Axiome 2.4 du modéle équiprobable est valide pour
((A(k),B(K)),C*(k),Q(k)).

On obtient alors :

P(k) est modélisée par I’éveénement « C*(k) » (ou « (4,,B,) e C*(k) ») de I’espace équiprobable

(Q(k), P((K)),pega)-
On rappelle la définition formelle d’une loi numérique aléatoire (Définition 2.1):
DEFINITION 3.1.1 :

Si f(k) est une fonction définie sur un sous-ensemble F de N et que pour tout k appartenant a F
,f(k) appartienne a un ensemble fini de naturels {X;,....,.Xkn)}, alors on aura la loi numérique
aléatoire sur F « f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) » si pour tout k appartenant a F,
Xf(k) soit a valeurs dans {Xy,.. ,Xknq } €t la proposition « f(k)=xy; » soit modélisée par 1’évenement
« Xf(k)=xy; », Xf(k) étant pour tout k une variable aléatoire définie ou partiellement définie.
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REMARQUE 3.1.2 :

Une application immédiate de cette Définition est le cas ou pour k appartenant a un sous-

ensemble F de N, on a une proposition P(k) qui est modélisée par un événement Ev(k) d’un espace
probabilisable (C,B,px), identifié avec Q.
On définit alors la variable aléatoire XtP(k) sur I’espace probabilisable Qy, a valeur dans {0,1}, et telle
que I’éveénement Ev(k) est identifié a I’événement « XtP(k)=1 ». Alors comme P(k) est équivalente a
«t(P(k))=1 », on obtient la loi numérique aléatoire « t(P(k)) est modélisée par la variable aléatoire
XtP(k) » avec p(XtP(k)=1)=px(Ev(k))

On obtient donc d’aprés cette remarque la loi numérique aléatoire :

H(P(k)) « t(P(k) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(k)) avec :

PXt(P(K)) =1) = P oyoy (C*(K)) = % "

On pose alors :
C(k)(0)= {(Ax,Bx) / (A, By) appartient a Q(k) et Ay et By ont 0 éléments en commun}.
11 est alors évident : C*(k)=Q(k)/C(k)(0)

En utilisant les formules classiques de dénombrement on obtient :
Card(Q(k)) = C:((,f)) Cf((,f))
— (k) a(k)
Card(C(k)(0)) = Ce(k) Ce(k)—b(k)

Donc :
_e(k)=b(k), e(k)—b(k)+1 e(k)—b(k)—a(k)+1)
Papuny (CUNON) = (5= B . (S )
donc :
_ b)), . b(k) B b(k)
Doy (C()(0)) = (1 e(k))(l oh) _1)~--(1 b —a(b)+ 1)
On pose :
p(a(k),b(k),e(k)=pegan (C(k)(0)).
On a donc :

Pegar (C*(k))=1-p(a(k),b(k),e(k))

On cherche une approximation de p(a(k),b(k),e(k)).

Ona:
_ b(k) a(k) _@ a(k)
a ) —a) 11 +1) < pla(k),b(k),e(k)) < (1 e(k))
De plus on peut écrire:
(1= 20y — explahyLog1 -2

e(k) e(k)
On verra plus loin en calculant les expressions de a(k),b(k),e(k) que pour k tendant vers 1’infini on a
a(k)/e(k) et b(k)/e(k) tendent vers 0 et a(k)b(k)/e(k) tend vers I’infini.
Dans la suite, la notation g(k) désignera toujours une fonction tendant vers 0 pour k tendant vers
I’infini.
En utilisant que si (k) tend vers 0 pour k tend vers I’infini, alors il existe une fonction &,(k) tendant
aussi vers 0 pour k tendant vers I’infini telle que Log(1+¢,(k))=¢,(k) (1+€,(k)), on arrive facilement a :
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pak),b(k),e(k)) = exp(—%(l +£())

ou g(k) est une fonction tendant vers 0 pour k tend vers I’infini.

Calculons maintenant a(k),b(k),e(k).

E(k) est I’ensemble des pairs {x,y} de naturels impairs inférieurs a k. e(k) est le nombre d’éléments de
E(k).

Si k est pair, k=2p, il y a p naturels impairs inférieurs a k : {1,...,2p-1}.

Donc e(k)=(p’-p)/2, car il y a p* couples (x,y) mais p>-p couples (x,y) avec x2y.

On a donc e(k)=(p*-p)/2~k*/8

On emploiera la notation f(k)~g(k) si il existe une fonction €(k) tendant vers 0 pour k tendant vers
I’infini avec f(k)=g(k)(1+e(k)).

11 nous suffit d’étudier P(k) pour k supérieur a 10000 car utilisant un ordinateur on a déja montré que
P(k) était vrai pour k inférieur a 10000.

A(k) est I’ensemble de paires {x,y} de nombres premiers inférieurs a k, et on sait qu’une estimation du
nombre de nombres premiers inférieurs a k est égale a k/Log(k).
Il en résulte que 1e nombre d’éléments a(k) de A(k) est estimé par:

a(k )NE(L (k))

Enfin B(k) est I’ensemble des paires {x,y} de nombres impairs tels que x+y=k.

On a (si k= 2p) pour x I’ensemble des valeurs {1,...,2p-1}, soit p valeurs, et alors y est complétement
déterminé.

I en résulte qu’ une estimation de b(k) le nombre d’éléments de B(k) est :

b(k)=p/2=k/4.

On obtient donc :

a(bk) __ k
e(k) (Log(k))*

D’ou:
pla(k),b(k),e(k)) = exp(-——— (Lo (k)) > (1+ &(k)))

Et donc on a obtenu la loi numérique aléatoire, k étant un naturel pair supérieur a 10000 :
H(P(k)) : «t(P(k)) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(k)) avec :

k
p(Xt(P(k)) =1) = 1= p(a(k),b(k),e(k)) =1- eXp(_(LogW (+&(k))) »

On calcule que prenant k =10000, cette probabilité p(a(k),b(k),e(k)) est de I’ordre de 107,
APPLICATION 3.2 :
On considére la proposition P :

P : « Pour tout naturel k supérieur a 10000, k est la somme de 2 nombres premiers (distincts). »
On cherche a modéliser t(P) par une variable aléatoire Xt(P).
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Si on applique le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes a H(P(k)), on obtient une loi
numérique aléatoire H;,q¢(P(k)) identique a H(P(k)) mais dans laquelle les variables aléatoires
Xingt(P(k)) sont indépendantes.

Pour obtenir des propositions classiques a partir d’une loi numérique aléatoire, on utilise la Propriété
de correspondance généralisée suivante, qui compléte la définition 2.1a) des relations « est modélisée
par » en généralisant la propriété de correspondance définie dans la méme définition:

PROPRIETE DE CORRESPONDANCE GENERALISEE 3.2.1 :

A)On a vu dans la Remarque 2.6 (utilisant la propriété de correspondance (Définition 2.1)) que si on
avait des modélisations : « Pi est modélisée par 1’événement Evi», Evi événement d’un Espace
probabilisable (€2,B,pq), alors toute proposition P(P1,..,Pn) utilisant un nombre fini de Pi, de « ou » ,de
« et »de « non », était modélisée par I’événement P(Evl,..,.Evn).

On remarque que dans P(Evl,..,Evn), on peut remplacer « et » par « N », « ou » par « U », et « non »
par « (/) ».

On généralise cette proposition au cas ou on a une infinité de modélisations « Pi est modélisée par
Evi », i appartenant a un ensemble infini F et les Evi appartenant au méme espace probabilisable.
Alors, par généralisation de la définition de « est modélisée »:

La proposition N Pi est modélisée par I’événement M Evi .

ieF ieF

On a la méme propriété remplagant 1’intersection infinie par une union infinie.

Evidemment, M Pi signifie que pour tout i dans F, Pi est vraie, et U Pi  signifie qu’au
ieF ieF

moins une proposition Pi est vraie, pour i dans F.

B) Plus généralement, supposons dans B) qu’on ait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F fini
« f(k) est modélisée par Xf(k) », les variables aléatoires Xf(k) étant définies sur le méme espace
probabilisable fini (Q,B,p) et pour tout k f(k) prenant un nombre fini de valeurs dans un ensemble fini
noté F(k).

Supposons que les naturels 1,...,n appartiennent a F et qu’on ait une proposition P(f(1),...,f(n)) dont la
vérité dépende seulement des valeurs prises par f(1),..,f(n), c'est-a-dire que P(f(1),..,f(n))est vraie
ou(exclusif) fausse.

Alors P(f(1),..,f(n)) est équivalent a une proposition de la forme :

««f(l)=a;; »et...et «f(n)=a;,»»ou... «f(l)=ay »et....et «f(n)=ay, »»

Dans cette proposition la valeur des ay; dépendent seulement de la proposition P(f(1),..,f(n)).
Appliquant la Propriété de correspondance (Définition 2.1) ou la Remarque 2.6, on obtient que
P(f(1),..,f(n)) est modélisée par I’événement P(Xf(1),...,Xf(n)) de(Q,B,p).

C)Ce qui précéde est vrai pour F fini, mais comme en A), on généralise cette Propriété avec une F
infini:

Supposons qu’on ait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F infini « f(k) est modélisée par
Xf(k) », les variables aléatoires Xf(k) étant définies sur le méme espace probabilisable infini (Q,B,p) et
pour tout k f(k) prenant un nombre fini de valeurs dans un ensemble fini noté F(k).

Si on a une proposition P((f(i)g) dont la vérité dépende seulement de (f(i))r, c'est-a-dire P(f(i))r) est
vraie ou(exclusif) fausse, alors on admettra, en généralisant la propriété précédente établie pour F fini,
et donc en généralisant la propriété de correspondance, que P(f(i)r) est modélisée par 1’évenement
P(Xf(i)r) de (2,B,p).

On appellera Propriété de correspondance généralisée la Propriété précédente, de laquelle on peut
obtenir le A) :
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Avec les hypothéses du A), on définit la fonction f de F dans {0,1} telle que pour tout i dans F,
« f(1)=1 » est équivalent a « Pi est vraie ». Pour tout i dans F on définit aussi la variable aléatoire Xf(i)
a valeur dans {0,1} telle que « Xf(i)=1 » est équivalent a « Evi ». Alors on consideére les propositions :

« Pour tout i de F, f(i)=1 » et « Il existe i dans F, tel que f(i)=1 ».

D’apres la Propriété de correspondance généralisée 3.2.1 précédente, i étant toujours un nombre pair,
0 0

la proposition ‘71@)00%(13(1.)):1" est modélisée par }71(&)00")( wat(P(@)=1". (On rappelle

«t(P(1))=1 » est équivalent a « P(i) est vraie »)

La proposition précédente étant équivalente a P et les variables X,qt(P(i)) étant indépendantes, on a
donc obtenu la loi numérique aléatoire H(P) :

H(P) : «t(P) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P) avec :

. k
p(Xt(P)=1)=lim izll;)[m(l - eXp(_(LogW (+&(k)))) »

En exprimant 1’expression précédente en somme de logarithmes et en utilisant Log(1+e(x))~=e(x),
remarquant qu’on a des termes positifs et décroissant on peut approximer 1’expression précédente par
une intégrale. On obtient alors qu’elle est de I’ordre ou inférieure a 107,

On a donc obtenu la loi numérique aléatoire :

H(P) : « t(P) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P) avec :

p(Xt(P)=1) supérieur ou de I’ordre de 1-10°° »

En utilisant alors le pseudo Axiome 2.3 du modéle exact, on obtient t(P)=1, c'est-a-dire P qui est
exactement la Conjecture de Goldbach. On rappelle que la Conjecture de Goldbach est une proposition
illustrée et en accord avec tous les tests réalisés. Puisque P n’a jamais été contredite ni prouvée
classiquement, on obtient donc que P a une explication aléatoire. (Déf 2.10)

On a donc montré :
a)La conjecture de Goldbach a une explication théorique basée sur le hasard.

b)Elle peut en effet étre déduite de modeles statistiques complétement déterminés et dont on connait
I’origine de la validité (Les pseudo-Axiomes utilisés).

c¢)Cette explication théorique aléatoire est fondamentale puisque la Conjecture de Goldbach n’a jamais
été prouvée classiquement, il est donc trés possible qu’elle soit seulement la conséquence du hasard et
n’ait donc pas de preuve classique.

Donner une explication aléatoire a la Conjecture faible de Goldbach était 1’objectif principal de cet
article. Dans ce qui suit, on va donner une pseudo-preuve aléatoire (Définition 2.10) a d’autres
propositions liées a la Conjecture de Goldbach, notamment des propositions générales prévoyant que
la Cométe de Goldbach est une Comeéte et donnant la définition mathématique des courbes constituant
cette Cométe. On verra que ces propositions, en dépit du fait qu’elles semblent illustrées par la Cométe
de Goldbach sont fausses, car elles sont contredites par la Conjecture Forte de Goldbach proposée par
Hardy et Littlewood. Cependant, en affinant le modéle statistique permettant d’obtenir les propriétés
générales de la Cométe de Goldbach on obtiendra dans un 2™ article ” des propositions beaucoup
plus précises et illustrées par des tests statistiques, comme la Conjecture forte de Goldbach et celle des
nombres premiers jumeaux proposées par Hardy et Littlewood ©. De plus, les 2 applications suivantes
montrent comment utiliser la T.A.N pour obtenir d’autres types de propositions classiques ou de lois
numériques aléatoires.
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APPLICATION 3.3.

Nous allons maintenant obtenir des lois numériques aléatoires permettant de prédire certaines
propriétés générales de la Cométe de Goldbach.

On rappelle que r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k.

On conservera les notations des 2 applications précédentes. Soit k un naturel pair et h un naturel
inférieur a inf(a(k),b(k)).

Considérons la proposition:

Pr(k)(h) : « r(k)=h ».

Si on définit I’ensemble C(k)(h) par :

C(k)(h) = {(A,By) / (Ai,By) appartiennent a Q(k) et A, et B, ont h éléments en commun}.

(Si on avait pris Q(k) I’ensemble des couples (Ay,B(k)), C(k)(h) aurait lui aussi contenu des couples
(Ax,B(k)), mais on vérifie aisément que les 2 choix de Q(k) conduisent aux mémes résultats.)

Alors il est clair que Pr(k)(h) s’écrit :

Pr(k)(h) : « (A(k),B(k)) appartient a C(k)(h) ».

Si alors on considére que le pseudo Axiome du modéle équiprobable est valide pour
((A(k),B(k)),C(k)(h),2(k)), alors on obtient :

Pr(k)(h) est modélisée par I’événement C(k)(h) de 1’espace équiprobable Q(k).

Ce qui s’exprime aussi par la loi numérique aléatoire :

HPr(k) : La fonction r(k) est modélisée par la variable aléatoire Xr(k) avec :

p(Xr(k)=h)=peqan) (C(k)(h)) »

Xr(k) est la variable aléatoire définie sur ’espace (€2(k), P(Q(k)),peqar)) telle que pour tout (Ay,By)
¢élément de Q(k), Xr(k)((Ax,By))=Card(ANBy).

On obtient facilement en utilisant les formules de dénombrement :

Card(C(k)(h)) = CL)Ch Coh

Donc :
Cch chhh
a(k) ™~ e(k)-a(k)
Pegariiy (C(k)()) = Cb((kk))

En appliquant le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes, on obtient une loi
d’expression identique avec HPr(k), notée Hr;,4, mais dans lesquelles les variables aléatoires Xriy(k)
sont indépendantes.

Hry,q : « Pour k naturel pair supérieur a 1000, r(k) est modélisé par la variable aléatoire Xr,y(k) , ou
les Xrina(k) sont des variables aléatoires indépendantes (Sur un Univers infini) ayant les mémes
propriétés numériques que les Xr(k). »

On cherche a obtenir par la TAN une estimation de r(k).
Définissant m(k) par m(k)=E(Xr;,q¢(k)), on admet, ce qui est un probléme classique de probabilité :

lim X, )y

PGS Tt
Et donc, utilisant la Propriété de correspondance généralisée 3.2.1 et le pseudo-Axiome du modele
exact 2.3, on obtient que la proposition suivante P1(r(k)) a une pseudo-preuve aléatoire:

Pi(h) ()
k — o m(k)

(Dans le cas trés improbable ou 1’événement « P1(Xri,4(k)) » ne serait pas de probabilité 1, on
le remplacerait par un événement « P2(Xrinq(k))» de probabilité 1 et exprimant la proximité de
Xrina(k)) avec m(k), mais de fagon moins « forte » que « P1(Xrina(k)) ».)
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On obtient d’aprés la théorie des probabilités par récurrence m(k)=a(k)b(k)/e(k), a(k), b(k) et
e(k) ayant été précédemment définis.

Pour montrer ceci, on montre facilement le Théoréme suivant :

Si E est un ensemble ayant n éléments, a et b étant 2 naturels inférieurs a n, si on considere E,,
I’ensemble des couples (A,B) de sous-ensembles de E ayant respectivement a et b ¢léments, alors
considérant I’Espace probabilisable équiprobable (E,u,P(E,p), Peq), Si Xap €st la variable aléatoire
définie sur I’espace probabilisable précédent telle que X, »((A,B))=Card(ANB) , alors E(X,,)=ab/n.

Pour montrer ceci, on procéde comme suit :

On considére un ensemble E ayant n éléments, et E, 1’ensemble des sous-ensembles de E
ayant b éléments. On considere alors I’Espace probabilisable équiprobable (Ep,P(Ep),peq). Puis on
considére pour tout i un sous-ensemble de E ayant i éléments A={a,o,...,ai}.

On définit alors sur I’espace probabilisable précédent la variable aléatoire X; définie sur
(Eb,P(Es),peq) telle que Xi(B)=Card (A;NB).

On montre alors facilement par récurrence :E(X;)=ib/n.

Utilisant ce résultat, on obtient le Théoréme précédent.

Et donc:
m(k)

On obtient :
m(3000)=48, m(10000) =117, m(50000)~427, m(60000)~496, m(75000)=~595, m(90000)~691,
m(100000)~756.

L
(Log(k))’

Examinant la Cométe de Goldbach @, on voit que P1(r(k)) n’est pas illustrée par cette
derniére, considérée comme des tests statistiques.
Et donc, bien qu’elle ait une pseudo-preuve aléatoire, P1(r(k)) n’a pas d’explication aléatoire car elle
n’est pas illustrée par des tests statistiques. Cependant il sera possible dé généraliser 1’estimation
précédente de r(k) en utilisant le pseudo-Axiome du modele équiprobable, remplagant B(k) et E(k) par
des ensembles définis dans un second article en fonction des nombres premiers diviseurs de k, et
d’obtenir une explication aléatoire d’une variante de la conjecture forte de Goldbach.

On montre le Théoréme suivant :
THEOREME 3.3.2 :

Si fi(k,),....fu(k,) sont a valeurs dans des ensembles finis If},..,If; et sont modélisées par des variables
aléatoires Xfi(k,),...,Xf,(k,) définies sur le méme espace probabilisable (ki,...k, étant des naturels
quelconques, et fi,...,f, des fonctions. Xfi(k;) est donc a valeurs dans If;) , alors pour toute fonction
F(fi(k)),....fu(k,)) a valeur dans ¢{h,,...,h,}, et pour tout 1 dans {1,...m} :

« F(fi(ky),..,fa(ky))=h; » est modélisée par I’événement « F(Xf,(k;), ..., Xfu(k,))=h; ».

Démonstration :

D’aprés I’hypothese, les fi(k;) prennent un nombre fini de valeurs dans 1I’ensemble fini If;:
Donc I’équation :« F(xy,...,x,)=h, pour x; appartient a If; » admet un nombre fini de solutions. Soit s ce
nombre.
On peut donc écrire ces solutions sous la forme :
(al Lo .,aln), .. ..,(8.51,. . ..,asn).
Alors on a : « F(fi(ky),...,fu(k,))=h; » est équivalent a la proposition:
« « fi(ky)=ay et... et fi(k,)=a, »ou....,ou « fi(k;)=a, et et f(k,)=as » ».
Alors en utilisant la Remarque 2.6 et que « fi(k;)=a;; » est modélisée par « Xfi(k;)=a;; , on obtient :

132
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



« F(fi(ky),....fu(ky))=h; » est modélisé par I’événement :

« Xfi(k))=a et et Xf,(k,)=a;, » ou,....ou « Xfi(k|)=a, et et Xf,(k,)=as, »

Or il est clair que cet événement est équivalent a :

« F(Xfi(ky),....,Xfu(k,))=h,. » (puisque les variables aléatoires Xfi(k;) sont a valeurs dans If}).
On a donc montré :

« F(fi(ky),....fu(kn))=h; » est modélisée par « F(Xf,(ky),.. ,Xfu(ks))=hy ».

Ceci étant vrai pour tout h; dans ¢{h,,...,h,,}, on a donc le corollaire immédiat :
COROLLAIRE 3.3.3:

Si fi(ky),....fu(k,) sont a valeurs dans des ensembles finis et sont modélisées par des variables
aléatoires Xf\(k,),...,Xf,(k,) définies dans le méme espace probabilisable, alors toute fonction
F(fi(ky),...fu(k,)) est modélisée par la variable aléatoire : F(Xfi(k,),...,Xfu(ky,)).

4.CONCLUSION

On a donc présenté une théorie aléatoire des nombres (T.A.N), basée sur des nouvelles
Définitions et pseudo-Axiomes introduisant les lois du hasard dans la Théorie des nombres, qui
apparait comme étant fondamentale pour proposer une solution a des problémes qui n’ont jamais été
résolus comme par exemple la Conjecture faible de Goldbach. On a vu que la T.A.N était basée sur
I’ Axiome du Hasard, cette Axiome du Hasard entrainant la nécessité d’une nouvelle logique, logique
du hasard constituée par les pseudo-Axiomes.

On peut penser avec quasi certitude que de nombreuses propositions vraies en théorie des
nombres n’ont pas d’autres explications théoriques qu’ une explication théorique aléatoire, c'est-a-dire
basée sur le hasard. La T.A.N peut étre considérée comme la théorie permettant 1’étude de ces
propositions. On peut s’attendre qu’on ne puisse pas montrer qu’une proposition en théorie des
nombres ait une démonstration basée sur le hasard d’une part car cela n’a jamais été fait pour aucune
proposition et d’autre part parce que les Axiomes classiques de la Théorie des nombres n’introduisent
pas le hasard contrairement aux pseudo-Axiomes de la T.A.N.

Le fait qu’une proposition ait une explication aléatoire est fondamental car cela signifie :

a)Qu’on a montré qu’elle a une justification théorique basée sur le hasard.

b)Qu’on a déterminé précisément les modéles statistiques dont elle peut étre la conséquence et
I’origine de la validité de ces modeles.

¢)Que cette explication est fondamentale puisque la proposition n’a pas de preuve classique, et qu’il
est tout a fait possible que celle-ci n’existe pas si la seule origine de la validité de la proposition est le
hasard et ses lois concernant les nombres.

On a donc vu que les pseudo Axiomes étaient fondamentaux en T.A.N, puisqu’ils
introduisaient des modéles statistiques. Le fait qu’ils ne soient pas toujours valides est di au fait que
les modéeles statistiques peuvent étre valides ou invalides dans des situations totalement analogues.

En fait, il semble exclu qu’une théorie du hasard en Théorie des nombres existe sans contenir
des pseudo-Axiomes et Axiomes analogues a ceux que nous avons présentés dans cet article. Nous
avons proposé dans cet article I’application de la T.A.N a la Conjecture faible de Goldbach parce que
c’est ’application simple la plus intéressante, mais il existe des applications beaucoup plus simples et
évidentes.

Par exemple on obtient facilement en utilisant les Axiomes et pseudo-Axiomes présentés dans
cet article les propriétés statistiques des décimales de nombreux réels (pi..). Ces exemples sont les plus
simples et évidentes applications de la T.A.N, et constituent la plus évidente preuve de sa validité et de
son importance, et en particulier de la validité du pseudo-Axiome du modéle équiprobable présenté
dans cet article. On obtient dans ces exemples des modéles statistiques exacts (Déf.2.1), et donc des
lois numériques aléatoires exactes, et des explications théoriques aléatoires a de nombreuses
propositions exprimant les propriétés statistiques des décimales de réels.
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Comme toutes les propositions ayant une explication aléatoire, si on arrivait a prouver
classiquement la Conjecture faible de Goldbach ou les propriétés générales de la Comete de Goldbach
exposées dans la Conjecture Forte de Goldbach , alors leur explication théorique basée sur la T.A.N
perdrait son intérét. Cependant, cela fait plus de 2 siécles qu’on essaie sans succés de les démontrer,
alors qu’on a déja montré (par Vinogradov) toutes les formules analogues prouvant que tout nombre
pair est la somme de 2n nombres premiers, avec n supérieur a 2, et une explication serait que la
Conjecture faible et forte de Goldbach aient une origine purement due au hasard, sans preuve
classique.

En fait, il est certain qu’il existe d’autres pseudo-Axiomes aléatoires que ceux présentés dans
cet article, mais ils doivent nécessairement avoir un caractére d’évidence et de simplicité. Nous
verrons dans un second article 7 qu’il est possible d’obtenir par la TAN la Conjecture Forte de
Goldbach, c'est-a-dire une estimation de r(k) trés proche de la Conjecture de Hardy et Littlewood ©.
Ceci est cependant plus complexe que I’obtention de la Conjecture faible de Goldbach(r(k)>0 pour
tout k pair). Nous verrons aussi dans ce second article qu’il est possible d’obtenir la Conjecture Forte
des nombres premiers jumeaux qui est exactement celle proposée par Hardy et Littlewood. C’est aussi
un tres grand succes de la TAN.
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Résumé :

Dans un premier article © (Théorie aléatoire des nombres- Partie I : Conjecture de Goldbach), nous
avons présenté les bases d’une théorie aléatoire des nombres, permettant de donner une explication
basée sur le hasard a de nombreuses propositions qui semblent vraies mais n’ont pas de preuve
classique. Nous avons appelé explications aléatoires de telles explications rationnelles basées sur le
hasard. C’était en particulier le cas pour la Conjecture faible de Goldbach, et pour des propositions
décrivant 1’aspect général de la Cométe de Goldbach.

Dans cet article, nous développons la Théorie Aléatoire des Nombres (TAN), et il apparait qu’elle
donne aussi des explications aléatoires a des propositions concernant les décimales d’irrationnels ou
concernant un certain type des sous-ensembles infinis de N, les ensembles estimés, qui sont des
ensembles dont on a une estimation du nombre d’éléments inférieurs a n.

Nous donnons aussi des explications aléatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et des Nombres
Premiers Jumeaux.

1.INTRODUCTION

Dans un premier article © (Théorie aléatoire des nombres- Partie I:Conjecture faible de
Goldbach), on a présenté une Théorie Aléatoire des Nombres permettant de donner des explications
théoriques mathématiques basées sur le hasard a de nombreuses propositions qui n’ont pas de
démonstration dans la Théorie des nombres classiques. On a défini complétement ces explications
théoriques mathématiques basées sur le hasard qu’on a appelées explications aléatoires. On a vu en
particulier que tel était le cas pour la Conjecture faible de Goldbach.

On rappelle que la T.A.N est basée sur I’Axiome du Hasard exprimant 1’existence de modé¢les
statistiques non-certains (c'est-a-dire non démontrable classiquement) exprimant des propriétés des
nombres. On a vu que cet Axiome entrainait la nécessité d’introduire une nouvelle logique du hasard
utilisant des pseudo-Axiomes aléatoires, qui sont des propositions particuliéres propres a la TAN,
définies dans le premier article ), exprimant notamment la validité de modéles statistiques dans
certains cas. Ces pseudo-Axiomes aléatoires sont analogues a des Axiomes classiques. Leur
particularité est qu’ils ne sont pas toujours valides: Les modéles statistiques qu’ils permettent
d’obtenir peuvent étre valides dans un cas et invalides dans un cas complétement analogue.
Cependant, tout comme les Axiomes classiques, ils sont simples et on peut les justifier par des
arguments intuitifs évidents. Tout comme les Axiomes classique, ils n’ont cependant pas de
démonstration.

Dans cet article, on présente de nouvelles applications de la Théorie Aléatoire des Nombres
(TAN). _
La premiére application présentée dans ce 2™ article est aussi la plus simple de la TAN . Elle permet
d’étudier les propriétés des décimales de nombreux irrationnels. La encore non seulement on montre
que des propositions prévoyant qu’elles ont un nombre infini de répétitions de chiffres ont des
explications aléatoires, mais que c’est aussi le cas pour des propositions prévoyant la fréquence
d’apparition de ces répétitions de chiffres. La encore ces explications aléatoires (c'est-a-dire donc
basées sur le hasard) sont fondamentales puisque ces propositions n’ont pas de démonstration
classique.
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La deuxiéme application présentée dans ce 2™ article permet 1’étude des ensembles estimés
c'est-a-dire des sous-ensembles infinis de N dont on a une estimation de leur nombre d’éléments
inférieurs a n pour n tendant vers 1’infini.

Comme troisiéme applications de la T.A.N, on a donné une explication aléatoire a la
Conjecture Forte de Goldbach, donnant une expression de r(k), nombre de paires de nombres premiers
dont la somme donne k.

rm =1 T 270
p/np=3 P -2 ln(n)
Cette expression différe d’un facteur 2 de I’expression proposée par Hardy et Littlewood " mais elle
est en bien meilleur accord avec la Cométe de Godbach obtenue par ordinateur.
On donnera aussi une explication aléatoire a la Conjecture Forte des Nombres Premiers jumeaux qui
est exactement 1’expression proposée par Hardy et Littlewood.

ou I1,~0,66016
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2. THEORIE (RAPPELS)
A)RAPPELS THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES

On a vu © que la TAN permettait d’étudier le hasard dans la Théorie des nombres. Elle était basée sur
des pseudo-Axiomes aléatoires qui sont des propositions simples introduisant le hasard sous la forme
de modeles statistiques, mais qui contrairement aux Axiomes ne sont pas toujours valides. Ceci est di
au fait que les modeles statistiques peuvent étre valides dans un cas et non valides dans d’autres cas
complétement analogues.

On a dans le premier article ® défini le concept qu’une proposition P est modélisée par un
évenement Ev. Dans cette définition, on avait la propriété de correspondance. Cette propriété
fondamentale exprimait que si on avait une proposition P1 modélisée par un événement Ev1, et qu’une
autre proposition P2 était modélisée par un événement Ev2, alors on avait Non(P1) était modélisée par
I’événement Evl, et si Evl et Ev2 appartenaient au méme espace probabilisable, la proposition « P1 et
P2 » était modélisée par I’événement « Ev1 et Ev2 », et la proposition « P1 ou P2 » était modélisée par
I’événement « Evl ou Ev2 ».

Nous avons généralisé cette propriété au cas ou on avait une infinité de propositions Pi, i
appartenant a un sous-ensemble E de N, modélisées par des événements Evi appartenant au méme
espace probabilisable, d’Univers infini. Alors la propriété de correspondance généralisée exprimait
que la proposition N(Pi)g (qui était par définition équivalente a la proposition « Pour tout i dans E, Pi
est vraie ») était modélisée par I’événement N(Evi)g. Et une propriété analogue pour I’union.

Ainsi dans la TAN, le concept « est modélisée par » permet de représenter de facon plus ou
moins compléte les propriétés statistiques de propositions.

Un deuxiéme concept fondamental de la TAN était celui de propositions particuliéres appelées
lois numériques aléatoires.

DEFINITION 2.A.1 :

Si f(k) est une fonction d’ un sous-ensemble F de N dans N, on appelle loi numérique
aléatoire sur F la proposition :
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) »
Par Définition, cela signifie que pour tout k dans F, f(k) est & valeur dans un sous-ensemble fini F(k)
de R, que Xf(k) est une variable aléatoire aussi a valeur dans F(k), et que pour tout iy dans F(k), la
proposition « f(k)=i, » est modélisée par 1’événement « Xf(k)=iy ».

On a généralisé aussi la propriété de correspondance dans le cas ou on avait une loi numérique
aléatoire sur un ensemble F infini, et que toutes les variables aléatoires étaient définies sur le méme
espace probabilisable. Cette propriété de correspondance généralisée exprime qu’ avec les hypothéses
précédentes, si on a une proposition P((f(k))r) dont la validité dépend seulement de la suite (f(k))r,
(C'est-a-dire que pour tout (f(k))r, P((f(k))r est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie) alors la proposition
P(f(k)r) est modélisée par I’événement P((Xf(k))r), lorsque P(Xf(k))r) est un événement. On avait
montré ceci lorsque F était fini, en utilisant la propriété de correspondance, et on 1’avait généralisé
dans le cas ou F était infini.

On a un pseudo-Axiome aléatoire fondamental, la pseudo-Axiome du modele exact, qu’on
utilise toujours pour obtenir qu’une proposition classique a une explication aléatoire :

PSEUDO-AXIOME 2.A.2 (du modéle exact):
Si P est une proposition classique et si on a la loi numérique aléatoire sur un ensemble F={1} :

« t(P)(1) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P)(1) »
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(t(P) étant classiquement la fonction vérité de P, a valeurs dans {0,1}), et qu'on a de plus
p(Xt(P)(1)=1)=1, alors lorsque le pseudo-Axiome du modéle exact est valide pour cette loi numérique
aléatoire précédente, on a t(P)=1. (Et donc P est vraie).

Dans le précédent article ©, les modéles statistiques étaient basées sur des espace
probabilisables équiprobables. On a utilisé de tels modéles pour donner des explications aléatoires a la
Conjecture de Goldbach ou a des propositions décrivant les propriétés de la Cométe de Goldbach. Ces
modeles étaient obtenus par le pseudo-Axiome du modele équiprobable suivant :

PSEUDO-AXIOME 2.A.3 (du modéle équiprobable) :

Si on a une proposition Py: «x est élément de Ay », Ay étant un ensemble fini dont on
connait le nombre d’éléments, sous-ensemble d’un ensemble fini Q. dont on connait aussi le nombre
d’éléments, alors lorsque le pseudo-Axiome du modéle équiprobable est valide pour (xy,A,), la
proposition Py : « X, est élément de Ay » est modélisée par I’événement Evy 1« X est élément de Ay »
de I’espace probabilisable équiprobable (£2,P(€), peqar), qu’on appellera plus simplement espace
équiprobable Q.

La probabilité dans cet espace de Ev, est donc égale a Card(Ay)/Card(€).

En fait le pseudo-Axiome du modéle équiprobable précédent, ainsi comme on le verra les

pseudo-Axiomes donnant un modeéle statistique aux ensembles estimés, permettent d’obtenir des lois
numériques aléatoires, mais dans lesquelles les variables aléatoires ne sont pas définies sur le méme
espace probabilisable. Or la seule possibilité d’obtenir des résultats intéressants est que ces variables
aléatoires non seulement soient définies sur le méme espace probabilisable mais aussi soient
indépendantes.
On doit donc utiliser un pseudo-Axiome permettant d’obtenir que ces variables aléatoires sont
indépendantes, le pseudo-Axiome des variables indépendantes ce qui est possible car on a vu que
I’application d’un pseudo-Axiome aléatoire n’est pas toujours valide, contrairement a un Axiome,
puisque les mod¢les statistiques qu’il introduit ne sont pas toujours valides.

PSEUDO-AXIOME 2.A .4 (des variables indépendantes) :

Si on a une loi numérique aléatoire sur F « f(k) est modélisée par Xf(k) », alors lorsque le
pseudo-Axiome des variables aléatoires est valide pour cette loi, on obtient la loi précédente dans
laquelle les variables aléatoires Xf(k) sont définies sur le méme espace probabilisable et sont
indépendantes.

Si une proposition admet une explication aléatoire, c'est-a-dire une explication rationnelle
basée sur le hasard obtenue par la TAN, cette explication est différente d’une preuve classique basée
sur les Axiomes classiques de la Théorie des Nombres. En effet, elle est basée sur ’existence de
certains modeles statistiques, obtenus par des pseudo-Axiomes, qui ne sont pas toujours valides. On
définit donc de la fagon suivante une explication aléatoire :

DEFINITION 2.A5 :

a) On appelle pseudo-preuve aléatoire d’une loi numérique aléatoire ou d’une proposition
classique son obtention utilisant certains pseudo-Axiomes de la TAN ainsi que la Théorie
classique des nombres et celle des probabilités.

b) On dira qu’une proposition classique a une explication aléatoire si elle a une pseudo-preuve
aléatoire et que celle-ci est trés intéressante, puisqu’elle répond aux critéres suivants :

-On n’a jamais pu la démontrer ni sa négation.

-Elle est illustrée par des tests .

138
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



-Si des propositions contradictoires P1,..,Pn ont des pseudo-preuves aléatoires, une seule d’entre
elles, celle la mieux illustrée par les tests, pourra avoir une explication aléatoire. Si les tests ne
peuvent départager, on choisira celle obtenue par le modéle statistique le plus précis.

Les définitions données précédemment n’ont pas la méme nature : Si on peut considérer que a)
donne une définition mathématique d’une pseudo-preuve aléatoire, cela n’est pas le cas de la
définition d’une explication aléatoire donnée en b). En effet, on utilise 1’expression « proposition
ayant une explication aléatoire » pour désigner une proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire
celle-ci étant trés intéressante, car elle répond a certains critéres. Et donc explication aléatoire n’a pas
de définition mathématique formelle, contrairement a pseudo-preuve aléatoire.

Comme on 1’a vu dans I’article ®, ¢’est pour les propositions illustrées par de nombreux tests (
résultats obtenus par des nombres finis d’opérations, éventuellement par un ordinateur) qu’il est le plus

intéressant d’obtenir une explication aléatoire. Ceci était notamment le cas pour la Conjecture faible de
Goldbach.

B.RAPPELS :THEORIE DES PROBABILITES
On rappelle les éléments basiques mais fondamentaux de la théorie des probabilités :
THEOREME 2.B.1 :

Si X,...,X, sont n variables aléatoires :

EQYX,) = Y E(X)

THEOREME 2.B.2 :
Si Xj,..,X, sont n variables aléatoires indépendantes , v(X;) étant la variance de X;:

WY X) = Y v

DEFINITION 2.B.3 :

Si X est une variable aléatoire avec les 2 événements « X=1 » et « X=0 » alors X est une loi
binomiale.
THEOREME 2.B4 :

Si X est une loi binomiale de loi p (p(X=1)=p), alors :
E(X)=p et v(X)=p(1-p)

DEFINITION 2.B.5 :

Si(X;)n est une suite de variables aléatoires définie sur un espace probabilisable (€,B,p), alors
la suite (X;)N converge en probabilité vers a si :

Ve>0,Vo>0,iAN(&,0)/Vn2 N(e,&),p("|X,, —a| <g")21-0

DEFINITION 2.B.6 :
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Si (X;)n est une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisable (Q,B,p), la
suite (Xj)x converge presque slirement vers a si « lim X, =a » est un événement de la tribu B de

n—>0
probabilité égale a 1.
On écrira aussi ceci :
p("lim X, =a")=1
n—»0

11 est aussi intéressant d’introduire la notion de convergence absolue en probabilité.
DEFINITION 2.B.7 :

(X;)n étant une suite de variable aléatoire, la suite (X;)y converge absolument en probabilité
vers a (aréel) si :

Ve >0,Y8>0,IN(g,8)/Vn = N(g,0), p(. A "X, —d<eM) 216

=N(£.5)

On a évidemment que si la suite (X;)y converge absolument en probabilité vers a, alors elle converge
en probabilité vers a. On montre de plus le Théoréme :

THEOREME 2.B.8 :

Si la suite de variables aléatoires (Y;)x définie sur un espace probabilisable (Q,B,p) converge
absolument en probabilité vers a, alors elle converge presque sirement vers a.

(On donne la démonstration de ce Théoréme a car il pourrait permettre de démontrer la Loi Forte des
Grands Nombres généralisée que nous définirons plus loin).

Démonstration :

On suppose a=1 (si a#l on considére Yy/a).

D’aprés la définition de la convergence absolue en probabilité :

Ve >0,Y6 >0,IN(g,8)/Vn > N(g,0), p(N(rn\(S)"|Yi —l|<em=1-6

On veut prouver:
p("limY, =1")=1

ou« limY, =1 » représente I’événement de Q pour lequel la suite (Y,,)x tend vers 1.

Soit & >0, on définit la suite de naturels Ny par, pour k dans N*:
Ni=N(1/k,0).
Ceci signifie:

Vn > Nk,p(l_rj\\[k”|Yl. <1k 21-68

On définit alors les événements Ej par :

B¢ « M, /Vn=M,,|Y, -1|<1/k »

0

Si on considere I’évenement: M £,
k=1
11 est évident que :

"limY =1"c"(¥,) e ,QEk"et "(Y,)) e Q]Ek"c"limYn =1"
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Donc les 2 événements précédents sont identiques.
De plus la suite d’éveénements E; est décroissante donc :

p(0 Ey) =lim p(E,)

De plus, il est évident que:
"y —1| < "
o |K 1|_1/p cE,
Et donc:
p(E,)=p(N "|Yi —1| <1/p")=1lim p( N "|Yl. —1| <1l/p")y21-6
i=Np n—w i=Np
Et donc:
p(NE)=limp(E)=21-06
k=1 po®©
Ceci étant vrai pour tout >0 :

pClimY, =17 = p(N E;) =1
On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres et la Loi Forte des Grands Nombres:

Loi Faible des Grands nombres 2.B.9:

Si on a une suite (X;)y de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, alors la suite

n X
Y = Z—’ converge simplement vers p=E(X;).(Si p est fini).
i=0 1

Loi Forte des Grands Nombres 2.B.10 :

Avec les hypothéses et les notations précédentes, la suite (Y,)x converge presque sirement
vers L.

On a vu que la convergence absolue en probabilité entrainait la convergence presque siire. Il est donc
intéressant de considérer la Loi Forte des Grands Nombres 2™ forme :

Loi Forte de Grands Nombres 2™ forme 2.B.11:
Avec les hypothéses et notations précédentes la suite (Y,)y converge absolument en probabilité vers p.

On utilisera aussi I’Inégalité¢ de Chebyshev :
THEOREME 2.B.12 :

Si Y est une variable aléatoire d’espérance p et de variance o, si € est un réel strictement
positif :

2
pﬂY—MZ€WSg;
(%) .

On rappelle aussi le résultat utilisé dans I’article

THEOREME 2.B.13 :
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Si E est un ensemble a n éléments, E(a) et E(b) étant les ensembles des sous-ensembles de E
ayant a et b éléments, si X; est la variable aléatoire définie sur I’espace équiprobable E(a)xE(b)
donnant le nombre d’éléments communs de A et B pour (A,B) dans E(a)xE(b), on a alors :

ab
E(XI)Z_
n

3.DECIMALES D’IRRATIONNELS

La TAN permet d’obtenir trés simplement de nombreux résultats sur les décimales
d’irrationnels dont on peut vérifier la validité en utilisant des ordinateurs mais qui n’ont jamais été
prouvés classiquement. Nous allons en proposer 2 exemples :

EXEMPLE 3.1

Montrons comme premier exemple que la proposition :
P :« V3 a dans ses décimales une infinité de fois le nombre 5 » a une pseudo-preuve aléatoire, c'est-a-
dire qu’on peut I’obtenir en utilisant les pseudo-Axiomes de la TAN. Cette pseudo-preuve est
intéressante, car on n’a jamais montré classiquement cette proposition, mais cette proposition n’a pas
d’explication aléatoire, car elle n’est pas illustrée par des tests. La méthode suivante est générale, on
aurait pu remplacer V3 par 7, V2, Log(5) ...et 5 par n’importe quel autre chiffre.

La proposition P admet la pseudo-preuve aléatoire suivante :

On note f(i)la fonction donnant la valeur de la i*™ décimale de \3 .
On a donc :

f(i) appartient a A;={0,1,....,9}.

En appliquant le pseudo-Axiome 2.A.3 du modéle équiprobable, on obtient que la proposition « (i) est
¢lément de {5} » est modélisé par un événement de probabilité Card({5})/Card(A;)=1/10.

Si on pose pour tout i dans N*, g(i)=t(« f(i)=5 »), c'est-a-dire g(i)=1 si f(i)=5, et g(i)=0 sinon, on
obtient la loi numérique aléatoire sur N*:

« g(1) est modélisée par Xg(i) », avec p(« Xg(i)=1 »)=1/10.

Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variables indépendantes a la loi numérique aléatoire
précédente, on peut alors supposer que les Xg(i) sont définies sur le méme espace probabilisable et
sont indépendantes.

i étant un naturel non nul quelconque, on cherche a modéliser par un événement la proposition :

Pi: «Il existe au moins un naturel k(i) supérieur ou égal a i tel que la k(i)*™ décimale soit égale a 5 ».
Il est évident que Pi est équivalente a :

« Il existe k(i) supérieur ou égal a i tel que g(k(i))=1 ».

On définit alors Fi comme étant le sous-ensemble des suites de {0,1}™" (suites comportant seulement
des 0 et des 1), ayant au moins un terme égal a 1 aprés le i""™ terme (au sens large).
Alors il est évident que Pi est équivalente a :

« ((g())n= est élément de Fi ».

D’aprés la propriété de correspondance généralisée donnée dans 2.A RAPPELS TAN, Pi est donc
modélisée par I’événement Ev(Pi) : « ((Xg(j))n+ est élément de Fi ».

Or il est évident que I’événement Non(Ev(Pi)) est I’événement :

Non(Ev(Pi)) : « Pour tout j supérieur ou égal a i, Xg(j)=0 ».

Or comme les Xg(j) sont indépendantes, la probabilité de Non(Ev(Pi)) est égale a :
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p(Non(Ev(Pi)) = | p(" Xe(j) = 0") = [ [ (9/10) =0

J=1 J=1

On a donc p(Non(Ev(P1)))=0 et p(Ev(Pi))=1.

D’autre part il est évident que la proposition P : « Il existe une infinité de décimales égales a 5 dans
les décimales de V(3) » est équivalente a :

« Pour tout 1 dans N*, Pi est vrai ».

D’apres la propriété de correspondance généralisée donnée dans 2.A RAPPELS TAN, la proposition
précédente est modélisée par I’éveénement :

« Pour tout i dans N*, Ev(Pi) »

Or il est évident que pour tout i Ev(Pi+1) entraine Ev(Pi), c'est-a-dire Ev(Pi+1) est inclus dans Ev(Pi).
On adonc :

p(ﬁ (Ev(Pi)) = lim p(ﬁ Ev(Pi)) =lim p(Ev(Pn)) =1

puisqu’on a obtenu p(Ev(Pn))=1 pour tout n.

Donc P est modélisée par un événement de probabilité 1.

Appliquant alors le pseudo-Axiome 2.A.2 du modele exact on obtient donc P.

Puisque P n’a jamais été démontrée classiquement (ni sa négation), P a donc une explication aléatoire
(Définition 2.A.5).

EXEMPLE 3.2 :

Comme 2™ exemple, on peut montrer qu’une autre proposition, beaucoup plus précise que P,
et pouvant étre illustrée par de nombreux tests, a une pseudo-preuve aléatoire. Elle a donc une
explication aléatoire, puisque de plus on ne 1’a jamais montré classiquement ni sa négation.

Cette proposition est la proposition Q :

> e()
Q: imZ® _im T _1/10

n—0 n n—0 n

Dans cette expression, G(n) indique le nombre de décimales égales a 5, parmi les n premicres
décimales.
En effet, les Xg(i) étant indépendantes et de méme loi, d’apreés la Loi Forte des Grands Nombres :

> Xg(i)
p("limT = 1/10") =1
n

H—>00

De plus d’apreés la propriété de correspondance généralisée (rappelée dans RAPPELS TAN 2.A) Q est
modélisée par I’événement de 1’expression précédente de probabilité égale a 1.

Donc Q est modélisée par un éveénement de probabilité 1, et si on applique le pseudo-Axiome 2.A.2 du
mod¢le exact on obtient Q.

Puisque Q n’a jamais été démontrée classiquement, Q a donc une explication aléatoire.

Q serait illustrée par des tests si on calculait G(n)/n pour plusieurs valeurs de n, et qu’on observait que
G(n)/n semble tendre vers 1/10.

La loi numérique aléatoire :

« g(1) est modélisée par Xg(i) »

ou les Xg(i) sont indépendantes et définies plus haut, pourrait étre un exemple de loi numérique
aléatoire exacte. Pour vérifier ceci il faudrait réaliser des tests statistiques.
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4.ENSEMBLES ESTIMES

Le but de cette partie est d’étudier par la TAN les propriétés des ensembles estimes, ¢’est a dire des
sous-ensembles de N dont on connait une estimation de leur nombre d’éléments inférieurs a n. On
verra que comme dans le domaine précédemment exposé de la TAN, la TAN permet de donner des
explications aléatoires a de trés nombreuses propositions qui n’ont jamais été prouvées classiquement.

4.A THEORIE
On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres Généralisée :
Loi Faible des Grands Nombres Généralisée 4.A.1 (LfGN généralisée):

Si on a une suite (X;)y de lois binomiales indépendantes avec p(Xi=1)=p(i) et que la série Xp(i)
diverge, alors, si on définit la suite (Y,)x de variables aléatoire par :

>,
i=0

Y = - , la suite (Y,)n converge en probabilité vers 1.
> pi)
i=0

Démonstration :

La démonstration généralise la démonstration de la Loi Faible des Grands Nombres classiques.
On pose S,=X¢+....+X,
D’apres I’hypothése, X; est une loi binomiale associée a p(i). En utilisant les rappels 2.B, I’Espérance
p; et la variance o> de X;sont :

v(X)=0;"=p(i)(1-p(i)) et pi=p(i)
E(S,) = E(X) = p(i)
et donc E({(n)=1. 7

De plus, les lois X; étant indépendantes :

V(Yn):V( Sn )_ V(Sn) i=0

ES) (B (,0

Si on applique 1’inégalité de Chebyshev :
" " V(Yn )
p(lY, -1ze )<=

mais on a :

07 =Y pi-p@) <Y pi)=Yn
eltz(ilonc : - h h
Wyl

2

8 ) n
3 Z H;
i=0
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Mais par hypothése Zp=2p(i) est divergeant, il en résulte que v(Y,)/e”* tend vers 0 pour n tend vers
I’infini et donc (Y,)n converge en probabilité vers 1.

 On admettra que de la méme fagon, on peut généraliser la Loi Forte des Grands nombres e
et 2" forme pour obtenir les 2 lois :

Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 4.A.2(LFGN généralisée):
Avec les notations et les hypothéses de la Loi Faible des Grands nombres généralisée, la suite (Y,)n
converge presque slirement vers 1.

REMARQUE 4.A.2.2)

Méme si cette loi n’était valable que pour p(i) suite monotone, cela suffirait pour tous les
exemples classiques de la TAN des ensembles estimés, notamment tous ceux présentés dans cet
article.

n
En fait, si on a pour n assez grand Z p(i) > an, a étant une constante strictement positive, la
i=1
Loi Forte des Grands Nombres Généralisée (LFGN généralisée) est une conséquence immédiate de la
LFGN de Khintchine ', dont on rappelle la formulation :

Si (X;j)n+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, X; étant d’espérance m; et les variances

. , R A
étant uniformément bornées (o;°<c pour tout i), alors — Z (X, —m,) converge presque stirement vers
=1
0.
Cependant dans le cas général ou p(i) tend vers 0, ce qui est le cas dans la plupart des
Exemples donnés dans cet article, on ne peut pas généraliser la LFGN de Khintchine pour obtenir la
LFGN généralisée.

Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 2™ forme 4.A.3:

Avec les notations et hypothéses précédentes, la suite (Y,)y converge absolument en probabilité vers
L.

On rappelle qu’on a prouvé dans le Théoréme 2.B.8 que la Loi Forte des Grands Nombres généralisée
2'°™ forme entrainait la Loi Forte des Grands Nombres Généralisée.

Ce qui précede va permettre par la TAN I’étude des ensembles estimés correspondant a la définition
suivante :

DEFINITION 4.A.4: (Ensembles estimés)

On appelle ensemble estimé d’estimation a(n) un sous-ensemble infini A de N tel que, si
A(n)={i/i<n et i appartient a A}, on ait :

Jim S44AM) _

n—w a(n)

Soit A un ensemble estimé d’estimation a(n). On cherche a modéliser la fonction
caractéristique de A (i), i étant un naturel assez grand, c'est-a-dire supérieur a un naturel N,. Le plus
simple modéle statistique de fa(i) est celui défini par le pseudo-Axiome du modéle des ensembles
estimés suivant, que nous allons justifier par des arguments intuitifs.

PSEUDO-AXIOME 4.A.5 (du mode¢le des ensembles estimés) :

Si A est un ensemble estimé d’estimation a(n) avec a(n) croissante, alors :
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a)Lorsque le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimés est valide pour (A,a(n),N,), s’il existe
un naturel N, tel que pour tout i supérieur ou égal a Ny, « fo()=1 » est modélisée par 1’événement
«Xip=1 » de I’espace probabilisable d’Univers Q;x={0,1}, avec p(« x;a=1 »)=pis=a(i)-a(i-1).

On verra dans la premicre justification intuitive de ce pseudo-Axiome aléatoire que pour que
le modele soit meilleur, il faut que pour n supérieur ou égal a 1, a(n) soit une bonne approximation de
Card(A(n)) . On pourra donc choisir une valeur de N, tel que ce soit le cas, par exemple choisir N, tel
que pour n supérieur a N, 0,9<Card(A(n))/a(n)<1,]1.

On voit donc que dans I’application du pseudo-Axiome précédent, on peut choisir ou non la
valeur de N,.

En fait, on verra qu’en général, notamment dans la justification intuitive, que les
propositions obtenues utilisant le modéle statistique de ce pseudo-Axiome ne dépendent que du
comportement a I’infini de pja=a(i)-a(i-1). Il en résulte qu’on peut alors les obtenir en choisissant
n’importe quelle valeur de N, (choisie assez grande, puisqu’on sait que plus N, est grand meilleur est
le modele). On peut donc restreindre ou non le choix de N,, dans 1’application du pseudo-Axiome
précédent pour (A,a(n),N,).

Choisir une valeur de N, permet d’obtenir des propositions illustrées par des tests qui ne le
seraient pas si N, était inconnu.

zic‘:mc

1 justification intuitive :
i étant un naturel assez grand, on sait qu’une estimation du nombre de naturels appartenant a A
strictement inférieurs a i est a(i-1), et qu’une estimation du nombre de naturels inférieurs ou égaux a i
appartenant a A est a(i). Il s’ensuit qu’on peut approximer la probabilité que i appartienne & A par pia
= a(i)-a(i-1). (Cette approximation est a priori d’autant meilleure que 1’estimation a(n) de Card(A(n))
est précise).
Ceci signifie que pour i assez grand, « f5(i)=1 » est modélisée presqu’exactement par un événement de
probabilité p;a. D’aprés la définition de « est modélisée », on peut donc considérer que pour i assez
grand, « fo(i)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;s. Ceci justifie donc intuitivement
la validité dans certains cas du pseudo-Axiome du modéle des ensembles estimés.
2'me justification intuitive

Supposons qu’on ait un sous-ensemble A de N dont la fonction caractéristique soit modélisée
comme le modéle du a) du pseudo-Axiome du modéle des ensembles estimés.
C'est-a-dire qu’on ait un naturel N et une fonction a(n) croissante telle que pour i supérieur ou égal a
Na, fa(i) soit modélisée par un événement de probabilité pia=a(i)-a(i-1).

Si on définit la variable aléatoire X;, sur 1’espace probabilisable du a) d’Univers Qs par :
Xia=Xia, alors on obtient la loi numérique aléatoire :
« Pour i supérieur a N, fo(i) est modélisée par la variable aléatoire X, ».
Si on applique alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes, on obtient la loi précédente avec
des X, variables indépendantes.
Appliquant alors la Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 4.A.2, on obtient :

2 X

p(u hm i=NA — 1") — 1

n—on
Pia

i=NA
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Il en résulte que d’apreés la propriété de correspondance généralisée, la proposition :

NG

"lim =1", est modélisée par un événement de probabilité 1.

En appliquant le pseudo-Axiome du modéle exact, on obtient donc que cette proposition est vraie. Or
il est évident que cette proposition est équivalente a « A est un ensemble d’estimation a(n) ». (Car dans
I’ expression numérique précédente, Zp;,=a(n)-a(N4-1))

On voit donc que le modele statistique défini dans le pseudo-Axiome a), permet d’obtenir que la
proposition « A est un ensemble estimé d’estimation a(n) » a une explication aléatoire.

11 apparait donc que le modé¢le statistique proposé est le meilleur modéle statistique pour modéliser un
ensemble estimé d’estimation a(n).

On voit dans cet exemple, comme dans la Remarque suivant le pseudo-Axiome, que la proposition
obtenue dans la 2™ justification est indépendante du choix de N 4.

Le pseudo-Axiome précédent du modele des ensembles estimés introduit la Définition suivante :
DEFINITION 4.A.6 (évaluation probabiliste) :

Si A est un sous-ensemble de N (fini ou non), tel qu’il existe un naturel N, tel que 1’on ait la
loi numérique aléatoire, f, étant la fonction caractéristique de A :
« Pour 1 supérieur a N, fa(i) est modélisée par la variable aléatoire Xis »
Avec p(Xia=1)=pia,
On dira alors que A est un ensemble d évaluation probabiliste p;s, pour i supérieur a N.
De plus dans la 2™ justification intuitive du pseudo-Axiome du modéle des ensembles estimés, on a
établi un résultat fondamental, exprimé dans le Théoréme suivant :

THEOREME 4.A.7:

Si A est un ensemble ayant une évaluation probabiliste p;s, pour i supérieur a Ny, et que Xp;a
diverge, alors la proposition :

n
« A est un ensemble estimé d’estimation a(n) = z p,, » aune pseudo-preuve aléatoire.
i=NA

On a vu que pour obtenir ce Théoréme 4.A.7 on utilisait la LFGN généralisée 4.A.2.

Comme on I’a vu cependant la LFGN généralisée 4.A.2 de méme que sa variante 4.A.3 ne se
démontrent pas aussi facilement que la LFGN (qui n’était déja pas évidente). Or, en utilisant
seulement la Loi faible des Grands Nombres généralisée 4.A.1 que ’on a démontrée, on peut obtenir
aussi une évaluation de la fonction S(n)=Za ) fa(i).

En effet, on rappelle ’étude théorique d’une fonction par la TAN, donnée dans I’article
(Chapitre 3.3) :

ETUDE THEORIQUE D’UNE FONCTION PAR LA TAN 4.A.7a)
On ne considérera que 2 cas :

Dans le premier cas, on obtient par la TAN en utilisant un mode¢le statistique M1 une fonction
F(k), telle que la proposition suivante P1 a une pseudo-preuve aléatoire :
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. lim Sk
P« B Ry

Dans le 2™ cas, on obtient par la TAN, en utilisant un modéle statistique M2 une fonction
F(k), deux fonctions &,(k) et &,(k) positives et tendant vers 0 telle que, posant I(k)=[1-g,(k),1+€,(k)] ,
une proposition du type de la proposition suivante P2 a une pseudo-preuve aléatoire :

P2:«1l existe un naturel N tel que pour tout n supérieur a N :
z 1 Xt(" F )e](l)")> p (En général on ne connait pas explicitement F(n), mais on a F(n) équivalente

a une fonction F4(n) connue)»

Dans la proposition précédente, p est un rationnel proche de 1 (p=0.98 par exemple). On a supposé que
f(k) était définie sur N. Dans le cas général f(k) est définie sur un sous-ensemble infini A de N, (Par
exemple A est ’ensemble des naturels supérieurs a un naturel N,) et la sommation ne porte que sur
les éléments de A. On divise alors par le nombre d’éléments de A inférieurs a n. P2 exprime qu’il
existe un naturel N tel que pour tout n supérieur a N la proportion des naturels k appartenant a A et
inférieurs a n tels que f(k)/F(k) appartiennent a I(k) est supérieure a p.

On voit que les tests statistiques illustrant P1 sont trés proches des tests statistiques illustrant
P2. Pour voir si P1 ou P2 sont illustrées par des tests, on trace les points (k,f(k)/F(k)) (ou
(kf(k)/Fa(k))pour k aussi grand que possible. Si il apparait que ces points (pour P1), ou un
pourcentage proche de 1 de ces points (pour P2) tendent vers la droite d’équation y=1, alors P1 ou P2
sont illustrées par les tests. Dans certains cas, P1 ou P2 tout en étant vraies ne sont pas illustrées par
les tests. C’est le cas quand on ne peut pas réaliser les tests (C'est-a-dire calculer f(k)/F(k) ou
f(k)/Fa(k)) pour k assez grand), a cause de limites comme la puissance maximale des ordinateurs.

Cependant, P1 et P2 ne sont vraies que dans certains cas ou les modéeles M1 ou M2 permettant
d’obtenir P1 ou P2 sont valides avec une trés bonne approximation. Un cas beaucoup plus général est
le cas ou M1 et M2, tout en étant valides avec une bonne approximation, ne le sont pas avec une
qualité suffisante pour que les propositions du type P1 ou P2 qu’ils entrainent soient vraies. On
remarque que toute proposition Q1 ou Q2 entrainée par P1 ou P2 a une pseudo-preuve aléatoire
d’aprés la Définition 2.10. Cependant, pour que de telles propositions Q1 ou Q2 soient intéressantes, il
faut d’une part qu’elles soient illustrées par des tests, mais aussi qu’elles illustrent la validité avec la
meilleure qualité possible des modeles statistiques M1 ou M2 permettant d’obtenir P1 ou P2.

Ainsi, dans le premier cas on considérera que seules les propositions du type Q1 (c'est-a-dire
entrainée par P1 et donc ayant une pseudo-preuve aléatoire) sont intéressantes :

Ql: «Il existe 2 réels strictement positifs o et B et un naturel N tel que pour tout n supérieur a N,
f(n)/F(n) appartienne a [a,3] » _

C’est une telle proposition qu’on avait obtenue dans le 1 article
générales de la Cométe de Goldbach.

©) permettant d’obtenir les propriétés

Dans le 2™ cas on considérera que seules les propositions du type Q2 (C'est-a-dire entrainée
par P2 et ayant une pseudo-preuve aléatoire ) suivantes sont intéressantes :

Q2 : « Il existe 2 réels strictement positifs a et B, et il existe un naturel N tel que pour tout n supérieur
aN:

3 “(hkele f1zp-0.01

On voit que la encore, les tests statistiques illustrant Q1 sont trés proches des tests statistiques
illustrant Q2. Si on obtient que de telles propositions du type Q1 ou Q2 précédent sont illustrées par
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des tests on peut s’attendre a ce qu’en améliorant le mode¢le statistique permettant de les obtenir, on
puisse obtenir des propositions beaucoup plus précises du type P1 ou P2 pour estimer la fonction (k).
Cela sera le cas dans I’étude de la fonction r(k), introduite dans le 1°" article ©, donnant le nombre de
paires de nombres premiers dont la somme donne k.

On remarque aussi que si dans P2, on prend p=1, alors on obtient P1. En utilsant cette
remarque et un pseudo-Axiome trés simple (défini plus loin, pseudo-Axiome « de la limite »), on
montrera qu’en général, si P2 a une pseudo-preuve aléatoire alors P1 aussi.

REMARQUE 4.A.7b) :

On suppose donc qu’un ensemble A a une évaluation probabiliste p;a pour 1 supérieur a N, et
que Zpj, diverge.

On peut, utilisant seulement la Loi faible des Grands Nombres généralisée 4.A.1 qu’on a
démontrée, obtenir une estimation de la fonction S(n) du type de celles présentées dans la section
précédente P2. On rappelle :

S()=3 fi(i)

i=NA

Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variable indépendantes, on obtient que pour i
supérieur a N,, fa(i) est modélisée par la variable aléatoire binaire Xfy(i), avec p(« Xfa(i)=1 »)=pia et
les Xf,(i) sont indépendantes.

Procédant alors comme dans la démonstration de la Loi faible des Grands Nombres
généralisée 4.A.1, on obtient pour tout n supérieur a N:

PO S X))z ) S

ZpiA e &’ ZpiA

i=NA i=NA

On définit alors pour n supérieur a N4 la fonction g(n) :

1
—=0.01
g(n)’® Z Pia

i=NA
On remarque que g(n) est une fonction positive tendant vers 0.

Alors, posant I(n)=[1-¢(n),1+¢(n)], la définition précédente de &(n) entraine :

3 Xfii)
p("=L——e](n)")>1-0.01=0.99

n

3 pu

i=NA
Clest-a-dire, d’apres la définition de S(n) :
p("&e](n)")zo.%
S

i=NA

Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes aux variables aléatoires
XS(n), on peut supposer qu’elles sont indépendantes.
Définissant alors la variable aléatoire Y(n) :
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XS(n)

Y(n)=("———<€l(n)")

S pu
i=NA

On rappelle la Loi Forte des Grands Nombres de Khintchine

Si (X;)n sont des variables aléatoires indépendantes, X; ayant une espérance m; et une variance

%Xi(X L))

i=1

2 . , . . .y 2 .
o;°, les variances étant uniformément variées (o;"<c pour tout i), alors converge

presque stirement vers 0 (La probabilité de I’événement « tend vers 0 » est égale a 1.

%XX(X i— i)

i=1

Appliquant la Loi de Khintchine précédente, on obtient que la probabilité de I’événement suivant
Ev(Y)estégaleal :

Ev(Y) : «Il existe un naturel N tel que pour n>N :

ZY(n)> 0,98

n—N,+15,

Et donc, appliquant la propriété de corresondance, remplacant dans 1’expression précédente
XS(n) par S(n), et appliquant le pseud-Axiome du modele exact 2.A.2, on obtient que la proposition
suivante P2(S(n)) a une pseudo-preuve aléatoire :

P2(S(n)) : 11 existe un naturel N tel que pour tout n > N :

—NA+1 Z (" S) €l(n)")=0.98

i=NA ZP!A

On est donc dans le 2°™ cas de I’Etude théorique d’une fonction par la TAN 4A.7a). On
remarque qu’on aurait pu dans P2(S(n)) remplacer 0,98 par n’importe quel réel p<I.

On voit cependant que la Loi Forte des Grands Nombres généralisée permet d’obtenir plus
simplement le Théoréme 4A.7, et permet d’obtenir la proposition suivante P1(S(n)) (Correspondant au
premier cas de 1’Etude théorique 4.A.7a)), qui est clairement plus intéressante car plus précise que la
proposition précédente P2(S(n)) :

o im  S()
P1(S(n)) : « nlf)noo(zn:pm)_l

i=NA

Si A et B sont 2 ensembles estimés d’estimation a(n) et b(n), on cherche a obtenir une
évaluation probabiliste de ANB , ce qui permettra soit d’obtenir que la proposition « ANB est un
ensemble estimé d’estimation i(n) (que I’on va déterminera) », soit la proposition « ANB est fini. » ont
une pseudo-preuve aléatoire.
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Pour obtenir un tel modéle statistique de ANB, on doit tout d’abord appliquer la pseudo-
Axiome du modéle des ensembles estimés a A et a B, pour obtenir une évaluation probabiliste de A et
de B. Puis, obtenant que A et B on une évaluation probabiliste p;s (avec i supérieur a N,) et pis (avec i
supérieur & Np), on applique le pseudo-Axiome de l'intersection des ensembles estimés suivant,
permettant d’obtenir une évaluation probabiliste de ANB :

PSEUDO-AXIOME 4.A.8 (de 'intersection des ensembles estimés-1" forme) :

Si A et B sont 2 ensembles d’ évaluation probabiliste p;s et pi, avec respectivement i
supérieur (au sens large) a N, et i supérieur a N, alors lorsque le pseudo-Axiome de Iintersection des
ensembles estimés 1 forme est valide pour (A,B,I) ,(avec IFANB), I est un ensemble d’estimation
probabiliste py=piapis, pour i supérieur a Ni=sup(N,Ng).

(On peut considérer que la proposition précédente n’est pas un pseudo-Axiome aléatoire, mais une
proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire. En effet on 1’obtient immédiatement en appliquant le
pseudo-axiome 2.A.4 des variables indépendantes.)

Nous allons donner 2 justifications intuitives a ce pseudo-Axiome :

On doit donc justifier qu’avec les hypothéses précédentes pour A et B, « fi(i)=1 » est modélisée par un
événement de probabilité p;=piapis, pour i supérieur a Ni=sup(N,,Np).

1 justification intuitive :

Cette premiére justification est basée sur le modele équiprobable, introduit par le pseudo-Axiome du
modéle équiprobable 2.A.3. On rappelle que le premier article © était basé sur ce modéle
équiprobable.

Supposons qu’on ait un ensemble E={1,....,n}.

Soient A et B deux sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre d’éléments a et b.
D’aprés le pseudo-Axiome du modeéle équiprobable appliqué a (i,A,E), i étant un élément de E, si on
ignore si «1i est élément de A » est vrai ou faux, alors la proposition «1i est élément de A » est
modélisée par un éveénement de probabilité p;x=a/n.

De méme, appliquant le pseudo-Axiome précédent a (i,B,E), on obtient que la proposition «i est
¢élément de B » est modélisée par un événement de probabilité p;p=b/n.

fy et fp étant les fonctions caractéristiques de A et B, on a donc pour tout i dans E:

« fa(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;a=a/n, et

« (i) =1 » est modélisée par un événement de probabilité p;s=b/n.

Les 2 mod¢lisations précédentes sont donc analogues aux hypothéses du pseudo-Axiome, remplagant
E par ’ensemble des naturels supérieurs a Ni=sup (N4,Np), et prenant p;x=a/n et p;=b/n.

Considérons maintenant I’ensemble :

Qs ={(A’,B’), A’ et B’ sous-ensembles de E ayant respectivement a et b éléments}.

i étant un élément de E, on définit I’ensemble :

IAs(1)={(A’,B’) appartenant a Q,p, avec i appartient a A’ et B’}

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modele équiprobable a ((A,B),las(1),C25), on obtient que
«(A,B) est élément de [,p(i) » est modélisée par 1’événement « (A’,B’) est élément de [,p(i) » de
I’espace équiprobable Qup.

Remarquant que la proposition « (A,B) est élément de [,p(i) » est équivalente a la proposition « i est
¢élément de [ (avec [=ANB) », et qu’on obtient que Card(I AB(i))/Card(QAB)=ab/n2=piApiB, on obtient :

« fi(i) =1 » est modélisée par un événement de probabilité p;=piapis, pour i appartenant a E.

Ceci constitue donc une premicre justification intuitive du pseudo-Axiome.

2% jystification intuitive :

On suppose que A et B sont 2 ensembles quelconques parmi tous les ensembles d’évaluation
probabiliste p;, et pig avec respectivement i supérieur a N et i supérieur a Np.
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On a donc, pour i supérieur & sup(Nu,Ng), « fa(i)=1 » est modélisée par un événement Ev,(i) de
probabilité p;, et « fp(i)=1 » est modélisée par un événement Evg(i) de probabilité p;p.

Puisque A et B sont quelconques d’évaluation probabiliste pia et pis, il est évident que, i étant
supérieur & Ni=sup(N,Ng) , la proposition « fo(i)=1 » (qui est équivalente a « i est élément de A ») est
totalement indépendante de la proposition « fg(i)=1 » (qui est équivalente a « i est élément de B »).

Or on peut admettre intuitivement que si on a les modélisations :

« La proposition P1 est modélisée par 1’événement Evl » et « La proposition P2 est modélisée par
I’événement Ev2 », alors si P1 et P2 sont complétement indépendantes, on peut considérer que Ev1 et
Ev2 appartiennent au méme espace probabilisable et sont indépendants.

On obtient donc qu’on peut considérer que Ev,(i) et Evg(i) appartiennent au méme espace
probabilisable et sont indépendants.
Donc « fi(i)=1 » (qui est équivalent a la proposition « fo(i)=1 » et « fzg(i)=1 ») est modélisée par un
événement Evy(i) de probabilité p;apis, pour i supérieur a Nj=sup(Nu,Np).

Souvent, on ne peut pas considérer que A et B sont 2 ensembles quelconques d’estimation a(n) et b(n),
car on sait qu’ils appartiennent tous les 2 a un ensemble estimé C d’estimation c(n), avec a(n),b(n),c(n)
connues.

On peut alors obtenir un modéle statistique bien meilleur qu’en appliquant le pseudo-Axiome
précédent de I’intersection des ensembles estimés 1" forme. .

On emploie en effet alors le pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles estimés 2™ forme
suivant :

PSEUDO-AXIOME 4.A.9 (de ’intersection des ensembles estimés 2™ forme) :

Si A,B,C sont des ensembles tels que A et B sont inclus dans C, A,B,C ayant respectivement
des évaluations probabilistes p;a,pis,pic, pour i respectivement supérieur a Na,Ng,Ng, alors, lorsque le
pseudo-Axiome 4.A.9 de I’intersection des ensembles estimés 2™ forme est valide pour (A,B,C,I)
(avec I=ANB), 1 est un ensemble d’évaluation probabiliste piy=p;apis/Pic., pour i supérieur a
NIZSUP(NA,NB,NC).

Nous allons donner 2 justifications intuitives a la 2" forme de ce pseudo-Axiome qui sont analogues
et généralisent celles de la 1™ forme.
On doit donc justifier qu’avec les hypothéses précédentes pour A,B et C « fi(i)=1 » est modélisée par
un événement de probabilité pi=piapis/pic pour i supérieur a sup(N,,Ng,N¢).
1 justification intuitive :

Cette premiére justification est aussi basée sur le modéle équiprobable, introduit par le pseudo-
Axiome du modéle équiprobable 2.A.3.
Supposons qu’on ait toujours un ensemble E={1,....,n}.
Soient A,B,C trois sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre d’éléments a,b et c, et
tels que A et B soient inclus dans C.
D’aprés le pseudo-Axiome du modele équiprobable appliqué a (i,A,E), i étant un élément de E, si on
ignore si «1i est élément de A » est vrai ou faux, alors la proposition «1i est élément de A » est
modélisée par un éveénement de probabilité p;x=a/n.
De méme, appliquant le pseudo-Axiome précédent a (i,B,E), on obtient que la proposition «i est
¢lément de B » est modélisée par un événement de probabilité p;=b/n.
De méme, « i est élément de C » est modélisée par un événement de probabilité p;c=c/n.

fa ,fp et fc étant les fonctions caractéristiques de A, B et C, on a donc pour tout i dans E:
-« fa(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;x=a/n.
-« fp(1) =1 » est modélisée par un événement de probabilité p;=b/n.
-« fe(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;c=c/n.
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Les modélisations précédentes, ainsi que la proposition « A et B sont inclus dans C » sont donc
analogues aux hypothéses du pseudo-Axiome, en remplagant E par 1’ensemble des naturels supérieurs
é Sllp(NA,NB,Nc) .

Considérons maintenant I’ensemble :

Qusc ={(A’,B’,C’), A’,B’ et C’ sous-ensembles de E ayant respectivement a, b et ¢ éléments, avec A’
et B’ sont inclus dans C’}.

1 étant un ¢lément de E, on définit I’ensemble :

Lagc()={(A’,B’,C’) appartenant a Q.pc, avec i appartient 3 A’ et B’(et donc a C’)}

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modéle équiprobable a ((A,B,C),Iapc(1),Qapc), On obtient
que « (A,B,C) est élément de Iopc(i) » est modélisée par I’événement « (A’,B’,C’) est élément de
Iapc(i) » de I’espace équiprobable Qapc.

Remarquant que la proposition « (A,B,C) est élément de Iapc(i) » est équivalente a la proposition « i
est ¢élément de I (avec I[=ANB)», et qu’on obtient (par récurrence) que
Card(Iapc(i))/Card(Qapc)=ab/nc=p;apis./pic on obtient que pour i dans E :

« fi(i) =1 » est modélisée par un événement de probabilité p;=piapis/pic-

Ceci constitue une 1™ justification intuitive de la 2™ forme du pseudo-Axiome considéré.

2™ justification intuitive :

On considére que (A,B,C) est un triplet quelconque parmi tous les triplets (A’,B’,C’) tels que
A’, B’,C’ ont des évaluations probabilistes pia,pis,pic, pour i respectivement supérieur a N,Ng,Nc, et
tels que A’et B’ soient inclus dans C’.

On a donc, pour i supérieur & Ni=sup(Na,Ng,N¢), « fa(1)=1 » est modélisée par un événement Ev,(i) de
probabilité pis ,« fp(i)=1 » est modélisée par un événement Evg(i) de probabilité p;s , et « fc(i)=1 » est
modélisée par un événement Evc(i) de probabilité p;c.

On ne peut plus considérer que la proposition « i est élément de A » est indépendante de la proposition
«1 est élément de B », puisque A et B sont tous 2 inclus dans C. Cependant, il est clair que la
proposition « i est élément de A » entraine « i est élément de C », et de méme pour la proposition « i
est élément de B ».

Or il est logique intuitivement, si on a 2 modélisations « La proposition P1 est modélisée par
I’événement Ev1 » et « La proposition P2 est modélisée par 1’événement Ev2 », et que la proposition
P1 entraine la proposition P2, de considérer que Evl entraine Ev2, c'est-a-dire que Evl et Ev2
appartiennent au méme espace probabilisable et que Ev1 est inclus dans Ev2.

On peut donc considérer d’aprés ce qui précéde, pour i supérieur a Nj, Eva(i),Evp(i) et Evc(i)
appartiennent au méme espace probabilisable et Eva(i) et Evp(i) sont inclus dans Evc(i).

De plus, généralisant le propriété de correspondance (utilisée pour définir le concept « est modélisée
par »), on peut considérer que la proposition « « i est élément de A » sachant « i est élément de C » »
est modélisée par I’événement « Ev,(i) sachant Evc(i) » ( noté conventionnellement Ev(i)/Evc(i)).

De méme, la proposition « « i est élément de B » sachant « i est élément de C » » est modélisée par
I’événement Evg(i)/Evc(i).

Or, C étant un ensemble d’évaluation probabiliste pic (i supérieur a Nc¢ )quelconque, on peut
considérer que A et B sont 2 sous-ensembles quelconques de C, d’évaluation probabiliste p;s et pip
(pour i supérieur a N, et Np).

On peut donc considérer que sachant « i est élément de C », alors la proposition « i est élément de A »
est indépendante de la proposition « i est €lément de B ».

Ceci s’€crit aussi:

La proposition « «i est élément de A » sachant «i est élément de C » » est indépendante de la
proposition « « i est élément de B » sachant « i est élément de C » »

En appliquant la méme remarque que pour la 2™ justification intuitive de la premiére forme du
pseudo-Axiome, on obtient que 1’événement Eva(i)/Evc(i) est indépendant de 1’évenement
Evp(i)/Evc(i).
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Puisque Eva(i) et Evg(i) appartiennent au méme espace probabilisable, on obtient donc :

«« fA(1)=1 » et « fp(i)=1 » » (qui est équivalente a « fi(i)=1 ») est mod¢lisée par 1’événement « Ev,(i)
et Evg(i) ».

Or dans I’espace probabilisable de Eva(i),Evg(i), Evc(i) on obtient :

P(Ev,(DetEvy (i) = p((Ev ,(D)etEv, (1)) ] Eve (D) p(Evc (1))
P(Ev, (DetEv, (1) = p(Ev, (1) Evc (D)et(Ev, (1) Ev () p(Evc ()

o PEV,@) | p(Ev, @) S Pubs
PEV @A D)= G iy p(Evotiy) P D=7

On justifie les expressions précédentes comme suit :

Si on suppose que pour un i donné, Evc(i) est réalisé. Alors la probabilité de (Ev,(i) et Evp(i))
notée p(Eva(i)et Evg(i)/Evc(i)) est alors égale a piapis/pic-. (ot on a utilisé que Eva(i) et Evg(i) sont
inclus dans Evc(i), et que Eva(i)/Evc(i) et Evp(i)/Evc(i) sont indépendants).

Soit i quelconque, alors la probabilité de (Ev(i)et Evg(i)) est égale a la probabilité que Evc(i) soit
réalisé (puisque Eva(i) et Evp(i) sont inclus dans Eve(i)) multipliée par la probabilité de (Eva(i) et
Evg(i)) supposant Evc(i) réalisé. D’ou le résultat.

On a donc donné une 2™
estimés 2™ forme.

justification intuitive du pseudo-Axiome de 1’intersection des ensembles

Nous allons maintenant présenter certains Théorémes et notions importantes permettant d’obtenir des
estimations de certains sous-ensembles de N.

DEFINITION 4.A.10 : (ensembles image- fonction ordonnée)

Si A est un sous-ensemble infini de N* et est I’image d’une fonction numérique fa(i),
strictement croissante sur N*, alors on dira que A est /’ensemble image de f5 sur N*., et que f, est une
fonction ordonnée sur N*. (On pourrait généraliser cette définition en remplagant N* par un sous-
ensemble infini quelconque de N*).

On remarque que si A est un sous-ensemble quelconque infini de N*, on peut définir :
fa(1) comme le premier élément de A,

£4(2) comme le 2™ élément de A

et pour tout n f(n) est le n“™ élément de A.

Donc il existe toujours une fonction ordonnée f, dont A est I’ensemble image (sur N*).
Réciproquement, si A est I’ensemble image de f, sur N*, on a nécessairement :
fa(1) est le premier ¢lément de A, et par une récurrence immédiate fa(n) est le n
On a donc le Théoréme :

ieme

élément de A.

THEOREME 4.A.11 :

Pour tout sous-ensemble estimé A de N*, il existe une et unique fonction f, dont A est
I’ensemble image sur N*.

DEFINITION 4.A.12:

Si A est I’ensemble image d’une fonction f, sur N*, alors, pour toute fonction fa;; de R" dans
R’, continue, strictement croissante, telle que fapij(0)=0 et pour tout i dans N*, fa,;;(1)=fa(i), on dira que
fapij €st une bijection (numérique) ordonnée sur R, et que A est I’ensemble image de la bijection
ordonnée fy;;. (Car il est évident que fyp; est nécessairement une bijection).
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Puisque fap;; coincide partout avec fy sur N*, on emploiera la méme notation f, pour désigner 1’une ou
I’autre fonction, sauf en cas d’ambiguite.

REMARQUE 4.A.13 :

I1 est évident que pour toute fonction f, définie sur N*, il existe une infinité de bijections fap;
pouvant convenir. On verra en fait que seul le comportement a ’infini de fuy;; sera important pour
déterminer 1’estimation a(n) de I’ensemble A, et donc il suffira de connaitre fu;; (X) (noté aussi fo(x))
pour x supérieur a un naturel quelconque Ny).

On a alors le Théoréme important :
THEOREME 4.A.14 :

Si A est ’ensemble image d’une bijection ordonnée f, sur R" alors A est un ensemble estimé
d’estimation f,”'(n).
(Puisque f, est strictement croissante et tend vers 1’infini, il en est de méme pour f,")

Démonstration :

On rappelle que A(n) est ’ensemble des éléments de A inférieurs a n.(On emploiera toujours
les termes « inférieurs » ou « supérieurs » au sens large.)
D’aprés I’hypothése, tout élément de A s’écrit fo(i), ou i appartient a N*.
On a donc A(n)={fA(i)/ fa(i)<n et i appartient a N*}.
Or, fA(1)<n est équivalent & iSfA’l(n), puisque f, est une bijection strictement croissante .
Donc Card(A(n))=E(f,'(n)), donc Card(A(n))=f,"'(n) pour n tend vers I’infini ce qui signifie que A est
un ensemble estimé d’estimation £, (n).

Si A est ’ensemble image d’une bijection ordonnée f, définie sur R*, dans de nombreux cas f,"' est
trés difficile a obtenir. Par contre, en général, on connait une fonction g, a valeur dans R,
strictement croissante définie pour x assez grand, continue, et telle que f, soit équivalente & ga a
I’infini et qu’on connaisse g, , pour x assez grand.

On peut alors en général utiliser le Théoréme suivant :

THEOREME 4.A.15 :

Si f est une fonction strictement positive et continue, définie pour x supérieur a un réel
strictement positif Kf, strictement croissante, telle qu’il existe une fonction g strictement positive et
continue, définie pour x assez grand (x supérieur a Kf), strictement croissante et que 1’on ait:

()f est équivalente a g a I’infini.

(ii)On connait g, et pour toute fonction &(x) tendant vers 0 a I’infini :
g (x(1+&(x)) est équivalente a g (x) a I’infini.

Alors f(x) est équivalente a g”(x) a I’infini.
Démonstration :

Puisque g est équivalente a f, pour x supérieur a Kf, on a une fonction g(x) tendant vers 0 pour
x tend vers I’infini avec : g(x)=f(x)(1+&(x)).
De plus pour x supérieur a Kf:
x=g" (g(x)=g" (f)(1+&(x))
155
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



Pour x supérieur a Kf, on pose f(x)=X. Donc x=f '(X).
On obtient, pour f'(X) supérieur a Kf, soit X supérieur a f(Kf) :
F1(X)=g" (X(1+e(f(X))).
Donc :
g X+ O
X))
Pour montrer que f' est équivalente & g a I’infini, il suffit de montrer que :
g (X(1+e(f'(X))) est équivalente a g (X).
Ceci est vrai car f'(X) tend vers 1’infini pour X tend vers 1’infini et d’aprés (ii).
On a donc montré le Théoréme.

La condition (ii) sera en général vérifiée, dans le cas ou f est une fonction ordonnée sur N*, car comme
on le verra, les estimations s’expriment comme fonctions simples des fonctions Log(x), x et de leurs
puissances réelles. Il en sera de méme en général de la fonction g™, et comme on a toujours, pour tout
réel o et pour toute fonction g(x) tendant vers 0 & Pinfini, Log(x(1+&(x)))* est équivalente a I’infini a
(Log(x))", et (x(1+&(x)))" est équivalente & x”, on aura en général g™ (x(1+&(x))) est équivalente a g (x)
a 'infini.

REMARQUE 4.A.16 :

Le Théoréme précédent peut aussi étre utilisé dans certains cas ou on ne connait pas de
fonction g équivalente a f,, connaissant g, mais qu’on peut encadrer f, par de telles fonctions fy; et
fa2, équivalentes a g; et g, et dont on connait gl'l et gz'l.

En effet, supposant qu’on ait une fonction fa(x), et 2 fonctions fa; et fo, définies pour x assez
grand et strictement positives, telles que fa; et fa, soient strictement croissantes ,tendent vers 1’infini
et:
faa(X)<fA(X)<fa1(X).

Remarquant que si f et g sont 2 fonctions strictement croissantes définies pour x supérieur (au
sens large) a K, strictement positives, tendant vers 1’infini, telles que pour tout x supérieur ou égal a
K : f(x)<g(x).

On obtient que f et g ont des fonctions réciproques f' et g™ avec :
Pour f(x)supérieur a K :

F1(f())<f " ((x)), soit x<f"(g(x))

Et pour g (x)supérieur a K (c'est-a-dire x supérieur a g(K)) :

g (<t ().

I1 en résulte que pour x assez grand :

far " (O<fA™ (0)<f (%).

Si on a f;(x) est équivalente a une fonction g;(x) et fa,(x) est équivalente a une fonction g,(x) telles
qu’on puisse dans les 2 cas appliquer le Théoréme précédent et que de plus, a I’infini

2, (x) soit équivalente a g,”'(x), on obtient alors f,'(x) est équivalente a I’infini a g, (x) .

Par exemple considérons la fonction ordonnée sur N* :
f(m)=E(exp(n)+Log(n)+n'?).

Il est évident qu’on peut définir une bijection ordonnée sur R” favij(X) coincidant avec fy sur N*. On
suppose que fap; est I’une de ces bijections ordonnées.
Il est difficile de trouver une fonction g(x) équivalente a fapi(x), car fa(n) n’est pas équivalente a
fa(n+1).
Par contre on peut définir :
fAz(x)=exp(x—2)+L0g(x—2)+(x—2)1/2.
fa1(x)=exp(x-+2)+Log(x+2)+(x+2)"
On obtient alors, pour x assez grand :
Far (X)<tapij(X)<fa1(x).
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On obtient I’expression précédente remarquant que pour n supérieur a 5, si on considere 1’intervalle
I(n)=[n-1,n], d’apres la définition de fayj, on a pour tout x dans I(n), fo(n-1) est inférieur (au sens
large) a fapij(x) qui est inférieur a fy(n).

Or il est évident, d’aprés 1’expression de fa(n), que pour tout x dans I(n), on a fa(X)<fa(n-1) et
fa1(x)>fa(n). On obtient donc I’expression précédente , pour X supérieur a 5.

Appliquant le Théoréme précédent A.15 , on obtient que fy;™" est équivalente a la fonction ga;”
'(x), fao™' (%) est équivalente a ga,™ (x), avec ga; " (X) et gay ' (x) équivalentes a Log(x).
On en déduit donc fAbij’l(x) est équivalente a Log(x).

REMARQUE 4.A.17 :

Il est clair que si A est un ensemble estimé d’estimation a(n), on peut trouver une infinité
d’autres estimations de A, qui sont toutes les fonctions équivalentes a a(n) et qui peuvent étre trés
compliquées. L’intérét de la TAN et qu’on ne considére que les expressions les plus simples de a(n),
parce que ce sont elles les plus réguliéres et qu’elles sont celles susceptibles de donner les meilleurs
modeles statistiques.

Ainsi , on dira qu’une fonction d’estimation a(n) est réguliére si on a :

a) a(x) est infiniment dérivable pour x assez grand.

b)Toutes les dérivées de a(x) sont monotones pour x assez grand, et a’(x) inférieur a 1 pour x assez
grand. De plus pia=a(i) —a(i-1) est équivalente a a’(i) a I’infini.

c¢)a(x) est une fonction simple des fonctions x, Log(x) et de leurs puissances réelles.

En général, les estimations les plus simples sont réguliéres pour les raisons suivantes :
On remarque que le fait qu’en général, la dérivée a’(x) d’une estimation est inférieure a 1 est di au fait
qu’on a(n)-a(n-1)=a’(x), avec x dans [n-1,n], qu’on a en général a(n)-a(n-1) est inférieur a 1 et que la
fonction a’(x) est monotone pour x assez grand.
Une conséquence de ceci est qu’en général a(x) n’est pas fonction de exp(x), dont la dérivée tend vers
I’infini & I’infini. De méme, a(x) ne doit pas s’exprimer avec des parties enticres, car alors a) ne serait
plus vérifié.
C’est pourquoi on peut et on doit étre dans le cas c).
Le fait que a(x) est une fonction simple des fonctions x et Log(x), et que a(i)-a(i-1)=a’(x) ou X
appartient a [i-1,i], entraine que a(i)-a(i-1) est équivalente a a’(i).(C’est-a-dire le b))

Si a(n) est une fonction réguliére, d’aprés c) a’(x) est aussi fonction simple des fonctions x et
Log(x), de méme que la dérivée de a(x) a tout ordre.

Considérons un ensemble estimé A d’estimation a(n) et b(n), avec a(x) est donc équivalente a
b(x) et de plus a(x) et b(x) sont des fonctions d’estimation réguliéres.

Montrons que si on a pia=a(i)-a(i-1) et p;g=b(i)-b(i-1), on a en général p;s est équivalente a p;p
a I’infini.

En effet d’apres b), pia est équivalente a a’(i) et pig est équivalente a b’(i). a’(x) et b’(x) étant
monotone pour x assez grand, il suffit donc de montrer que a’(x) est équivalente a b’(x) a I’infini.

Or d’apres ¢), la fonction r(x)=a’(x)/b’(x) est aussi une fonction simple des fonctions Log(x) et
x, de méme que sa dérivée r’(x). Il en résulte que r’(x) est équivalente a I’infini a une fonction
strictement positive ou strictement négative, et donc r(x) est monotone pour x assez grand et donc r(x)
a une limite 1, éventuellement infinie.

Montrons que cette limite | est nécessairement égale a 1 :

En effet, supposons I>1.

Donc il existe €0, tel qu’il existe K>0 tel que pour tout t supérieur a K, r(t)>1+e, c'est-a-
dire :a’(t)>b’(t)(1+¢).

En intégrant entre K et x, x étant supérieur a K, on obtient :

a(x)-a(K)>(1+e)(b(x)-b(K)).

Et donc pour x supérieur a K:
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a(x)/b(x)>1+e+a(K)/b(x)-(1+&)b(K)/b(x).

Il est évident que le 2™ terme de cette inégalité tend vers 1+£>0, et est incompatible avec
I’hypothése que a(x)/b(x) tend vers 1 pour x tend vers I’infini.

Il est donc impossible qu-on ait I>1, et de méme on montre qu’il est impossible qu’on ait 1<1.
Donc 1=1, et on a bien pi, est équivalente a pig.

Le résultat précédent est important car A, B, C étant 3 ensembles estimés, appliquant le
pseudo-Axiome du modéle des ensembles estimés a A,B,C puis le pseudo-Axiome de I’intersection
des ensembles estimés, on obtient des résultats équivalents quels que soient les fonctions d’ estimation
utilisées de A,B,C, du moment qu’elles soient réguliéres.

Pour obtenir la remarque précédente, on utilise le résultat important que si a(n), b(n), ¢(n) sont
des estimations réguliéres, avec pia=a(i)-a(i-1), piz=b(i)-b(i-1), pic=c(i)-c(i-1), alors la convergence a
I'infini de la séric Zpiapis/pic est €quivalente a la convergence a [Iinfini de [’intégrale
Ja’(x)b’(x)/c’(x)dx, et de plus si elles divergent, on a pour tout naturel N :

J.na (x)b (x) ZptAplB
N c (x) i=N plC
On utilisera aussi le fait que si f et g sont 2 fonctions strictement positives et monotones, définie pour

x supérieur a K, avec f équivalente a g en 'infini, alors la convergence a ’infini de I’intégrale [f est
équivalente a celle de I’intégrale Jg, et si elles divergent :

jK F(o)dt ~ IK g(t)dt

En utilisant exactement la méme méthode que dans la partie 3.DECIMALES d’ IRRATIONELS , pour
obtenir que la proposition « Il existe une infinité de chiffres égaux a 5 dans les décimales de V3 »,
considérant en particulier les mémes ensembles F;, on obtient le Théoréme suivant :

THEOREME 4.A.18 :
Si on a un ensemble A d’évaluation probabiliste p;s, pour i supérieur a Ny, alors :
a)Si la série Xp;a diverge, la proposition « A a une infinité d’éléments » a une pseudo-preuve aléatoire.

b)Si la série Zp;s converge, la proposition « A a un nombre fini d’éléments » a une pseudo-preuve
aléatoire.

On rappelle que dans le cas a), le Théoréme 4.A.7 permet d’obtenir que A est un ensemble estimé dont
on obtient une estimation a(n) par une pseudo-preuve aléatoire.

B.EXEMPLES
EXEMPLE 4.B.1 :

Soit a étudier I’ensemble I des nombres premiers pouvant s écrire k=10°+3.
On va montrer que les 2 propositions P1 :« I est infini » et P2 :« I est un ensemble estimé d’estimation
2

i(n)=F(n dx. » ont des pseudo-preuves aléatoires.
(n) = Fm) = ijog(x)Log(lO) P P

11 faudrait effectuer des tests en calculant pour de nombreuses valeurs r(n)=I(n)/i(n) (I(n) étant
le nombre d’éléments de I inférieurs a n), et vérifier que r(n) semble tendre vers 1, pour obtenir que P1
et P2 ont des explications aléatoires intéressantes c'est-a-dire illustrées par de nombreux tests, a
condition que ni P1, ni P2, ni leur négation n’aient ét¢ démontrées classiquement.
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Démonstration :

(On ne démontre pas les propositions P1 et P2, mais on démontre qu’elles ont des pseudo-preuves
aléatoires.)

Soit A I’ensemble des naturels k s’écrivant :k=10"+3 , avec p dans N*,

A est donc ’ensemble image de la fonction ordonnée sur N* f,(p)=10"+3.

On peut alors définir la fonction fay;, continue et strictement croissante sur R", avec pour x supérieur a
1, fapij(x)=10"+3. fp;j est donc une bijection ordonnée coincidant avec f, sur N* telle qu’on I’a définie
en 4.A.12, et donc qu’on désignera aussi par fa.

On obtient pour k supérieur a 10+3=13, si fo(x)=k, fo" (k)= x = log(k-3), donc d’aprés le Théoréme
4.A.14, A est un ensemble estimé d’estimation a(k)=log(k).

Si B est I’ensemble des nombres premiers, on sait que B est un ensemble estimé d’estimation
b(k)=k/Log(k).

De plus, A et B sont inclus dans C I’ensemble des nombres impairs qui est un ensemble estimé
d’estimation c(k)=k/2.

Si on applique le pseudo-Axiome du modéle des ensembles estimés a A,B,C, on obtient que A,B,C ont
des évaluations probabilistes pa(i)=a(i)-a(i-1), ps(i)=b(i)-b(i-1), pc(i)=c(i)-c( i-1), pour i supérieur
(respectivement) a N, N, Nc. _

Il en résulte, si on applique le pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles estimés 2™ forme
4.A.9, 1 étant I’intersection de A et B, I a une évaluation probabiliste pi(i)=pa(i)ps(i)/pc(i), pour i
supérieur a Ni=sup(N,Ng,N¢).

On obtient:
a'(x)b'(x) 2 y Log(x)-1

c'(x) xLog(10) (Log(x))>
Comme I’intégrale f2/(xL0g(10)Log(x) dx est équivalente a une intégrale de Bertrand qui diverge, il
en résulte d’apres la Remarque 4.A.17 que la série Xp;apis/pic diverge et que de plus :
i PisPis _ (" 2

~

dx
= Pic N xLog(x)Log(10)

On peut alors utiliser le Théoréme 4.A.18 pour obtenir que P1: «I est infini » a une pseudo-preuve
aléatoire.
Si on applique le Théoréme 4.A.7, on obtient que la proposition :

« I est un ensemble estimé d’estimation i(n) = z Py »
i=NI
a une pseudo-preuve aléatoire.
On obtient alors immédiatement que cette proposition est équivalente & P2, et donc P2 a bien une
pseudo-preuve aléatoire.

EXEMPLE 4B.2 :

Etudions maintenant 1’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire k=2x" +1, ol r est un
naturel supérieur a 2.
On obtient exactement les mémes résultats que précédemment, avec ici :
n 2 1-1/r
Fn)= J.# dx
rx "Log(x)
10

On procéde exactement comme dans I’exemple précédent, avec a(k)=k'"/2"", b(k) et c(k) demeurant
inchangés. Comme dans I’exemple précédent, il faudrait calculer et tracer I(n)/F(n) pour vérifier que
P2 est illustrée par de nombreux tests et donc a une explication aléatoire intéressante, si on ne 1’a
jamais démontrée classiquement ni sa négation.
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EXEMPLE 4B.3 :

Etudions I’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire k=6.10"+1.
On obtient les mémes résultats que pour les 2 premiers exemples, avec ici :

Fn)= j ’ 24 dx
10 xLog(x)Log(10)N .

ou N¢ est le nombre de naturels modulo 24 dont le carré est égal a 1 modulo 24.

Pour obtenir les résultats de cet Exemple, on obtient comme dans le premier exemple que A est un
ensemble estimé d’estimation a(k)=log(k).

L’ensemble B et I’estimation b(k) restent inchangés ;

Cependant, on remarque que les éléments de A et de B peuvent s’écrire V(24n+1) ol n est un naturel.
On doit donc prendre pour C I’ensemble des naturels k=v24n-+1.

Pour obtenir c¢(k), on considére la table des carrés modulo 24, si N¢ est le nombre de naturels dont le
carré est égal a 1 (modulo 24), il est évident que c(k)=k(N¢/24).

On procede alors comme précédemment pour obtenir la propositions « I est infini » et la proposition
donnant I’estimation i(n) de 1.

EXEMPLE 4B4:

Etudions I’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire : k=24x"+1, r étant un naturel
supérieur a 2.
On obtient les mémes résultats que pour les exemples précédents, avec :
n 2 41—1/ r

i(n)=F(n)= 1IO,,xl”’Log(x)Nc

Pour obtenir ces résultats, on procéde comme dans I’Exemple précédent, en conservant b(k) et c(k), et
en prenant a(k)=(k/24)"".

REMARQUE 4.B.5:

Il est clair que les pseudo-Axiomes de la TAN que nous avons donné permettent aussi
d’étudier I’intersection d’un nombre d’ensembles estimés arbitraire, en donnant des estimations de ces
ensembles estimés.

Dans les exemples précédents, on a proposé seulement des intersections infinies, car ce sont
les seules qui peuvent étre illustrées par des tests et donc peuvent avoir des explications aléatoires. 11
est cependant clair qu’on aurait pu proposer de nombreux exemples ou le fait que 1’intersection de 2
ensembles estimés est finie a une explication aléatoire.

Il n’est pas sir en outre que les propositions des exemples précédents aient des explications
aléatoires car il est possible qu’on puisse les démontrer classiquement ou leurs négations. On rappelle
que par Définition seules les propositions qui n’ont pas de démonstration classique ni leur négation ont
une explication aléatoire. Car sinon, leur pseudo-preuve aléatoire est inutile.

On peut donc s’attendre que comme dans les exemples précédents, de trés nombreuses
propositions en Théorie des Nombres aient une explication aléatoire, et donc tout en ayant une
explication rationnelle basée sur le hasard n’aient pas de démonstration classique ni leur négation.

A et B étant 2 ensembles estimés, on peut obtenir dans certains cas un autre modele de la
fonction caractéristique fi(i), avec [=FANB.

Ainsi, supposons que A soit I'image d’une fonction ordonnée g, sur N*, et que B soit un
ensemble estimé d’estimation b(n).
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Si on applique a B le pseudo-Axiome du mode¢le des ensembles estimés, on obtient qu’il existe
un naturel N tel que pour i supérieur a Np, fp(i)=1 soit modélisée par un événement de probabilité
pis=b(i)-b(i-1) (fs étant la fonction caractéristique de B).

On obtient alors immédiatement la modélisation :

« Pour j tel que ga(j) soit supérieur a N, fi(ga(j)=1 ( qui est équivalent a fg(ga(j))=1) est modélisée par
un événement de probabilité pgag=peacip=b(ga())-b(ga(G)-1). »

(Il est évident que si i ne s’écrit pas ga(j) pour un naturel j, alors fi(i)=fa(i)=0 , fo fonction
caractéristique de A).

Cette 2™ modélisation est plus précise que celle obtenue en appliquant le pseudo-Axiome du
modéle des ensembles estimés & A et B, puisque dans cette 2™ modélisation, on ne modélise pas f, la
fonction caractéristique de A, mais on I’utilise directement. Cependant, cette 2me modélisation
conduit a des estimations de I équivalentes a celles obtenues par la 1 modélisation , si b(x) est une
fonction réguliére et que , gaw; étant une bijection ordonnée de classe C? sur R" associée a g4 (qui
existe toujours de fagon évidente) g,'(x) (qui on le rappelle donne une estimation de A) est
équivalente a une fonction régulicre.

EXEMPLE 4.B.6 : CONJECTURE FORTE DE GOLDBACH

On peut donner une explication aléatoire a la Conjecture forte de Goldbach, et a des
propositions exprimant des propriétés de la Cométe de Goldbach, en utilisant la modélisation des
ensembles estimés présentée dans cet article, et non plus le modéle équiprobable comme dans [’article
®) Cette 2™ modélisation conduit,d des propositions exprimant des propriétés de la Cométe de
Goldbach beaucoup plus précises que celles obtenues en utilisant le modéle équiprobable.

ETUDE DE (k) PAR LE MODELE SIMPLE MI 4.B.6A) :

Soit A I’ensemble des nombres premiers. On sait que A est un ensemble estimé d’estimation
a(n)=n/Log(n).

Si on applique le pseudo-Axiome du modele des ensembles estimés a A, on obtient qu’il existe
un naturel Ny tel que pour i supérieur (toujours au sens large si on ne précise pas) a N, « fa(i)=1 » soit
modélisée par un événement « Xfa(i)=1 » de probabilité p;a=a(i)-a(i-1). (fa fonction caractéristique de
A) On sait qu’on peut appliquer ce pseudo-Axiome en choisissant N, assez grand, et on choisira
NAZSOI.

On obtient :

[ i-1 1 .
Log (i) - Log(i—1) - Log (i) (+&@)

Py =

Ou la fonction g(i), complétement déterminée, tend vers O pour i tend vers I’infini. (On
rappelle qu’une estimation plus précise de a(n) est ) 3.1 (1/Log(x))dx, qui donne la méme expression)
On a donc la loi numérique aléatoire :

«Pour i supérieur a N,=501, f,(i) est modélisée par la wvariable aléatoire Xfa(i), avec
p(« XEa(D)=1 »)=pia ».

Cependant, comme tous les nombres premiers sont impairs, on peut considérer seulement les naturels i
impairs. On obtient alors un meilleur mode¢le statistique:

Ainsi, considérons 2 ensembles estimés A et C, avec A inclus dans C, et pour i appartenant a C, on
cherche a modéliser f5(i)=1, que 1’on écrira f,c(i)=1. On cherche donc a modéliser fa,c(i).

On I’obtient par le pseudo-Axiome suivant, de I’inclusion des ensembles estimés, qui se
justifie de la méme fagon que le pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles estimés 2™ forme:

PSEUDO-AXIOME 4.B .6.Aa) de I’inclusion des ensembles estimés :
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Si A et C sont 2 ensembles d’estimation probabiliste p;a et pic, pour i supérieur a N, et Nc (On
suppose N,=N¢), avec A inclus dans C, alors lorsque le pseudo-Axiome de I’inclusion des ensembles
estimés est valide pour (A,C), pour tout i dans C, f5(i) (notée fy (i) est modélisée par un événement de
probablhté piA/C:piA/piC-

1 justification intuitive :

Cette justification est basée sur le modele équiprobable :

Supposons qu’on ait un ensemble E={1,..,n}, et que A et C soient 2 sous-ensembles de E ayant a et ¢
¢éléments, avec A inclus dans C.

Appliquant le pseudo-Axiome du modeéle équiprobable 2.A.3 a (i,A,E) puis a (i,C,E), on obtient pour i
dans E :

« fa(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;a=a/n.

« fc(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité p;c=c/n.

Si maintenant, sachant i appartient a C, on applique le pseudo-Axiome du modéle équiprobable a
(1,A,C) (car A est inclus dans C par hypothése), on obtient :

« farc(1)=1 » est modélisée par un événement de probabilité a/c, avec a/c=p;a/pic.

Ceci est donc une premiére justification.

2'me justification intuitive :

Supposons que (A,C) soit un couple d’ensembles quelconques parmi tous les couples (A’,C’)
tels que A’ et C’ sont 2 ensembles d’évaluation probabiliste p;s et pic pour i supérieur a Ny, et A’ est
inclus dans C’.

On a donc pour i supérieur a Ny :

« fA(1)=1 » est modélisée par un événement Ev;, de probabilité p;,.

« fc(1)=1 » est modélisée par un évenement Ev;c de probabilité pic.

De plus comme dans la 2™ justification intuitive du pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles
estimés 2'°™ forme, on peut en premier lieu considérer puisque A est inclus dans C que Evis et Evic
appartiennent au méme espace probabilisable et de plus que Ev;a est inclus dans Ev;c, pour i supérieur
aNa.

On peut aussi en second lieu généraliser la propriété de correspondance, en admettant que la
proposition « « fo(1)=1 » sachant « fc(i)=1 » » est modélisée par 1’événement « Evi, sachant Evic.
(EViA/EVic) .

Or la proposition « « fo(i)=1 » sachant « fc(i)=1 » » est équivalente a « fa,c(i)=1 » tel qu’on a défini
farc(i).

11 en résulte que « fA/c(i)=l » est modélisée par I’événement Ev;,/Evic de probabilité pia/pic.

On a donc donné une 2™ justification intuitive du pseudo-Axiome.

I étant I’ensemble des naturels impairs, puisque A est inclus dans I, appliquant le pseudo-Axiome
précédent a (A,I), on obtient que pour i naturel impair supérieur a 501, fa,(i) est modélisée par la
variable aléatoire Xfy (1) avec p(« Xfan(1)=1 »)=piar=pia/Pi=2pia. (avec p;=1/2).

Si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes on obtient la méme loi
numérique aléatoire, mais avec des variables Xfu,(i) définies sur le méme espace probabilisable et
indépendantes.

Si on définit pour tout n pair (n=2p) la proposition :

P(n) : « n=2p est la somme de 2 nombres premiers (distincts) »,

On considére les naturels n=2p, avec p supérieur a N,=501.

11 est évident alors que « t(P(n)=0 » est équivalente a :

« Fan(1)fan(n-1)=0 » et « fa(3)fan(n-3)=0 »et....et « fas(p’)fan(n-p’)=0 »,

ou p’ est le plus grand naturel impair strictement inférieur a p.

On écrit cette proposition :

«Fan(Dfan(n-1)=0 » et...et « £41(499)fa1(n-499)=0 » et « fon(Na)far(n-NA)=0 » et ...et « fan(p’)fan(n-
p’)=0 »

162
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres



La proposition précédente fait intervenir des naturels n-j avec j inférieur & p’ (2°™ terme de chaque
produit). Il en résulte n-j est supérieur a n-p’=2p —p’>p. (puisque par hypothese p’ est strictement
inférieur a p). Donc comme p est supérieur a N,=501, n-j est toujours supérieur a N, et donc fa,(n-j)
est modélisée par la variable aléatoire Xf,,(n-j).

D’apreés la propriété de correspondance (donnée dans les Rappels 2.A), la proposition
précédente équivalente a t(P(n))=0 est donc modélisée par I’événement « Xt(P(n))=0 » de probabilité :
« FA(D)XEAn(n-1)=0 »et...et « £4(499)Xfx1(n-499)=0 »et « XEAn(NA)XEan(n-N»)=0 »et...et
« Xfpu(p*)XEan(n-p’)=0 ».

Et donc utilisant que les Xf,(i) sont indépendantes, la probabilité de 1’événement précédent est égal
au produit des probabilités de chaque événement. Si on définit P(N,) I’ensemble des nombres
premiers strictement inférieurs a N, on a pour tout i strictement inférieur a N, si i est dans P(N,),
fa(i)=1, sinon f5(i)=0, et donc la probabilité de I’ événement précédent est égale a :
p("Xe(P(m)=0"= [T (=pu) [10=PuiPausarr)

jeP(NA) p'>j=NA

(j représente toujours un naturel impair dans I’expression précédente).

On a donc obtenu la loi numérique aléatoire :
« Pour n=2p supérieur a 2N,=1002, t(P(n)) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(n)) définie
précédemment ».
Si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes a la loi précédente, on obtient la méme
loi avec les Xt(P(n)) indépendantes.
On peut alors en procédant exactement comme dans Particle © obtenir que la proposition :
« Pour tout n naturel pair supérieur a 1002, n est la somme de 2 nombres premiers distincts », qui est
équivalente a « Pour tout n pair supérieur a 1002, t(P(n))=1 », a une pseudo-preuve aléatoire. Et il est
évident que cette proposition est équivalente a la Conjecture de Goldbach.
(Puisqu’on vérifie que pour n pair inférieur a 1002, n est la somme de 2 nombres premiers).

Avec toujours n=2p naturel pair tel que p supérieur & N, =501, on définit r(n) comme étant le
nombre de paires de nombres premiers distincts dont la somme donne n.
On obtient :
I'(Il):fA(l)fA/I(l'l- 1 )+. . .+fA(499)fA/I(n—499)+fA/I(NA)fA/I(n—NA)+.. +fA/I(p’)fA/[(l'l-p’).

Or on a vu dans les Rappels 2.A, comme conséquence de la propriété de correspondance, que
si on avait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F :
« f(i) est modélisée par la variable aléatoire Xf(i) »,
alors si les Xf(i) sont définies sur le méme espace probabilisable, pour tous kl1,...,.kn appartenant a F,
et pour toute fonction G(Xy,....x,) définie sur R", la fonction G(f(k1),...,f(kn)) était modélisée par la
variable aléatoire G(Xf(k1),...,Xf(kn).

11 en résulte que la fonction r(n) est modélisée par la variable aléatoire Xr(n),avec :

Xr(n) = z Xfy(n=j)+ ZXfA/I(j)XfA/I(n_j)

jeP(NA) p'2j=NA, jel

On obtient donc la loi numérique aléatoire :
«Pour n pair supérieur a 2N,=1002, r(n) est modélisée par la variable aléatoire Xr(n) définie
précédemment ».
On remarque qu’on peut facilement obtenir la moyenne et la variance de Xr(n), les Xfan(j) étant
indépendantes. On peut aussi appliquer le pseudo-Axiome des variables indépendantes pour obtenir la
méme loi que précédemment, mais avec les Xr(n) indépendantes, et obtenir alors des propositions
exprimant des propriétés de la Cométe de Goldbach.
On remarque tout d’abord qu’on peut montrer que E(Xr(k)) est équivalente a E(X.qr(k)), Xeqr(k) étant
la variable aléatoire obtenue utilisant le modéle équiprobable modélisant r(k) dans le premier article,
c'est-a-dire que E(Xr(k)) est équivalente a k/(Log(k))®.

On obtient ce résultat de la fagon suivante :
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a)On montre qu’on a I’équivalence, A étant un réell strictement positif :

t 1
{ (Log(x)) W Log(n)y

b)Puis on écrit :

n n/2 n
I ! dx = _[ ! dx + _[ ! dx
" Log(x)Log(n—x) " Log(x)Log(n—x) 7, Log(x)Log(n—x)

c)Puis on encadre les 2 intégrales du terme de gauche de 1’égalité précédente et utilisant a) on obtient :

n 1 1
I dx = >
% Log(x)Log(n—x) (Log(n))

Utilisant I’inégalité de Chebychev exactement de la méme fagcon que dans la Remarque 4.A.7b), on
peut obtenir des intervalles de confiance a 99% I(k)=[1-g(k),1+e(k)] de Xr(k)/E(Xr(k)), (k) étant une
fonction positive tendant vers 0.

Procédant alors exactement comme dans I’estimation de S(n), dans la Remarque 4.A.7b) on obtient
que la proposition suivante P2,;(r(k)) a une pseudo-preuve aléatoire :

PZMI(r(k)) : « Il existe un naturel N tel que pour tout n supérieur a N :

Z ("0 (1)")20.98 (avec i pair et E(Xr(i))~i/(Log(i))}) »

(n—zNA)/2+1 4 N E(Xr(D))

Comme dans le modele équiprobable on obtient que cette proposition n’est pas illustrée par la
Cométe de Goldbach considérées comme des tests statistiques. Cependant, cette proposition entraine
la proposition Q2yy(r(k)) (analogue a Q2 dans la section 4A7a) suivante qui a donc une pseudo-preuve
aléatoire :

Q2mi(r(k)) : « I existe 2 réels o,p strictement positifs et un naturel N tel que pour tout n supérieur a

W 1)
(n— 2N)/2+l _;V:A(E(Xr()) .1 =098

(avec i pair et E(Xr(i))~i/(Log(i))’) »

On obtient comme dans 1article © que Q2y(r(k)) tout en étant illustrée par la Cométe de
Goldbach n’a pas d’explication aléatoire car contraire a la Conjecture Forte de Goldbach qui on le
verra a une pseudo-preuve aléatoire et est beaucoup mieux illustrée par les tests statistiques que
Q2\u(r(k)). Q2yur(k) est aussi beaucoup plus imprécise que la Conjecture Forte de Goldbach.
Cependant, c’est en affinant le modé¢le statistique utilisé pour obtenir P2,;(r(k)) qu’on obtiendra que la
Conjecure Forte de Goldbach a une pseudo-preuve aléatoire, dans la section suivante.

Comme dans I’article précédent on peut considérer la proposition R2yy(r(k)) obtenue en
remplagant dans Q2y(r(k)) [a,B] par [a,+oo[. On obtient comme dans le premier article © que cette
proposition a une explication aléatoire, donnant notamment la forme de 1’équation de la courbe
inférieure de la Cométe de Goldbach.
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On remarque qu’il est trés possible a priori qu’on puisse obtenir des variables aléatoires Xr(n)
représentant les propriétés statistiques de r(n) de facon beaucoup plus précises que celles obtenues
dans les modeles équiprobables et indépendants exposés précédemment. Cependant, ceci doit
nécessiter d’utiliser des propriétés des nombres premiers plus complexes que les 2 seules qu’on a
utilisées, c'est-a-dire que les nombres premiers constituent un ensemble estimé d’estimation n/Log(n)
inclus dans I’ensemble des naturels impairs. Trouver une loi numérique aléatoire dont on puisse
déduire les principales propriétés de la Cométe de Goldbach, constitue 1’objectif suivant de la TAN,
comme on I’a remarqué dans 1’Etude théorique d’une fonction par la TAN 4.A.7a).

ETUDE DE LA FONCTION r(k) PAR LE MODELE MI(K)(p,....,p.) 4.B.6B)

On remarque qu’on peut grandement améliorer la qualité des modéles présentés, indépendants
et équiprobable, de la facon suivante :

On a vu qu’on a amélioré la qualité du modéle indépendant en utilisant que A I’ensemble des nombres
premiers était inclus dans I I’ensemble des nombres impairs.

Plus généralement, supposons qu’on ait un naturel pair k, et que pi,.....pnx soient les diviseurs
premiers de k autres que 2 et k/2 (si k/2 premier), avec p;<...<p,. On peut alors considérer que A est
inclus dans I’ensemble L (pix,-..,pnx) qui est ’ensemble des naturels impairs qui ne sont pas multiples
de pik...pak> & I’exception de piy,...,pn €ux-mémes. On remarque qu’on a toujours px<k/2. Afin de
simplifier le modéle, on pourrait considérer seulement les nombres premiers pj, inférieurs a P=500. (Il
est trés possible qu’on obtienne un bon modéle prenant P égal a une valeur beaucoup plus petite que
500).

Remarquant que si j appartient a L(pik,...pnx), avec j>500, on a alors k-j appartient a
L(pik,---,pux), ON peut procéder exactement comme dans le modele indépendant précédent, remplacant
I par Li(pik....pux). Il est clair que cette modélisation est plus précise, et qu’elles conduit aussi a
I’existence de bandes correspondant aux naturels pairs ayant certains diviseurs premiers en commun. Il
est cependant trés possible que cette modélisation ne soit pas assez précise pour décrire complétement
ou avec une trés bonne approximation les propriétés de la Comeéte de Goldbach.

(On peut affiner le modéle équiprobable étudié dans I’article précédent © de la méme fagon,
en remplagant E(k) I’ensemble des paires de naturels impairs inférieurs a k par I’ensemble des paires
de naturels inférieurs a k appartenant a L.(pix,..,pu) privé de pi,..,.pux, B(k) I’ensemble des paires de
naturels{i,k-i}, i étant impair par ’ensemble des paires de naturels {ik-i}, ou i appartient a
L(Piks---Prk} Privé de pig,...,pnk (Car il est évident qu’on a toujours pour j dans {1,..,n} k-py est un
multiple de pj et n’est pas premier ), et A(k) I’ensemble des paires de naturels premiers inférieur a k
par I’ensemble des paires de naturels premiers inférieurs a k et différents de pyy,...,pu. On notera
M, In(py,...pn) ce modele équiprobable analogue au modele MIn(py,..,ps) )

En réalité, on voit que les modeles précédents ne sont pas assez bons pour décrire avec une
trés bonne approximation la Comeéte de Goldbach. :

On note MI le modéle indépendant étudié précédemment en considérant seulement que A est
inclus dans I, et MI(k) le modéle indépendant plus précis décrit précédemment ou on considére plus
précisément que A est inclus dans I(K)=I(pik,- - - ,Pnk)-

En effet, on obtient I(K)=L.(piw....px) en considérant I’ensemble des naturels modulo
(K)=p1X...Xpa. On obtient alors des nombres modulo m(k) qui appartiennent tous a I(k). Si n(k) est
le nombre de naturels modulo m(k) qui appartiennent tous a I(k) alors il vient immédiatement que I(k)
est un ensemble estimé d’estimation iy (n)=pign, avec Py -n(k)/m(k).

En procédant alors comme dans le modéle MI, on obtient dans le modéle MI(k) que (avec des
notations évidentes) myg, (k)est équivalent a (pi/pigy)my (k) , c'est-a-dire myyy(k) est équivalent a
(pI/pI(k))k/(LOg(k))z-

Comme on a toujours p; supérieur a py), on devrait donc trouver d’apres le modele MI(k) que tous les
points (k,r(k) doivent &tre au dessus de la courbe (k,mi(k)). Or cela n’est visiblement pas le cas, la
plupart des points (k,r(k)) sont au dessous de la courbe. (C’est une remarque analogue qui permettait
d’invalider la Conjecture étendue de Goldbach de Hardy et Littlewood ©.)

On peut cependant améliorer encore le modele MI(k) de la fagon suivante :

Considérons un naturel k pair n’ayant aucun autre diviseur premier que 2. (k=2").0n a vu que dans le
modele MI, on a utilisé I’expression:
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r(K)=fA(Dfa(k-1)+...+4(499)fa(k-499) +A(NA)fa(k-Np)+.. +fa(p’)fa(k-p’).

, avant d’appliquer la propriété de correspondance permettant de modéliser r(k) par la variable
aléatoires Xr(k).

On peut donc écrire aussi :

r(k)=Cy(k)+Sy(k), avec Cy(k) est majorée par une constante (Cy(k)=fs(1)fa(k-1)+...+f(499)fs(k-499),
et Si(k)= fa(Na)fa(k-Na)+.. +Ha(p*)fa(k-p’).

Dans cette expression, on sait que certains termes de la forme f,(i)fs(k-1) sont nuls, par exemple tous
les termes tels que i est multiple de 3,5...Nous allons introduire un nouveau modele MlIn(3),
améliorant la modeéle MI, dans lequel on utilise que tout multiple de 3 (sauf 3), n’est pas premier. On
peut réécrire Sy(k) sous la forme Sy (k) suivante, [(3) ayant été précédemment défini comme
I’ensemble des naturels impairs qui ne sont pas multiples de 3 :

S ()= D f,() f,(k —1), avec 500<i<k/2.

ielr(3)

On sait que i appartient a 1,(3) signifier i congru a 1 ou 5 modulo 6, et in a vu que i appartient a I
signifie i congru a 1,3 ou 5 modulo 6. On a donc pisy=1/3 et pi=1/2.

De plus il est évident que Sy3)(k) contient les 2/3 des termes de S(k) (c'est-a-dire pi) /pir, puisque la
proportion des éléments de {1,...,k/2-1} tels que i appartient a I est égale a p;; (ou plutdt tend vers py ),
et la proportion de ceux tels que i appartient & In(3) est égale a pip) -

De plus, si on considére un terme de la somme Sy (k) fa(i)fa(k-1) , on sait que i appartient a I(3), et
donc on peut écrire f4(i) sous la forme {3 (1).

D’autre part par hypothése k est pair et n’est pas divisible par 3, donc k est congru a 2 ou 4 modulo 6.
Supposons par exemple k congru a 2 modulo 6. Or dans Sy (k) les termes sont congrus
alternativement a 1 ou 5 modulo 6. On a donc alternativement k-i congru a 1 ou 3 modulo 6, et donc
un terme sur 2 de la somme Sy, (k) est nul (k-i étant multiple de 3).

Pour chaque terme non nul, k-i est congru a 1 modulo 6, donc k-i appartient a I(3), et on peut écrire
fa(k-1) sous la forme fa 1) (k-1). (on vérifie qu’on obtient le méme résultat si k congru a 4 modulo 6).

On a donc obtenu les 3 points fondamentaux suivants, k n’ayant aucun autre diviseur premier que 2:
a)La somme Sy (k) contient les 2/3 (c'est-a-dire pi)/pir) des termes de Sy(k).

b)1 terme sur 2 de Sy (k) est nul.

c)Chaque terme non nul de Sy (k) s’écrit fama) (1) fams) (k-1), et est donc modélisée par la variable
aléatoire  Xf/me)(1) Xfam3)(k-1) définie dans le Pseudo-Axiome 4.B.6a) de I’inclusion des ensembles
estimés.

Utilisant la loi numérique aléatoire modélisant fa3)(i), on obtient donc que chaque terme non nul de
Six) (k) a une probabilité pispr-ia/(Pitm) )2 d’étre égal al.

Utilisant les 3 propriétés précédentes, on obtient que dans le modéle MIn(3), r(k) est modélisée par
une variable aléatoire X, 3) (k) d’espérance mathématique telle que :

Piziyy 1 Pu 2 1 py k
E(X 3 (k) ~ X—x(——)" x E(X,r(k)) = —x X
e Pi 2 Pirz3) ! 2 Pirz3) (Log(k))2
Donc :
3 k k
E(X )~—x—=C yx ——
( Iir(3)( )) 4 (Log(k)z) 171'(3)( ) (Log(k))z

On obtient donc un équivalent de E(Xy,s) (k)) en multipliant E(X;(k)), (ou k/(Log(k))?) par %, c'est-a-
dire 0.75.

On remarque CIn(3) (k)=0.75 est proche de C,~0.66, ou C, est la constante intervenant dans la
Conjecture de Hardy et Littlewood ©7 .

On voit donc que dans le nouveau modéle MIn(3), on doit s’attendre a trouver des bandes situées en
dessous de la courbe (k,k/(Log(k))?), contrairement aux modéles MI et MI(k), et effectivement on
observe que la courbe (kk/(Log(k))?) est trés voisine de la courbe inférieure de la Cométe de
Goldbach (Iégérement au dessus).
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On pourrait se demander ce que donnerait le modele MIn(5) analogue au modele Mln(3), utilisant
I’ensemble [(5) de la méme fagon qu’on a utilisé I’ensemble 1,(3).

En procédant de la méme facon que précédemment, considérant un naturel k n’ayant aucun diviseur
premier autre que 2, on obtient que k doit étre congru a 2,4,6 ou 8 modulo 10. De plus les éléments de
I.(5) sont ceux congrus a 1,3,7,9 modulo 10.

Si par exemple k est congru a 2 modulo 10, on obtient que pour i dans I,(5), k-1 est congru a 1,9,5,3
modulo 10, et donc un terme sur 4 de la somme Sy,s) (k) (exactement analogue a Siy;)(k)) est nul (ceux
tels que k-i est congru a 5 modulo 10).(On vérifie qu’on obtient le méme résultat si k congru a 4,6 ou 8

modulo 10).
On obtient donc des propriétés complétement analogues a celles a)b)c) du modéle MIn(3), et donc :
D, k 15 k
E(XIzz(S)(k) R — L x

. Pins  (Log(k))® 16 (Log(k))’

L’effet de correction du modéle MIn(5) est donc moindre que celui de MlIn(3).

Si on veut tenir compte des 2 modéles MIn(3) et MIn(5), on considére le modéle MlIn(3,5), utilisant
I’ensemble [,(3,5), qu’on a défini comme 1’ensemble des naturels impairs ni multiples de 3 ni multiple
de 5.

Procédant comme précédemment, on considére un naturel k tel que k n’ait aucun diviseur premier
autre que 2. Donc k est congru a un des naturels 2,4,8,14,16 ,22,24,26 ou 28 modulo 30. Prenons par
exemple k congru a 28 modulo 30.

De plus, 1(3,5) contient les naturels congrus a un des naturels 1,7,11,13,17,19,23 ou 29 modulo 30.
Donc Pir3,5) =8/30.

Pour i dans [,(3,5), on obtient donc k-i congru a un des naturels 27,21,17,15,11,9,5,29. Donc 5/8 des
termes de Sy 5) (k) s’annulent. (Ceux pour lesquels k-i est congru a 27,21,15,9 et 5 modulo 30).

II en résulte que 5/8 des termes de Sis5) (k) s’annulent. Utilisant donc des propriétés analogues aux
propriétés a)b)c) du modéle MIn(3), on obtient avec des notations analogues :

B () = 2 x o x o s
1769 82 (Logk)® 128 (Log(k))’
On remarque :
k I ! K
E(X 5 (K) = 128  Logh) (1_(3_1)2)(1_(5—1)2)(Log(k))2
k
E(X 6.5 () = Crrs, Uﬂm

avec Cys5(k) trés proche de C,, C, étant la constante intervenant dans la Conjecture de Hardy et
Littlewood.
On rappelle que d’aprés cette Conjecture

k) = 2C, r-ly, ,
0= p/lklfp 2" (Log(k))?

C, H 1- —) = 0,66, p désignant un nombre premier dans les expressions précédentes.
P23

G .

avec !

On a vu en introduction qu’elle était fausse, mais il semble que sa variante obtenue en supprimant le
facteur 2 soit vraie, et puisse étre extrémement approchée par le propositions obtenues par la TAN
concernant la modélisation statistique de r(k).

Considérons maintenant le modele dans lequel k a plusieurs diviseurs mais n’est pas divisible par 3.
On note alors I(k)n(3) I’ensemble I(k)NIn(3), et MI(k)n(3) le modele analogue au modele MIn(3)
s’appliquant aux naturels k pairs non divisibles par 3.
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Dans le modeéle MI(k), on a écrit r(k) sous la forme, de fagon analogue au modéele MI :
r(k):C[(k) (k)+SI(k) (k), avece :
Sl(k)(k)= ZfA(i)fA(k_i)
iel (k),500<i<k /2
Dans le modele MI(k)n(3), de fagon analogue au modele MIn(3), on considére seulement les termes de
SI(k)(k) qui ne sont pas multiples de 3.0n obtient la somme Sy (k) :
Sl(k)ﬂ(3)(k) = ZfA (i)fA(k_i)
iel (k) 7(3),500<i<k / 2
Considérant I’ensemble I(k)m(3), on obtient comme précédemment que la somme Syga (k) ne
comporte que la proportion pigk3)/pi des termes de Sy(k).
D’autre part, puisque k n’est pas divisible par 3, on a toujours k congru a 2 ou 4 modulo 6. Supposons
par exemple k congru a 2 modulo 6.

Supposons I(k)=L.(pik,...,.pnx). On a alors I(k)n(3)=L.(3,pik-.-.Pux).- Soit n;(k,3)/n(k,3) la
proportion des éléments de N/6p;y..puN congrus a 1 modulo 6, et ns(k,3)/n(k,3) la proportion de ceux
congrus a 5 modulo 6. On obtient alors que la proportion ns(k,3)/n(k,3) des termes de Sy, (k) sont
nuls, car pour i congru a 5 modulo 6, alors k-i=2-5 congru a 3 modulo 6 et donc n’est pas premier.
Dans tous les exemples considérés, on aura :

n(k3) ng(k3) 1
n(k3))  nk3) 2

De plus, si on considére un terme non nul de cette somme correspondant a i, on sait que i
appartient a I(k)n(3), et donc on peut écrire fa(i) sous la forme fanx) (). De plus on sait que k-i
appartient a I(k) (car 1 appartient a I(k)), et k-i appartient a I(3). (Puisque k-i est congru a 1 modulo 6).
II en résulte que k-i appartient a I(k)n(3), et donc on peut écrire tout terme non nul de la somme Sy
(k) sous la forme fA/I(k)n(S) (i)fA/I(k)n(S) (k-l)
Il en résulte qu’on obtient des propriétés totalement analogues aux propriétés a)b)c) du modéle MlIn(3),
dont on déduit que la modele MI(k)n(3) prévoit que r(k) est modélisé par la variable aléatoire Xyux3) r(k) ,
avec :

Pirgoyz n (k,3) D; k
E(Xl(k)/r(3)r(k)) 07O, 1 X ! 2 x 2
Di n(k,3) Pirioyz3) (Log(k))

Pi % k
Py (Log(k))2

1
E(X ()21 (k) = =X

D’apres ’expression d’un équivalent de E(Xjq r(k)), on voit qu’on obtient un équivalent de E(Xiuxa3)
(k) en multipliant E(Xyq, r(k)) par le coefficient i) (k)=0.5 piig /Pitgoni) (K).
Caronavu:

Pi k
E(X,, rk)= X
o Puwy  (Log(k)*)

Donnons quelques exemples numériques :

Dans le cas ou I(k)=I(5) (k n’a que 5 et 2 pour diviseurs premiers.), on obtient que I(5) contient
I’ensemble des naturels congrus a 1,3,7,9 modulo 10, et donc on a alors pik, =4/10.

On a alors I(k)m(3)=1(3,5), et donc I(k)x(3) contient les naturels congrus a 1,7,11,13,17,19,23,29
modulo 30, donc Pilwr3) =8/30.

On obtient le coefficient :

1 D 1 30 2
c](k);z(3)(k) =—x—10__ _X?XE =0.75

Pirioz3) 2

On obtient donc :
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E(Xl(k)/r(S)r(k))zix Py, K 2:§Xlxéx%
4 Py (Log(k))™ 4 2 2 (Log(k))

Donc :

E(X r(k)) = C (5)><(5_1)>< k

1(k)(3) 1(k)7(3) 5-2" (Log(k))?

Avec :

Crinn® = (1-——)x(1-———)=C

1K)z (3) (3_1)2 (5_1)2 -2

La prédiction du modele MI(k)n(3) dans cet exemple est donc trés proche de la variante de la
Conjecture de Hardy et Littlewood.

Dans le cas ou I(k)=I(7), on obtient que I(7) contient les naturels congrus a 1,3,5,9,11,13 modulo 14,
donc piyk)=6/14.

I(k)(3)=In(3,7) contient les naturels congrus a 1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41 modulo 42, et donc
Piron(3) =12/42.

On obtient le coefficient :

lxﬂ :lxﬂxﬁ: 075

2 Pittyr3) 2 12 14

On obtient en procédant comme dans I’exemple précédent :
7-1 k

E(Xz(k)n(S)r(k)) ~ Cl(k)”(3)(7) X (7 _ 2) X (Log(k))z

Avec :

1
Cl(k)zr(3) (7) = (1 -

(-1’

)x (1 )=C,

1
G-’

La prédiction du modéle MI(k)n(3) dans cet exemple est donc trés proche de la variante de la
Conjecture de Hardy et Littlewood.

On voit que le modéle MI(k)n(3) a la méme prédiction que le modele MIn(3) dans le cas ou k n’a
aucun autre diviseur premier que 2 (On a alors I(k)=I). Le coefficient était alors de 0.75, et on voit
donc qu’en général ce coefficient i) (k) semble étre égal a 0.75.

Dans le cas ou k est divisible par 3, le modéle MI(k)n(3) n’apporte aucune amélioration, car alors I(k)
est inclus dans In(3) et de plus k est congru & 0 modulo 6. On peut donc considérer que MI(k)m(3)
coincide dans ses prévisions avec MI(k) lorsque k est divisible par 3.

On observe que la courbe (k,0.75/(Log(k))*) (obtenue dans le modéle MI(k)n(3) dans le cas ou k a 2
pour seul diviseur premier) semble étre trés proche de la courbe inférieure de la Cométe de Goldbach,
par exemple:

MYy (10000)=88, my)3) (50000)= 320, My (75000)=446, mygra) (90000)=518.

AVeC M )13 (k)= E(X1(k);z(3)”(k))

Pour vérifier la validité de MI(k)m(3), on peut considérer les nombres de la forme 2", avec n grand. On
devrait obtenir r(2")~mygxs)(2")=0.75%2"(nLog(2)).

On pourrait ensuite étudier les naturels de la forme 2"3°, (avec s>1) qui n’ont que 3 pour seul diviseur
premier autre que 2, et donc dont on peut facilement estimer myuxs) (k) qui est alors identique a my,
(k) comme on I’a vu.
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Ce cas d’ailleurs est trés intéressant : En effet, d’aprés ce qui précéde, pour I(k)=I,(3) :
myo(K)=pi/Pirgey k/(Log(k))*=1.5k/(Log(k))’.

On obtient alors utilisant cette expression :

ml(k)(50000)5640, ml(k)(75000)5892, 1'1’1[(10(90000):1037

On remarque dans le cas précédent:

3 k 3-1 1 k
E(X )z (k)) = —x ( )x( ) (Log(k))’
Donc :

2" (Log(k))®  3-2 © (3-1)

3-1 k
E(X, 11,07 k) = C, sy (B) X X
( 1(k)7(3) )) 1(k)z(3) ) (3_2) (LOg(k))2
Avec Cyugn3)(3) trés proche de C,. On retrouve que la prédiction dans cet exemple du modele
MI(k)n(3) est trés proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood.

On observe que les points (k,myg(k)) pour k=2"3" se trouvent trés proches de I’une des bandes les plus
froncées de la Comeéte de Goldbach, ce qui donc tend & confirmer la validit¢ du modele MI(k)
(coincidant MI(k)m(3) puisque k est divisible par 3). On rappelle qu’on peut aussi le tester en calculant
r(2"3%) pour certaines valeurs de s et de n, et en les comparant avec I’estimation de MI(k) donnée
précédemment.

On voit donc que le modéele MI(k)n(3) conduit & obtenir pour tout k supérieur a 1002, que la
fonction r(k) est modélisée par la variable aléatoire Xjunsyr(k) définie précédemment. Ceci constitue
une loi numérique aléatoire, qui est illustrée apparemment par certains tests.

Le modéle MI(k)n(3) prévoit notamment I’existence de bandes d’équation f(k)=Ck/(Log(k))’,
comme on en observe sur la Cométe de Goldbach. Ceci est dii aux 2 propriétés suivantes de
Koyt (k) :

)E( Xigorayr(k)) ~Ck/(Log(k))*, ot Cy est une constante dépendant des diviseurs premiers de k.

b)On obtient utilisant I’inégalité de Chebychev que les intervalles de confiance minimaux a 95% (ou
de faQOIl évidente 99,9%) de XI(k),[@)r(k)), notés [miGI(k)n@) (k), MaGI(k)n@) (k)] sont tels que (MaGI(k),[(3)
(k)-miGigona) (K))/E(Xigor@t(k)) tend vers 0 pour k tend vers I’infini.

Il apparait donc que le modéle MI(k)n(3) entraine des prédictions remarquables concernant
I’aspect de la Cométe de Goldbach. De la méme fagon qu’on a défini les modéles MI(k)n(3) et
MI(k)n(3,5), on peut définir le modele MI(K)m(py,....,pn) OU Pi,-....,.pn SONt les n premiers nombres
premiers consécutifs aprés 2. Il est évident que dans tout modéle MI(k)n(py,...,p,), on peut obtenir par
des pseudo-preuves aléatoires des propositions P(Iiwep1,..pn (k),q) analogues aux propositions
P(I(k),q) obtenues dans le modele MI. Comme on 1’a remarqué en considérant les modeles MI(k)m(3)
et MI(k)n(3,5), il semble que les modéles MI(k)a(p;,...,p,) permettent d’obtenir des propositions qui
tendent quand n tend vers 1’infini vers la variante de la Conjecture étendue de Goldbach de Hardy et
Littlewood, obtenue en supprimant un facteur 2 dans la Conjecture initiale.

On pourrait montrer ceci explicitement, en montrant que si I(k)=I.(pi.....ps), alors dans le
modele MI(k)n(py,....,p,), on obtient :

1 Py 1 k
EX r(k))=C s Py II X
( 1(k)z(pl,...,pn) ( )) I(k)z(pl,...,pn) (plk p k) | ( B 2) (L (k))z

avec Ciiu(p1,...pn) (Piko- - ---Psk) tend vers C, quand n tend vers I’infini. On a vérifié que ceci était
en accord avec tous les exemples numériques considérés. Ceci se raméne donc apparemment a un
probléme résoluble par la Théorie des nombres classiques.

Pour le montrer, on utilisera le Théoréme :

THEOREME 4.B.6Ba)) :
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Si pi,...,pn sont n naturels premiers et A(pi,...,pn)={1,..-,2pi1....pn} (C'est-a-dire A est
I’ensemble des naturels de [1,2p;...pa]), si p(A(py,...,pn))={1 appartenant a A(py,...,p,) tel que i n’est
divisible par aucun des nombres 2,py,...,p,} alors :

Card(p(A(p1,--,pn))=(p1-1)%....x(pa-1).
Démonstration (par récurrence) :

Sin=1":

A(p)={L,...,.2p1}.

Les éléments de A(p;) non divisibles par 2 sont les éléments de {1,....,2p;-1} au nombre de p,. Parmi
ceux-ci, seul le naturel p, est divisible par p;.

Donc Card(p(A(p1))=p:-1

Supposons qu’on ait montré le Théoréme pour n-1. Soit alors py,....,p, n nombres premiers.

On définit alors p(A(p1,- - --sPn1))={h1n15.-.-,.0sn1}, avec s=Card(p(A(p1,. .. ,Pn1))-

Les éléments de A(pi,....,.pn) qui ne sont pas divisibles par 2,py,...,p,.1 sont ceux congrus a hy ,.1,...,hgu
i modulo 2p;...p,, et donc sont les éléments de I’ ensemble : {h;,.1,.....0501, 2Pi...Puathyin
1o« .,2p1 .. -pn—l+hs,n—la- .. .,2p1 .. .pn_l(pn—1)+h1,n,1,.,2p1 .. 'pn-l(pn'1)+hs,n—l } .

L’ensemble précédent a de fagon évidente p,Card(p(A(pi,...,pn.1)) éléments.

De plus les éléments de I’ensemble précédent divisibles par p, sont de la forme ap,, avec a n’est pas
divisible par 2,p;,...,pn.1, c'est-a-dire a appartient & p(A(p,...,pn1))- Il y en a donc un nombre égal a
Card(p(A(pi15---5Pn-1))

I1 en résulte que p(A(pi,...,pn)) qui est I’ensemble précédent privé de ses éléments divisibles par p, a
un nombre d’ éléments égal a (p,Card(p(A(py,...,pun1)))-Card(p(A(py,...,.pn1)) cest-a-dire (p,-
DCard(p(A(p1,- - -,Pa-1))-

On a donc montré par récurrence le Théoréme.
Une conséquence immédiate de ce Théoréme est le Corollaire :

COROLLAIRE 4.B.6Bb) :

Siona I(k)—L[(pl, ,pn) alors :

p;
Piwy = X H( :

.1

La démonstration est immédiatement conséquence du Théoréme précédent si on considére les
naturels modulo 2p;...py.

REMARQUE 4.B.6Bc) :

On a vu que dans le modéle MI(k) on avait :

Pi k
E(X, k)= X
o Puwy  (Log(k))

Utilisant le Corollaire précédent, on obtient si I(k)—I,[(p Lre-esPn) :

Pi - D,
ot/ = (1-
Pirwy 11_!(17, ll_l[pj H )
On voit que cette expression est proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood.
Ce qui précéde permet de comparer les prédictions du modéle MI(k) avec la variante de la
Conjecture d Hardy et Littlewood. Pour comparer celle-ci avec le modeéle plus précis MI(k)n(p;,...,pn),
on procéde comme suit :

Montrons le Théoréme :
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THEOREME 4.B.6Bd) :

Si k est un naturel pair de A(py,...,pn) (défini plus haut de méme que p(A(py,...,p.)), divisible
par aucun des nombres premiers py,..,p,, Si 0n pose :

di(p(A(p1,...,pn))={i/ 1 et k-1 n’est divisible par aucun des naturels py,....,p,))}

Alors Card(di(p(A(P1s- - -,Pn))=(P1-2). . ..(Pa-2).

Démonstration (Par récurrence) :

Montrons d’abord le Lemme :
LEMME 4.B.6Be) :

k étant un élément quelconque de A(py,...,pn), I’ensemble des éléments de A(py,...,p,) congrus
a k modulo p,, contient exactement un représentant de chaque ¢lément de N/(2p;..p,.1)N, et est égal a
I’ensemble de ces représentants.

Démonstration :

Soit k dans A(py,....,pa). (On rappelle A(py,....pn)={1,...,2p1...Pu} )
On suppose k congru a k, modulo p,, avec k, dans {1,....,p,}.
L’ensemble des naturels de A(py,..,p,) congrus a k modulo p, est donc I’ensemble des naturels k,+ap,
avec a naturel appartenant a [0,2p;...pn.1-1]. Il a donc 2p;...p,.; éléments.
Supposons qu’un de ces naturels k,+ap, différent de k, soit congru a k, modulo 2p;....p,.;.
Alors on a ap,=2Ap;....pn1-(Avec 2>0).
Comme p, est premier avec 2,...,p,.;, Pn divise A, donc A=sp,, s €tant un naturel non nul, et donc
a=2spj....Pn1-
Ceci est impossible car a<2p;...p,..

Donc aucun des naturels de la forme k,+ap, de A(p,,...,p,) n’est congru a k, modulo 2p;...p,.1.
Il est évident qu’on arrive de la méme fagcon au méme résultat pour tout naturel k,+ap, de A(pi,...,pn),
c'est-a-dire qu’aucun des naturels k,+bp, de A(pi,...,pn) n’est congru a k,+ap, modulo 2p;..p,.; si a#b.
Or on sait que le nombre d’ éléments de N/2p;....p, N est égal a 2p;...pn.1, c'est-a-dire au nombre de
naturels s’écrivant k,+ap, de A(py,...,pn).
Il en résulte que I’ensemble des éléments de A(py,...p.) congrus & k modulo p, (C'est-a-dire des
naturels de la forme k,+ap,) contient exactement un représentant de chaque élément de N/2p;...pn1 N,
et est égal a I’ensemble de ces représentants.
On a donc démontré le Lemme.

Montrons le Théoréme pour n=1 :

On a ,p; étant un nombre premier, A(p;)={1,...,2p;}.

p(A(p1))={1,..,2p;-1}(sans p;), et a p;-1 éléments.

Si k est un naturel pair de A(p;) non divisible par p;, on a k=2s, avec s#p, et ou bien 1<k<p,, ou bien
pi<k<2p;.

Si j appartient a p(A(p1)), k-j=2s-j est impair et donc n’est pas divisible par 2.

De plus k-j est divisible par p; si k-j=op;, o étant un entier, c'est-a-dire j=k-ap;.

Si 1<k<p,, il y a une seule solution j dans p(A(p1)) :j=k+pi.

Si p1<k<2p,, il y a une seule solution j dans p(A(p;)) :;j=k-p:.

Puisqu’on a défini di(p(A(p;)) comme 1’ensemble des naturels i de p(A(p,)) tels que k-1 non divisible
par 2 ni par p;, on a donc :

Card(di(p(A(p1)))=p:1-2. (Car di(A(p,))) est constitué de p(A(p,)) privé de j).

On a donc démontré le Théoréme pour n=1.

Supposons qu’on ait démontré le Théoréme pour di(p(A(p1,...,Pn-1)))-
On a vu qu’on pouvait écrire :
P(AP1,- - -Pn1)={D1n15. ..o hsn1 5 @vee s=(pi-1)...(Pn1-1)}.
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On a vu que p(A(ps,...,pn)) était constitué de I’ensemble B défini par :

B:{hl,n—la- . ~shs,n-1>- .. -.52131 -‘pn»l(pn'1)+hl,n»19~ 72pl -'pn—l(pn'1)4_hs,n»l}>

privé des naturels de la forme ap,, avec a dans p(A(pi,...,Pn.1))-

k étant un naturel pair de A(pi,..,p,) divisible par aucun des naturels pi,..,p,, on rappelle que
di(p(A(p1,...,pa1))) st I’ensemble des éléments i de p(A(pi,..pu-1)) tel que k-i n’est divisible par aucun
des naturels py,...,pn1.

Soit du(P(AP1,---5Pn1)))={tint1se - osten1}, @vec 1=(p;-2)....(pn1-2) d’apres I’hypothése de récurrence.
Soit C= {tl,n—ls- . ~>tr,n-ls~ . "'azpl "pn-l(pn'l)_l—tl,n»la" azpl"pn»l(pn'1)+tr,n-l}'

C est donc I’ensemble des éléments i de B tel que k-i ne soit pas divisible par un des naturels py,...py.1-
Il est évident Card(C)= pur =pu(p1-2)...(Pn1-2).

On a défini di(p(A(p1,...pn))) comme étant I’ensemble des naturels i de p(A(py,...,pa)) tel que k-i ne
soit divisible par aucun des naturels premiers py,...,pn.

Donc di(p(A(p1s.--,pn)) est inclus dans C, car tout élément i de di(p(A(p1,..pn))) appartient a B et est tel
que k-i n’est divisible par aucun des naturels 2,p1,...,pa.1 -

De plus tout élément i de C tel que :

-i n’est pas de la forme ap,, avec a dans p(A(py,...,Pn-1))-

-k-1 n’est pas divisible par p,.

est tel que i appartient & di(p(A(pi,..,pn))), car alors i appartient a p(A(py,...,pn) et k-i n’est divisible par
aucun des naturels py,...,pp.

Donc si on définit les ensembles D et E par :

D={i/ 1 appartient a C et k-i est divisible par p,}

E={i/ 1 appartient a C et i est de la forme ap,, avec a dans p(A(py,...,pun-1))}

On a alors dy(p(A(p,-..,pn)))=C/(DUE).

De plus si i appartient a E, alors 1 n’appartient pas a D puisque k n’est pas divisible par p,. Donc D et
E ont une intersection vide, et donc :

Card(C/(DUE))=Card(C)-Card(D)-Card(E).

Or D est I’ensemble des naturels i de A(py,...,pn) congrus a k modulo p,, tel que i ne soit pas divisible
par pi,...,pn1 et que de plus k-i ne soit pas divisible par py,...,pu.1.

Appliquant le Lemme 4B6Be) et d’aprés I’hypothése de récurrence, le nombre d’éléments de D est
donc :

Card(D)=Card(di(p(A(p1,. . -.Pr-1)))=(P1-2). . .(P1-1-2).

De méme, E est I’ensemble des naturels i de A(pi,..,pn) congrus a p, modulo p, et tel que i soit
divisible par aucun des nombres py,...,p,.; de méme que k-i. Appliquant le Lemme 4B6Be) et d’aprés
I’hypothése de récurrence :

Card(E)= Card(du(p(A(p1,- - -,pn-1)))=(P1-2). . .(Pa-1-2).

Finalement, on obtient :

Card(di(p(A(P15- - -+5Pn)))=Pn (P1-2)---(Pn1-2)- (P1-2)- . .(Pu-1-2)- (P1-2)...(Pn1-2).

Donc Card(di(p(A(p1,- . ..pn))=(P1-2)....(Pn-2).

On a donc démontré le Théoréme 4.B6Bd).

On peut a partir du Théoréme précédent obtenir une expression donnant un équivalent de E(Xr(k))
prédite par tout modéle MI(py,....,pn), qui on 1’a vu prédit la méme expression que MI(K)w(py,...,ps)
lorsque k a 2 pour unique diviseur premier. On obtient cette expression dans I’exemple suivant :

EXEMPLE 4.B6Bf) :

Soit py,...,pn N nombres premiers consécutifs aprés 2, et k un naturel n’ayant aucun diviseur
autre que 2 (I(k)=D).
On a vu que dans le modéle MIn(py,...,pn) (qui dans ce cas avait la méme prédiction que le modéle
MI(k)n(pi,..,pn)), On obtenait, généralisant le modele MIn(3) :

Ny (Pysess P) Pi k
E(ler(plw,pn)r(k)) ~ * l X ! X 2
n(pl"“’pn) pil/r(pl ..... pn) (LOg(k))
avec ng(pi-...,pa) est ’ensemble des éléments de N/2p;...p.N tels que k-i ne soit divisible par aucun
des nombres py,...,pn, €t n(py,...,pn) est le nombre d’éléments de N/2p;...p,N.
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D’apreés les Théorémes 4.B6Ba)b)d), on obtient :

E(Xlﬁ(pl,.4.4,pr1)r(k)) ~

n(p,-2) & (p-D o 1 k
J X J X 1— X
_l,:! (p; -1 1,:! (p;—2) a ( (p; —1)2) (Log(k))*

Donc :

1 k

) %
(p,-1*" (Log(k))®
Cette expression tend bien vers la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood.

E(Xlzr(pl,“,pn)r(k)) ~ H (1 -
Jj=1

Pour obtenir 1’expression générale donnant un équivalent de E(Xr(k)) prédite par un modéle
MI(k)n(pi,...,pn), On utilise aussi le Théoréme suivant :

THEOREME 4B6Bg) :

Si py,...,pn SOt n nombres premiers et q,...,q; sont r nombres premiers différents de py,...,pn,
k étant un naturel pair non divisible par py,...,p, alors le nombre d’éléments de 1’ensemble dygi,. pn
(p(A(P1,--->Pnrq15---q:) ) dont les €léments sont les éléments i de p(A(py,...,q:)) tels que k-1 n’est pas
divisible par py,..,ps est égal a (qi-1)....(q-1)(P1-2)...(pa-2).
(Et donc la proportion des éléments i de p(A(py,...,q:)) tels que k-i n’est pas divisible par py,..,p, est la
méme que celle des éléments j de p(A(pi,....pn)) tels que k-j n’est pas divisible par py,..,p,, d’aprés les
Théorémes 4B6Ba) et 4B6Bd).

Démonstration (Par récurrence) :

Soit k, naturel pair non divisible par py,..,p;.
On suppose r=1.
Soit p(A(P1s- - --pn)={hi .. .hsn}-
L’ensemble des éléments de A(p,..,py,q1} non divisibles par py,..p, est donc :
B={hp,...hn,p1- - PathinseoDie Paths s PrPa(@i=-1) s Pr-Po(@i- 1) Hhy
Parmi ceux-ci, d’aprés le Théoréme 4B6Bd), il y a qi(pi-2)..(pa-1) éléments i tels que k-i n’est pas
divisible par py,..,pn.
Soit C I’ensemble de ces éléments.
L’ensemble dy1... pny (P(A(P1,- - --Pnq1))) est donc constitué des ¢léments i de C tels que :
a)i n’est pas divisible par q;.
b)k-i n’est pas divisible par py,..,py.
La condition b) est vérifiée pour tous les éléments de C.
De plus, utilisant le Lemme 4B6Be), si D={i/ i appartient & C et i=aq; pour un naturel a}, on sait que
I’ensemble des naturels de A(py,..,pn,q;) congrus a q; modulo q; contient exactement un représentant
de chaque élément de N/2p;...puN, et est constitué de ces représentants, et donc D est constitué¢ de
chaque représentant i appartenant a p(A(pi,..,pn)) et tel que k-i n’est pas divisible par py,..,p,. D’aprés
le Théoréme 4B6Bd), ce nombre est égal a (p;-2)..(pa-2).
On adonc :

Card(dy1...pn) (P(A(P1-,Pn,01)))=Card(C)-Card(D)=(qs-)(P1-2)-.(Pa-2)-

Supposons qu’on ait montré le Théoréme pour dig1, pn) (P(A(P15--sPns15-5r-1)))-
On procéde alors exactement comme dans le cas r=1 :
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Soit p(A(pl, . ~sqr»1)): {hl,n,r-la- .. -shs,n,r—l }

L’ensemble des ¢léments de A(p;,...,q;) non divisibles par py,..,q..; est donc :

B= {hl n,r-1s. s n,r-1,P1- - pn.ql--qr—l+hl,n,r—la~apl--pn- . 'qr»1+hs,n,r»l7--apl'~pn-~qr»1(qr'1)+h17n,r-la--spl'-pnnqr»l(qr'

1 )+hs,n,r»l }

Parmi ceux-ci, d’aprés I’hypothése de récurrence il y a qu(q;-1)...(qr1-1)(p1-2)..(ps-1) éléments 1 tels
que k-i n’est pas divisible par py,..,pn.

Soit C I’ensemble de ces éléments.

L’ensemble des éléments i de p(A(pi»..,q:)) tels que k-1 n’est pas divisible par py,..,p, (Cest a dire les
éléments de di1,..pn) (P(A(DP1,--,Pns- - --,qr))) €St donc constitué des éléments i de C tels que :

a)i n’est pas de la forme aq;.

b)k-i n’est pas divisible par py,...,p,.

Comme dans le cas r=1, la condition b) est toujours vérifiée.

Si on pose D={i appartenant a C, et i=aq,}, on obtient exactement comme dans le cas r=1 utilisant le
Lemme 4B6Be) que le nombre d’éléments de D est égal a, d’aprés I’hypothése de récurrence :
Card(D)=Card(dp1...pn) (P(AP15++5Pns- - --4e1)))= (Qi=1)...(qe1=1D)(P1-2)..(Pa-1)-

Finalement :

Card(dypt...on (P(A(P1s-sPns--)))=Card(C)-Card(D)= (q1-1)-.(qr- ) (p1-2)-.(p-2).

On a donc montré le Théoreme.

D’aprés ce qui précéde, on obtient facilement 1’expression donnant un équivalent de E(Xr(k))
prédite par un modele quelconque MI(K)x(p1,...pn), avec I(kK)=L(t;,....t;), c'est-a-dire t;,..,t. sont les
diviseurs premiers de k autres que 2. De méme qu’on a vu que si k était divisible par 3 la prédiction de
MI(k)n(3) était la méme que celle de MI(k), on peut considérer que si k a ty, ...t; pour facteurs
premiers autres que 2, alors la prédiction de MI(k)m(py,...,ps) est celle de MI(k)n(qy,...,qs), OU q1,...,qs
sont les éléments de {pi,..,pn} différents de ti,...,t.

On obtient alors facilement la prédiction de MI(k)a(py,....pn), utilisant les résultats de la Remarque
4B6Bc), ceux de I’Exemple 4B6Bf) et le Théoréme 4B6Bg) :

k
E(X 1621 = Criyzpn.om e ’t’)X(Lo (k))* T
-1 1
C 3 1— )x (1=
1) (Broeest, ) = H( ) H(t 2 (tj—l)z)

On voit donc que cette expression tend asymptothuement vers la variante de la Conjecture de Hardy
et Littlewood.

On obtient alors, procédant exactement comme dans I’Etude de la fonction r(k) par le modele simple
MI 4B6A) une proposition P2ixp1,. pn) (1(k)) analogue a la proposition P2y,(r(k)) donnant une
estimation de r(k) obtenue par le modéele MI(k)n(pi,...,pn). Dans cette proposition la fonction r(k) est
définie sur le sous-ensemble F(t,...,t;)) de N contenant les multiples pairs de ti,...,t, supérieurs a
2N=1002. Et on a dans cette proposition :

E(Xignipt,....pn) FK))*Craonot,....pn) (t,--- r)k/(LOg(k))z-

11 faudrait vérifier si cette variante est bien en accord avec la Cométe de Goldbach. Si tel n’était pas le
cas, cela signifierait qu’il faut trouver des modeéles plus précis que les modeéles du type
MI(K)n(pis...,pn)- 1l est trés vraisemblable qu’on ne puisse jamais démontrer, utilisant seulement la
Théorie des Nombres classiques des propositions analogues a celles qu’on obtient par la TAN
décrivant la Comete de Goldbach utilisant les modeles MI(k)n(py,...,pn) et donc en particulier la
variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood, tout comme la Conjecture faible de Goldbach.

De la méme facon que le modele MI est analogue au modéle équiprobable M.yl exposé dans
larticle ©, et quon a défini un modele MIn(py,...,pn) analogue au modéle indépendant
MIn(pi,...,pn), on peut définir un modele équiprobable MI(k)m(ps,...,pn) analogue au modele
indépendant MI(k)n(p;,...,p.). On obtient facilement en procédant comme pour le modéle M, que
chaque modé¢le indépendant et son analogue équiprobable ont une espérance équivalente quand k tend
vers |’infini.
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En réalité, la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood ne représente
qu’approximativement les propriétés de la Comeéte de Goldbach pour k dans [5000,100000]. En effet
d’aprés cette variante, on devrait trouver sur la Cométe des points se rapprochant tangentiellement une
de la courbe (K,rmin(k)) avec rmin(k)=0.66k/(Log(k))* correspondant aux naturels ayant 2 pour seul
diviseur premier ou 2 et quelques autres diviseurs premiers grands. Or sur la cométe de Goldbach, la
courbe minimale observée présente une ordonnée nettement plus élevée que la courbe
y(k)=0.66k/(Log(k))*> (environ 15% en plus). On pourrait en conclure que le modéle MI(K)n(p;,..ps)
n’est pas assez précis puisqu’il conduit a obtenir la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood
qui n’est pas illustrée par la Comeéte de Goldbach. Cependant, on peut interpréter cette différence de
15% d’une autre fagon:

Comme on 1’a vu dans I’Etude d’une fonction par la TAN 4A7a), on peut considérer que les
tests illustrent partiellement la proposition P21, pny (1(k)), prenant E(Xiwup1,.pn 1K)~ Ciaonet,..pn)
k/(Log(k))>. Ainsi, on peut penser que les tests effectués ne déterminent pas r(k) pour k assez grand
pour que soit illustrée la proposition P21, pn) (1(k)) bien que celle-ci soit vraie.

Ainsi, on remarque que pour k dans [10000,90000], 1/Log(k) est de 1’ordre de 10%. De plus
pour obtenir la variante de Hardy et Littlewood, on a obtenu un équivalent de E(Xiwup1,.. pnt(k)) en
utilisant :

2 1 . k/2
StLog(k)Log(k —i)  (Log(k))*
Or pour obtenir cette équivalence, on utilise 1’inégalité :

i%‘ 1 S k/2-500
SwLog(k)Log(k —i) ~ (Log(k))*

Et donc il est possible qu’un équivalent plus précis de E(Xp,. pmr(k)) soit, utilisant une meilleure
approximation du terme de gauche de 1’inégalité précédente :

N i
B = U Log® " Logte)”

k
X

(Log(k))*
o et B étant 2 réels.
(On rappelle que pour obtenir p;»=1/Log(i) on utilise que A est un ensemble estimé d’estimation
a(n)=p. (1/Log(t))dt, qui est la meilleure estimation simple de P(n), nombre de nombres premiers
inférieurs a n).

11 est clair que pour k tend vers I’infini, 1/Log(k) tend vers 0, et donc on obtient bien une expression
trés proche de la variante de Conjecture de Hardy et Littlewood.
D’apres ce qui précede, on peut obtenir une meilleure estimation de E(Xjxup1,..pn (r(k)) en remplagant
dans la proposition précédente P2igrpi1,. pn (1(k)) donnant un équivalent de E(Xigmp1, pny (1(k))
k/(Log(k))” par I’intégrale 2[5 142 (1/(Log(x)Log(k-x))dx. (Ceci se justifie simplement si on a considéré
que I’ensemble A des nombres premiers avait une évaluation probabiliste pisx=1/Log(i) pour i supérieur
a Na=3 au lieu de N,=501)
Pour évaluer cette intégrale, on calcule la dérivée :

L E )
dx"Log(x)Log(k—x)

, et on intégre ensuite les 2 termes de 1’égalité obtenue.

EXEMPLE 4.B.7 :CONJECTURE FORTE DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX

Etudions la Conjecture des nombres premiers jumeaux. Soit G I’ensemble des nombres p premiers tels
que (p,p+2) soit un couple de nombres premiers. A étant I’ensemble des nombres premiers, on a pour
tout naturel i, fg(i)=fa(1)fa(i+2). On sait de plus que A est inclus dans I ’ensemble des naturels
impairs, mais plus précisément A est inclus dans K1 1’ensemble des naturels dont le carré est congru a
1 modulo 24.
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On définit donc les ensembles suivants, i représentant toujours un naturel:

A={i/1 premier}

H={i /i+2 premier}

On a donc G=ANH.

K1 est I’ensemble des naturels i tels que i” est congru a 1 modulo 24. On a donc :

K1={i / i’ congru a 1 modulo 24}. K1 est donc I’ensemble des naturels congrus modulo 24 a un des
¢éléments de By, avec :

Bx:i={1,5,7,11,13,17,19,23}.

On a donc A inclus dans K1.

De méme :

K’1={i/ (i+2)’ congru a 1 modulo 24}. K’1 est donc 1’ensemble des naturels congrus modulo 24 & un
des éléments de By, avec :

Bx1={3,5.9,11,15,17,21,23}

On définit alors K2 :

K2={i / i’ et (i+1)* sont congrus a 1 modulo 24}. On a donc K2=K1NK’1. K2 est I’ensemble des
naturels congrus modulo 24 4 un des éléments de B,, avec :

BK2:{531 1,17,23} .(DOHC BK2=BK10BK’1).

Appliquant le pseudo-Axiome des ensembles estimés & A, comme dans I’exemple précédent, on
obtient la modélisation :

Pour i supérieur a 501, fo(i) est modélisée par la variable aléatoire Xf,(i), avec p(« Xfa(i)=1 »)=pia
=1/Log(i)(1+¢(i)).

I en résulte :

Pour i supérieur a 501, (i) est modélisée par la variable aléatoire Xfy(i), avec p(« Xfu(i)=1 »= pin
=Pi+2aA-

On sait que si i n’appartient pas a K2, f5(1)=0 car G est inclus dans K2=K1NK’1.

Si i appartient a K2, par définition de fs,c, A et C étant 2 sous-ensembles de N, on a:
fG/Kz(i):fAMKz/Kz(i)anszz(i)-

Utilisant le pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles estimés appliqué a (A,K2,K1), puis le
pseudo-Axiome de I’inclusion des ensembles estimés a (ANK2,K2), on obtient :

Pour i supérieur a 501, fankak2(i) est modélisée par Xankaxa(i), avec :

p( « Xankak2(1)=1 »)=pia/Pik1=3pia-

De méme, en procédant de la méme fagon pour H et K’1 :

Pour i supérieur a 501, fynkax2(i) est modélisée par Xunkoxa(i), avec :

p( « Xunkak2(1)=1 »)=pin/Pik 1=3Pi+2a-

Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes au couple (Xanxox2(1), Xunkaxa(1)),
on obtient que ces variables aléatoires peuvent étre considérées comme définies sur le méme espace et
indépendantes, et appliquant la propriété de correspondance on obtient :

Pour i appartenant a K2, « fgxa(1)=1 » est modélisée par 1’événement « Xfgx.(1)=1 », de probabilité
DPick2=9PiaPis2a-

(On aurait pu obtenir le méme résultat en écrivant :

G=GNK2=(ANK2)N(HNK2), puis en appliquant le pseudo-Axiome de I’intersection des ensembles
estimés 2™ forme a (ANK2,HNK2,K2), ce qui permet d’obtenir pig=piank:Pinnk2/Pix> puis a
(AK2,K1), (HK2,K’1), ce qui permet d’obtenir pjanka =Pia Pik2 /Pik1 €t Pinnk2 =Pin Pikz /Pix:1 puis le
pseudo-Axiome de I’inclusion des ensembles estimés a (G,K2)), ce qui permet d’obtenir pigx=pic
/pik2, et finalement pigx> =piapin/(Pik1Pik1)-

499 n
Il en résulte, écrivant G(n) = Z S+ Z [ (i) et utilisant une variante immédiate du Théoréme
i=1 i=501,ieK2

4.A.7, que la proposition:
P(a(3)) :« G est un ensemble estimé d’estimation :
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n

g(n) = Z OPuuPirs ®Pixs

k
x—=a(3
i=501,ieK 2 (Log(k))z 0

X ﬁ , avec a(3)=3/2»
og

a une pseudo-preuve aléatoire. (On justifiera plus loin la notation P(a(3)).
Nous verrons qu’il existe des modeles beaucoup plus précis que celui qu’on a utilisé.
Or on a montré plus généralement (On est dans le cas 1 de I’Etude d’une fonction par la TAN 4A7a))
que la proposition:
Q(a(3)) : « Il existe B tel que G est un ensemble estimé d’estimation g(n), avec:

lim g(n) )= B>
n— o a(3)(n/(Log(n))’
a une pseudo-preuve aléatoire. Si cette proposition est illustrée par des tests, elle a une explication
aléatoire intéressante car elle n’a jamais été démontrée classiquement. Comme on 1’a vu dans I’Etude
théorique 4.A7a), plus proche est la valeur observée B de 1, valeur prédite par le modéle supposé
exact, meilleur est la qualité du modéle et plus intéressante est I’explication aléatoire. On remarque
que Q(o(3)) entraine la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux (G est infini) tout en étant
illustrée par des tests si elle est vraie, et donc si Q(o(3)) est illustrée par des tests (tragant
g(k)/(k/(Log(k))*), la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux a une pseudo-preuve aléatoire
intéressante, et aussi une explication aléatoire puisqu’elle n’a jamais été prouvée classiquement. On
rappelle aussi qu’on peut définir une proposition Q(w(3),B1) plus précise que Q(a(3), en bornant le
distance |[3—1 |par B1).

On peut généraliser et améliorer le modéle présenté ici en 1’améliorant en remarquant que K1 est
I’ensemble des naturels congrus a 1 ou 5 modulo 6, c'est-a-dire I’ensemble I1,(3) introduit dans
I’Exemple 4.B.6 précédent. Ceci justifie la notation P(a(3)), avec a(3)=3/2. Il est évident qu’on peut
obtenir une estimation de g(n) de fagon analogue en remplagant K1 par I(p;,...,pn) OU pi,..,pn sont les
n nombres premiers consécutifs apreés 3. On obtient dans ce nouveau modele une constante o(p,...,pn),
telle que les propositions P(a(pi,...,pn)) et P(a(pi,...,pn),€) ont des pseudo-preuve aléatoires.

On rappelle que la Conjecture de Hardy et Litlewood concernant les nombres premiers jumeaux peut
s’exprimer sous la forme P(2C,) :

P(2C,): «G est un ensemble estimé d’estimation g(n)=2C,n/(Log(n))*», C, étant la constante
intervenant dans la Conjecture de Goldbach proposée par Hardy et Littlewood (voir Exemple 4.B6
précédent, C,~0.66). Il en résulte, si les tests illustrent la validité de cette Conjecture, que la modéle
MIn(3) est de trés bonne qualité considérant sa simplicité puisque 1.5 est trés proche de 1.32. (On
remarque que ceci est encore plus manifeste si on écrit :

i=2><(1—;2)52C2
2 3B-1

On peut donc conjecturer que la constante a(py,...,pn)=0, définie plus haut tend vers la limite 2C,
(pour n tend vers I’infini). Si ceci est confirmé par des tests, ou est démontré utilisant la Théorie des
Nombres classiques, il est clair que la Conjecture de Hardy et Littlewood pourra étre approchée
asymptotiquement par des propositions P(a,) (C'est-a-dire o, tend vers 2C, ) ayant une pseudo-preuve
aléatoire. On pourra obtenir explicitement la Conjecture elle-méme en utilisant le pseudo-Axiome
suivant :

PSEUDO-AXIOME 4.B.7a)(de la limite) :

Si on obtient des propositions P(a;) ayant des pseudo-preuves aléatoires, P(a;) dépendant
seulement du réel o, et tel que la suite o; tende vers la limite oy, alors lorsque le pseudo-Axiome de la
limite est valide pour la suite (P(0)), alors P(a,) est vrai.

Justification intuitive :
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Ce pseudo-Axiome de la limite est évident intuitivement car d’aprés ses hypothéses on peut
approcher d’aussi prés qu’on veut P(a,,) par des propositions ayant une pseudo-preuve aléatoire.
On utilisera ce pseudo-Axiome de la limite quand les modéles Mi permettant d’obtenir les
propositions P(o;) sont de plus en plus précis.

En utilisant ce pseudo-Axiome de la limite, on voit que pour obtenir que la Conjecture des nombres
premiers jumeaux a une pseudo-preuve aléatoire, il suffit de montrer classiquement que o(pi,...,pn)
tend vers 2C, quand n tend vers I’infini. Ceci se raméne a un probléme classique de la Théorie des
nombres concernant les ensembles N/pN.

Pour résoudre ce probléme, on peut montrer que le modéle MI(py,...,p,), obtenu en remplagant K1 par
L«(p1,-..,pn) conduit a obtenir o,=a(pi,...,pn) tendant ver 2C, de la fagon suivante :

On pose maintenant :

KI1=I(p1,.--,pn)-

K’1={i dans N tel que i+2 appartient a K1}

K2=K1NK’1

En procédant exactement comme dans I’Exemple précédent avec K1=I,(3), on obtient que le modéle
MI.(p1,...,pn) conduit & obtenir que la proposition:

Pigr  _ 1 XpiKZ
(piK1)2 Pxi Pixi

P(oy) « g(n):(xnk/(Log(k))z, avec: o, = »
a une pseudo-preuve aléatoire.

On a déja obtenu pi; dans le Corollaire 4B6BD).

Pour calculer pik,, on doit calculer le nombre d’éléments i de p(A(py,...,pn) (défini dans I’Exemple
précédent) tel que i+1 appartienne aussi a p(A(p1,...,pn)), identifiant A(ps,..,.pn) avec N/2p;...puN.
Montrons alors le Théoréme suivant :

THEOREME 4B7b) :

P1,-..Pn €tant n nombres premiers consécutifs apres 2, le nombre d’éléments i de p(A(pi,...,pn))
tel que i+2 appartient a p(A(pi,...,pn)) est égal a (pi-2)...(pa-2).(Identifiant A(pi,...,pn) avec
N/2py,..,puN)

On notera j(p(A(pi,-..pn)))={1 appartenant a p(A(ps,...pn) tel que i+2 appartient a p(A(pi-..,.pn))} et
J2(p(A(py1,---,pn) }= {1 appartenant a p(A(py,..,pn)) tel que i-2 appartient & p(A(p1s- - -,Pn))-

Démonstration (par récurrence) :

Dans le cas ou n=1, on est dans I’Exemple précédent, ot on a vu :
Card(j1(p(A(3)))=Card({5})=1=3-2.

Donc le Théoréme est vrai pour n=1.

Supposons qu’on ait montré le Théoréme pour p(A(p1,..,Pn-1))-
On pose ji(p(A(P15- - ->Pn-1)))={ 1 n15- - N1 }
L’ensemble des éléments i de A(py,...,pn) tels que ni i ni i+2 ne sont divisibles par py,..,p,.; est donc :
B:{hl,n—la- . '5hS,n—1" . -,2131 o ~pn—1(pn'1)+h1,n-1,--,2p1 (X1 -pn—l(pn'1)+hs,n—l}
D’apres I’hypothése de récurrence :
Card(B)=pu(pi-1)...(pa1-1).
J1(p(A(py,...,pn))) est constitu¢ des éléments i de B tels que ni i1 ni i+2 ne sont divisibles par p,, c'est-a-
dire les éléments i de B qui :
a) ne sont pas de la forme i=ap,.(a dans A(pi,...,pu1))
b) ne sont pas tels que (i+2) = ap,.

Si on pose :
C={i appartenant a B tel que i=ap,, a naturel}
D={i appartenant a B tel que (i+2)=ap,}
On a donc : j;(p(A(p1,.-.,pn)))=B/(CUD).
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De plus il est évident que C et D ont une intersection vide.

D’autre part C est I’ensemble des naturels i de A(py,..,p,) congrus a p, modulo p,, et tels que i n’est pas
divisible par py,...,py ni i+2.

Et on a vu dans le Lemme4B6Be) que I’ensemble des naturels congrus a p, modulo p, dans
A(py,....pn) contenait exactement un représentant de chaque élément de N/2p,..p, N et était égal a
I’ensemble de ces représentants. C correspond donc a I’ensemble des naturels ap,, dont le représentant
appartient a ji(p(A(p1,- - -,Pn-1)))-

On en déduit Card(C)=Card(j;(p(A(p1,-. . -,Pn-1)))=(p1-2)..(pn-1-2) d’apres ’hypothése de récurrence.

De méme Card(D)=Card(j2(p(A(p1.- - -,Pn-1)))=(P1-2)--(Pn-1-2)

On obtient bien :

Card(§1(p(A(p1s..,pn)))=Card(B)-Card(C)-Card(D)=(p;-2)...(ps-2).

On déduit du Théoréme précédent, pour K1=I,(py,...,pn) :
_ (i =2)..(p, -2
Pika =
2p,....p,

Et donc d’aprés le Corollaire 4B6Bb) donnant 1’expression de pi; et celle donnée par la Remarque
4B6Bc) :

Pixs 1 - 1
o, =——x—2=2| |(1-—)
Pxi Pixi 11:1[ (p; _1)2

On obtient bien que a, tend vers 2C, pour n tend vers 1’ infini.

On voit donc qu’il est trés possible que la Conjecture des nombres premiers jumeaux (forte et faible)
ne puisse pas étre prouvée de facon classique, mais seulement en utilisant la TAN comme pour la
Conjecture de Goldbach.

REMARQUE 4.B.7¢c) :
On peut obtenir des résultats trés intéressants en utilisant la Pseudo-Axiome 4.B.7a) de la limite :

Remarquant qu’on aurait pu dans la proposition P2(S(n)) de la Remarque 4.A.7b) remplacer
0.98 par n’importe quel réel p avec 0<p<1, on obtient en appliquant le pseudo-Axiome 4B7a) de la
limite que la proposition suivante, c¢’est a dire P1(S(n)) a une pseudo-preuve aléatoire:
tim(>") )=
n—>0
Dpia
i=NA

On obtient donc que le Théoréme 4.A.7) sans uiliser la Loi Forte des Grands Nombres
généralisée.

De méme, on remarque que dans la proposition P2y;(r(k)) (Etude de la fonction r(k) par le
modele simple indépendant MI), on aurait pu remplacer 0.98 par n’importe quel réel p tel que 0<p<I.
D’aprés ce qui préceéde, on obtient donc que la proposition suivante P2yp;(r(k)) a une pseudo-preuve-
aléatoire :

P2umuim(1(K)) @ « lim(Ll) =

= (i [(Log (i))*
Appliquant le méme raisonnement & la proposition P2uxp1....pn 1(k)) (Etude de la fonction r(k) par le
modele indépendant MI(k)n(py,...,pn)) (On rappelle py,...,p, sont les n premiers nombres premiers
différents de 2), on obtient, i appartenant a 1’ensemble F(t,....,t;) contenant les naturels pairs ayant
pour autres diviseurs premiers que 2 t;,..,t; , que la proposition suivante a une pseudo-preuve aléatoire:

Priorot,.pnytim (1(K))  «
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lim( r@) )=

= Cl(k)lz(pl,.qpn)(tl’ St /(Log(l)) )

Oronavu:

On obtient donc, appliquant a nouveau le pseudo Axiome 4.B7b) de la limite aux propositions
Pumigrept,..pny POUT 1 tend vers 1 infini, que la proposition suivante Py g a une pseudo-preuve aléatoire :

i »
Purg:“r@i)~ Cnt —2 (Log(i)?)

S)INTERPRETATION DE LA T.A.N PAR LA TMP.

Dans un article précédent on a exposé la Théorie Mathématique Platoniste (TMP) permettant
d’interpréter ’ensemble des théories mathématiques classiques de fagon Platoniste. On a vu en effet
que les théories mathématiques classiques pouvaient &tre identifiées a des théories mathématiques
Platonistes (écrites sans majuscules et sans 1’article défini “la”).

La T.A.N peut étre identifiée a une théorie mathématique Platoniste T, sur un code Platoniste
Ca, celle-ci étant appelée Théorie mathématique Platoniste aléatoire des nombres ou Théorie
Aléatoire des Nombres Platonistes. Les hypothéses H(C,) de C, contiennent la théorie des
probabilités, elle-méme identifiée a une théorie mathématique Platoniste sur un code Platoniste C,,
celle-ci étant appelée Théorie mathématique Platoniste des probabilités. C,, est le code Platoniste
minimal, ¢’est & dire comme on 1’a défini dans la TMP que H(C,,) contient seulement les bases de la
TMP.

Dans la théorie mathématique Platoniste aléatoire des nombres, on admet axiomatiquement
que “est modélisée par” représente une unique relation non-floue qui peut exister entre une fonction
d’un sous-ensemble F (fini ou infini) de N dans N (qui est un objet mathématique non-relationnel) et
une séquence de variable aléatoire indexée sur F (qui est aussi un objet mathématique non-relationnel).
Si on avait défini “est modélisée par” comme une relation entre “une proposition ayant une
signification Platoniste” et un événement d’un espace probabilisable, alors “est modélisée par” n’aurait
pu étre identifiée a une relation non-floue puisque “une proposition ayant une signification Platoniste”
n’est pas une objet mathématique non-relationnel.

Alors, considérons dans un texte T la proposition (appelée “une loi numérique aléatoire” dans
la T.A.N) de la forme:

Pi:“f(k) est modélisée par X(k)”

Ou de la forme :

P;:“f est modélisée par (X;)r”

Avec f fonction d’un sous-ensemble F de N dans N et (X(i))r une séquence indexée sur F de
variables aléatoires alors si les propositions la précédant dans T sont vraies la proposition P aura
comme signification Platoniste d’aprés les régles syntaxiques du code Platoniste C, la proposition
¢élémentaire Platoniste: P;; :“est modélisée par(f,(X(i))g)”.

Considérons dans un texte T sur C, une proposition H; de la forme, les propositions précédant
H; dans T étant vraies:
H;: «P est modélisée par Ev”.

Avec P une proposition équivalente a une proposition Platoniste stable et Ev événement d’un
espace probabilisable (Q,B,p).
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Alors on définit la fonction fp, de F={1} dans {0,1} telle que “fp=1" est équivalent a “P est
vraie”, et on définit Xp(1) comme une variable aléatoire sur (€2,B,p) a valeurs dans{0,1} telle que
“Xp(1)=1" est équivalent a “Ev”.

Les définitions précédentes auront dans le code Platoniste C, considéré comme signification
Platoniste une proposition Platoniste stable (Hg;,Hepp). D’aprés les régles syntaxiques du code
Platoniste C,, H; aura alors comme signification Platoniste cette proposition Platoniste (Hejj,Hep)
suivie de la proposition élémentaire Platoniste: Hej;3: « est modélisée par (fp,(Xp(1))r) ».

Par exemple on admettra I’Axiome suivant: Si E est un ensemble de séquences (u;)y a valeurs
dans N, (H sous-ensemble de N fini ou infini), et si F est une fonction E dans un sous-ensemble fini G
de N, alors si on a une fonction f de H dans N et une séquence indexée sur H (X;)y de variables
aléatoires définies sur le méme espace probabilisable Q, telle que f est modélisée par (X;)y et que de
plus pour tout x de G “F((X;)g)=x" est un événement de Q, alors si on définit la fonction g de de {1}
dans G telle que “g(1)=x" est équivalent a « F((f(i)y))=x » et si on définit la variable aléatoire Y(1) a
valeurs dans G telle que p(« Y(1)=x »)=pa(« F((X;)u=X »), alors on aura “g est modélisée par Y.

Tout pseudo-Axiome de la TAN de méme que les propriétés de correspondance
correspondront a des Axiomes de la TAN Platoniste permettant d’obtenir des lois numériques
aléatoires. Ceci a I’exception du pseudo-Axiome du modéle exact. En effet, celui-ci affirme que dans
le cas ou F={1} et qu’on a une fonction f de F dans {0,1} et une variable aléatoire X(1) a valeurs dans
{0,1}, avec F est modélisée par (X(i))r alors si on a p(X(1)=1)~1, dans certains cas ceci a comme
conséquence F(1)=1. Ceci dans la TAN Platoniste ne sera pas obtenu par un Axiome: Il s’agira de
I’interprétation de ce résultat par le mathématicien.

Les Axiomes de la T.A.N Platoniste définiront partiellement la définition de la relation non-
floue “est modélisée par”.

On remarque qu’il est trés certainement possible de n’utiliser aucun Axiome dans la T.A.N
Platoniste. Pour cela on définit pour chaque pseudo-Axiome aléatoire et propriété de correspondance
des relations non-floues “est modélisée de fagon A”, “est modélisée de fagon B”... pouvant exister
entre des fonctions définies sur un sous-ensemble S de N et des séquences de variables aléatoires
indexées sur le méme sous-ensemble S. On les définit par des définitions complétes qui sont
déductions logiques relationnelles évidentes des propositions les précédant dans T, et des hypothéses
H(C,) de la T.A.N Platoniste comprenant on le rappelle la Théorie des probabilités qui elle-méme
n’utilse pas d’Axiomes autres que ceux des fondements de la T.M.P. Cependant le formalisme de la
T.A.N Platoniste obtenue est alors beaucoup plus lourd. Il est cependant remarquable qu’on puisse
interpréter la T.A.N par la TMP sans admettre de nouveaux Axiomes.

On pourra donc montrer formellement qu’une proposition stable ou une loi numérique
aléatoire ont des pseudo-preuves aléatoires mais pas qu’une proposition stable a une explication
aléatoire. P étant une proposition mathématique simple générale (C’est a dire n’employant pas de
concepts particuliers non-flous pré-définis) , on dira que P a une pseudo-preuve aléatoire si elle
concerne une infinité de naturels et de plus si il existe X(1) telle que X(1) est une variable aléatoire, a
valeur dans {0,1}, telle que t(P) est modélisée par X(1) et p(X(1)=1)>0,8".

Cependant le fait qu’une proposition P ait une explication aléatoire est une interprétation
subjective de la communauté des mathématiciens du fait que la pseudo-preuve aléatoire de P (Si elle
existe) constitue une justification théorique possible et intéressante de P. Ceci signifie que ni P ni
NonP n’ont été montrés classiquement, que P concerne une infinité de nombres et que P est illustrée
par de nombreux tests.

6.RESTRICTION DES MODELISATIONS.

Il pourrait étre intéressant ou nécessaire de réduire le nombre des pseudo-Axiomes aléatoires
ou de restreindre leurs cas d’application de méme que ceux de la propriété de correspondance afin de
simplifier la théorie ou de réduire le nombre de pseudo-preuves aléatoires possibles. C’est seulement si
certains pseudo-Axiomes sont inutiles ou si on montre qu’ on obtient trop de propositions ayant une
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pseudo-preuve aléatoire que cette section sera utile. Ainsi, on pourra conserver le pseudo-Axiome
aléatoire suivant, dit pseudo-Axiome aléatoire de [’inclusion des ensembles estimés :

On considére A et C 2 ensembles estimés (toujours implicitement sur N) avec AcC, et D est
défini par D=N/C , et donc AND=@. On suppose que A (resp.C) est associé a une loi de probabilité p,
(resp.pc) d’un espace probabilisable Q4 (resp.Qc¢) et que C est connu.

Alors d’aprées ce pseudo-Axiome on pourra considérer que A est un ensemble estimé associé a
une loi de probabilité ps, d’un espace probabilisable €24, définis par, avec des notations évidentes :
Sii€C: pA2(« €A »QAZ):pA(« €A »QA)/pC(« 1€C)QC

Ceci se justifie intuitivement par :

Pax(« €A »aaz,0a/« 1€C »ar.ac)= Pax(« 1€A »aar.0aN« I€C »aar.ac)/Par(« I€C »aarac)=

pAZ(« €A »QAZQA)/I)AQ(« 1€C »QALQC) (Car ACC)

On a employé et on utilisera les notations :

-Qg étant un espace probabilisable, «i€A »qr représente un événement de Qp modélisant la
proposition « i€A ».

-A étant un ensemble estimé associé a une loi de probabilité p, d’un espace probabilisable Q4 et Qg
un espace probabilisable de loi de probabilité pp, «i€A »qroa représentera un éveénement de Qg
modélisant la proposition « i€A » et tel que (On rappelle qu’une méme proposition peut étre modélisée
par des évévements d’espaces probabilisables distincts):

Pe(« 1€A »ar 0a )=Ppa(« I€A »aa ).

Sii€D : pax(« €A »gas )=0 (Car AND=0).

Dans certains cas, si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes en obtenant
« f est modélisée par Xt », Xf séquence de variables indépendantes, on ne pourra appliquer la propriété
de correspondances qu’a certains types de proposition ou de fonctions utilisant f. On dira alors « f est
modélisée par Xf avec restriction ». On dira qu’on a une restriction de la propriété de correspondance
pour (fXf). Cependant on verra que restreindre la propriété de correspondance allourdit le
formalisme de la théorie des ensembles estimés et c’est seulement si il apparait que cette restriction est
nécessaire qu’on I’incluera dans la théorie des ensembles estimés. Nous allons maintenant donner une
illustration de cas de restriction de la propriété de correspondance.

On suppose que F est un sous-ensemble fini ou infini de N et que pour tout i élément de F on a
une variable aléatoire Xq;(i) définie sur un espace probabilisable Q; de loi de probabilité pg; et a valeur
dans {0,1} définie en utilisant des évenements ¢élementaires indépendants
« ki €A »qigat,. -, « Kip€A, »aiaap, Al..,A, étant des ensembles estimés distincts, et pour j dans
{1,..,p} Ajassocié a un espace probabilisable Q,; de loi de probabilité p,;. Les k;j; sont des fonctions de
i ou (et) de(et) de k dans le cas ou F=F(k) est défini en fonction du naturel k.

C'est-a-dire qu’on aura « Xgi(i)=1 »g; est équivalent a un événement de ; défini en utilsant
tous les évenements de type « k€A »qiqaj et les symboles « Non », « et » et « ou». On suppose de
plus que I’événement « Xg;i(i)=1 » modélise une proposition « fg(i)=1 », fg(i) a valeur dans {0,1},
« fg(i)=1 » équivalente a une proposition utilisant les propositions élémenaires de type « kj€A; » et les
symboles «et», «ou» et «Non». (En général on aura « fg(i)=1» est équivalent & «i€E », E
ensemble estimé ou E=E(F)cF).

(Ce qui suit demeure vrai si plusieurs éveénements élementaires sont du type «kij€A; »qiqaj pour
différents naturels h ou si des variables aléatoires distinctes ne sont pas définies en utilisant les mémes
ensembles estimés A;).

Avec les hypothéses précédentes on dira que fi(i) est une fonction définie sur F modélisée sur
les ensembles estimés A,,..,A, par Xq;(1).

D’aprés le pseudo-Axiome aléatoire des variables indépendantes il existera un espace
probabilisable Qr correspondant a une loi de probabilité por et des variables aléatoires indépendantes
Xar(i) , 1 élément de {1,..,p} définies sur Qr et a valeur dans {0,1} telles que pour tout i élément de F:
par( « Xar(1)=1 »)=pai( « Xqai(i)=1 »), avec « fz(i) est modélisée par Xqr(i) ».
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Cependant, si il existe h dans {1,.,p}, et (i,j) dans F? avec i# tel que ki=kj,, on aura alors
« f(i) est modélisées par Xqp(i) avec restriction ». On dira que « fi(i) est modélisées par Xqp(i) par
sommation ». On aura donc une restriction de la propriété de correspondance pour (fg, Xqr). On pourra
remplacer la notation Xqr par la notation Xqr .

Dans le cas contraire, on aura « fg(i) est modélisée par Xqgp(i) sans restriction ». Ceci
signifiera qu’on pourra appliquer la propriété de correspondance a toute fonction ou proposition
utilisant seulement fz comme fonction modélisée.

Dans le cas ou « fi(i) est modélisées par Xqp(i) par sommation », on ne pourra appliquer la
propriété de correspondance que pour obtenir des propositions de type P1 et P2 que nous allons
définir.

On conserve les notations précédentes. Si F est infini, on notera F(n) I’ensemble des éléments
de N appartenant a F et inférieur ou égal a n.

On ne pourra alors appliquer la restriction de la propriété de correspondance pour (fz, Xqr )
que pour obtenir que la proposition P1 : « La limite quand n tend vers I’infini de (Zierm)fr(1))/g(n) est
égale a a», (a étant un réel et g une fonction croissante et tendant vers 1’infini) est modélisée par
I’événement Ev1 : « La limite quand n tend vers I’infini de (Zierm) Xaor(i))/g(n) est égale a a ».

Pour obtenir la modélisation précédente on applique la restriction de la propriété de
correspondance pour (fg, XgF )-

On suppose qu’on a des ensembles estimés Aj,..,A,, et que (k(j))n est une séquence de naturels
croissante strictement. On suppose de plus que pour tout k(j), F(k(j)) est un ensemble de cardinal fini
n(k()), n(k(j)) croissant et tendant vers I’infini, et frueq est une fonction de F((k(j)) dans {0,1}
avec frugexg(l) est modélisée sur les ensembles estimés Aj,..,A, par Xorgyi(i) et frumerg €st
modélisée par X gk par sommation. »

Alors on ne pourra appliquer la restriction de la propriété de correspondance aux couples
(FrkyBaiy, Xarkg)) que pour obtenir qu’une proposition de type P2 : « La limite quand k(j) tend vers
I’infini de G(k())/g(k())= (Zieraq) Fraiexay (1))/g(k()) est égale a a» est modélisée par I’événement
Ev2 : « La limite quand k(j) tend vers I’infini de Y (k(j))/g(k(j)) est égale a a », g étant une fonction
définie sur N , croissante et tendant vers I’infini pour k(j) tendant vers 1’infini et les Y(k(j)) étant des
variables aléatoires indépendantes telles que Y(k(j)) coincide avec Yrwiparagy KG))=Zierai)
Xar((D)-

Pour obtenir la modélisation précédente, on applique la restriction de la propriété de
correspondance pour (fF(k(j)E(k(j)a XQF(k(]'))) a G(k(_])): 2i€F(k(j) fF(k(i))E(k(j)) (1), puis le pseudo—AXiome des
variables indépendantes a « G(k(j)) est modélisée par Yrwiparag) (k(j)) », ce qui permet d’obtenir
« G(k(j)) est modélisée par Y(k(j)) » puis la propriété de correspondance a P2. On peut considérer
qu’il y a une restriction de la propriété de correspondance pour (G,Y).

En conservant les mémes notations mais en supposant que fx(i) est modélisée par Xqr(i) sans
restriction », la modélisation de P1 s’obtient directement par application de la propriété de
correspondance, valide sans restriction. Si on suppose que frxrxi €St modélisée par Xgrg sans
restriction, on admettra aussi la validité de la modélisation de P2 par Ev2.(Obtenue de la méme fagon).

Il est évident que la modélisation sera de meilleure qualité si pour F donné, pour tous i et j
¢léments distincts de F, il existe h dans {1,.,p} tel que kin7k;, et de méme, dans les hypothéses de la
modélisation de P2, si pour tous k(r) et k(s) distincts, pour tous i dans F(k(r)) et j dans F(k(s)), il existe
h dans {1,..p} tel que, avec des notations évidentes, ki(k(r))#kj(k(s)). On pourra donc toujours
essayer de se ramener au cas précédent comme on I’a fait dans les explications aléatoires des
Conjectures fortes de Goldbach et des nombres premiers jumeaux.

On obtient des résultats analogues aux précédents si on remplace les événements élémentaires
« kii€A;j »qiqaj par des variables aléatoires Xqioai(ki), définies sur ’espace probabilisable €; et a
valeurs dans {0,1} et telles que pai(« Xaiaaj(ki)=1 »)=pai(« kijn€Aj »aioaj). On suppose alors que pour
tout i dans F, on a une fonction F; telle que fe(1)=Fi(fai(ki),...fap(kip)), modélisée d’apres la propriété
de correspondance par Xoi(1)=Fi(Xqiqai1(ki1),-..Xaioap(kip)). Fi sera choisie pour obtenir fg; a valeurs
dans {0,1} et pourra étre donc par exemple un produit ou une expression du type:
farua (=1 (D) Ha2(D)-La1(DEa(D).
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L’obtention de la proposition donnant une estimation de ANB, A et B étant des ensembles
estimés est en accord avec la restriction de la propriété de correspondance qu’on a définie. (On obtient
que fanp est modélisée par Xonang sans restriction.) De méme les explications aléatoires de la
Conjecture Forte de Goldbach et celle des nombres premiers jumeaux. Il semble plus généralement
que si on réduit les cas d’application de la propriété de correspondance et du pseudo-Axiome des
variables indépendantes concernant les ensembles estimés aux cas précédents et si on se réduit a
admettre le pseudo-Axiome de I’inclusion des ensembles estimés, le pseudo-Axiome aléatoire de la
limite ainsi que le pseudo-Axiome des ensembles estimés, cela soit suffisant pour 1’étude des
ensembles estimés par la T.A.N.(On rappelle que le pseudo-Axiome des ensembles estimés permet de
modéliser comme un ensemble estimé (sur N) un sous-ensemble infini A de N dont on connait une
fonction équivalente a a(n), a(n) étant le nombre d’éléments de A inférieur a n). On rappelle que les
restrictions précédentes de la propriété de correspondance et du pseudo-Axiome des variables
indépendantes alourdissent le formalisme de la théorie des ensembles estimés, et que c’est seulement
s’il apparait que ces restrictions sont nécessaires qu’on les intégrera a la théorie des ensembles
estimés.

On aurait pu obtenir une explication aléatoire de la Conjecture forte de Goldbach sans utiliser
les ensembles estimés mais en utilisant le pseudo-Axiome du modele équiprobable, généralisant
I’explication aléatoire de la Conjecture faible de Goldbach et I’estimation de r(k) exposées dans le
premier article. Pour cela on utilisera néanmoins les ensembles qu’on a introduits.

On rappelle que la restriction de la propriété de correspondance et les pseudo-Axiomes
aléatoires précédents peuvent étre identifiées dans une théorie mathématique Platoniste, branche de la
Théorie Mathématique Platoniste (T.M.P), a des propositions mathématiques simples définissant des
relations non-floues de type « est modélisé de fagon A, «est modélisé de fagon B »... Et donc
I’interprétation de la T.A.N par la T.M.P ne nécessite pas I’introduire de nouveaux Axiomes.

7.CONCLUSION

Ainsi on a montré comment la TAN permettait de montrer que des propositions concernant les

décimales d’irrationnels ou des sous-ensembles de N avaient des explications aléa/toires, c'est-a-dire
des explications rationnelles basées sur le hasard, sans avoir été démontrées classiquement ni leur
négation.
Il semble certain que bien que souvent ces explications aléatoires soient trés simples, ces propositions
n’aient pas de démonstration classique. Par exemple si on considére la proposition « Si I est
I’ensemble des naturels i inférieurs & n tels que la i™ décimale de Log(3),V5,n coincide, alors I est
infini », il semble impossible de prouver cette proposition en utilisant les Axiomes classiques de la
Théorie des nombres, alors que cette proposition peut étre obtenue trés simplement par la TAN, qui
permet d’obtenir aussi I’estimation i(n) de L.

Comme dans 1’étude de la Conjecture faible de Goldbach ), on a vu que la TAN permettait
non seulement de prévoir que certains ensembles étaient finis, infinis ,vides ou non vides, mais aussi
de prévoir certaines de leurs caractéristiques, par exemple leur estimation. Il semble impossible
d’obtenir ces caractéristiques si particuliéres sans utiliser les modéles statistiques obtenus par la TAN.

Il reste a réaliser des tests, afin de vérifier I’'importance et la validité de la TAN concernant les
décimales d’irrationnels et les ensembles estimés. En particulier, il faudrait vérifier en effectuant des
tests la validité de la variante de la Conjecture forte de Goldbach de Hardy et Littlewood, et celle
concernant les nombres premiers jumeaux dont on a donné une pseudo-preuve aléatoire dans cet
article. Si tel n’était pas le cas, il faudrait trouver des modeéles plus précis que ceux présentés dans cet
article.

Il reste aussi a démontrer la Loi Forte des Grands Nombres généralisée qu’on a conjecturée,
mais ceci est un probléme classique de probabilité. On a vu cependant qu’on pouvait éviter son
utilisation en appliquant le pseudo-Axiome aléatoire de la limite. Il faudrait aussi comme on 1’a vu
étudier les prédictions des modeles MI(K)n(py,...,pn), €t Megl(K)n(p1,...pn) pour les faibles valeurs de k
(k dans [1000,100000]) et vérifier si elles permettent de justifier ’aspect de la Cométe de Goldbach
pour ces faibles valeurs.
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Un résultat extrémement intéressant obtenu dans cet article est d’avoir donné une explication
aléatoire a des propositions comme la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood concernant la
Conjecture forte de Goldbach et la Conjecture forte des nombres premiers jumeaux.
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