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Abstract
Die Bahnen von Planeten um die Sonne sind Ellipsen. Die Sonne liegt dabei in einem Brennpunkt der Ellipse. Dies gilt ganz
allgemein fiir die Bewegung eines Objekts im Gravitationsfeld einer zentralen Masse. Dieses Skript enthélt eine mathematische
Herleitung der Bahnkurven eines Massepunktes im sphérisch symmetrischen Gravitationsfeld auf Basis des Lagrange-
Formalismus. Als Grundlage wird zunéchst die Ellipsengleichung behandelt. Weitere Grundlagen werden in Kurzform im
Anhang aufgefiihrt. Aus der Theorie ergeben sich schlie8lich die drei Keplerschen Gesetze.

The orbits of planets around the sun are ellipses. The sun lies at a focal point of the ellipse. This applies generally to the
movement of an object in the gravitational field of a central mass. This script contains a mathematical derivation of the
trajectories of a mass point in a spherically symmetrical gravitational field based on the Lagrange formalism. The ellipse
equation is first treated as a basis. Further basics are briefly listed in the appendix. The theory ultimately gives rise to Kepler's
three laws.
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Die Bahnen von Planeten um die Sonne sind Ellipsen. Die Sonne liegt dabei in einem Brennpunkt der Ellipse. Dies
gilt ganz allgemein fiir die Bewegung eines Objekts im Gravitationsfeld einer zentralen Masse. Dieses Skript enthalt
eine mathematische Herleitung der Bahnkurven eines Massepunktes im sphérisch symmetrischen Gravitationsfeld auf
Basis des Lagrange-Formalismus. Als Grundlage wird zunéchst die Ellipsengleichung behandelt. Weitere Grundlagen
werden in Kurzform im Anhang aufgefiihrt. Aus der Theorie ergeben sich schliefslich die drei Keplerschen Gesetze.

1. ELLIPSEN

Die Ellipse besitzt zwei Brennpunkte F; und F» (in der Abbildung die roten Punkte auf der z—Achse), welche jeweils
den Abstand f zur vertikalen Symmetrieachse haben. Wir wihlen zunichst das Koordinatensystem so, dass der
Ursprung im linken Brennpunkt Fj liegt. Sei P ein beliebiger Punkt auf dem Ellipsenrand, dann hat die Strecke
S = F1 P+ F», P immer die gleiche Linge. Insbesondere also auch wenn P der Punkt (f + a | 0) ist. Hier erkennt man,
dass die Strecke S die Linge f + a + (f + a — 2f) = 2a hat.
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Wenn die Strecke F; P die Linge r hat, muss also die Strecke 5P die Linge 2a — r haben. Betrachten wir den Vektor
F=FD=0D

sowie die Vektoren ZTF; = ()_F; und @ Es ist offenbar
0F, + PP =7

und damit

Wegen ’Fg ﬁ‘ = 2a — r folgt dann:

(1.1) 2a —1

ki

Sei nun ¢ der Winkel zwischen 7 und der x—Achse. Durch quadrieren von Gleichung (1.1) erhilt man zusammen mit
der Definition ¥ o & = |¥] || cos ¢ des Skalarproduktes:

2 2
(2a—1)* = (F—O.Fg) = |ﬂ2—27700.FQ>+‘0.FQ)‘ = 7“2—2\77]‘().&}’(:05(;5—!—(2]")2 = 72 —2r-2f cos ¢+ 4f>

also
40> —dar +1° = r? —drf cos¢ +4f?
a>—ar = —rfcos¢+ f?
a>—f* = r(a—fcoso)
und damit
2 _ g2
(1.2) MUy
a— f coso

Angenommen der Punkt P befindet sich in (f | ). Dann entsteht ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Schenkel jeweils
die Linge a haben (da S die Liinge 2a haben muss). Mit dem Pythagoras ergibt sich dann a? = f2 + b? und damit
b? = a? — 2. Ferner sei

b? !
1.3 = — ==
(1.3) pi=— e=
Gleichung (1.2) wird damit zu
v v v P

T =

a

a—fcos¢p a(l—gcosqﬁ) 1 £ cos ¢  1l—ccoso

1.1. Ellipsengleichung mit Ursrung im anderen Brennpunkt F5.
Das Koordinatensystem kann aber auch so gew#hlt werden, dass der Ursrung im Brennpunkt F5 liegt. Sei P wieder ein
beliebiger Punkt auf dem Ellipsenrand, dann hat die Strecke S = F; P + F5 P auch hier immer die Liange 2a, allerdings

ist nun ¥ = FyP:
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Wenn die Strecke F5 P jetzt die Linge r hat, muss hier die Strecke F; P die Lange 2a — r haben. Vektoriell betrachtet

gilt hier offensichtlich
0F P
0Fy + 1P = O?

2a-r = |FiB| = [iB—0F)| - |7 - 0F)].

Durch quadrieren von Gleichung (1.1) erhélt man:

und damit

2 2
(1.4) (20 —r)* = (7—()—171)) = \77']2—27_"00—171)—1—‘0—1*—';’ = 7“2—2770()—1*—'1>+(2f)2

Weiterhin sei ¢ der Winkel zwischen 7 und der x—Achse. Die Vektoren 7 und 0_F1> schliefsen allerdings den Winkel
m — ¢ ein, vgl. Abbildung. Mit der Definition des Skalarproduktes wird aus Gleichung (1.4) also

(1.5) (2a — 1) = 1?2 = 2|7

—
0F1’ cos (7 — @) + (2f)% = 12 — drf cos (m — &) + 4.
~——
2f
Da der Kosinus achsensymmetrisch ist, erhdlt man
cos (m— @) =cos(—(¢p—m)) =cos(¢p—7) = —cos ().

Einsetzen in (1.5) und Ausmultiplizieren der Klammer auf der rechten Seite ergibt:

40> —dar +1* = 1?4+ 4rf cos¢+4f?
a’—ar = rfcosp+ f?
a® —f* = r(a+ f cosp)
Auflésen nach ergibt dann
2 g2
(1.6) M it
a+ f cos¢

Wenn sich der Punkt P in (—f | b) befindet, entsteht hier analog das gleichschenkliges Dreieck, dessen Schenkel jeweils
die Linge a haben (da S die Liinge 2a haben muss). Mit dem Pythagoras ergibt sich wieder b? = a? — f2. Zussmmen
mit der Definition (1.3) wird die Ellipsengleichung (1.6) zu

2

b2 b” P
a+ fcosg 1+£cos¢ ~ l+4ccosg

Insgsamt erhilt man die folgenden beiden Versionen der Ellipsengleichung:

SR Ursprung in Fh: r = b
1—¢ecoso

1.7 U in F : =—
(1.7) rsprung in Fy r T—
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2. ERSTES KEPLERSCHES GESETZ - KEPLERBAHNEN

Die Bewegung eines Objekts im Gravitationsfeld einer zentralen Masse, z.B. die Orbits von Planeten um ihren
Stern, kénnen mit dem Lagrange-Formalismus berechnet werden. Aufgrund der sphérischen Symmetrie wihlt man
Kugelkoordinaten fiir den R?, siche Abschnitt 5.1 im Anhang. Die Gravitationskraft auerhalb einer sphirischen Masse
M ist, gegeben durch

(2.1) F=-mv [VM} __Mm T

B
Hier befindet sich die Masse M im Koordinatenursprung und der Vektor 7 zeigt von dort zur Masse m, also von

M weg. Die Gravitationskraft zieht aber die Masse m in Richtung der Masse M. Das negative Vorzeichen fiir die
Anzeihungskraft F' bewirkt hier also, dass die Kraft F' zu M zeigt. Das Gravitationspotential ist

M
r

r

(2.2) Q(r)=—

und die potentielle Energie einer Probemasse mg im Gravitationsfeld der Masse M ist durch®

yMmyg
T

Epot (1) = =

gegeben. rist dabei der Abstand der Schwerpunkte von M und mg. Da der Schwerpunkt von M im Koordinatenursprung
liegen soll, gibt r den Abstand der Punktmasse my vom Ursprung an. Zusétzlich zur potentiellen Energie besitzt die
sich bewegende Masse mgq kinetische Energie. Wir verwenden (5.2) als Metrik, sieche Anhang. Fiir die kinetische
Energie Ey;, = 3mouv? ergibt sich damit

B — 1 ds* 1 (dr 2d92

de? 1 2252 202 . 2
50 iy = 50 dt2+ W—’_T sin edtZ zimo(r 4+ 7r90° + r¢“ sin 9)
Fiir die Lagrange Funktion als Differenz der kinetischen und potentiellen Energie erhilt man also:

Mm()

(2.3) L = %mo (r +1r20% + r2$%sin 9) + v

2.1. Bewegungen in der Ebene.
Da Planetenbewegungen in einer Ebene stattfinden, wihlen wir das Koordinatensystem so, dass 6 = 7/2 und damit

0 =0und sinf = 1. Die Lagrangefunktion (2.3) vereinfacht sich fiir Bewegungen in der Ebene zu

1 : M
(2.4) L=-myg (7”2 + 7"2¢2) + 'yﬂ.
2
Fiir die Ableitungen ergibt sich
% mr¢2— Mmo %—mi i%—mi‘
or ~ MM T or — " ator
oL oL : d oL : -
— =0 — = 2 —— = 2rr 2
55 =0 og ~mortd gy = mo (2013
und aus der Lagrange Gleichung
o doc
dqk  dt gk
erhilt man die folgenden Bewegungsgleichungen:
(2.5) f—¢2+7—3 =0
r r
(2.6) Wo+rd = 0

Die potentielle Energie l4sst sich auch durch Integration der Kraft (2.1) erhalten:
yMmg T

e r 1 7odrf (5.4 > 1 Mm,
Epot (R) = / - iz odr :—’)/Mmo/ - = —’)/Mmo/ 7dT:—u
R T |71 R T r R T
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2.2. Energie als Erhaltungsgrofie.

Die Gesamtenergie E ergibt sich als Summe aus kinetischer Energie Ej;,, und potentieller Energie E,,; und stellt eine
Erhaltungsgrofe dar (sieche Anhang).

Mmo

1 )
E = smo (7% +1%6%)
.

2

Da es sich um eine Erhaltungsgrofe handelt muss E = 0, vgl. Abschnitt 5.3. Dies ldsst sich aber auch direkt
nachrechnen. Aus (2.6) folgt r¢ = —27¢ und damit:

dE ) - Mmai ) - My
i myo (rr + 2 + r2¢¢> + % =my (rr + 77?4+ 120p + 7T2T>
@ e (7‘7‘ +rig? — 2r? + L 2’") = moir (7’ — P+ 73) =
r r r
2.3. Drehimpuls als Erhaltungsgrofie.
Der Drehimpuls L ist ebenfalls eine Erhaltungsgrofe. Hier ergibt sich:
oL :
2.7 L=—=myr?
(2.7) ) oo
) ) il _ dor ST . N
Mit der Bewegungsgleichung (2.6) folgt sofort % = 4 ag = o (2rr¢ +r qi)) = mor (21"(;5 + 7“(;5) =0.
[ ——

=0

2.4. Integration der Gleichungen. _ )
Lost man jetzt Gleichung (2.7) nach der Winkelgeschwindigkeit ¢ auf und setzt ¢ = moer in die Energiegleichung ein,
so ergibt sich:

1 . M 1 L? M 1 L? M
E=_-mg (7"2 + T2¢>2) - o — —mg |+ —5 5] =7 UL —mor? + 5 — 7 o
2 r 2 mar r 2 2mor r

. . . . E l 2 \/1 ']/ .
Auflésen nach 12 ergibt 72 =2E _ 5= T+ 2My und damit
2
mo mgr T

2.8 =+ — .
(2.8) mo  m3r? r

dr_, [2B_ L oMy
dt

Diese Differentialgleichung beschreibt die Abhéngigkeit des radialen Abstandes r von der Zeit t. Zur Vollstdndigen
Beschreibung der Bewegung in der Ebene mittels Polarkoordinaten bendtigt man noch die Zeitabhéngigkeit des Winkels
¢. Diese wird nach (2.7) durch die Differentialgleichung

@_ L
dt — mor?

(2.9)

beschrieben. Das gekoppelte System von Differentialgleichungen bestehend aus (2.8) und (2.9) beschreibt die Bewegung
des Objektes im Newton’schen Gravitationsfeld vollsténdig. Ist man nun nur an der Struktur der Bahnkurve interessiert
und nicht am zeitlichen Verlauf der Bewegung, so lassen sich (2.8) und (2.9) zu einer Gleichung fiir die Bahnkurve
kombinieren:

L2 72 L2r

= = 2

dr dr dt  mor? n 2F L2 N 2M~ 42 \/2Em0 1 2Mym3
_ = — . — = . P — = re.
do dt do¢ L mo  mgr? T

Intergiert man diese Differentialgleichung, so ergibt sich nach Umsortieren der Summe unter der Wurzel

d Ladr
(2.10) /d¢:i/ — :i/L
R Vori—2
wobei
2Emg 2M~ym2
(2.11) o= 77 ﬂ = 72 0
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2.5. Losen der Integralgleichung.
Das Integral in Gleichung (2.10) l&sst sich dabei wie folgt 16sen: Zunéchst substituiert man

1 1
(2.12) r=—, dr = ——dr
r r
und erhalt
(2.13)

/ &Hdr / —dz

/044'%—%2 Va+ fr—a?

Sei k konstant, durch eine Verschiebung x = z + k erhélt man
a+fBr—2=a+BGE+k)—(z+k)’=a+Bz+8k—22—2zk— k> =a+ (8 —2k)z+ Bk — k? — 2?

wéhlt man hier k = g, so féllt der Term in der Klammer (und damit alle z—Terme) weg. Mit der Substitution

(2.14) wzz—l—g, dr =dz

ergibt sich

2 B B\’ 2 B2 2 B o ) 2 277
a+fr—=z —oz+ﬁ-—<) — 2 =a+— -z —<a—|— ) 11— | — T =Q (1—[}
wobei

(2.15) Q:=1\|a+ %2

Setzt man hier nun y = é, also z = Qy, so erhilt man

a+fr—2*=Q? (17y2)
durch die Substitution

(2.16) = Qy +§7 dr = Qdy

vgl. (2.14). Das Integral (2.13) wird mit der Sustitution (2.16) also zu:
Ldr —dx Qdy
/ JatE-% N / JatpBe 22 ‘/ VA / ﬁ
Hier lésst sich schlieflich die Substitution
(2.18) y=cos(v), dy=—sin(y) dy
und die Identitit sin? () = 1 — cos® (/) anwenden. Das Integral (2.17) wird damit zu

(2.17)

— SlIl

(2.18) (2.16) -2\ (213 12
=" arccos(y) = arccos 0 =" arccos 0

Die Losung der linken Seite der Integralgleichung (2.10) ldsst sich mit geeigneter Integrationskonstante ¢q als ¢ — ¢q
schreiben. W&hlt man den Anfangswert so, dass ¢¢ = 0, so ergibt sich insgesamt

1_8
¢::|:arccos<rQ2>.

Daraus folgt + — g = Qcos (F¢) = Qcos (¢), da cos (¢) achsensymmetrisch ist. Auflésen nach r ergibt:

= [dp =79

(2.19) r= g ! = 2
5+ Qcos(9) 1+2 =5 9 cos (¢)

Mit der Definition (2.11) erhélt man

2 _ L? 2Q (2.15) \/2Em0 M2y2mg 2L2
B Mym3’ B8 M'ym 4 o\ M2y2md




KEPLERBAHNEN 7

und damit
12
(2.20) r= My 1 = P
1+(#22WSE+1)§COS(¢) L+ecose
wobei
2 2
(2.21) p:M§m%7 €= 1Jr]\42252m8

Es handelt sich hier um eine Ellipsenbahn, vergleiche (1.7).

2.6. Ursprung im anderen Brennpunkt. Das Koordinatensystem ldsst sich natiirlich auch so wéhlen, dass der

andere Brennpunkt der Ellipse im Ursprung liegt. In Gleichung (2.15) l&sst sich statt Q = \/a + %2 die Definition

@:—\/aﬁ-%

verwenden. Alle Rechnungen bleiben bis (2.19) unverdndert aber mit @ an Stelle von Q. Auch der Term fiir % dndert
sich nicht. Allerdings erhélt man

20 2L2 (2.21)
B M
und damit,
p=—P2
1 —ecos¢

Wieder ergibt sich eine Ellipse, siche (1.7).

Fazit: Die Bahnkurven der Planeten um die Sonne sind Ellipsen ( Erstes Keplersche Gesetz). Die Sonne liegt dabei in
einem Brennpunkt, welcher hier im Koordinatenursprung liegt.

3. ZWEITES KEPLERSCHES GESETZ - DREHIMPULSERHALTUNG

Die Linge r (t) der Verbindungslinie vom Koordinatenurprung zum Ellipsenrand verdndert sich nach iiberschreiten
eines Winkels d¢ um den Wert dr. Das zuriickgelegte Bogenelement sei ds:

ds

)

Fiir die Bogenlinge ds gilt
(3.1) ds =rdg¢
Aus (3.1) ergibt sich:

ds do ;
(32) a~"a T
Fiir infinitesimal kleine Winkel d¢ ist ds niherungsweise eine Gerade? und der Flicheninhalt dA des Dreiecks ist
Néherungsweise gegeben durch

1
dA = 57 ds.

Damit ergibt sich:

%fl §(¥)12¢;;
a 2w T 2" T

2Da fiir infinitesimal kleine Winkel d¢ die Hohe des ,Dreiecks” mit den Seiten r, r + dr und ds gegen Null geht, ist offenbar ds = dr.
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A

er konstant. Fiir die iiberstrichene Flache A

Da der Drehimpuls L konstant ist, ist also auch die Flachendnderung
ergibt sich die Gleichung dA = ﬁdt und damit

[ L L
3.3 A= —dt = to—t1) = —AtL
( ) /tl 2m0 2 mo ( 2 1) 2m0
mit At := ty — t1. Der Verbindungsvektor vom Ursprung zum Rand der Ellipse iiberstreicht also in gleichen Zeiten
gleiche Flachen (Zweites Keplersche Gesetz).

Der Flichensatz lasst sich auch allgemein aus der Drehimpulserhaltung herleiten. Betracht man alternativ die Vektoren
7 (vom Ursprung zu einem Punkt @ auf dem Rand der Ellipse) und d3 (tangential von @ aus gegen den Urzeigersinn),
so ergibt sich fiir das Flachenelement

—

dA =

7 x d§

M\H

woraus folgt

=

I
TXPZ%

dA 1. ds

a2

= — XU = =7X =

D 1
m 2m

DN | =

1
2
Wenn also der Drehimpuls L konstant ist, so ist es auch die Flicheninderung < dt Die Betriige der Vektoren ergeben
dann wieder die obigen Gleichungen.

4. DRITTES KEPLERSCHES GESETZ

Nach einem ganzen Umlauf der Ellipse ist die Zeit T vergangen. Die {iberstrichene Fléche ist die Ellipsenfliche A = wab.
Aus (3.3) ergibt sich dann:

T
(4.1) rab = A %Y / Loy g

Aus Gleichung (1.3) erhélt man b = ,/ap. Bei den Keplerbahnen ist p = 2M vgl. (2.21). Damit folgt aus (4.1):

2m0 2m0 3 3 ].
T = —— . b = /a a2 a2 R
L e \/ m%M’y MV

Quadrieren ergibt dann:

(4.2) T°= —-a

Der Term Mi ist dabei eine Konstante und die Gleichung lésst sich in folgender Form schreiben:

2
— = konstant

a3
Also verhalten sich die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten zueinander wie die Kuben der grofen Halbachsen
ihrer Bahnellipsen (Drittes Keplersche Gesetz).

4.1. Massenbestimmung mit Kepler.
Das dritte Keplersche Gesetz lésst sich zur Massenbestimmung von Himmelkorpern verwenden. Aus (4.2) ergibt sich

(4.3) M="

Beispiel 1.

Im exosolaren System Wolf 1061 (Gliese 628) umrundet der Planet Wolf 1061 den zentralen Roten Zwerg mit einer
Umlaufzeit von etwa 217 Tagen. Die grofe Halbachse betrdgt dabei a =~ 0,47 AE woraus sich aus (4.3) fiir den
Zentralstern eine Masse von etwa 0,29 Mg ergibt.

Da die Rotationsachse aufgrund der Planetenmassen eigentlich nicht durch den Schwerpunkt des Sterns, sondern durch
das Baryzentrum des ganzen Systems verlauft, erhdlt man mit (4.3) nur eine erste Ndherung. Als genaueren Wert fiir
die Masse von Wolf 1061 findet man M = 0,310 £ 0,007, vgl. [3].



KEPLERBAHNEN 9

5. ANHANG

5.1. Sphirische Koordinaten im R3.
Sei P € R? ein Punkt mit den Koordinaten P (z,y,z), dann gibt r den Abstand zum Koordinatenursprung?® und 6

den Winkel zwischen der z—Achse und dem Vektor 0P an. Sei P* die orthogonale Projektion des Punktes P auf die
z,y—Ebene, d.h. P* (x,y,0), dann ist ¢ der Winkel zwischen der z—Achse und dem Vektor 0?*

Az Ay

Die Transformation in sphérische Koordinaten ist gegeben durch:

(5.1) (z,y,2) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cos0)
Der dreidimensionale flache Raum wird durch die Metrik
ds* = da® + dy® + d2*

beschrieben. In vielen Fillen ist es aber giinstiger mit Kugelkoordinaten {r,0, ¢} zu arbeiten.

Lemma 2. Sphdrische Metrik
Die Metrik des R® in sphirischen Koordinaten ist:

(5.2) ds®> = dr?+r%d6? + r?sin® 0 dp?

Beweis: Fiir die Differentiale ergibt sich mit (5.1):

(5.3) dr = sinfcos¢dr+ rcosfcosddf — rsinfsin ¢ de
dy = sinfsin¢gdr+ rcosfsingdl + rsin 6 cos ¢ dp
dz = cos@dr —rsinfdf

Damit und durch mehrfaches Anwenden der Identitit sin® o 4 cos? a = 1 ergibt sich fiir die Metrik:

ds* = da? + dy® + d2?
= (sin0cos¢dr+rcos€cos¢d9—rsin@sind)qu)Q
+ (sin @ sin ¢ dr + r cos 0 sin ¢ df —|—rsin9cos¢>d¢)2
+ (cos O dr — rsin 6 d6)”
= dr® +r2dh* + r?sin® 0 d¢? O

Lemma 3. Kugelkoordinaten fir 7o di
Die 1-Form 7 o d hat in Kugelkoordinaten (5.1) die Form

(5.4) Fodr=rdr

Beweis: Aus den Gleichungen (5.1) und (5.3) erhélt man nach einer lingeren Rechnung:

T dx rsin 6 cos ¢ sin @ cos ¢ dr + r cos 6 cos ¢ df — rsin 6 sin ¢ do
rodr = y |o| dy | = | rsinfsing | o | sinfsingdr+ rcosfsingdf + rsinfcos¢pde | =rdr O
z dz rcosf cos@dr — rsinf db

Dabei wurde wieder die Identitit sin? o 4+ cos? o = 1 verwendet.

m:y:z:O
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5.2. Bewegungsgleichungen.
Differentialgleichungen fiir Bewegungen lassen sich mit Hilfe der Lagrange Gleichung aufstellen. Wir beschrénken uns
hier nur auf eine kurze Ubersicht.

Das totale Differential df einer Funktion f, die von Koordinaten {x1,...,z,} abhingt ist:
0 0 OL
df——fdz1+—d2+ + e, = Vfod
ox i) 8$n

Fiir die Ableitung % gilt damit:

df 0 f dxl OL dxo oL dx, d¥
(5.5) de 8x1 8x2 de Tt Oox, de o ?f °
dmi

Falls ein x; nicht von e abhéngt ist natiirlich ;% = 0 und der entsprechende Summand féllt weg.

Sei z (t) der Ort (z.B. eines Kérpers) und v (t) = 4z () = 4 (t) die Geschwindigkeit in Abhéingigkeit der Zeit t. Ferner
sei £ € R und & (t) eine glatte Kurve mit kleinen Werten. Eine Variation von Ort z und Geschwindigkeit & auf dem

Intervall ¢ € [a, b] ist gegeben durch:

(5.6) qt,e)=a(t)+e€(t) und  G(t,e) =@ (t) +e€(t)

Dabei sollen die Werte am Anfang und am Ende des Intervalls [a,b] mit denen der Urspriinglichen Ortskurve x (t)
iibereinstimmen, aus z (a) = z (a) + £ (a) und x (b) = x (b) + €& (b) ergeben sich also die Randbedingungen:

(5.7) €(a)=0 und &(b) =
Fiir die Variationen (5.6) gilt offensichtlich:
dq dq _ ¢
: — d —= =
(5.8) =¢ un T ¢

Sei nun L eine Funktion, die wiederum von den Orts- und Geschwindigkeitsvariationen (5.6) und der Zeit abhingt,

also:
L(q(t,e), ¢(t,e), t)
Aus Gleichung (5.5) folgt zusammen mit (5. 8) und 4 = 0:

(59) %— oL dq+aL dq+87L.ﬂ—67L _|_87L.
' de ~— 9q de 9§ de Ot de g g

Die Wirkung S ist definiert als Integral {iber die sogenannte Lagrangefunktion L:

b
S<s>=/ Liq(t,e), d(t.), 0)dt

Gesucht ist diejenige Variation von L, fiir welche die Wirkung S extremal wird. Notwendigerweise gilt % =0

_@_d B @)/"aL OLg _/ /b
0 = —— =+ Ldt / d = Gt gt ) FA “Edt

oL ar 1" oL G [P0 daL . [*_ (0L d oL
L”“{aﬁk‘l(ﬁ[ Jen @ [ Gea [eqGo = [e(G-a%) o

Da ¢ im Allgemeinen von Null verschieden ist, muss

oL doL _
Oq dtog
In m—dimensionalen Systemen mit den Koordinaten ¢* und den Geschwindigkeiten ¢* erhilt man m Gleichungen:

oL d oL
(.10 T
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5.3. Erhaltungsgroéfien.
Wegen der Homogenitéit der Zeit hingt L nicht explizit von ¢t ab. Es ist

L = Z(d +g€;d)

und damit;:
ac oL dq¢® oL di* or aﬁ e
5.11 s OL aq” | OL dq”\ _ aL
@1 i =S (oo ar) = X (e g
oL d oL . .
Aus der Lagrange Gleichung (5.10) folgt 9k~ a1 ek Zusammen mit der Produktregel wird (5.11) zu
q q

c L) . 9L 4\ oL
dt_zk:( [aq}qu@d’“q)_zk: [361 ]

Subtraktion von % ergibt

d L

o -

=0.

Offensichtlich ist der Term in der Klammer zeitlich Konstant. Es handelt sich um die Energie (abgeschlossenes System):

oL
(5.12) Z 7 gk -

Weitere Erhaltungsgrofen ergeben sich aus weiteren Symmetrien. Betrachte ein m—dimensionales System mit einer
Lagrangefunktion £ = L (ql, N L L L UL t). Die Lagrangefunktion héngt also nicht von den Koordinaten
g™ "t ..., ¢™ ab. Fiir K > m — n ergibt sich dann g—(ﬁc = 0 und aus (5.10) folgt dann 4 2% — (. Integration dieser

dt 9g*k
Gleichung liefert

(5.13) — [C (ql,...,qun, qt, .o g™, t)] = konstant , fiiralle k>m—n

Beispiel 4. )
Bei den Keplerbahnen in der § = 7/2 Ebene ergibt 0L£/0¢ den Drehimpuls.
Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist ebenfalls eine Erhaltungsgrofe. Mit der Lagrangefunktion (2.4)
ergibt sich aus (5.12):
oL oL
E = " -LC = : + —¢—L
8 8r 8(;5 QS

. 1 . M
= moi? +morlé? — {2m0 (7’“2 + r2¢2> + v o }
r

1 . . Mm
= L (P 2ge) - M
2 r
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