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Abstract

The object of this note is to present the equation of the surface which defines the equipotential

field of gravity U = Uy for certain models of the normal potential of gravity U.
Résumé

L’objet de cette note est de présenter I’équation de la surface qui définit le champ équipo-

tentiel de pesanteur U = Uy pour certains modeles du potentiel normal de gravité U.

Keywords : Champ de gravité, potentiel de pesanteur, surface équipotentielle, sphéroide de

Bruns, sphéroide de Helmert.
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FIGURE 1 — Helmut Moritz (1933-2022)
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Note Sur Les Surfaces de Référence du Champ de Gravité
- V1, Février 2023 -

A la Mémoire du Professeur Helmut Moritz (1933-2022)

1 Introduction

Cette note est un hommage a ’éminent professeur de géodésie Helmut Moritz qui nous a
quitté en octobre 2022. L’objet de cette note est de donner I’équation de la surface I' qui défi-
nit le champ équipotentiel de pesanteur U = Uy pour certains modeles du potentiel normal de

gravité U. Nous commencons par un rappel des définitions.

Le phénomeéne fondamental qui régit la forme de la Terre est la pesanteur. Elle est le résultat
de Dattraction newtonienne du corps terrestre et de la force centrifuge due a la rotation de la

Terre autour de son axe. Voyons ce-ci en détail.
Soit le repere OXY Z tel que O soit le centre de gravité de la Terre (de masse m’) et OZ son

axe de rotation. Le plan OX Z contient le méridien de Greenwich. Soit un point M (X,Y, Z) de

masse unité.

M (m)

O (m)

v

FIGURE 2 — Le Repere 3D

1.1 Le Champ du Potentiel

On appelle champ du potentiel la fonction scalaire V définie par :

Vo Gmm/

=V (X,Y,Z) (1)
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ol G est la constante universelle de gravitation.

1.1.1 Gradient

On appelle gradient d’une fonction scalaire U(X,Y, Z) le vecteur noté gradU et de compo-
santes :

ou
X

gradU = g—g (2)

au
oz

Exemple 1 : U= X?>+Y?+ Z?, gradU est le vecteur de composantes :

2X
gradU = (2X,2Y,22)" = | 2y (3)
27
ou T désigne transposé.
Exemple 2 : .
U=- 4
- ()
comme :
r?P=X*+Y?+ 7 = 2rdr =2XdX +2YdY +2ZdZ
d’ou : .
-X =Y —Z
gradU = <7£,7£773> (5)
Si on pose :
r=0M=Xi+Yj+Zk (6)
Alors :
r
gradU = ~3 (7)

Calculons le gradient de la fonction scalaire donnée par I’équation (1) c’est-a-dire le champ du

potentiel V. En utilisant 'exemple 2., on a :

Gmm/ , T

1
= Gmm/grad | - | = -Gmm' = (8)
r r

gradV = grad <

Remarquons si on pose :
(9)

On a n est un vecteur unitaire porté par OM et dans la direction OM. L’expression de la

r
n=—
r

force F' s’écrit : ,
Gmm

2

F=-Fn=— n (10)

r
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dm M

FI1GURE 3 — Le Potentiel

comme : —
mm
dV = — 11
gradV 2 n (11)
D’ou :
F = gradV (12)

On dit que la force F' dérive du champ de potentiel V.

1.2 Le Champ Réel ou Champ du Potentiel de la Pesanteur

Soit un point M(X,Y,Z) de masse unité est soumis au potentiel V' de gravitation et au

potentiel ® de la force centrifuge due a la rotation de la terre.

el @

Malheureusement, cette expression n’est pas calculable car nous ignorons la distribution des

L’expression de V est :

masses a l'intérieur de la Terre. L’expression du potentiel ® de la force centrifuge est donnée
par :

1
¢ = w! (X7 +Y7) (14)

ou w est la vitesse de la rotation de la Terre.

Définition 1.1: Le Potentiel du Champ

On appelle W le potentiel du champ réel ou le potentiel de la pesanteur la somme des
potentiels V et @ :
W=V+o (15)
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Définition 1.2: Vecteur de Gravité

On appelle vecteur de gravité le vecteur g tel que :
g=gradW (16)

g = ||g]| mesure la gravité ou la pesanteur, a la dimension d’une accélération et expri-

mée en m/s%(Unité Systéme International) ou en cm/s? (1em/s? = 1gal en hommage a

Galilée). g mesure 978 gals a 'équateur et 983 gals aux pdles.

2 Présentation des Coordonnées Ellipsoidiques ou de Jacobi

Soit E(a,b) ou E(a,e) lellipsoide de référence ou a, b, e désignent respectivement le demi-
grand axe, le demi-petit axe et la premiere excentricité. Un point M est défini par ses coordonnées
tridimensionnelles (X,Y, Z) dans un repére orthonormé % (0, eq,e9,e3) ou X(0,X,Y,Z). On
considére une famille d’ellipsoides de demi-petit axe u,u > 0, de demi-grand axe vu2 + €2, avec :

€2 =a?—b? (17)

Le point M appartient a ’ellipsoide d’équation :

X2+Y2 72

i S (18)

u?+e2  u?
Soit ¢ l'angle Z(OM,OM') (Fig.??) appelé la latitude réduite correspondante au point M, on
a alors :

i HM HM' (19)
sing = =
OM'  Vu2+e2

Par définition de I'ellipse méridienne passant par M, on a le rapport d’affinité :

U HM u
Vuz+e2  HM Vu? + €2 (20)
D’ou : S
!
sing— M _ 1 VR E gy HM (21)
Vul+e  Vul+e o v
Soit, :
Z =HM = u.sin¢ (22)
Et:
X = OH.cosA\ = OM'cos¢.cos\ (23)
Y = OH.sinA = OM'cos¢.sin\ (24)

En résumé, on a les coordonnées du point M exprimées en fonction des coordonnées de Jacobi

(u, §; A).
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FIGURE 4 — Les Coordonnées de Jacobi

Définition 2.1: Les Coordonnées de Jacobi

Les coordonnées de Jacobi d’un point M sont définies comme suit :

X = Vu? + €2.cospcos
Y = Vu? + €2.cospsin\ (25)
Z = u.sing

avec ¢ € [—m/2,7/2], A € [0,27] et u € R*. Si u = b, on retrouve ’équation de ellipsoide de
référence F : ) ) )
X“+Y Z
st S (26)
a b2

3 Le Premier Modéele : Le modele sphérique

Pour ce modele on ne considere pas le potentiel ®, on a donc :

am/
r

U

m’ masse de la Terre (27)

/

Gm
Si on fixe le rayon de la spheére & Ry, on obtient Uy = R alors la surface équipotentielle du
0
champ de pesanteur est la sphere d’équation :

GQm/2

2 2 2 2
X4y + 2= Ry = T
0

(28)
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Surface de niveau ou surface
équipotentielle U =Up

FIGURE 5 — Les surfaces équipotentielles U = Uy [1]

4 Le Deuxieme Modeéle : Le modele sphérique + le potentiel ®

On a alors : ol 1
U="" 4 20 (X2+Y?)
T 2

La surface équipotentielle du champ de pesanteur Uy est définie par :

Gm' 1
+ 50.;2 (X2 +Y?) =0 (29)
qu’on écrit sous la forme :
1 2
G*m? = (X?+Y?+ 7% (Ug — 5wQ(X2 - Y2)> (30)

C’est une surface polynomiale de degré 6.

1 2
H(X,Y,Z) = (X?+Y?+ 7% (2w2(X2 2 U0> —G*m% =0 (31)

5 Le Troisieme Modele : Le Sphéroide de Bruns

Pour ce modele appelé sphéroide de Bruns ' ([1], page 81, [2]), on considére le potentiel normal

U du champ de pesanteur qui donné par la formule :

gt (X2+Y? (32)

1. H. Bruns (1848-1919) : un mathématicien et astronome allemand. Il s’est spécialisé notamment dans la

géodésie théorique.
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ou Yy, Yo sont les harmoniques sphériques de surface d’ordre 0 et 2 (voir [l],pages 30-31).
L’équation de la surface équipotentielle du potentiel normal U = Uy est donnée en détail (voir
[1],page 82) par :

Gm' G

—t53 (B+C—24)X*+ (C+A-2B)Y?*+ (A+ B —20)Z?] +%w2(x2+y2) - U,

avec A, B, C' les moments d’inertie principaux de la Terre relatives aux axes OX,0Y et OZ. De
I’équation précédente on obtient ’équation de la surface équipotentielle Uy sous la forme :

1 2
H(X,Y,Z) =4(X?+Y?+ Z?)° in(XQ +Y?) - U

—G? 2m! (X2 + Y%+ 2% + [(B+C —24)X> + (C+ A—2B)Y?> + (A+ B—2C)Z%]" =0

On obtient que H(X,Y, Z) est une fonction polynémiale de degré 14 en X,Y, Z.

6 Le Quatrieme modeéle : le Sphériode de Helmert

Pour ce modele de Helmert? [3], je laisse & titre d’exercice au lecteur la détermination de
Péquation de la surface équipotentielle du potentiel normal U = Uy. On donne (voir [1], page
73) :

G / 2 4 1
L JQ%PQ(COSQ) — J4CL4P4(0089)} —|—§w2(X2+Y2). a, Jo, Jy sont des constantes.
r r r
3t2 -1 5t3 — 3t 35t — 302 + 3
-Py(t) =1, Pi(t) =t, Pa(t) = 5 Ps(t) = 7 Py(t) = —
On rapelle les formules des coordonnées sphériques :
X = rsinficos\
M =|Y = rsinfsin) (33)
Z = rcosf
Z

Z
Par suite, on obtient : cosd = — =

r ,/X2+Y2_|_ZQ'

Montrer que 1’équation de la surface équipotentielle du potentiel normal U = Uy est une

fonction polynomiale de degré 22 en X,Y, Z.

Février 2023

2. F.R. Helmert (1843-1917) : Géodésien et statisticien allemand avec importante contribution a la théorie des

erreurs.
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FI1GURE 6 — L’ouvrage de référence de la Géodésie Physique par Helmut Moritz depuis 1967 !
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