La Funcién Zeta como un caso particular de la formula de
Euler-Maclaurin

Ing. Marco Rolando Burgos Chambi
Noviembre 11 de 2022

Resumen

Una de las funciones més famosas y llenas de enigmas es la funcién zeta de Riemann, ya que es la base
de una de las hipétesis més sorprendentes por su relacién con la funcién contadora de primos. Pero en este
trabajo, revelaremos algunos de esos enigmas, utilizando la férmula de Euler-Maclaurin.
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1. Introduccidn.

1.1. Definicion de la funcion Zeta de Riemann.

La funcién Zeta de Riemann es una funciéon C — C, definida como:

()= 1)

donde: s € C

Esta serie converge cuando Re[s] > 1

Riemann consiguié darle continuidad analitica, obteniendo la ecuacién funcional:
((s) =27 sin (T )T(1 = 5)¢(1 = 5) (2)
Esta funcién tiene un tnico polo en ((1).

1.2. Formulas para determinados casos de la funcién zeta de Riemann.

Ademas de la ecuacion funcional, se conocen dos formulas para obtener zeta, una para valores pares de s, y
la otra para valores enteros negativos de s:

Sea: s =2k, k € N

(=1)*"1(27m)** Bay

(@) = — 50 3)
Sea s=—-k,keN B
O (4)

Donde: By, y B_j son ntimeros de Bernoulli.

2. Suma de potencias y los nimeros de Bernoulli.

Los ntimeros de Bernoulli B; son un conjunto de nimeros racionales sucesivos con importancia relevante
en la teorfa de niimeros. Aparecen en Combinatoria, en la expansion de las funciones tangentes y la tangente
hiperbdlica por series de Taylor, y la ecuacién de Euler Maclaurin.

Una de las formas de obtener estos ntimeros es a través de la suma recursiva:

PRI S (1 +j)Bm (5)

_1—|—jm=0 m

Los nimeros de Bernoulli aparecen cuando deseamos encontrar una funcién para calcular una suma de potencias.
Su formula fue obtenida por primera vez Jakob Bernoulli, y a continuacién se describe la formula, pero algo

refinada y con nomenclatura actual.
14k

Z mP = Si(n) = Z ApnP (6)
m=1 p=1

Donde: k e NU{0}, y Sk es una funcion de n.

Y A, es obtenido por:

(—D)1Fk=P 14k
Ap = Ry S Bitk—p (7)



3. Suma de potencias como una suma de derivadas de orden supe-
rior.

En esta seccién vamos a reordenar la ecuacién (6), y la compararemos con una suma de derivadas de orden

superior de la funcién m*.

Al factorizar ﬁ y desarrollando la sumatoria de la ecuacién (6) para encontrar Si(n) se obtiene:

1 —1)*(k+1)! ~1)F 1k +1)! 5 (=1)F2(k+1)!
S =155 [( i B (MEU')Bk” * MB“”?’*
—1)F3(k + 1)! 1)k +1)! —1)%(k +1)! 1

Ahora invertiremos el orden de los sumandos, y simplificaremos reduciendo los factoriales de cada termino:

(=)' (k +1)! (—1)2(k +1)!

1 (—=1)°(k +1)! & ! _
— B +1 B k B k—1 .
Sem) =177, { &+ Dol T T e T T
(—=1)F(k+1)!
Ch g B
L [EDRHD) L CDMRIGEED) L (D2 DR(E D) L
Sem) = 17, { T T k—1)! e
(—=1)*(k +1)!
g B
1 [(=0° e, CDME+Y) o (SD2R(E+T) L iy
Sen) = 157 { or B * TR 91 Ban™" +
(—D)F(k+1)!
Ch g B
Es posible reescribir la formula como una sumatoria de una productoria incluida:
n 1+k _ p—1
1 (—~1)P~1B,_, _
k_ _ k+1 i 9 _ 2+k—p
mZ::lm Sk(n) AL +1;2(1+k)(p—1)!w£[1( +Ek—m)n (8)

Si somos observadores, es posible obtener una formula equivalente con una sumatoria donde se incluyen
derivadas de orden superior de la funcién n* de la siguiente manera:

n k
k_ _ k (=B, a7 '
mz::lm = Si(n) = /n dn+p§::1 ) * o (n*) (9)
O también: i
-~ 1 (1 (-1)PB, d*' (1
mz:; e S_k(n) _/Mdn+; o) * 1\ ok (10)

Por lo que podemos decir que las ecuaciones (8), (9) y (10), son equivalentes.

4. La formula de Euler—-Maclaurin y la Funcién Zeta de Riemann.

Dada la conocida formula de Euler-Maclaurin [1], para aproximar la suma de una funcién f(m),R = R,y
es q veces derivable:

b b 4/ 1\p
> sm) = [ saye+ > ETE [0 - oD @) 4, ()

m=a+1



Donde:

e [ Banaln = b)) ey
= ([ 2 0 (12

F@=U(b) y fP=Y(a) son la derivada de orden p — 1 de la funcién f(m) evaluadas en b, y a respectivamente, y
rq es el error residual de la aprozimacion a la g-esima derivacion. Bj(x) es un polinomio de Bernoulli obtenido

por la siguiente formula:
J .
S5 (2 »

m=0

Si definimos los limites de la sumatoria de la ecuacién (11) en @ = 0 y b = n, y definimos la funcién
f(m) =m?*, siendo f una funcién compleja, pero de variable real, m € Ry s € C, siendo f(m) q veces derivable,

se obtiene:
n

n q _
S [ 30 B @
m® = m®dm + * m®
= /0 s p' dmp—l( ) 0

+rg (14)

Donde s € C.

Si se suman los limites iniciales de la integral y las derivadas, y los acumulamos al error residual, podemos

escribir:
pfl

Z ms — / nédn + Z * o (n®) + R, (15)

m=1

Donde R, es el error residual total acumulado.

1.

ms*

G| 1 L (-1)»B, dt (1
- [ X 1
D N A o

Del mismo modo se puede obtener una expresién para la suma de la funcién f(m) =

Donde s € C.

Sin — oo, y si consideramos R, como una funcién de s entonces se puede escribir R4(s) despejando de la
ecuacién (16):

) "1 1 ‘= (1B, ' (1
Ry(s) = lim_ L;m — [ —dn— p; T G (n> (17)
Donde s € C.
Al desarrollar la Ecuacién (17) se obtiene:
_ = 1 1—s <_1)1B1 —s (_1)2B2 —1-s (_1)3B3 —2—s
=, [Z (Tt S P o SR o -
(18)
Donde s € C.
Ahora analizaremos 3 casos para la ecuacién (18)
Caso I. Sea Re[s] > 1, aplicando el limite se obtiene:
=1 1 (-1)'B; . (~1)2B, (—1)%Bs
Ry(s) = Lzl o (1 — 0 0 = (=)0 + g (—s) (-1 =)0+
i i Re[s] > 1 (19)
ms
m=1



Por tanto, se puede concluir que: cuando Re[s] > 1 el valor de R,(s) es igual a {(s):

Ry(s)=((s) <= Re[s]>1, seC (20)

Caso II. Sea s = 1 aplicando el limite se obtiene:

e _1)\1 —_1)2 —1)3

Ry(1) =00~ (00 +0+0+0+---)
R,(1) = indeterminado

Por tanto se puede concluir que: cuando s = 1 el valor de R4(1) es indeterminado, y es igual a ¢{(1):
Re(1) =¢(1) (21)

Caso IIIL. Consideremos s = —k donde k € N, se puede escribir la ecuacién (17) separando la sumatoria en
dos partes, la primera con limites para p = 1 hasta p = k, y la segunda sumatoria desde p = k + 1 hasta p = q
quedando la expresion de la siguiente manera:

n q=k 1 g=00 1
’ k k (=1B, d” k (=B, d¥ k
Ry(—k) = lim_ E 1m - /n dn — El o Py ST (n*) — Ek " P VST (n*) (22)
m= p= p=k+

Se puede observar que la integral con la primera sumatoria son equivalentes a la ecuacién (9), pero de signo
negativo, por tanto se puede escribir:

n n q=o0 —1
. R T e O
Ro(oh) = Jim | 3 mf= 3 m = 3, T G (1)
m=1 m=1 p=k+1

Las dos primeras sumatorias se cancelan quedando la expresién de la siguiente manera:

g=00

R0 i |- 5

p=k+1

(—-1)?B -t
p! o dnp—1 (n ) (23)

Luego, extendiendo la serie:

_1)k+1 _1\k+2
Ry(—k) = 1fm {_ (W(k!)no—&-W(k)(k‘—l)---n_l—k

n—00 (k+ 3)!
Aplicando el limite, luego simplificando factoriales:
_ DM'B
_ (=1)"Bis
Rq(=F) k+1
Como Bj;41 =0 j € N podemos escribir:
Ry(—k) = B L penw (24)
a k+1

Si comparamos la ecuacién (24) con la ecuacién (4), podemos decir que son equivalentes, por tanto:

Ry(—k)=((—k) < keN (25)



Estamos listos para enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1 De las ecuaciones (20), (21) y (25) por el principio de continuidad analitica se puede escribir:

¢(s) = lim_ lz mi = %dn -y (=1)"By dd:p__l (ni)] (26)

|
m=1 p=1 p:

1

ns

Donde: s € C, y q es el nimero de veces que se puede derivar la funcion

5. Interpretacion grafica de la Funcion Zeta de Riemann.

Definamos la funcién S* ,(n) como:

. (1 L (-1rB, d' (1
S*.(n) —/nsdn—f—g:l o il <ﬂs) (27)
p:

/ . n . . .
Cuando se grafican los puntos de la serie de puntos > _, % en el plano complejo, se obtienen una serie de

puntos ordenados en una espiral logaritmica, cuyo centro es el valor de ((s).

Imaginaria

n 1

Figura 1: Ejemplo de espiral logaritmica de la serie ) | —

espiral.

para s = 0,4+ 17 donde ((s) es el centro de la



Cuando Rels] > 1, los puntos de la espiral convergen a su centro, pero si Re[s] < 1, la serie de puntos diverge
de su centro. La funcién S* ;(n), es una espiral con centro en el origen del plano complejo, pero al sumarle ((s),
la espiral se aproxima a la serie de puntos, y, ambas espirales se unen cuando n — oc.

Imaginario

18

16

14

Figura 2: Grdfica en el plano complejo de las espirales dadas por la funcidn S* (n) (en color azul),y la serie

Som_1 = (en color verde) y el centro de la espiral {(s) (en color rojo).

Si graficamos por separado la parte real y la parte imaginaria de la serie de puntos y la funciénS*  (n), se
grafican funciones periddicas, de amplitud y periodo variable. La amplitud serd creciente cuando Re[s] < 1,y
decreciente cuando Re[s] > 1, y la frecuencia dependerd del termino I'm[s] * In(n). El eje o valor medio de las
funciones periodicas seran:

Yre = Rel[((s)]
Yim = Im[((s)]



Figura 3: Representacion grdfica de las funciones Re [S* ()] y la serie >, ﬁ cos(Im[s] xInm) que

oscila respecto a su valor medio Re [((s)], con amplitud creciente cuando Re[s] < 1 y amplitud decreciente
cuando Re[s] > 1

n 1

m=1 mRels] COS(ITT’L[S} * In Tn)7

Al sumarle Re[((s)] ala funcién Re[S* ;(n)], logramos sobreponer la Re[S*  (n)] con la serie
cuando s — oo.

Del mismo modo al sumarle I'm[{(s)] a la funcién Im[S* (n)], logramos sobreponer Im[S* (n)] con la se-
rie — Y0 | —ar sen(Im[s] x Inm), cuando s — oo.



Figura 4: Representacion grdfica de las funciones Im [S* (n)] y la seried ", _, -1 sin(—Im[s] *Inm) que

oscila respecto a su valor medio Im [((s)], con amplitud creciente cuando Re[s] < 1 y amplitud decreciente
cuando Re[s] > 1

6. La Hipdtesis de Riemann.

6.1. Franja critica de la Funcién Zeta.

Con la ecuacién funcional de Riemann, ecuacién (2), se puede obtener valores de ((s) para valores de
Re[s] < 0, puesto que dependen de ((1 — s), que es un valor convergente. Sin embargo no es posible obtener
valores para ((s) cuando 0 < Re[s] < 1, puesto que se necesitaria conocer el valor de ((1 —s), pero no es posible
puesto que para 0 < Re[l — s] < 1, (1 — s) tampoco es convergente.

¢(s) = 2°7° Lsin (%ﬂ)m —§)¢(1—s)

6.1.1. Ceros triviales

De la ecuacién funcional de Riemann, es facil darse cuenta que para valores pares negativos de s, ((s) = 0,
esto debido a que el termino sin(%) se hace cero, a estos ceros o raices de la funcién, se denominan ceros
triviales.

C(—2k) = 27 2kg=2k=1gjp (22]”) (14 2k)¢(1+2k) =0
Donde k € N

Cuando s es un niimero par positivo, la funcién ((s) no es cero, puesto que el termino sin(%") se anula con los
polos de la funcién gama I'(1 — s).

10



Plano complejo para la variable

se C

Fraja critica

Figura 5: Franja critica en el Plano complejo, para la variable s € C, donde no es posible determinar ((s),
con la FEcuacion Funcional de Riemann.

6.1.2. Ceros no triviales

Existen otros ceros de ((s), pero estd demostrado que estos ceros se encuentran dentro de la franja critica. A
estos ceros se los denomina ceros no triviales, que por estar dentro de la franja critica, solo se pueden encontrar
con métodos numeéricos.

11



Figura 6: Franja critica en el Plano complejo, para la variable s € C, donde no es posible determinar ((s),
con la FEcuacion Funcional de Riemann.

En 1859 el matematico aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann, en su tesis de doctorado ”Sobre los
numeros primos menores que una magnitud dada”[2], al desarrollar una férmula explicita para calcular la can-
tidad de niimeros primos menores que x, conjetur6 que: ”La parte real de todo cero mo trivial de la
Funcion Zeta ((s) es %”. Riemann estaba seguro de esta afirmacién, pero no pudo demostrarlo, quedando
como una de las hipdtesis mas importantes sin demostrarse por 163 anos.

7. Demostracién de la hipoétesis

Sea s € C:s=a+ bi, donde a,b € R y es un cero no trivial de modo que ¢(s) = 0.

Por la ecuaciéon Funcional de Riemann, si s es un cero no trivial, se debe cumplir:
Cla+bi)=C1—a—bi)=0 (28)

Si remplazamos a + bi en la ecuacién (26) y desarrollamos la expresion:

, ) "1 1 . (-1)»B, dr! 1
Cla+bi) = lim [Z matbi / —armidn — > o dnr (naeri) (29)

m=1 p=1
: 7 - 1 1 —a—bi (_1)131 —a—bi (_1)232 N, —1—a—bi
Cla+bi) = lim [Z e ¥ T T S L DL I G
m=1 ’ ’

Como 0 < a < 1, aplicando el limite, la ecuacién se reduce a:

AN RO 1 —a—bi
<<a+b2>=n1£20[2ma+m-—1_a,_b7;”1 1 (31

m=1

12



Sabiendo que ((a + bi) = 0, y llevando a su forma polar se obtiene:

n —biln(m) l1-a .
0= lim Z (& _ n ez[arctan(%)—bln(n)] (32)
n—o00 o me (1 _ a)2 + b2

Luego:

n—o00 T-a2+b?

m=1

n —biln(m) 1—-a ]
lim [Z 6] = lim [U‘el[arctan(lba)blnw]] (33)

Aplicando propiedades Eulerianas:
n J(bl n.o . 1 l1—a
lim Z M —1 Z M = lfm |—— {cos {arctan ( b ) — blnn}
n—oo ma = ma n—o00 (1 _ a)2 + b2 1—a

m=1
b
+isin [arctan (1 ) —bln n} H (34)
—a
Del mismo modo, para el cero no trivial s = 1 — a — bi se obtiene:
- bl < sin(bl @ b
7}1—>H;o [Z w 41 Z smqsllnam)] = nlglgo [a;qubQ {cos {arctan (a) — blnn}

m=1 m=1
b
—isin {arctan () —bln n} H (35)
a
Tomando la parte real de las ecuaciones (34) y (35) se tiene:

n l1—a
lim Z cos(blnm) = lim |———— cos |arctan LR blnn (36)
n—00 me n—00 (1—a)2+ b2 1—a

m=1

) “~ cos(blnm) | nt b
nlgrolo [Z ml_a] = nl;rr;o [\/m cos {arcmn (a> — blnn” (37)

m=1

Igualando las amplitudes para poder comparar las ecuaciones (36) y (37), sabiendo que el eje de ambas funciones
es Re[C(a+ bi)] = Re[¢(1 —a — bi)] = 0:

1—a)?+b? & bl b
lim [ ( i) + E cos( nm)] = lim cos [arctan <> - blnn} (38)
n—oo n+t—a — ma n—oo 1-—
VaZ+b2 bl b
lfm ot E cos( T nm)] = lim cos {arcmn (> —bln n} (39)
n—o0 nae = mi—a n—oo a

Observando las funciones del lado derecho de las ecuaciones (38) y (39), nos damos cuenta que son la misma
funcién coseno, pero con diferente angulo de fase, ademds como sus ejes son iguales y coincidenten con el eje
de la variable independiente n, las funciones se cortan. Por tanto no debe cumplirse ninguna de las siguientes
desigualdades para ningin n > 1:

VI —a)2+ b2 K cos(blnm) Va2 + b2 <~ cos(blnm)
nl—a Z ma > na Z ml—a (40)
m=1 m=1
VI —a)2+ b2 K cos(blnm) Va2 + b2 <~ cos(blnm)
nl—a Z ma < na ml—a (41)
m=1 m=1
Sin embargo, sea a > 1/2, entonces a — 1 < 1/2, se verifica que para todo valor de m < n:
(1 —a)?+ b2 cos(blnm) - a? + b% cos(blnm) (42)

nl—a mo na ml—a

13



por tanto para n > 1, siempre se cumple que:
(1—a)2+ b2 < cos(blnm) - Va2 +02 S cos(blnm)

no ml—a
m=1

nl-a moe
m=1

La desigualdad (41) implica que ((a + bi) # ((1 — a — bi) para a # 1/2

/(1 — a)’ + b? i cos[bln(m)]

1—c ma

n m=1

Figura 7: Representacion grdfica de la desigualdad (41)

Finalmente podemos concluir indicando que 3 b € R de modo que:

Rel((a+bi)] = Rel¢(1—a—bi)] =0 = a = 7

Por tanto: )
Cla+bi)=C(l—a—bi)=0=a= 5

Con lo que queda demostrado que La Hipotesis de Riemann es verdadera.

(44)

(45)
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