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RÉSUMÉ :

Pour un ensemble infini dénombrable donné constitué par l’union d’une in-
finité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints
A =

[⋃
i∈N∗ Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, i 6= j, Ai ∩ Aj = ∅, nous démontrons

qu’il est légitime de partitionner A en un nombre fini ou infini de sous-ensembles
qui sont eux-mêmes constitués par un nombre fini ou infini de sous-ensembles de
A lorsque l’ordre d’indexation initiale des sous-ensembles de A préserve un ordre
strictement croissant dans chaque sous-ensemble.

ABSTRACT :

For a given infinite countable set constituted by the union of infinitely many
non-empty, finite or infinite countable, disjoint sub-sets A =

[⋃
i∈N∗ Ai

]
P(A)

,∀i ∈
N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, i 6= j, Ai ∩ Aj = ∅, we demonstrate that it is legitimate to
partition A in a finite or infinite number of sub-sets that are themselves constituted
by a finite or infinite number of sub-sets of A when the initial order of indexation of
the sub-sets of A maintains a strictly increasing order in each sub-set.
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Cette article fait suite à un précédent article par le présent auteur (N-A. Phan,
2022, [1]). Aussi les formalismes introduits dans le précédent article (N-A. Phan, 2022,
[1]) est également employé dans ce présent article.

Dans le précédent article (N-A. Phan, 2022, [1]) nous avons démontré qu’il est
légitime, pour un ensemble infini dénombrable donné A =

⋃
i∈N∗{ai},∀i ∈ N∗, ai 6= ∅,

de partitionner A en un nombre fini ou infini de sous-ensembles infinis dénombrables
lorsque l’ordre d’indexation initiale des éléments de A préserve un ordre strictement
croissant dans chaque sous-ensemble.

Dans le présent article nous démontrons un théorème similaire au théorème
démontré dans le précédent article, mais qui est applicable aux ensembles infinis
dénombrables constitués par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis
ou infinis dénombrables, et disjoints.

Lemme 1. — ∀N ∈ N∗, N ≥ 2, en considérant un ensemble infini dénombrable
donné constitué par l’union de N sous-ensembles non-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A =
[⋃N

i=1Ai

]
P(A)

,∀i ∈ [1, N ], Ai 6= ∅,∀i, j ∈ [1, N ], i 6=

j, Ai ∩Aj = ∅, il est légitime de partitionner A comme suit :

A =

[
N⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

[( ⋃
i∈S1

Ai

)
∪

( ⋃
i∈S2

Ai

)]
P(A)

avec
S1 6= ∅, S2 6= ∅, S1 ∩ S2 = ∅, S1 ∪ S2 =

⋃N
i=1{i};

d1 ∈ [1, N [, S1 =
⋃d1

j=1{s1j
},∀j, j′ ∈ [1, d1], j > j′, s1j

, s1j′ ∈ [1, N ], s1j
> s1j′ ;

d2 ∈ [1, N [, S2 =
⋃d2

j=1{s2j},∀j, j′ ∈ [1, d2], j > j′, s2j , s2j′ ∈ [1, N ], s2j > s2j′ ;
d1 + d2 = N.

Preuve
∀N ∈ N∗, A =

[⋃N
i=1Ai

]
P(A)

,∀i ∈ [1, N ], Ai 6= ∅,∀i, j ∈ [1, N ], i 6= j, Ai ∩Aj = ∅,
est donc un ensemble infini dénombrable constitué par l’union de N sous-ensembles
non-vides, finis ou infinis dénombrables, disjoints et indexés par les index i ∈ [1, N ]
ordonnés dans un ordre strictement croissant. Ai ⊂ A est donc le iième sous-ensemble
de l’ensemble A tel que cet ensemble A a été défini initialement.

Démontrons par récurrence le Lemme 1.

Pour N = 2 nous avons A = [A1 ∪A2]P(A) , A1 6= ∅, A2 6= ∅. Il suffit de considérer

que soit S1 = {s11
}, s11

= 1, d1 = 1 et S2 = {s21
}, s21

= 2, d2 = 1 ou que soit
S1 = {s11}, s11 = 2, d1 = 1 et S2 = {s21}, s21 = 1, d2 = 1, avec d1 + d2 = 2 pour
pouvoir déduire que le Lemme 1 est vrai pour N = 2.

Pour N ∈ N∗, N > 2, donné supposons que le Lemme 1 soit vrai pour N .

Adjoignons par union un (N+1)ième sous-ensemble non vide à l’ensemble A tel que
∀i ∈ [1, N ], Ai ∩ AN+1 = ∅. Par définition l’index de cet (N + 1)ième sous-ensemble
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est strictement supérieur à l’index du N ième sous-ensemble c-à-d que (N + 1) > N .
Nous avons alors :

A′ = [A ∪AN+1]P(A′) =

[( ⋃
i∈S1

Ai

)
∪

( ⋃
i∈S2

Ai

)]
P(A)

∪AN+1


P(A′)

Notons que par définition nous avons :

[ ⋃
i∈S1

Ai

]
P(A\

⋃
i∈S2

Ai)

=

[( ⋃
i∈S1

Ai

)
∪

( ⋃
i∈S2

Ai

)]
P(A)

\

[ ⋃
i∈S2

Ai

]
P(A\

⋃
i∈S1

Ai)

.

Par suite nous avons soit :

A′ = [A ∪AN+1]P(A′) =

 ⋃
i∈S1∪{N+1}

Ai

 ∪ ⋃
i∈S2

Ai


P(A′)

soit :

A′ = [A ∪AN+1]P(A′) =

 ⋃
i∈S1

Ai ∪

 ⋃
i∈S2∪{N+1}

Ai


P(A′)

En considérant que soit S′1 = S1 ∪ {N + 1}, S′1 = {s′11
, s′12

, ..., s′1j
, ..., s′1d′1

}, d′1 =

d1 + 1, ∀j ∈ [1, d1], s′1j
= s1j

, s′1d′1
= N + 1 et S′2 = S2, S

′
2 = {s′21

, s′22
, ..., s′2j

, ..., s′2d′2
},

d′2 = d2, ∀j ∈ [1, d′2], s′2j
= s2j

ou que soit S′1 = S1, S
′
1 = {s′11

, s′12
, ..., s′1j

, ..., s′1d′1
},

d′1 = d1, ∀j ∈ [1, d′1], s′1j
= s1j

et S′2 = S2 ∪ {N + 1}, S′2 = {s′21
, s′22

, ..., s′2j
, ..., s′2d′2

},
d′2 = d2 +1, ∀j ∈ [1, d2], s′2j

= s2j
, s′2d′2

= N+1 et sachant que d′1 +d′2 = d1 +d2 +1 =

N + 1, d1 > 0, d2 > 0 et que S′1 6= ∅, S′2 6= ∅, nous obtenons :

A′ =

[
N+1⋃
i=1

Ai

]
P(A′)

=

 ⋃
i∈S′1

Ai ∪
⋃
i∈S′2

Ai


P(A′)

avec
S′1 6= ∅, S′2 6= ∅, S′1 ∩ S′2 = ∅, S′1 ∪ S′2 =

⋃N+1
i=1 {i};

d′1 ∈ [1, N + 1[, S′1 =
⋃d′1

j=1{s′1j
},∀j, j′ ∈ [1, d′1], s1j

, s′1j
∈ [1, N + 1], s′1j

> s′1j′
;

d′2 ∈ [1, N + 1[, S′2 =
⋃d′2

j=1{s′2j
},∀j, j′ ∈ [1, d′2], s2j

, s′2j
∈ [1, N + 1], s′2j

> s′2j′
;

d′1 + d′2 = N + 1.

Le Lemme 1 est donc vrai pour N + 1. Conséquemment le Lemme 1 est établi.

* * *
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Remarquons qu’il suffit de poser ∀i ∈ [1, N ], Ai = {ai}, ai 6= ∅, c-à-d considérer
∀i ∈ [1, N ], Ai comme un singleton contenant ai pour que le Lemme 1 ci-dessus nous
donne le même résultat que le Lemme 1 de l’article précédent (N-A. Phan, 2022,
[1]).

Remarquons de plus que le Lemme 1 ci-dessus nécessite que ∀i, j ∈ [1, N ], i 6=
j, Ai ∩ Aj = ∅ tandis que Lemme 1 de l’article précédent (N-A. Phan, 2022, [1])
ne l’exigeait pas. Ce dernier point s’explique par le fait que par définition ∀i, j ∈
[1, N ], i 6= j, {ai} ∩ {aj} = ∅ en ce que par définition le iième élément de A n’est pas
le jième élément de A. Dit autrement étant donné que dans la définition initiale de

l’ensemble fini dénombrable A =
⋃N

i=1{ai} le iième élément de A est distinct du jième

élément de A en ce que i 6= j, nous avons ∀i, j ∈ [1, N ], i 6= j :
{ai} ∩ {aj} = ∅ ⇔ aj /∈ {ai} ⇔ ai /∈ {aj} ⇔ i 6= j.

Lemme 2. — En considérant un ensemble infini dénombrable donné constitué par
l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et

disjoints A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai ∩ Aj = ∅, il est légitime

de partitionner A comme suit :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

[( ⋃
i∈S1

Ai

)
∪

( ⋃
i∈S2

Ai

)]
P(A)

avec
card(S1) = +∞, card(S2) = +∞, S1 ∩ S2 = ∅, [S1 ∪ S2]P(N∗) = N∗;

S1 =
⋃+∞

j=1{s1j},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s1j , s1j′ ∈ N∗, s1j > s1j′ ;

S2 =
⋃+∞

j=1{s2j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s2j

, s2j′ ∈ N∗, s2j
> s2j′ .

1ière Preuve

Soit un ensemble infini dénombrable A donné constitué par l’union d’une infi-
nité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints A =[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai ∩Aj = ∅.

Par définition originelle de N∗ à savoir que N∗ = {0+1, 0+1+1, 0+1+1+1, ...,+∞}
nous pouvons segmenter N∗ en une infinité d’intervalles finis de cardinal supérieur ou
égal à 2 :

N∗ =

+∞⋃
k=1

[Ik, Ik+1[, I1 = 1,∀k ∈ N∗, Ik ∈ N∗, 2 ≤ card([Ik, Ik+1[) < +∞

Par suite nous avons :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

+∞⋃
k=1

 ⋃
i∈[Ik,Ik+1[

Ai


P(A)
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avec

I1 = 1,∀k ∈ N∗, Ik ∈ N∗, 2 ≤ card([Ik, Ik+1[) < +∞.

∀k ∈ N∗ en notant Ek l’ensemble fini dénombrable tel que ∀n ∈ [Ik, Ik+1[, n ∈
Ek, card(Ek) = card([Ik, Ik+1[) = (Ik+1 − Ik), en considérant que Ek =

⋃Ik+1−Ik−1
i=0

{Ik + i} et en appliquant le Lemme 1 à Ek, nous obtenons :

Ek = Z1k
∪ Z2k

avec
Z1k
6= ∅, Z2k

6= ∅;Z1k
∩ Z2k

= ∅;
l1k
∈ [1, card(Ek)[, Z1k

=
⋃l1k

j=1{z1kj
},∀j, j′ ∈ [1, l1k

], j > j′, z1kj
, z1k

j′
∈

[Ik, Ik+1[, z1kj
> z1k

j′
;

l2k
∈ [1, card(Ek)[, Z2k

=
⋃l2k

j=1{z2kj
},∀j, j′ ∈ [1, l2k

], j > j′, z2kj
, z2k

j′
∈

[Ik, Ik+1[, z2kj
> z2k

j′

l1k
+ l2k

= card([Ik, Ik+1[) = card(Ek);

Dès lors en posant :

S1 =

+∞⋃
j=1

{s1j} =

+∞⋃
k=1

Z1k
=

+∞⋃
k=1

 ⋃
j∈[1,l1k ]

{z1kj
}


avec

s11
= z111

, s12
= z112

, . . . , s1l11
= z11l11

;

∀k ∈ N∗, s1
(∑k

1 l1k)
= z1kl1k

;

∀k ∈ N∗,∀j ∈ [1, l1k
− 1[, s1

(∑k
1 l1k)−j

= z1k
(l1k

−j)
, z1kl1k

< z1(k+1)1
;

∀k ∈ N∗,∀h ∈ [0, l1k
− 2[, s1

(∑k
1 l1k)−h−1

= z1k
(l1k

−h−1)
< s1

(∑k
1 l1k)−h

= z1k
(l1k

−h)
;

tels que définis ci-dessus nous avons bien ∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s1j > s1j′ .

Dit autrement S1 est l’ensemble des entiers naturels z1kj
, k ∈ N∗, j ∈ [1, l1k

], l1k
∈

[1, card(Ek)[, indexés dans l’ordre strictement croissant de leur valeur à l’infini avec

card(S1) =
∑+∞

k=1 l1k
= +∞.

De même en posant :

S2 =

+∞⋃
j=1

{s2j
} =

+∞⋃
k=1

Z2k
=

+∞⋃
k=1

 ⋃
j∈[1,l2k ]

{z2kj
}


avec

s21 = z211
, s22 = z212

, . . . , s2l21
= z21l21

;

∀k ∈ N∗, s2
(
∑k

1 l2k)
= z2kl2k

;

∀k ∈ N∗,∀j ∈ [1, l2k
− 1[, s2

(
∑k

1 l2k)−j
= z2k

(l2k
−j)

, z2kl2k

< z2(k+1)1
;

∀k ∈ N∗,∀h ∈ [0, l2k
− 2[, s2

(∑k
1 l2k)−h−1

= z2k
(l2k

−h−1)
< s2

(∑k
1 l2k)−h

= z2k
(l2k

−h)
;
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tels que définis ci-dessus nous avons bien ∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s2j
> s2j′ .

Dit autrement S2 est l’ensemble des entiers naturels z2kj
, k ∈ N∗, j ∈ [1, l2k

], l2k
∈

[1, card(Ek)[, indexés dans l’ordre strictement croissant de leur valeur à l’infini avec

card(S2) =
∑+∞

k=1 l2k
= +∞.

Il vient que :

N∗ =

+∞⋃
i=1

{i} =

+∞⋃
k=1

(Z1k
∪ Z2k

) =

[(
+∞⋃
k=1

Z1k

)
∪

(
+∞⋃
k=1

Z2k

)]
P(N∗)

=

[ ⋃
i∈S1

{i} ∪
⋃
i∈S2

{i}

]
P(N∗)

avec
card(S1) = +∞, card(S2) = +∞, S1 ∩ S2 = ∅, [S1 ∪ S2]P(N∗) = N∗;

S1 =
⋃+∞

j=1{s1j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s1j

, s1j′ ∈ N∗, s1j
> s1j′ ;

S2 =
⋃+∞

j=1{s2j},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s2j , s2j′ ∈ N∗, s2j > s2j′ .

Comme par définition ∀t ∈ N∗, t ∈ S1 ⇔ At ⊂
[⋃

i∈S1
Ai

]
P(A\

⋃
i∈S2

Ai)
, il vient

que :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

[( ⋃
i∈S1

Ai

)
∪

( ⋃
i∈S2

Ai

)]
P(A)

avec
card(S1) = +∞, card(S2) = +∞, S1 ∩ S2 = ∅, [S1 ∪ S2]P(N∗) = N∗;

S1 =
⋃+∞

j=1{s1j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s1j

, s1j′ ∈ N∗, s1j
> s1j′ ;

S2 =
⋃+∞

j=1{s2j},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s2j , s2j′ ∈ N∗, s2j > s2j′ .

Conséquemment le Lemme 2 est établi.

* * *

En résumé nous pouvons dire qu’en segmentant N∗ en une infinité d’intervalles
finis et en partitionnant chacun des-dits intervalles en deux sous-ensembles finis, nous
avons démontré qu’il est légitime de partitionner N∗ en deux sous-ensembles infinis
dénombrables dans lesquels les entiers naturels i ∈ N∗ sont préservés dans un ordre
strictement croissant. De cette légitimité de partitionner N∗ nous pouvons déduire que

A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai∩Aj = ∅, peut également être par-

titionné en deux sous-ensembles constitués par l’union d’une infinité de sous-ensembles
non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints pour lesquels les indexes i ∈ N∗
des sous-ensembles Ai, sont préservés dans un ordre strictement croissant.

2ième Preuve
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A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai ∩Aj = ∅ est donc un ensemble

infini dénombrable constitué par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides,
finis ou infinis dénombrables, disjoints et indexés par les index i ∈ N∗ ordonnés dans
un ordre strictement croissant. Ai ⊂ A est donc le iième sous-ensemble de l’ensemble
A tel que cet ensemble A a été défini initialement.

En procédant dans l’ordre strictement croissant d’indexation initiale des sous-
ensembles Ai, i ∈ N∗, nous pouvons affecter arbitrairement à l’infini chaque i
soit uniquement dans S1 soit uniquement dans S2 tout en indexant l’ordre d’af-
fectation de i dans S1 ou dans S2 ; de sorte que si i est le jième élément de S1 par
notre affectation arbitraire alors s1j = i ou si i est le kième élément de S2 par
notre affectation arbitraire alors s2k

= i.

Dès lors il suffit que @M1 ∈ N∗ tel que ∀i ≥ M1, i ∈ S1 et que @M2 ∈ N∗ tel que
∀i ≥M2, i ∈ S2 pour que card(S1) = +∞ et que card(S2) = +∞.

Comme nous pouvons affecter arbitrairement à l’infini en parcourant l’ordre stric-
tement croissant d’indexation initiale des sous-ensembles non-vides, finis ou infinis
dénombrables, et disjoints Ai, i ∈ N∗, chaque i soit uniquement dans S1 soit unique-
ment dans S2, nous pouvons donc arbitrairement décider que @M1 et @M2 ce
qui a pour conséquence que card(S1) = +∞ et card(S2) = +∞.

De plus le fait que nous affectons arbitrairement à l’infini en parcourant l’ordre
strictement croissant d’indexation initiale des sous-ensembles non-vides, finis ou in-
finis dénombrables, et disjoints Ai, i ∈ N∗, chaque i soit uniquement dans S1 soit
uniquement dans S2, tout en indexant l’ordre d’affectation de i dans S1 ou dans
S2, nous assure nécessairement que : S1 ∩ S2 = ∅, [S1 ∪ S2]P(N∗) = N∗ ainsi

que ∀j ∈ N∗, s1j+1
> s1j

et ∀j ∈ N∗, s2j+1
> s2j

étant donné que par définition
∀i ∈ N∗, i+ 1 > i.

Il vient que nous pouvons effectivement partitionnerA tel queA =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

=[(⋃
i∈S1

Ai

)
∪
(⋃

i∈S2
Ai

)]
P(A)

avec card(S1) = +∞, card(S2) = +∞, S1 ∩ S2 =

∅, [S1 ∪ S2]P(N∗) = N∗;S1 =
⋃+∞

j=1{s1j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s1j

, s1j′ ∈ N∗, s1j
>

s1j′ ;S2 =
⋃+∞

j=1{s2j}, ∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, s2j , s2j′ ∈ N∗, s2j > s2j′ .

Conséquemment le Lemme 2 est établi.

* * *

Remarquons qu’il suffit de poser ∀i ∈ N∗, Ai = {ai}, ai 6= ∅, c-à-d considérer
∀i ∈ N∗, Ai comme un singleton contenant ai pour que le Lemme 2 ci-dessus nous
donne le même résultat que le Lemme 2 de l’article précédent (N-A. Phan, 2022,
[1]).

Remarquons de plus que le Lemme 2 ci-dessus nécessite que ∀i, j ∈ N∗, i 6=
j, Ai ∩ Aj = ∅ tandis que Lemme 2 de l’article précédent (N-A. Phan, 2022, [1]) ne
l’exigeait pas. Ce dernier point s’explique par le fait que par définition ∀i, j ∈ N∗, i 6=
j, {ai} ∩ {aj} = ∅ en ce que par définition le iième élément de A n’est pas le jième

élément de A. Dit autrement étant donné que dans la définition initiale de l’ensemble
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infini dénombrable A =
⋃+∞

i=1 {ai} le iième élément de A est distinct du jième élément
de A en ce que i 6= j, nous avons ∀i, j ∈ N∗, i 6= j :

{ai} ∩ {aj} = ∅ ⇔ aj /∈ {ai} ⇔ ai /∈ {aj} ⇔ i 6= j.

Lemme 3. — ∀T ∈ N∗, T ≥ 2, en considérant un ensemble infini dénombrable
donné constitué par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai ∩ Aj =

∅, il est légitime de partitionner A comme suit :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

[
T⋃

k=1

( ⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

avec

∀k, k′ ∈ [1, T ], Sk ∩ Sk′ = ∅,
[⋃T

k=1 Sk

]
P(N∗)

= N∗;

∀k ∈ [1, T ], Sk =
⋃+∞

j=1{skj},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, skj , skj′ ∈ N∗, skj > skj′ .

Preuve

Démontrons par récurrence le Lemme 3.

Pour T = 2 le Lemme 2 stipule que le Lemme 3 est vrai.

Pour T ∈ N∗, T > 2, donné supposons que le Lemme 3 soit vrai pour T .
Il s’ensuit que pour un ensemble infini dénombrable donné constitué par l’union
d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints

A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

il est légitime de partitionner A tel que A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

=[⋃T
k=1

(⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

avec ∀k, k′ ∈ [1, T ], Sk ∩ Sk′ = ∅,
[⋃T

k=1 Sk

]
P(N∗)

= N∗;

∀k ∈ [1, T ], Sk =
⋃+∞

j=1{skj},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, skj , skj′ ∈ N∗, skj > skj′ .

Comme pour ∀X ∈ [1, T ] donné card(SX) = +∞, en posant ESX
=
[⋃

i∈SX

Ai]P(A\
[⋃T

k=1,k 6=X

(⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

)
en appliquant le Lemme 2 à SX , nous obtenons :[⋃

i∈SX
Ai

]
P(ESX

)
=
[⋃

i∈SX1
Ai ∪

⋃
i∈SX2

Ai

]
P(ESX

)
avec

SX1
∩ SX2

= ∅, [SX1
∪ SX2

]P(SX) = SX ;

SX1 =
⋃+∞

j=1{sX1j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, sX1j

, sX1
j′
∈ SX , sX1j

> sX1
j′

;

SX2
=
⋃+∞

j=1{sX2j
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, sX2j

, sX2
j′
∈ SX , sX2j

> sX2
j′

.

En substituant
[⋃

i∈SX
Ai

]
P(ESX

)
par

[⋃
i∈SX1

Ai ∪
⋃

i∈SX2
Ai

]
P(ESX

)
nous obte-

nons :

A =


 T⋃
k=1;k 6=X

( ⋃
i∈Sk

Ai

)
P(A\ESX

)

∪
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 ⋃
i∈SX1

Ai ∪
⋃

i∈SX2

Ai


P(ESX

)


P(A)

=

 T⋃
k=1;k 6=X

( ⋃
i∈Sk

Ai

)
∪
⋃

i∈SX1

Ai ∪
⋃

i∈SX2

Ai


P(A)

Le Lemme 3 est donc vrai pour T + 1. Conséquemment le Lemme 3 est établi.

* * *

Remarquons qu’il suffit de poser ∀i ∈ N∗, Ai = {ai}, ai 6= ∅, c-à-d considérer
∀i ∈ N∗, Ai comme un singleton contenant ai pour que le Lemme 3 ci-dessus nous
donne le même résultat que le Lemme 3 de l’article précédent (N-A. Phan, 2022,
[1]).

Théorème 1. — En considérant un ensemble infini dénombrable donné constitué
par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,

et disjoints A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, Ai ∩ Aj = ∅, ∀T ∈

N∗ ∪ {+∞}, il est légitime de partitionner A comme suit :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

[
T⋃

k=1

( ⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

avec

∀k, k′ ∈ N∗, Sk ∩ Sk′ = ∅,
[⋃T

k=1 Sk

]
P(N∗)

= N∗;

∀k ∈ N∗, Sk =
⋃+∞

j=1{skj
},∀j, j′ ∈ N∗, j > j′, skj

, skj′ ∈ N∗, skj
> skj′ .

Preuve

Le Lemme 3 signifie que le Théorème 1 est vrai ∀T ∈ N∗.
Démontrons par l’absurde le cas où T = +∞.

Supposons que le Théorème 1 soit faux pour T = +∞. Il s’ensuit qu’il existe
un maximum M ∈ N∗ pour lequel il est impossible de partitionner un ensemble
infini dénombrable donné constitué par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-

vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

en (M + 1) sous-

ensembles qui respectent les propriétés stipulées par le Théorème 1.

Le fait qu’il soit impossible de partitionner un ensemble infini dénombrable donné
constitué par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis

dénombrables, et disjoints A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

en (M + 1) sous-ensembles qui res-

pectent les propriétés stipulées par le Théorème 1, est en contradiction avec le
Lemme 3. Conséquemment le Théorème 1 est vrai dans le cas où T = +∞ et le
Théorème 1 est établi.

* * *
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Remarquons qu’il suffit de poser ∀i ∈ N∗, Ai = {ai}, ai 6= ∅, c-à-d considérer
∀i ∈ N∗, Ai comme un singleton contenant ai pour que le Théorème 1 ci-dessus
nous donne le même résultat que le Théorème 1 de l’article précédent (N-A. Phan,
2022, [1]).

Corollaire 1. — Soient A, B deux ensembles infinis dénombrables constitués par
l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables, et
disjoints, ∀T ∈ N∗ ∪ {+∞} et ∀k ∈ N∗, Sk un sous-ensemble infini dénombrable

tel que A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

=
[⋃T

k=1

(⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

et tel que B =
⋃+∞

i=1 Bi =[⋃T
k=1

(⋃
i∈Sk

Bi

)]
P(B)

, il vient que :

A = B ⇔

[
T⋃

k=1

( ⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

=

[
T⋃

k=1

( ⋃
i∈Sk

Bi

)]
P(B)

Dit autrement :

A = B si seulement si
[⋃T

k=1

(⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

=
[⋃T

k=1

(⋃
i∈Sk

Bi

)]
P(B)

.

Preuve

Comme par définition A =
[⋃T

k=1

(⋃
i∈Sk

Ai

)]
P(A)

et B =
[⋃T

k=1

(⋃
i∈Sk

Bi

)]
P(B)

le Corollaire 1 est immédiatement établi.

Corollaire 2. — Soient A un ensemble infini dénombrable constitués par l’union
d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis dénombrables et disjoints, tel que

A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ [1,+∞[, card(Ai) < +∞, il vient que :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

=

+∞⋃
i=1

Ai

Dit autrement :
si A est un ensemble infini dénombrable constitués par l’union d’une infinité de

sous-ensembles non-vides, finis dénombrables et disjoints, tel que

A =
[⋃+∞

i=1 Ai

]
P(A)

,∀i ∈ [1,+∞[, card(Ai) < +∞, alors il n’est pas nécessaire de

préciser que
⋃+∞

i=1 Ai est une partition de A.

Preuve

Comme ∀i ∈ N∗, card(Ai) < +∞, nous pouvons donc indexer arbitrairement
chacun des éléments de Ai de sorte que :

∀i ∈ N∗, Ai = {ai1 , ai2 , . . . , aij , . . . , aili}, li ∈ N∗, card(Ai) = li.

Dès lors en posant : ∀j ∈ [1, l1], a1j = αj et ∀i ∈ N∗, i > 1,∀j ∈ [1, li], aij =
α(
∑i−1

k=1 lk)+j , nous avons :

A1 = {a11
, a12

, . . . , a1j
, . . . , a1l1

} = {α1, α2, . . . , αj , . . . , αl1}, card(A1) = l1;
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et ∀i ∈ N∗, i > 1 :

Ai = {ai1 , ai2 , . . . , aij , . . . , aili} =

{α(
∑i−1

k=1 lk)+1, α(
∑i−1

k=1 lk)+2, . . . , α(
∑i−1

k=1 lk)+j , . . . , α(
∑i−1

k=1 lk)+li
}, card(Ai) = li.

En posant A1 = {α1, α2, . . . , αj , . . . , αl1} et ∀i ∈ N∗, i > 1,Ai = {α(
∑i−1

k=1 lk)+1,

α(
∑i−1

k=1 lk)+2, . . . , α(
∑i−1

k=1 lk)+j , . . . , α(
∑i−1

k=1 lk)+li
}, il vient que :

A =

[
+∞⋃
i=1

Ai

]
P(A)

= {a11 , a12 , . . . , a1j , . . . , a1l1
} ∪ {a21 , a22 , . . . , a2j , . . . , a2l2

} ∪ . . .

∪{ai1 , ai2 , . . . , aij , . . . , aili } ∪ . . . =

+∞⋃
i=1

αi =

+∞⋃
i=1

Ai =

+∞⋃
i=1

Ai.

Conséquemment le Corollaire 2 est établi.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1ier exemple :

En posant ∀n ∈ N, An+1 = {n},N =
⋃+∞

i=1 Ai et en appliquant le Théorème 1,
nous pouvons obtenir :

A = N =

+∞⋃
i=1

Ai =

 ⋃
i∈{2k+1:k∈N}

Ai

 ∪
 ⋃

i∈{2k+2:k∈N}

Ai


P(A)

=

[⋃
k∈N
{2k} ∪

⋃
k∈N
{2k + 1}

]
P(A)

∈ C

〈⋃
k∈N
{2k} ∪

⋃
k∈N
{2k + 1}

〉

En posant ∀k ∈ N, {4k} = B3k+1, {4k + 2} = B3k+2, {2k + 1} = B3k+3, soit
B =

⋃
k∈N{4k, 4k + 2, 2k + 1} =

⋃
k∈N (B3k+1 ∪B3k+2 ∪B3k+3) =

⋃
i∈N∗ Bi et en

appliquant le Théorème 1, nous pouvons obtenir :

B =
⋃
i∈N∗

Bi =
⋃
k∈N
{4k, 4k + 2, 2k + 1} =

⋃
k∈N

(B3k+1 ∪B3k+2 ∪B3k+3) =

 ⋃
i∈
⋃

k∈N{3k+1,3k+2}

Bi

 ∪
 ⋃

i∈{3k:k∈N}

Bi


P(B)

=

[⋃
k∈N
{2k} ∪

⋃
k∈N
{2k + 1}

]
P(B)

∈ C

〈⋃
k∈N
{2k} ∪

⋃
k∈N
{2k + 1}

〉
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Les lecteurs attentionnés noterons que A et B sont les deux contre-exemples que
nous avons exposés dans un précédent article pour démontrer que l’axiome d’exten-
sionnalité est faux (N-A. Phan, 2021, [2]).

Insistons sur le fait que ce n’est pas la partition qui est erronée dans l’emploi de l’ex-
pression ”

⋃
k∈N{2k}∪

⋃
k∈N{2k+1}” mais c’est l’emploi de l’expression ”

⋃
k∈N{2k}∪⋃

k∈N{2k+1}” comme signifiant qui est ambigu en ce qu’elle peut désigner une infinité
d’ensembles infinis dénombrables qui s’ils étaient menés à être partitionnés pourraient
s’écrire par l’expression ”

⋃
k∈N{2k} ∪

⋃
k∈N{2k + 1}”. Cette ambigüıté n’est pas une

erreur en soi lorsque la partition est légitime (en effet il suffit d’ajouter le forma-
lisme ”[. . .]P(A)” pour lever cette ambigüıté) mais le devient effectivement lorsque

l’axiome d’extensionnalité est appliqué à cette expression ”
⋃

k∈N{2k}∪
⋃

k∈N{2k+1}”
pour établir que A = B (cf. N-A. Phan, 2022, [2]).

En considérant l’ensemble
[(⋃

i∈{2k+1:k∈N}Ai

)
∪
(⋃

i∈{2k+2:k∈N}Ai

)]
P(A)

il suffit

de réordonner dans l’ordre initial strictement croissant des indexes pour réobtenir

A =
⋃+∞

i=1 Ai =
[(⋃

i∈{2k+1:k∈N}Ai

)
∪
(⋃

i∈{2k+2:k∈N}Ai

)]
P(A)

.

En considérant l’ensemble
[(⋃

i∈
⋃

k∈N{3k+1,3k+2}Bi

)
∪
(⋃

i∈{3k:k∈N}Bi

)]
P(B)

il suffit de réordonner dans l’ordre initial strictement croissant des indexes pour

réobtenir B =
⋃+∞

i=1 Bi =
[(⋃

i∈
⋃

k∈N{3k+1,3k+2}Bi

)
∪
(⋃

i∈{3k:k∈N}Bi

)]
P(B)

.

Par ailleurs, dans ce présent exemple où A = N =
⋃+∞

i=1 Ai et B =
⋃

k∈N{4k, 4k +
2, 2k + 1} =

⋃
k∈N (B3k+1 ∪B3k+2 ∪B3k+3) =

⋃
i∈N∗ Bi, il est possible de démontrer

que B =
⋃

i∈B Ai+1.

∗ ∗ ∗
2ième exemple :

Posons ∀i ∈ N, A3i+1 = {3i + 1}, A3i+2 = {3i + 2}, A3i+3 = {3i + 3} et A =⋃+∞
i=0 A3i+1. En appliquant le Théorème 1 il vient que :

A =
⋃+∞

i=0 A3i+1 =
[(⋃

i∈{3k+1:k∈N}∪{3k+2:k∈N}Ai

)
∪
(⋃

i∈{3k+3:k∈N}Ai

)]
P(A)

.

∗ ∗ ∗
3ième exemple :

Posons ∀n ∈ N, An+1 = {n}, A =
⋃

i∈N∗ Ai et ∀i ∈ N∗, Pi = {pki : k ∈ N∗}, pi ∈
P,∀i, j ∈ N∗, i > j, pi > pj où P est l’ensemble des nombres premiers. En appliquant
le Théorème 1 il vient que :

A =
⋃

i∈N∗ Ai =
[(⋃

i∈(N∗\
⋃

k∈N∗ Pk)Ai

)
∪
⋃

l∈N∗ Pl

]
P(A)

=[(⋃
i∈(N∗\

⋃
k∈N∗ Pk)Ai

)
∪
⋃

l∈(N∗\
⋃

k∈N∗ Pk) Pl ∪
⋃

l∈(
⋃

k∈N∗ Pk) Pl

]
P(A)

∗ ∗ ∗
4ième exemple :



THÉORÈME CRUCIAL POUR LA REFONDATION DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES 13

Soit ΩU =
[⋃

i∈N Ωi

]
P(ΩU )

tel que ∀i ∈ N,Ωi = [ωi ∪ ωi]P(Ωi)
, ∀i, j ∈ N, i 6=

j,Ωi∩Ωj = ∅ et où ωi et ωi sont des ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,
et disjoints.

En considérant A = ΩU , ∀i ∈ N, A2i+1 = ωi et A2i+2 = ωi, nous avons :

A = ΩU =

[⋃
i∈N

Ωi

]
P(ΩU )

=

[⋃
i∈N

(A2i+1 ∪A2i+2)

]
P(A)

=

[ ⋃
i∈N∗

Ai

]
P(A)

=

[⋃
i∈N

(A2i+1 ∪A2i+2)

]
P(ΩU )

=

[⋃
i∈N

(ωi ∪ ωi)

]
P(A)

=

[⋃
i∈N

(ωi ∪ ωi)

]
P(ΩU )

.

Dès lors en appliquant le Théorème 1 nous obtenons :

A =

[ ⋃
i∈N∗

Ai

]
P(A)

=

 ⋃
i∈{2k+1:k∈N}

Ai

 ∪
 ⋃

i∈{2k+2:k∈N}

Ai


P(A)

=

[(⋃
i∈N

ωi

)
∪

(⋃
i∈N

ωi

)]
P(ΩU )

= ΩU .

Notons que l’ensemble ΩU =
[⋃

i∈N Ωi

]
P(ΩU )

=
[(⋃

i∈N ωi

)
∪
(⋃

i∈N ωi

)]
P(ΩU )

a

été exposé dans un précédent article par le présent auteur (cf. N-A. Phan, 2021, [3]).

Insistons sur le fait que ce n’est pas la partition qui est erronée dans l’emploi de
l’expression ”

⋃
i∈N ωi∪

⋃
i∈N ωi” mais c’est l’emploi de l’expression ”

⋃
i∈N ωi∪

⋃
i∈N ωi”

comme signifiant qui est ambigu en ce qu’elle peut désigner une infinité d’ensembles
infinis dénombrables qui s’ils étaient menés à être partitionnés pourraient s’écrire
par l’expression ”

⋃
i∈N ωi ∪

⋃
i∈N ωi”. Cette ambigüıté n’est pas une erreur en soi

lorsque la partition est légitime (en effet il suffit d’ajouter le formalisme ”[. . .]P(ΩU )”

pour lever cette ambigüıté). C’est pourquoi il est recommandé d’employer l’expression[(⋃
i∈N ωi

)
∪
(⋃

i∈N ωi

)]
P(ΩU )

pour rappeler et signifier que c’est ΩU qui a été parti-

tionné en deux sous-ensembles constitués par l’union d’une infinité de sous-ensembles
non-vides, finis ou infinis dénombrables, et disjoints.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Dans la mesure où il a été démontré que l’axiome d’extensionnalité était faux
(N-A. Phan, 2021, [2])), l’indexation des sous-ensembles non-vides, finis ou infinis
dénombrables, et disjoints d’un ensemble infini dénombrable donné, est donc cruciale
en ce qu’elle nous permet de nous assurer de la légitimité d’une partition possible de
ce dernier ensemble infini dénombrable.

En effet c’est seulement parce que nous sommes assurés de partitionner avec
légitimité N∗ en segmentant et en partitionnant une infinité d’intervalles finis de N∗,
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que nous pouvons être assurés de la légitimité de la partition que nous faisons par
l’intermédiaire du Theoreme 1, d’un ensemble infini dénombrable donné constitué
par l’union d’une infinité de sous-ensembles non-vides, finis ou infinis dénombrables,
et disjoints A =

[⋃
i∈N∗ Ai

]
P(A)

,∀i ∈ N∗, Ai 6= ∅,∀i, j ∈ N∗, i 6= j, Ai ∩Aj = ∅.
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