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Традиционно понятие алгоритма вводится в теории через последовательность

элементарных шагов, приводящих к решению задачи, а параллельные алгоритмы

рассматриваются как внешнее по отношению к Теории Алгоритмов техническое

решение, позволяющее ускорить процесс выполнения. Однако ряд физических

процессов, используемых в настоящее время для вычислений, таких как кванто-

вые вычисления, не укладываются в рамки предсказаний Теории Алгоритмов, в

частности — по оценке вычислительной сложности, что говорит о том, что на-

ше понимание параллельных вычислительных процессов, ограниченное рамками

классической Теории Алгоритмов, может быть не полно. Возможен качественный

скачок в Теории Вычислимости, если параллельные алгоритмы понимать как

обобщение классических в рамках гипотетической Теории Параллельных Алго-

ритмов. В данной работе рассматриваются до-квантовые физические процессы,

которые уже выходят за рамки классической Теории Алгоритмов. Предлагаются

понятийные примитивы, подходящие для анализа параллельных потоков.
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1. Введение

Известен оптический физический процесс [1–3], выполняющий преобразование Фурье
за время O(n) [4], тогда как лучший алгоритм БПФ выполняется за время O(n \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)) [5,6].

Также известно конструктивное доказательство существования вычислимого, абсолют-
но интегрируемого сигнала, с ограниченной полосой пропускания, имеющего непрерывное
преобразование Фурье, которое, однако, не вычислимо по Тьюрингу, но при этом вычислимо
на идеальном (без шумов и искажений) аналоговом компьютере [7].

Алгоритмов, позволяющих выполнять точное преобразование Фурье за время, меньшее
O(n \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n/p)), где p — количество потоков, неизвестно [8,9]. Хотя фундаментальный вопрос
о вычислительной сложности преобразования Фурье не решён [10].

Если мы допускаем, что существуют физические процессы,A: невозможные илиB: пре-
восходящие по мощности предсказания Теории Алгоритмов, тогда мы должны признать её
неполноту либо A: в части Теории Вычислимости, либо B: в части Теории Вычислительной
Сложности, основанной на вычислимости по Тьюрингу. Сильное требование A: обосновы-
вается результатами типа [7]. Более слабое требование B: обосновывается результатами
типа [4]. Также должны поставить под сомнение A: физический тезис Чёрча-Тьюринга,
в соответствии с которым любая функция, которая может быть вычислена физическим
устройством, может быть вычислена машиной Тьюринга, и B: одноимённый тезис, в соот-
ветствии с которым класс вычислимых функций ограничивается примитивно рекурсивны-
ми, и допустить существование вычислительного устройства, превосходящего по мощности
машину Тьюринга. В частности, в рамках обобщённой теории должны найти разрешение
парадоксы квантовой факторизации, позволяющей вскрывать коды RSA (P = NP ).

Преобразование Фурье также используется для быстрой реализации операции свёртки
(Теорема о свёртке) и умножения. Операция свёртки — основная операция в цифровой
обработке и фильтрации сигналов, поэтому исследование представляет особый интерес.
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но новую архитектуру «WIDE DATA ECHANGE BUS» и атомарные вычисления на аппаратном уровне [47].



2. Аппроксимирующие методы ПФ

Существуют аппроксисирующие методы преобразования Фурье [6,11–13], вписывающие
результирующую функцию в некоторую область между двумя ограничивающими кривыми,
и в ряде случаев позволяющие достичь времени O(n).

Характерной особенностью аппроксисирующих методов преобразования Фурье являет-
ся зависимость времени O(n \cdot k) от точности \epsilon вычисления коэффициентов: k = f(n, \epsilon ).
Обычно f(n, \epsilon ) \sim \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n) + \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\epsilon  - 1) [14], однако может иметь порядок 1, \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\beta (n) или n\alpha [15].

При значении \epsilon , равном машинному слову, то есть при вычислении с максимальной
точностью, в общем случае значение k > \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n, поэтому при точном вычислении коэффи-
циентов аппроксисирующие методы оказываются медленнее БПФ.

3. Анализ оптического метода ПФ

Физиками был сконструирован оптический стенд [4], измеряющий комплексные (с учё-
том фазы) значения коэффициентов преобразования Фурье после прохождения светового
пучка от транспаранта через систему линз. Полное время измерения с интеграцией сигналов
от датчиков составляет O(n), что превосходит возможности вычислительных методов.

Основной вклад в оценку времени преобразования вносит разложение комплексной
входной функции Cinp = R1+ iR2 на чётную и нечётную компоненты, занимая время O(n):

Ek =
R(x) +R( - x)

2
; Ok =

R(x) - R( - x)

2
. (1)

Преобразование Фурье чётной функции имеет фазы, ограниченные \phi = \{ 0, \pi \} , а нечёт-
ной функции — \phi = \{  - \pi 

2 ,
\pi 
2 \} , расположенные по оси абсцисс и ординат соответственно.

После разложения все четыре компоненты Cinp = O1 + E1 + iO2 + iE2 подаются на
преобразователь. Таким образом, метод обеспечивает преобразование Фурье комплексного
сигнала в комплексный, а информация о фазе не теряется. Все затраты времени, состав-
ляющие оценку O(n), приходятся на операции разложения и последующего объединения
сигналов на выходе. Преобразователем является оптический стенд из системы линз, зеркал
и поляризаторов, имеющий константное время O(1) — собственно преобразование Фурье.

Эксперимент проводился с использованием пространственного модулятора светового
пучка (SLM) Holoeye LC 2012, обеспечивающего разрешение 1024 x 768 пикселей при 256
градациях яркости на частоте 100 кадров в секунду, и имеющего размер 3.7 x 2.8 см. В
качестве датчика использовался CMOS сенсор камеры Ximea MQ0013MG-E2 с разрешением
1280 x 1024 пикселей. Ни характеристики модулятора, ни камеры не являются предельными:
производители предлагают оборудование с лучшим разрешением и глубиной цвета.

Порядка 100 преобразований Фурье в секунду, обеспечиваемых устройством, сравнимы
по производительности с ускорителем NVIDIA K80, обеспечивающим 22 преобразования
Фурье с одинарной точностью в секунду на 2D образе 7680 x 4320 пикселей. Как и для всех
аналоговых систем, точность измерений ограничена внутренним физическим шумом.

Если разложение 1 реализовать на аппаратном уровне, или использовать раздельное
представление компонент сигнала в программе изначально, то комплексное преобразование
Фурье таким стендом будет выполняться полностью за время O(1).

Аппаратная реализация разложения 1 является несложной: для функции Ok можно по-
парно соединить противоположные входы R(xi) = R(xn - i), а для функции Ek — соединить
их попарно через операционный усилитель, осуществляющий вычитание сигнала. Поэтому
идеальный оптический метод обеспечивает время преобразования O(1).

Снижению шума способствует усреднение экспозиции в вариантах [4], увеличение пло-
щади пикселя S, снижение температуры T , применение добротных материалов с большим
динамическим диапазоном ДД, ограниченном сверху: зарядом насыщения, пропорциональ-
ным S, а снизу: дробовым эффектом и спеклами [16,17], обратно пропорциональными S\Delta T .



Проведём также анализ изменения качества измерения коэффициентов \epsilon = f(n) с ро-
стом количества отсчётов n \rightarrow \infty в реальной, а не идеальной, установке.

Заменим линзу отражающим фокусирующим зеркалом [18], либо плоской голографи-
ческой дифракционной решёткой в виде линзы Френеля [19], без комы [1, §5.6], либо су-
перлинзой [21]. Это позволит избавиться от сферической аберрации, свойственной толстым
линзам, и минимизировать хроматическую аберрацию. Интересен метод освещения транс-
паранта сходящимся пучком, уменьшающий апертуру вдвое, а длину f — на порядок [22–24].

Таблица 1. Все возможные искажения в установке с апертурой D = 2d.

Вид искажений Зависимость \epsilon = f(n) и способ устранения

Дробовой эффект электронов
Обратно пропорционален площади S = \pi d2/4n и раз-
нице температур \Delta T отдельной ячейки и излучения,
зависит от материала, из которого изготовлен датчик.

Насыщение, пересвет, обратные
квантовая эффективность и ДД

Обратно пропорционально площади S = \pi d2/4n, име-
ет сложную зависимость от температуры излучения и
отдельной ячейки — оптимум температуры [25,26], за-
висит от материала, из которого изготовлен датчик.

Паразитная интерференция —
спеклы, спектр

Обратно пропорциональна площади S = \pi d2/4n от-
дельной ячейки и температуре излучения T \sim \lambda  - 1, про-
порциональна монохроматичности излучения 1/\Delta \nu ,
для устранения: метод двойного рассеивателя [16] и
др. Ахроматичность зеркал допускает белый 1/\Delta \nu \rightarrow 0
или

\sum 
\nu i источник [27,28], т.к. \mathrm{I}\mathrm{m}(z) отсутствует [4].

Оптическая аберрация

Обратно пропорциональна площади S = \pi d2/4n от-
дельной ячейки. Искажения зеркала: астигматизм и
кома, \Delta l = Dw(3A + 8w)/16 [18, (4.51)], S = \pi \Delta l2/4,
откуда угловое поле зрения 2w \approx 22A - 1

\sqrt{} 
S/\pi D2 ради-

ан, где f — фокусное расстояние, и A = D/f . При этом
образ и прообраз располагаются в фокусах f зеркала.

Дифракционный предел

Ограничивает площадь ячейки Smin > \pi \lambda 2/16\eta 2, где \eta 
— показатель преломления. Угловой размер: 1.22\lambda /D.
Незначим из-за шумов. Появление суперлинзы из ме-
таматериалов с \eta < 0, устранит все аберрации [21].

Предел освещённости транспа-
ранта — перегрев

Ограничивает световой поток через единицу прощади,
который обратно пропорционален телесному углу в по-
ле зрения 2\pi (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(w)) по отношению к полусфере 2\pi .
Зависит от материала транспаранта и датчика.

При проектировании прибора сначала выбирается необходимая площадь ячейки S, ис-
ходя из доступных материалов, температурного режима, и необходимого динамического
диапазона (соотношения сигнал/шум), а затем по формуле для аберрации рассчитывает-
ся необходимый размер его оптической подсистемы. Для размера ячеек \Delta l = 5.5 \cdot 10 - 6,
характерного для эксперимента [4] и n = 10242 \approx 106, этот размер будет составлять:

S = \pi \Delta l2/4 = 2.376 \cdot 10 - 11; d =
\sqrt{} 

4nS/\pi = 5.632 \cdot 10 - 3; 2wA = 5.371 \cdot 10 - 3 = 0.3077\circ . (2)



Параметр A, относительное отверстие (квадрат этой величины называют светосилой),
характеризует меру светопропускания оптической системы, и должен быть выбран так,
чтобы плоская волна за зеркалом от каждой точки транспаранта, в том числе — по краям,
падала на всю поверхность датчика (D = 2d): w = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}(A). Поэтому, с учётом формулы (2),
2A \cdot \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(A) = 5.371 \cdot 10 - 3, откуда f = 0.22 м, w = 2.97\circ .

При увеличении количества отсчётов до n = 10243 линейный размер оптической под-
системы 2f = 2 \cdot 39.35 м увеличивается в \approx 181 раз, диаметр — в 32 раза, а рабочий объём
установки — в \approx 185363 раза. Видимый угловой размер транспаранта 2w уменьшается в
5.657 раз до 2w = 2 \cdot 0.52\circ , необходимая освещённость транспаранта увеличивается в 32
раза 1, либо, эквивалентно, в 32 раза увеличивается время экспозиции C. Эти соотношения
сохраняются и с дальнейшим ростом n.

Таким образом, для реального устройства время преобразования является сублинейным
и составляетO( \gamma 

\surd 
n+C), где \gamma = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(1024)/ \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(181.0194) = 4/3— при прочих равных услови-

ях, увеличение количества отсчётов требует увеличения размеров стенда и расстояния меж-
ду транспарантом и датчиком. Время преобразования t = 2f/c+C = 4.425 \cdot 10 - 14 \cdot 4

\surd 
n3+C

также увеличивается как f(n) =
4
\surd 
n3 из-за ограниченности скорости света c. При неизмен-

ной освещённости: C \sim \varepsilon 
\surd 
n, где \varepsilon = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(1024)/ \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(32) = 2.

Оценку O(
4
\surd 
n3) = O(

4
\surd 
n3 +

\surd 
n) можно считать верхней границей фундаментальной

вычислительной сложности преобразования Фурье, полученной теоретически методами ма-
тематической физики. Эта оценка может быть уменьшена, если найдётся более подходящий
физический процесс, например — станут доступны суперлинзы [20], или удастся организо-
вать измерение относительно пространства большей размерности (такого как банахово).

3.1. Метод освещения сходящимся пучком

Отдельно рассмотрим метод с освещением транспаранта сходящимся пучком [22–24],
принципиальным отличием которого является равномерность освещения датчика каждой
ячейкой транспаранта при малой апертуре D = d. Обычный метод освещения транспа-
ранта параллельным пучком требует большей апертуры D \geq 2d для сохранения высших
гармоник [22]. Интересна также зависимость освещённости — времени экспозиции C от n.

Так же заменим все линзовые оптические элементы соответствующими зеркалами —
для исключения хроматической аберрации, либо голографическими аналогами, либо су-
перлинзами. Так, зеркало, формирующее сходящийся пучок, — эллиптическое, точечный
источник света расположен на расстоянии \Delta f дальше фокуса. Между зеркалом и транс-
парантом расположена решётка в виде фасеточного жалюзи, пропускающая сходящийся
пучок и отражающая паразитную засветку от точечного источника.

Для оценки искажений привлечём методику, предложенную в работах [1, 24, 29, 30].
Отношение размера ячеек \Delta l = 5.5\cdot 10 - 6, характерного для эксперимента [4], к длине волны
гелий-неонового лазера \lambda = 6.328 \cdot 10 - 11, применённого в методике, составляет 8.7 \cdot 105.

Волновая аберрация, влияющая на качество Фурье-образа, определяется уравнением:

dW (r)

dr
=  - \Delta l

R - W (r)
,

где r — расстояние от оптической оси, \Delta l — лучевая аберрация (отклонение координаты
точки изображения от расчётного значения), R \sim f — расстояние до изображения.

Решением этого уравнения является полином вида: W (r) = k1r
2 + k2r

4 + k3r
5 + ...,

что после дифференцирования с точностью до нескольких \lambda даёт линейную зависимость
волновой аберрации изображения от расстояния:  - \Delta l/R = 2k1r + 4k2r

3 + 6k3r
5 + ...

1Нагрев с ростом освещённости зависит от организации отвода тепла, 32 раза — не много. Для сравнения,
освещённость: ночью в полнолуние — 0.2, на экране кинотеатра — 100, восхода и захода Солнца — 1 000,
летом в полдень — 17 000, наибольшая при ясном небе — 100 000, вне атмосферы — 135 000 \sim 1/R2\odot .



Тогда, пропорциональное удвоение всех линейных размеров прибора не оказывает вли-
яния на качество изображения, если линейные размеры ячеек транспаранта и датчика тоже
возрастут вдвое (площадь — в 4 раза), поскольку все угловые соотношения при этом будут
сохранены. Необходимая освещённость транспаранта не изменится по этой же причине.

В силу линейности \Delta l/R размер ячеек можно вернуть к исходному размеру, дополни-
тельно увеличив фокусное расстояние f немногим менее, чем в 2 раза. С учётом формулы
\Delta l = Dw(3A + 8w)/16 [18, (4.51)] точное значение — в

\surd 
2 раза в параксиальной обла-

сти, и до 2 раз — вне её. Мы работаем только в параксиальной области: D \ll f , поэтому
освещённость при этом упадет в R2 = 2 раза.

Таким образом, с ростом n линейные размеры прибора растут как f =
\sqrt{} 
n
\surd 
n, а необ-

ходимая освещённость транспаранта — как f =
\surd 
n. Отсюда окончательно получаем оценку

вычислительной сложности преобразования Фурье: O(
4
\surd 
n3) = O(

4
\surd 
n3 +

\surd 
n).

3.2. Реализация k-мерного ПФ

Двумерное (или, в общем случае, k-мерное) преобразование Фурье сводится к одномер-
ному с помощью преобразования изображения по строкам с последующим домножением на
«поворачивающие» (фазовые) множители и преобразованием результата по столбцам [31].
Декомпозиция не отличается от вычислительных методов, кроме того что вычислительны-
ми блоками здесь выступают оптические преобразователи. Изначально сигнал разделяется
по строкам и распределяется на p = n/ k

\surd 
n преобразователей, результат их работы домножа-

ется на фазовые множители за время O(1), распределяется по столбцам — транспонируется
за время O(1) [параллельный попарный обмен значений; физическое время с учётом «длины
проводов» OV ( V

\surd 
p), где V = 3], и подаётся на те же p преобразователей. Оценка при этом

оказывается O(
4k
\surd 
n3) = O(k

4k
\surd 
n3+kC) из-за массового распараллеливания. Функция имеет

оптимум k = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)/2, при котором достигается O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)) = O(
\surd 
2 \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)) на гиперкубе 4k.

3.3. Быстрое оптическое ПФ

Как и в случае вычислительной реализации БПФ, оптический метод можно декомпо-
зировать к последовательности преобразований меньшей размерности по алгоритму Кули-
Тьюки. Этот вариант является предельным случаем k-мерной декомпозиции:

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)/2

O
\Bigl( 
k

4k
\surd 
n3
\Bigr) 
= O

\Biggl( 
2
\surd 
2 \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(4)

\Biggr) 
= O

\Bigl( \surd 
2 \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)

\Bigr) 
= O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n) \cdot 1),

что является оценкой сверху для быстрого оптического преобразования Фурье. Вопрос до-
стижимости O(1) при оптической декомпозиции по основанию n/2 остаётся открытым:
время композиции O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)) маскирует время собственно преобразования O(1) . . . O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)),
которое наблюдалось бы в отсутствие искажений, являющихся в этом случае устранимыми.

Таблица 2. Сравнение ПФ O(n2), БПФ O(n \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)), ОПФ O(
4
\surd 
n3) и БОПФ O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)).

n ПФ БПФ ОПФ БОПФ

10 000 100 000 000 132 877 1000 19 (k = 7)

100 000 000 10 000 000 000 000 000 2 657 542 476 1 000 000 38 (k = 13)

1012 1024 4.0 \cdot 1013 109 56 (k = 20)



3.4. Учёт нелинейных искажений (в худшем случае)

Оценка O(
4
\surd 
n3) получена в предположении, что влияние спеклов в устройстве полно-

стью устранено. В противном случае ошибка преобразования росла бы с ростом n неза-
висимо от величины прибора — зернистость спеклов возрастает линейно с увеличением
расстояния от транспаранта, так что для больших n преобразование было бы принципи-
ально невозможно из-за неустранимых шумов: большие ячейки быстро исчерпали бы всю
доступную площадь, а при удалении от транспаранта вырос бы и размер спеклов.

Это означает, что наличие спеклов относится к качеству оптической подсистемы, та-
кому как прозрачность, от которого зависит пространственное разрешение трансформации
непрерывных сигналов, а число отсчётов мы выбираем произвольно при дискретизации.
Фокусное расстояние матовой линзы не имеет значения, и выкладки теряют смысл.

Физически спеклы полностью устранимы в белом свете, что эквивалентно множеству
параллельных устройств при

\sum 
\nu i. Зависимость динамического диапазона ДД от площади

ячейки получается методом разрезания на q частей (binning [32]): при этом ток насыщения
уменьшается в q раз, а дробовой шум — увеличивается в

\surd 
q в соответствии с формулой для

стандартного отклонения, поэтому 1/\epsilon \sim 3
\surd 
n2 \approx n. Например, если ячейка обеспечивает 256

градаций яркости, то при разрезании на 4 части получим ячейки по 32 градации яркости
каждая, с количеством информации 4 \cdot 5 > 8 бит (возможность деления ограничена T )1.

Время устранения спеклов с помощью объёмной (как дом из кубиков) сборки парал-

лельных устройств зависит от n как fmax =
\surd 
n

V
\sqrt{} 

3
\surd 
n2 4

\surd 
n3 <

4
\surd 
n3 | V\geq 3 — если учитывать

«длину проводов» (чего обычно не делают, и из-за чего необходимы дополнительные оценки
— по объёму памяти), поскольку с ростом n диаметры устройств тоже растут.

Это не меняет оценку ОПФ O(
4
\surd 
n3) = O(

4
\surd 
n3 +

\surd 
n + fmax) < O(n), производимого в

данном случае точно. Более того, спеклы устранимы и другими физическими методами.

4. Сопоставление оптического и вычислительного ПФ

Если время преобразования O(n) ещё можно было бы объяснить, сопоставив зашумлён-
ные оптические методы с аппроксимирующими методами преобразования Фурье, то субли-
нейное реальное время O(

4
\surd 
n3), а тем более — логарифмическое O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)), недостижимо ни

для каких вычислительных методов. Коэффициенты вычисляются «интуитивно» даже без
перебора всех элементов, что требовало бы времени O(n/p). И с этим надо что-то делать!

4.1. Обоснование метода оценки

Методом «чёрного ящика». Допустим, у нас есть вычислительное устройство, скрытое
в чёрном ящике. Тогда, подавая на его вход серии данных всё возрастающей длины n, мы
можем измерить сложность скрытого алгоритма как функции от размера входных данных
и аппроксимировать зависимость при n \rightarrow \infty . Если алгоритм не имеет особых точек, то
есть если функция его сложности монотонна, то эта оценка будет асимптотически верной.

Монотонность функции сложности можно гарантировать, если иметь представление об
устройстве алгоритма — что он не содержит инструкций, меняющих его сложность, то есть
вносящих дополнительные циклы, при некоторых n.

Расчётный метод, которым была получена оценка, пусть и выглядит нестандартным,
однако удовлетворяет самым строгим критериям формального математического доказа-
тельства. В физическом устройстве невозможно обнаружить привычных нам циклов, по
уровню вложенности которых обычно оценивается вычислительная сложность. Это не от-
меняет факта, что вычисления производятся, и что их длительность зависит от n.

1SNR, зависящий от интенсивности Q, приводится к градациям яркости, если соотнести Qmax/QSNR=1.
Соотношение 1/\epsilon \sim n достигнуто в прямых экспериментах, даже при наличии корреляции пикселов CCD.



Монотонность функции сложности физического устройства мы можем гарантировать,
исходя из наших представлений о его работе на основе известных законов физики.

Произведённые расчёты являются верифицируемыми и легко проверяются в прямых
экспериментах в физической лаборатории [33]. Строгость физических истин, часто дискри-
минируемых «чистыми» математиками, ничем не хуже незыблемости истин Платоновских
— достаточно указать, что до Кантора все бесконечности считали одинаковыми.

Нет никаких аргументов, чтобы не признавать стенд [4] вычислительным устройством.
Но, открыв чёрный ящик, вместо кучи процессоров, памяти и вентиляторов мы обнаружи-
ваем там... пустоту. Которая работает быстрей любой машины Тьюринга.

В данном случае образуется рычаг, либо-либо: мы кладём на одну чашу весов физику,
на другую — математику, и должны выбирать, либо законы физики не полны, и мы не
учли какие-то искажения, возрастающие с ростом n. Либо не полны наши математические
познания, и мы должны доработать Теорию Алгоритмов так, чтобы в ней стал возможен
масштабируемый алгоритм преобразования Фурье, выполняемый за время O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)), а так-
же — масштабируемый алгоритм факторизации целых чисел, выполняемый за O(n).

5. Параллельный алгоритм как конфигурация

Разработчики параллельных программ знают, что параллельный код интуитивно пере-
стаёт восприниматься как последовательность шагов, но больше напоминает город со своей
архитектурой, башнями, стенами и барьерами, по которому путешествуют сигналы — по-
токи выполнения: не лента с инструкциями подаётся в процессор, а множество процессоров
путешествуют по архитектурно выстроенному алгоритму. Классическая Теория Алгорит-
мов не может описать случай, когда таких путешественников становится бесконечно много,
и уже не город, а две галактики — конфигурации пространства, равноправные физические
бозонные и фермионные поля — проходят друг через друга во взаимодействии [34].

Существуют несколько эквивалентных классических формулировок понятия алгорит-
ма. Интуитивное определение как «конечного набора чётких, недвусмысленных инструк-
ций, следуя которым можно по входным данным определённого вида получать на выходе
некоторый результат» [35] через тезис Чёрча подкреплено эквивалентными формальны-
ми определениями посредством машин Тьюринга, примитивно-рекурсивных функций, нор-
мальных алгоритмов Маркова, и лямбда-исчисления.

С алгоритмической вычислимостью над множеством конструктивных объектов тесно
связано важнейшее понятие доказуемости в Математической Логике и Теории Моделей, в
частности, установлена алгоритмическая неразрешимость многих математических проблем,
таких как десятая проблема Гильберта о диофантовых уравнениях. Достаточно сказать, что
в Теории Моделей есть теорема Лёвенгейма-Скулема, согласно которой возможно построе-
ние модели континуума, такой, что при добавлении извне новой функции, отсутствовавшей
в модели, этот континуум становится счётным. Суть парадокса в том, что пока у нас нет
биекции \aleph \mapsto \rightarrow 2\aleph , два множества имеют разную мощность, но как только нам её привнесли —
существование биекции даёт равномощность множеств по определению. Поэтому понятие
мощности множества не является абсолютным, а зависит от модели.

Вашнейшей является связь Теории Алгоритмов с понятиями непротиворечивости и
полноты формальной системы и теоремами Гёделя о неполноте, устанавливающих гра-
ницы возможностей нашего познания. В частности, первая теорема утверждает, что если
формальная арифметика непротиворечива, то в ней существует невыводимая и неопровер-
жимая формула. Фактически это требование бесконечного количества аксиом эквивалентно
утверждению, что существуют алгоритмы, которые мы не в состоянии «вывести» — выра-
зить через примитивно-рекурсивные функции! Потому что их невозможно декомпозировать
на последовательность шагов... Множество алгоритмов Теории Алгоритмов либо противо-
речиво, либо не полно, либо не является достаточно сильным по Гёделю для представления



натурального ряда, что, очевидно, не так — каждому числу можно сопоставить алгоритм.
Использование теорий, содержащих неполноту, описывает притча о слепцах, ощупыва-

ющих слона — все их суждения верны, и одновременно — все противоречат друг другу. В
одной проекции слон может оказаться круглым, в другой — квадратным, но нет никакой

возможности описать и воссоздать слона как единое и непротиворечивое целое.
Поэтому даже формальная Аристотелева Логика, вообще говоря, посредством Теории

Алгоритмов зависит от физики пространства, в котором разворачиваются события. Так,
вместо линейной последовательности слов в качестве элементов параллельной логики мо-
гут выступать k-мерные объекты и k-мерные правила вывода над ними. Тем более, от
свойств пространства зависят алгебра и анализ, непривычные работать в атмосфере, когда
все множества оказываются счётными, или когда пространство замкнуто и ограничивает
числовую ось, не зная размера, большего некоторого L. Основания математики зависят от
модели и интерпретации в смысле Теории Моделей, коих несть числа.

5.1. Программы, не являющиеся алгоритмами

Строго говоря, недетерминированная (несериализуемая) параллельная программа не
может рассматриваться как формализация классического понятия алгоритма, поскольку
последовательность действий и получаемый ею результат — различны каждый раз при за-
пуске программы на одних и тех же данных [35]. По той же причине не являются классиче-
скими алгоритмами коды операционных и других событийно-ориентированных программ-
ных систем — их состояние частично записывается в окружении, в окружающем мире и
голове оператора, так что входящие события, определяющие поведение системы, отчасти
зависят от её предыдущей реакции, так что окружающий мир выступает в роли ленты
машины Тьюринга, состояние которой параллельно меняется извне.

Классическая Теория Алгоритмов рассматривает недетерминированные машины Тью-
ринга как удобный инструмент, полагая, что их можно свести к детерминированным. Это
не всегда так: только если множество недетерминированных состояний теоретически ко-
нечно. Это принципиальный момент, влияющий на доказуемость теорем о вычислимости:
несмотря на то, что на практике компьютеры всегда работают с конечными наборами дан-
ных, алгоритмически неразрешимые проблемы существуют, и соответствующие теоремы
доказываются с использованием нумераций бесконечных множеств.

В Теории Вычислительной Сложности недетерминированные машины Тьюринга опре-
деляют класс NP -полных задач, разрешимых на таких машинах за полиномиальное время.
Детерминированные машины Тьюринга определяют класс P -полных задач [36,37].

5.2. Связь логики с программными алгебрами

В силу указанных проблем с полнотой и непротиворечивостью, представляется необхо-
димым строить Теорию Алгоритмов из базовых принципов, абстрагируясь от текстов, по-
следовательностей шагов и подобных представлений. Фундаментальными математическими
объектами являются отображения и отношения. В этом смысле примитивно-рекурсивные
функции представляются наиболее естественными объектами теории, а языком должен яв-
ляться язык алгебры, подобный подходу GAPS, предложенному Непейводой [38,39].

Алгоритм в такой теории является отношением, определённым на множестве других от-
ношений. В частности, применение алгоритма к другому алгоритму является допустимой
операцией, а данные являются частным случаем алгоритмов (в некотором текстовом пред-
ставлении). Тогда множество всех алгоритмов представляет собой группоид G, замкнутый
относительно операции композиции (суперпозиции).

В докладе [43] устанавливается изоморфизм между формулами логики и отношения-
ми программной алгебры, в частности — конструктивно строится отображение \propto  - 1\in G,
накладывающее ограничения на возможные отношения онтологии и соответствующее ло-



гическому противоречию P\&\neg P . Что позволяет заменить язык формальной логики алгеб-
раическим языком отношений с единственной операцией композиции.

Любую онтологию можно представить в виде нумерованных отношений: если f — от-
ношение, то \#f — его номер. Композиция отношений и применение функции к аргументу
связаны равенством f \circ g =\propto  - 1 (g(\#f)). Функция \propto  - 1 — одна и та же для любых f, g \in G.

Логика, таким образом, является представлением Теории Алгоритмов, связывающим
математику с реальным миром: Мир \rightarrow Теория Алгоритмов \rightarrow Логика \rightarrow Математика.

6. Дискуссия и заключение

Феноменальной является полученная оценка быстрого оптического преобразования Фу-
рье за логарифмическое время O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(n)) — это физически реализуемая, а не идеальная про-
цедура. Это значит, что можно создать реальное вычислительное устройство, выполняющее
ПФ почти за константное время, слабо зависящее от размера входных данных.

Среди прочего это означает, что отличие вычислительной сложности операций умно-
жения и сложения имеет порядок не выше O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(s)) — в избыточных системах счисле-
ния Непейводы с переносом, затухающим независимо от числа слагаемых O(1) для сло-
жения [40] — вопреки сложившемуся мнению сравнение в таких системах возможно без
нормализации: \mathrm{c}\mathrm{m}\mathrm{p}(a, b) = (a+ b)/2\pm \mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{s}(a - b)/2; в позиционной системе счисления O(s)
для сложения и O(s) = O(s + \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(s)) для умножения, — в то время как лучшая оценка
для умножения в настоящее время O(s \cdot \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(s)) [41,42]. Также это означает, что алгоритмы
цифровой обработки и фильтрации сигналов могут работать на многие порядки быстрее,
не нагревая при этом атмосферу, что вычислительная сложность некоторых классов задач
может быть переоценена и т.д. В оценке ряда задач значима «длина проводов».

Поскольку вычислительных методов мощности равной БОПФ у нас нет, и не предви-
дится, мы ставим под сомнение абсолют машины Тьюринга как универсального вычис-
лительного устройства, полагая, что существуют физические процессы, превосходящие её
возможности. В том числе — физические процессы, не вычислимые машиной Тьюринга.

В качестве возможного решения предлагается обобщение Теории Алгоритмов в части
пополнения набора примитивно-рекурсивных функций за счёт отношений. Такое пополне-
ние не сводимо к недетерминированным машинам Тьюринга по причине того, что мощность
образа в отношении может быть бесконечной, и его уже невозможно свести к последова-
тельному обходу детерминированной машиной Тьюринга.

Это принципиальное отличие новой теории, влияющее на доказуемость теорем о вы-
числимости: несмотря на то, что на практике компьютеры всегда работают с конечными
наборами данных, существование алгоритмически неразрешимых проблем следует из тео-
рем, использующих нумерации бесконечных множеств.

6.1. Ознакомительные препринты

Теория, последовательно построенная на алгебраических принципах, приводит к поня-
тию алгоритма как области пространства с заданной конфигурацией бозонно-фермионного
поля. Подробное изложение выходит за рамки данной работы, однако элементы новой тео-
рии и её язык можно найти в докладе [43]. По оценке автора, такой подход естествен-
ным образом приводит к алгоритмической интерпретации Квантовой Теории, поэтому па-
радоксы квантовых вычислений должны найти своё объяснение. Имеется рецензированный
физиком-теоретиком препринт, подкрепляющий интуицию [44], тема актуальна [45].

Основные идеи, движущие автором, описаны в нерецензированном препринте [46], и
могут быть рекомендованы лишь для ознакомительного прочтения (определения, алгоритм
как конфигурация, автоморфное пространство, выход на квантовую физику), поскольку
относятся к раннему периоду становления и содержат ошибки. Однако сами идеи указывают
на конструктивность выбранного пути.
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27. Domingo M., Arias I., Garćıa A. Achromatic Fourier processor with holographic optical
lenses // Appl. Opt. 40, P. 2267–2274, 2001. DOI: 10.1364/AO.40.002267.

28. Collados M.V., Arias I., Atencia J., Quintanilla M. Anamorphic white light Fourier
processor with holographic lenses // Appl Opt., 45(34):8706-13, 2006.
DOI: 10.1364/ao.45.008706.

29. Perez-Tudela J., Montes-Usategui M., Juvells I.P., Vallmitjana S. Analysis and
optimization of convergent Fourier-transform setups for optical correlators // Proc. SPIE
4089, Optics in Computing, 2000. DOI: 10.1117/12.386819.

https://doi.org/10.1121/1.3021297
https://doi.org/10.1016/C2009-0-22049-6
http://optic.cs.nstu.ru/files/Lit/Optic/Korolenko.pdf
http://inis.jinr.ru/sl/vol2/Physics/\T2A\CYRO \T2A\cyrp \T2A\cyrt \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra ,\T2A\CYREREV \T2A\cyrl \T2A\cyre \T2A\cyrk \T2A\cyrt \T2A\cyrr \T2A\cyro \T2A\cyrd \T2A\cyri \T2A\cyrn \T2A\cyra \T2A\cyrm \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra /\T2A\CYRM \T2A\cyri \T2A\cyrh \T2A\cyre \T2A\cyrl \T2A\cyrsftsn \T2A\cyrs \T2A\cyro \T2A\cyrn ,_\T2A\CYRO \T2A\cyrp \T2A\cyrt \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra _\T2A\cyra \T2A\cyrs \T2A\cyrt \T2A\cyrr \T2A\cyro \T2A\cyrn \T2A\cyro \T2A\cyrm \T2A\cyri \T2A\cyrch \T2A\cyre \T2A\cyrs \T2A\cyrk \T2A\cyri \T2A\cyrh _\T2A\cyrt \T2A\cyre \T2A\cyrl \T2A\cyre \T2A\cyrs \T2A\cyrk \T2A\cyro \T2A\cyrp \T2A\cyro \T2A\cyrv ,1995.pdf
http://inis.jinr.ru/sl/vol2/Physics/\T2A\CYRO \T2A\cyrp \T2A\cyrt \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra ,\T2A\CYREREV \T2A\cyrl \T2A\cyre \T2A\cyrk \T2A\cyrt \T2A\cyrr \T2A\cyro \T2A\cyrd \T2A\cyri \T2A\cyrn \T2A\cyra \T2A\cyrm \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra /\T2A\CYRM \T2A\cyri \T2A\cyrh \T2A\cyre \T2A\cyrl \T2A\cyrsftsn \T2A\cyrs \T2A\cyro \T2A\cyrn ,_\T2A\CYRO \T2A\cyrp \T2A\cyrt \T2A\cyri \T2A\cyrk \T2A\cyra _\T2A\cyra \T2A\cyrs \T2A\cyrt \T2A\cyrr \T2A\cyro \T2A\cyrn \T2A\cyro \T2A\cyrm \T2A\cyri \T2A\cyrch \T2A\cyre \T2A\cyrs \T2A\cyrk \T2A\cyri \T2A\cyrh _\T2A\cyrt \T2A\cyre \T2A\cyrl \T2A\cyre \T2A\cyrs \T2A\cyrk \T2A\cyro \T2A\cyrp \T2A\cyro \T2A\cyrv ,1995.pdf
https://doi.org/10.1364/ao.23.004015
https://doi.org/10.1515/nanoph-2019-0177
https://doi.org/10.1063/5.0035419
https://doi.org/10.1119/1.14309
https://doi.org/10.1364/AO.21.004368
https://opticaapplicata.pwr.edu.pl/article.php?id=2004100063
https://cyberleninka.ru/article/n/optimizatsiya-rezhima-raboty-tverdotelnogo-fotopriemnika-v-blizhnem-infrakrasnom-uchastke-spektra
https://cyberleninka.ru/article/n/optimizatsiya-rezhima-raboty-tverdotelnogo-fotopriemnika-v-blizhnem-infrakrasnom-uchastke-spektra
https://ibsen.com/wp-content/uploads/Tech-Note-Cooled-CCD-detectors-for-spectroscopy-v1.pdf
https://ibsen.com/wp-content/uploads/Tech-Note-Cooled-CCD-detectors-for-spectroscopy-v1.pdf
https://doi.org/10.1364/AO.40.002267
https://doi.org/10.1364/ao.45.008706
https://doi.org/10.1117/12.386819
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