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1 Le théoréme de d’Alembert-Gauss

Le théoreme de d’Alembert-Gauss dit qu’un polynéme complexe a une racine :
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2 Démonstration

2.1 Les parties réelles et imaginaires

On sépare la partie réelle de P, z = = + iy, R(z,y) = Re(P(z)) et la partie
imaginaire I (z,y) = Im(P(z)) et on forme les deux courbes du plan R, R(z,y) =
0et Z, I(xz,y) = 0. I faut montrer que les courbes R et Z s’intersectent.

2.2 Comportement a ’infini

Lorsqu’on tend vers 'infini, on a P(z) ~ 2™ de sorte que les courbes R et Z se
comportent comme des droites y = z.tan(km/n+ 7/2n) et y = x.tan(kw/n).

2.3 Le disque

On forme un grand disque centré en zéro et on a des points de R et Z sur le
cercle, de fagon alternée, qui sont reliés sur le disque.

2.4 Les intersections des courbes avec elles-mémes

Quand les courbes R et Z s’intersectent en elles-mémes, il y a un nombre pair de
branches. En effet, on a autour d’une intersection le comportement R(z,y) ~

a(z—b)"™ +a(z—b)™ de sorte que R(x,y) possede un nombre pair de branches
et de méme pour I(x,y).



3 Fin de la démonstration

En partant d’un point du cercle, on arrive en suivant la courbe R ou Z & un autre
point du cercle car les intersections ont un nombre pair de branches de sorte
qu’on traverse la courbe a chaque intersection. Si on prend un point du cercle
de R, 71, la courbe est R(r1,7]), elle aboutit en r}; et le point immédiatement
suivant dans le sens trigonométrique est ¢; dont la courbe est Z(i1,4}). Si les
courbes R et Z ne s’intersectent pas, alors i} est entre m et r; pour le sens
trigonométrique, de sorte que par récurrence, on obtient des courbes R(r;,r})
et Z(ij, z;) qui se s’intersectent pas et donc on encadre un 75 qui ne peut se relier
a i), ; d’olt une contradiction.



