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SISTEME  VIBRANTE   TRILOBICE  

Florentin Smarandache,    Mircea Eugen ķelariu 

1.INTRODUCERE 

 Trilobele sunt funcŞii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de excentricitate 

unghiularŁ Ů = , cu notaŞiile ╬▄◄Ᵽ ĸi ▼▄◄Ᵽ, pentru cosinusul ĸi, respectiv, sinusul excentrice trilobice, 

av©nd ecuaŞiile: 

(1) 
╬▄◄Ᵽ ╬▄●—ȟὛ▼ȟ ÃÏÓ— ὥὶὧίὭὲίȢÓÉÎ— ἫἷἻ Ᵽ ἩἺἫἻἱἶ ▼Ȣ╬▫▼Ᵽ

▼▄◄Ᵽ ίὩὼ—ȟὛ▼ȟ ÓÉÎ— ὥὶὧίὭὲίȢÓÉÎ— Ἳἱἶ Ᵽ ἩἺἫἻἱἶ ▼Ȣ╬▫▼Ᵽ
 

în care S este un punct, denumit excentru, din planul cercului unitate CU[O(0, 0), R = 1], de coordonate 

polare S(s,Ů). In care s ï [-1,+1] este excentricitatea liniarŁ numericŁ ĸi e = Rs este  excentricitatea 

liniarŁ realŁ, pentru un cerc oarecare de razŁ R, iar Ů este excentricitatea unghiularŁ.  

Graficele funcŞiilor supermatematice excentrice trilobice  (FSM-ET) sunt prezentate în figura 1. 

 

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 
ίȟρȟπȟὸȟπȟς0É 

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 
ίȟπȟρȟὸȟπȟς0É 

  
0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 

ίȟρȟρȟὸȟπȟς0É 
0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔσ$ ὸȟ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎπȢρί#ÏÓὸ ȟπȢρίȟ 

ίȟρπȟρπȟὸȟπȟς0É 

  

Fig.1,a  Graficele funcŞiilor trilob ice C de variabilŁ excentricŁ ɗ cetɗ 
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0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 
ίȟρȟπȟὸȟπȟς0É 

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 
ίȟπȟρȟὸȟπȟς0É 

  
0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ3ÉÎ!ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 

ίȟρȟρȟὸȟπȟς0É 
0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔσ$%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅὸȟ3ÉÎὸ

!ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟίȟίȟρȟρ ȟὸȟπȟς0É 

 

 

Fig.1,b  Graficele funcŞiilor trilob ice S de variabilŁ excentricŁ ɗ setɗ 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎπȢρί3ÉÎὸ ȟ 
3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎπȢρί#ÏÓὸ ȟίȟρπȟπ ȟὸȟπȟς0É 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅ#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎπȢρί#ÏÓὸ ȟ 
3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎπȢρί3ÉÎὸ ȟίȟρπȟπ ȟὸȟπȟς0É]]  

  

ὼ ὧὩὼ—
◐ ▼▄◄Ᵽ

 Ąde  S(sinus) sau de y 
● ╬▄◄Ᵽ
ώ ὧὩὼ—

 Ąde  C(cosinus) sau de x 

Fig.2,a Graficele trilob elor S (TS) £ ĸi a trilobelor C  (TC)¤ de variabilŁ excentricŁ ɗ în 2D 

 

FuncŞiile supermatematice excentrice trilobice sunt abreviate cu (FSM-ET). 
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RezultŁ cŁ, pentru o excentricitate liniarŁ numericŁ s = 0, FSM-ET degenereazŁ în funcŞii 

circulare centrice (FSM-CC) sau funcŞii circulare / trigonometrice Euler ordinare cosa ĸi sina (s = 0 

Ą a ſ ɗ), iar pentru o excentricitate unghiularŁ Ů = 0 ĸi s Í 0 degenereazŁ ´n FSM-CE  cexɗ ĸi, respectiv, 

sexɗ. 
 

  

Fig.2,b Graficele trilob elor S£ ĸi a trilobelor C¤ de variabilŁ excentricŁ ɗ în 3D 

  

Fig.2,c Discuri trilobice S £ĸi C¤de s = 0,6 

 
Denumirea de FSM-ET provine din faptul cŁ pentru s ï (0, 1), ecuaŞiile parametrice, formate 

dintr-o combinaŞie de FSM-CE ĸi FSM-ET, exprimŁ curbe plane ´nchise cu 3 lobi, care, pentru s = 0, 

degenereazŁ untr-un cerc perfect ĸi pentru s = Ò 1 în triunghi isoscel dreptunghic (TS) sau în triunghi 

isoscel dreptunghic excentric (TC) £, o figurŁ ´n formŁ de Y înclinat, vizibilŁ ´n graficele din figurile 

2a ¤. 

 

2.ECUAŝIA DIFERENŝIALŀ A SISTEMELOR VIBRANTE TRILOBICE 
 

Fie funcŞiile x(t),  y(t) : ᴙĄ [-1,+1] ĸi ɗ = ɋ.t 
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(1)     
ὼὸ ἫἭἼ ὸȟ╢ίȟ‐ 

ώὸ ▼▄◄ ὸȟ╢ίȟ‐
 

de acelaĸi excentru ╢▼ȟⱠ, în care s este raza polarŁ ĸi Ů ï unghiul polar, într-un cerc unitate de razŁ R = 

1Ą CU(O,1). 

 Derivatele acestora, pentru Ᵽ  = ♦.t ĸi 
Ᵽ
 ♦  , sunt : 

(2)    
ὼὸ  ἫἭἼ ὸȟ╢ίȟ‐  

Ᵽ
 ἫἭἼⱣȟ╢ίȟ‐  Ȣ

Ᵽ
 ἫἭἼⱣȟ╢ίȟ‐  Ȣ▀▄◄ⱣȢ▼▄◄Ᵽ 

ώὸ ▼▄◄ ὸȟ╢ίȟ‐ ▼▄◄—ȟ╢ίȟ‐  Ȣ
Ᵽ
 ἻἭἼⱣȟ╢ίȟ‐   ȢὨὩὸⱣȢ╬▄◄Ᵽ

 

în care  ȢὨὩὸⱣ  =  ĸi explicit: 

(3)     
ὼὸ  Ȣρ

▼Ȣ Ᵽ

Ѝ ▼ Ᵽ
ÓÉÎ Ᵽ ÁÒÃÓÉÎίȢὧέίⱣ  Ȣ▼▄◄Ᵽ

ώὸ   Ȣρ
Ȣ Ᵽ

Ѝ ▼Ȣ  Ᵽ
ÃÏÓⱣ ὥὶὧίὭὲίȢίὭὲⱣ Ȣ╬▄◄Ᵽ 

 

din care rezultŁ expresia FSM-ET derivatŁ excentricŁ trilobicŁ de variabilŁ excentricŁ Ᵽ : 

(4)     ▀▄◄Ᵽ  ρ
▼Ȣ Ᵽ

Ѝ ▼ Ᵽ
 
a

 
ἩἭἼ

, cu graficele din figura 3. 

 

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅρ
ίȢÓÉÎὸ

ρ ίÃÏÓὸ
ȟ 

ίȟρȟπȟὸȟπȟς0É 

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅρ
ίȢÓÉÎὸ

ρ ίÃÏÓὸ
ȟ 

ίȟρȟπȟὸȟπȟς0É 

  

0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅρ
ίȢÓÉÎὸ

ρ ίÃÏÓὸ
ȟ 

ίȟρȟρȟὸȟπȟς0É   Ą detɗ 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔσ$ ὸȟρ
πȢρί3ÉÎὸ

ρ πȢπρί#ÏÓὸ
ȟπȢρίȟ 

ίȟρπȟρπȟὸȟπȟς0É Ą detɗ  

 
 

 

 

Fig.3 Graficele FSM-ET detɗ ĸi cu valorile  matricii wronskiene ♦Ȣ▀▄◄Ᵽ   

de  ♦  = 1 pentru vibraŞii  trilob ice  
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dexɗ = 1ī 
▼Ȣ╬▫▼◄

▼▼░▪Ᵽ
 detɗ = 1ī 

▼Ȣ▼░▪◄

▼╬▫▼Ᵽ
 

 

 

 

Fig.4 SchiŞe explicative ale FSM-CE dexɗ £ ĸi FSM-ET detɗ ¤ 

 

FuncŞia amplitudine excentricŁ trilobicŁ aetɗ = a(ɗ)  este reprezentatŁ prin unghiul a(ɗ) sau de 

variabila centricŁ a, la centrul O(0, 0), ca funcŞie de unghiul ɗ la excentrul S(s, ) sau de variabila 

excentricŁ ɗ (Fig. 4 ¤), iar ♦Ȣ▀▄◄Ᵽ = ɤ(t), astfel cŁ a doaua derivatŁ a  FSM-ET (3) este: 

(5)      
ὼ Ȣ▼▄◄Ᵽ Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ

ώ Ȣ╬▄◄Ᵽ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ Ȣ▼▄◄Ᵽ
  

în care, s-a notat cu ̝ = 
♦
  acceleraŞia unghiularŁ a miĸcarii unui punct pe cercul de ecuaŞii parametrice 

exprimate de relaŞiile (1), cu viteze unghiulare variabile (4), aĸa cum se poate observa ´n figura 5, 

urmŁrind distribuŞia unghiularŁ a culorilor.   

Matricea wronskianŁ a sistemului vibraŞiilor trilobice este : 

φ       
ὼὸ ώὸ
ὼὸ ώὸ

 
ἫἭἼ ὸȟ╢ίȟ‐ ▼▄◄ ὸȟ╢ίȟ‐
 Ȣ▀▄◄ⱣȢ▼▄◄Ᵽ   Ȣ▀▄◄ⱣȢ╬▄◄Ᵽ

  =  Ȣ▀▄◄ⱣἫἭ◄ Ȣ▼▄◄Ᵽ ♦Ȣ▀▄◄Ᵽ 

deoarece ἫἭ◄ ▼▄◄Ᵽ , ca ĸi omoloagele lor ἫἭ● ▼▄●Ᵽ , precum ĸi arhaicele lor 

´naintaĸe / precursoare  cos
2a + sin

2a = 1.  

Graficele matricii wronskiene, pentru ♦ = 1, sunt prezentate în figura 3, din care  se poate 

deduce cŁ valorile ei sunt strict pozitive pentru ȿ▼ȿ < 1 ĸi, ´n consecinŞŁ, existŁ o ecuaŞie diferenŞialŁ 

liniarŁ, a unui sistem tehnic dinamic, de caracteristicŁ elasticŁ neliniarŁ, ce admite aceste funcŞii drept 

sistem fundamental de soluŞii. 

Acest sistem fundamental de soluŞii este : 

(7)   Z = C1 cetɋt +  C2setɋt , 

în care C1, C2 ï  ᴙ sunt constante ĸi (7) este soluŞia generalŁ a urmatoarei ecuaŞii diferenŞiale: 

EcuaŞia este : 
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ψ        

ᾀ ὼ ώ
ᾀ ὼ ώ
ᾀ ὼ ώ

π     

 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅί#ÏÓὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ 
ί3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟίȟρȟπ ] 

PolarPlot ● ◐  = ▀▄◄Ᵽ] ,s ï[-1 ,0] 

 
 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅίȢ#ÏÓὸ
!ÒÃ3ÉÎί#ÏÓὸ ȟ

ίȢ3ÉÎὸ !ÒÃ3ÉÎί3ÉÎὸ ȟίȟπȟρȟὸȟπȟς0É]] 

PolarPlot ● ◐  = ▀▄◄Ᵽ] ,s ï[-1,1] 

 

 

Fig.5 Traiectorile unui punct ´n miĸcarea trilobicŁ, pe cercurile de ecuaŞii (1), de raze variabile  

R = 0,1s, cu s ï [0, 1]  £ĸi  vitezele în coordonate polare pentru R = 1 ĸi s ï [-1,+1]þ¤ 

 

 (9)          ◑
ὼ ώ
ὼ ώ ◑

ὼ ώ
ὼ ώ  ◑

ὼ ώ
ὼ ώ

 = 0  

 

(8ô) 
ᾀ ὧὩὸⱣ ίὩὸⱣ
ᾀ Ȣ▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ
ᾀ Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ Ȣ▼▄◄Ᵽ

π 
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(8ô)         ◑
ὧὩὸⱣ ίὩὸⱣ
Ȣ▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ

◑
ὧὩὸⱣ ίὩὸⱣ

Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ Ȣ▼▄◄Ᵽ
 

                ◑
Ȣ▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ

Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ Ȣ▼▄◄Ᵽ
 = 0 

 

(10)          ◑Ȣ ╬▄◄Ᵽ ▼▄◄Ᵽ    ī ◑. [ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ ȢὧὩὸⱣ▼▄◄Ᵽ Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄ⱣȢ▼▄◄Ᵽ] +  

              z[ Ȣ̝Ȣ╬▄◄Ᵽ▼▄◄Ᵽ ȢίὩὸⱣ Ȣ̝ ἻἭἼⱣȢ╬▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ] = 0 

 

(10ô) ◑Ȣ  ī  ◑. ̝ +  zȢ = 0 

sau 

(10ò) ◑ ī  ◑ 
˔
 +  zȢ  =  0 

care este ecuaŞia diferenŞialŁ a vibraŞiilor libere, neamortizate, ale sistemelor mecanice trilobice, ecuaŞie 

identicŁ, ca formŁ, cu cea a vibraŞiilor libere neamortizate, ale sistemelor excentrice ĸi cu a celor 

quadrilob ice (cvadrilobice). 

 

3.CURBELE INTEGRALE ἕN PLANUL FAZELOR  

 

 Sunt curbele plane descrise de vitezelor punctelor ce se rotesc pe cercul unitate de R = 1, sau un 

alt cerc de raza egalŁ cu amplitudinea maximŁ de oscilaŞie R = A, ´n funcŞie de poziŞia proiecŞiei lor pe 

axa Ox, adicŁ V(x) ĸi sunt reprezentate ´n figura 6. 

EcuaŞiile lor parametrice sunt: 

¶ pentru trilobele C 

(11) 
ὼ ὧὩὸ—

ώ ɱȢὨὩὸ—ȢίὩὸ—
 

¶ pentru trilobele S 

(12) 
ὼ ίὩὸ—

ώ ɱȢὨὩὸ—ȢὧὩὸ—
 

cu graficele din figura 6,a ĸi, respectiv, 6,b. 

  

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅÃÏÓὼ ÁÒÃÓÉÎίÃÏÓὼ ȟÓÉÎὼ ÁÒÃÓÉÎίÃÏÓὼ ρ ίÓÉÎὼ
 

3ÑÒÔρ ίÃÏÓὼ ȟ 

ίȟρȟρȟὼȟπȟς0É  Ą V(xC) 

  

Fig.6,a Curbe integrale ale vibraŞiilor libere neamortizate  

ale sistemelor mecanice trilobice C în planul fazelor 
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       ἕn cazul vibraŞiilor libere, neamortizate ´n sistem existŁ doar douŁ forŞe: 

¶ forŞa exercitatŁ de elementul elastic al sistemului, proportionalŁ cu deplasarea x, adicŁ 

(13) Fel = k.x = 
▓Ȣ╬▄◄ɱὸ
▓Ȣ▼▄◄ɱὸ

, 

´n care k este constanta elastica a elementului ĸi forŞa de acceleraŞie, proporŞionalŁ cu masa m a 

sistemului oscilant ĸi cu acceleraŞia masei acestui sistem, adicŁ 

 

0ÁÒÁÍÅÔÒÉÃ0ÌÏÔ%ÖÁÌÕÁÔÅ4ÁÂÌÅÓÉÎὼ ÁÒÃÓÉÎίÃÏÓὼ ȟÃÏÓὼ ὥÒÃÓÉÎί#ÏÓὼ ρ ίÓÉÎὼ 3ÑÒÔρ ίÃÏÓὼϳ  

ȟίȟρȟρȟὼȟπȟς0É  Ą V(xS) 

  

Fig.6,b Curbe integrale ale vibraŞiilor libere neamortizate  

ale sistemelor mecanice trilobice S în planul fazelor 

 

(14) Facc = m.● = 
□ Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ

□ Ȣ̝╬▄◄Ᵽ Ȣ▼▄◄Ᵽ
 

 

4.CARACTERISTICI  ELASTICE   STATICE (CES)  

ALE  SISTEMELOR   OSCILANTE  TRILOBICE  

 
 Exist©nd numai douŁ forŞe ´n sistemul considerat, ´n condiŞii de echilibru dinamic, acestea trebuie 

sa fie egale ĸi de semne / sensuri cotrare, adicŁ  

(15) Fel + Facc = 0,    Ą     Fel = ī  Facc 

ĸi, ca urmare, caracteristicile elastice statice (CES) ale sistemelor trilobice sunt exprimate de ecuaŞiile 

parametrice 

(16)        
ὼ ╬▄◄Ᵽ

ώ ὼ Ȣ̝▼▄◄Ᵽ Ȣ╬▄◄Ᵽ
     

ĸi explicit, pentru sistemele trilobice C : 

(16ô) 
ὼ ÃÏÓ — ÁÒÃÓÉÎ ίȢὧέί— 

ώ   ÃÏÓὼ ÁÒÃÓąÎί#ÏÓὼ ρ
Ȣ

ϳ ÓąÎὼ ÁÒÃÓąÎίȢὧÏÓὼ
 

cu graficele din figura 7 ý, iar pentru sistemele trilobice S ecuaŞiile parametrice sunt : 
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