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La Géométrie de Compensation Non-Linéaire - Le
Probleme Spatial d’Intersection
dans I’Option de la Géodésie Tridimensionnelle

Abdelmajid Ben Hadj Salem, Dipl. Ing.[]

1 Introduction

Dans un article [I] E. Grafarend et B. Schaffrin ont étudié la géométrie de
la compensation ou ajustement non-linéaire pour le cas du probleme d’intersec-
tion plane en utilisant le modele de Gauss Markov, par les moindres carrés. Le
présent papier développe la méme méthode en travaillant sur un exemple de la
détermination d’un point par trilatération dans ’option de la géodésie tridimen-
sionnelle pour la détermination des coordonnées (x,y, z) d’un point inconnu &
partir des mesures des distances vers n points connus.

2 La Géométrie Non Linéaire du Modéle de Gauss-
Markov

Le modeéle non linéaire de Gauss-Markov est défini par :
((X)=L—-e; eeN(O,I) (1)

avec :

- L : le vecteur des observations (n x 1) = (L1, La, .., L,)7,

- X : le vecteur des inconnues (m x 1) = (X1, X, .., X;)7,

- e : le vecteur des erreurs (nx 1) = (eq, ea, .., e,)7 suit la loi normale N'(0,T)
avec F(e) = 0 et I' = E(ee”) la matrice de dispersion ou variance, on prendra,
I'= ag.P_l. P est la matrice des poids et oy une constante positive.

- ( : est une fonction donnée injective d’un ouvert U C R™ — R" et m < n.

Remarque : dans le cas d’'un modeéle linéaire, la fonction ( = A.X ou A est
une matrice n X m.

On note Im¢ = {¢(X)/X € U} 'image de U par la fonction ¢. I'm( est une
variété de dimension m vérifiant les conditions :

o¢  0¢ ¢

(i) : les vecteurs 09X, 0%, OX.

sont linéairement indépendants en

chaque point X € U,
2

(ii) : les fonctions M

sont continues sur U pour 7,j € {1,2,...,m}.
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On introduit un produit scalaire :

<G,G>={ Pl (2)
D’ou la norme du vecteur ¢ = ({1, (2, ..., Cn) T -
n
IKI1* =< ¢ ¢ >= (T PC=) pilf (3)
i=1
dans ’espace vectoriel R” en prenant la matrice de poids P une matrice diago-

nale .

Alors la solution par les moindres carrés X sera définie par :
IL = ¢(X)|| = min {|L - ¢(X)|| / X € U} (4)

Cette condition est exprimée par les équations de Lagrange-Euler soit :

0
0X;

En effet, on veut minimiser la fonction :

IL=¢X)I2 =0 pouri € {1,2,...,m} (5)

F(X) = F(X17X27 "7Xm) = HL - C(X)H = HL - C(XlaX?v 7Xm)” (6)

Comme F' est une fonction positive, minimiser F' c¢’est aussi minimiser F2, soit
G(X) = F%(X). En appliquant les équations de Lagrange-Euler, on obtient :

0G(X) 0G(X)
“ox, V7 axg Y
soit : 5
8X||L_<(X13X27>Xm)”2 =0 pouriE {1a2a"'am} (7)
or :

IL — ¢(X1, Xoy ooy X)) |12 = (L — ¢(X1, Xoy ooy X)) T PAL = C(X1, Xy ooy X)) =
C(X)T.PC(X)—2LT PC(X)+ LT.P.L

(8)
Soit :
0G(X) _ 7 90(X) 7 90(X) ,

9X, = 2¢(X)".P. OX, —2L".P. e pouri € {1,2,...,m} (9)

ou encore :

9G(X) 1 p 9C(X) ,
X, =2(¢(X)—-L)" .P. X, pouri € {1,2,...,m}
ce qui donne en utilisant :

<L—C(X),aggf) >=0 pourie {1,2,...,m} (10)
ou <e, ag(;f) >=0 pour:e€ {1,2,...,m} (11)



Géométriquement, cela veut dire que le vecteur erreur e = L — ((X) est per-
pendiculaire (produit scalaire nul) au plan tangent de la variété Im( au point
C(X) (s'il existe).

Pour le cas non-linéaire, la condition ([11)) est nécessaire mais non suffisante.

2
Pour obtenir le minimum, il faut que la matrice ( )i, € {1,2,....,m}

0°G
0X;0X;
soit définie positive.

3 Etude d’un cas pratique

On considere la détermination d’un point par trilatération dans ’option de
la géodésie tridimensionnelle pour la détermination des coordonnées (z,y, z)
d’un point M inconnu & partir des mesures des distances vers 4 points connus

M (ug, Vi, Wi k=1,2,34-

Pour faciliter les calculs, on prendra P = I, 0yp = 1 et nous adoptons la
fonction ¢(X) comme suit :

Cl = (x — ul); + (y — Ul)z + (Z — wl)z
G=(r—u2)’+ (y —v2)* + (2 — wa)

O = w0+ o~ w)? .
C=(r—us)?+ (y —v4)? + (2 — wy)?

avec X1 =z, Xo=vy, Xs=2z lesinconnues (13)

et d’apres ([12)), la fonction ¢ n’est pas une fonction linéaire des variables X;. ¢
est une fonction de R? — R* qui s’écrit :

C(X) = (e

ou ey, est la base orthonormée de R™. Voyons qu’elle vérifie les deux conditions
(i) et (ii) cités ci-dessus.

Calculons 5 )gi, on a alors :
2(z —uy) 2(y — 1) 2(z —wy)
ﬁ | 2(z = ug) ﬁ | 2(y —v2) ﬁ | 2(z —we) (14)
0X; | 2(x—wu3) ’ 09Xy | 2(y—wv3) ' 0X3 | 2(z—ws)
2(x — uy) 2(y — vq) 2(z — wy)

Pourque les 3 vecteurs soient linéairement indépendants, il faut que les points
M, M;, M, M}, ne soient pas alignés. Pour la condition (ii), on a facilement :

¢
ox?

¢
T0XZ

o%¢

NN NN
N NN DN
NN NN



et pour i # j, on a :

8¢

oX.0X; (16)

o O O O

9%¢(X)

Donc les quantités m

sont continues et la condition (ii) est vérifiée.

3.1 Ecriture des Equations de Lagrange-Euler

Pour déterminer la solution par les moindres carrés du modele non-linéaire,
on écrit les conditions (10)). Le vecteur L = (L1, Lo, L3, L4)T telque chacun des
L; représente le carré de la distance spatiale mesurée. On a alors en utilisant
[ :
9¢(X)

>=0; +=1,2,3
soit :

(z —ur)(L1 — Q) + (2 —u2) (L2 — C2) + (z —u3)(Ls — G3) + (v — ua)(La — C4)
(y —v1)(L1 — Q) + (y —v2) (L2 — G2) + (y —v3) (L3 — C3) + (y — va)(La — C4)

(z = wi)(L1 = G1) + (2 —w2) (L2 — C2) + (2 —w3)(Ls — G3) + (2 — wa)(Ly —<C4))
17

0
0
0

Les équations (|17]) représente un systéme de trois équations non linéaires de
trois inconnues (z,y, z) dont la solution est un peu compliquée.

Pour faciliter encore la résolution du systéme précédent, on va supposer que
la variable z est connue égale a zp, dans ce cas, on se limite a trois distances
mesurées Ly, Lo et Lo. Alors (17) s’écrit :

(z —w) (L1 — Q) + (z —ug)(L2 — C2) + (v —uz) (L3 — (3) =0
(y —v1)(L1 — Q)+ (y —v2) (L2 — ) + (y —w3)(Ls — (3) =0 (18)

avec :

¢ =(x—u)?+ (y—v1)* + (20 — wy)?

G = (z —u2)* + (y — v2)? + (20 — wn)?

(3= (w—u3)® + (y — v3)* + (20 — w3)”
Les expressions (; — L; s’écrivent sous la forme :

G — L = 2% + y* — 2zu; — 2yvi + a; (19)

avec a; = constante (20)



Le systeme devient :

(x — ul)(a:2 + % — 2zuy — 2yvy + a) + (x — ug)(x2 +y? — 2zug — 2yve + as)

+(x — uz) (2 + y* — 2zuz — 2yv3 +az) = 0
(21)

(y — U1)($2 +y? — 2zuy — 2yvy + a) + (y — ’U2)(fL‘2 +y? — 2zus — 2yve + az)
+(y — Ug)($2 + y2 — 2zug — 2yvz +az) =0
(22)

En développant les équations et, on obtient :

323 + 3xy2 - 3:c2(u1 + ug + uz) — yz(ul + ug + uz) — 2xy(vy + vy + v3)+

x(a1 + az + a3 + 2u% + 2u% + 2u§) + 2y(uivy + ugve + uzvs) — (arug + aguz + asus) =0
(23)

3y> + 3yz? — 3y*(v1 + vo + v3) — 2% (vy 4 v2 + v3) — 2y (uy + U + uz)+
y(a1 +as + a3z + 2v% + 21)% + 2@%) + 2x(ugv1 + ugvg + usvs) — (a1vy + agvy + azvsy) =0
(24)

Supposons qu’on se limite & deux distances L et Lo, alors on a a résoudre :

223 + 22 — 227 (u1 + ug) — y?(uy + ug) — 2zy(vy + v2)+

z(a1 + ag + 2u? + 2u3) + 2y(u1vy + ugve) — (a1u1 + asus) = 0 (25)
2% 4 2yz? — 2y%(v1 + vo) — 22 (v1 + v2) — 2y (ur + ug)+

ylay + ag + 207 + 202) 4 2z (uyvy + usve) — (a1vy + asve) =0 (26)

3.2 Reéduction des Equations de Lagrange-Euler

Dans ce paragraphe, on essaye de réduire I’écrirure du systeme - .
A cet effet posons :

z=x+1y, ZzZ=x—1y avec 1=+ —1
s=uptuy, t=vi+vy, p=uitus, ¢=0v]+v)
a=ai+a, T=uv+uw2, d=au+aguz, f=aw+agvz (27)
ce qui donne :
2r=z+2%2, 2iy=z—2 (28)
Alors les expressions - deviennent :
42%% + 427% 4 (2it — )2 — 6522 — (s + 2it) 22 + 2z(a + 2p — 2ir) + 22(a + 2p + 2ir) —4d = 0
(29)

42%7 — 427% 4 (it — 25)2% — 6itzZ + (25 +it) 22 + 22(a + 2q + 2ir) — 22(a + 2q — 2ir) — 4if =0
(30)

Nous présentons dans la suite la résolution des équations ci-dessus :



4 Résolution du Systeme

Posons :

z=x+iy = pe? (31)
s+ 2it = le™ (32)
a+ 2p + 2ir = me'® (33)
a+2q + 2ir = ke (34)
2s + it = he'? (35)

Utilisant les relations :
2+ z = 2pcosb (36)
2 — 7 =2ipsinf, 2Z=p (37)

Les équations et deviennent :

8p3cosh — 6sp® — 2lp®cos(20 — w) + 4mpcos(f — o) —4d =0 (38)
8ip®sinf — 6itp? — 2ihp*sin(20 — ) + dikpsin(0 + p) — 4if =0 (39)

Soit :

4p3cosh — [3s + lcos(20 — w)] p? + 2mpcos(f — a) — 2d = 0 (40)
4p3sinf — [3t + hsin(20 — )] p* + 2kpsin(0 + p) — 2f =0 (41)

Eliminant les termes constants entre et et aprés simplification par
p # 0, on obtient ’équation :

4p*(dsinf — fcosh) + p(3sf — 3td + I fcos(20 — w) — hdsin(20 — ¢))+
2kdsin(0 4+ ) —2mfeos(f —a) =0 (42)

Maintenant, on élimine les coefficients en p3 des équations (40) et(41)), nous
obtenons une équation en deuxieme degré en p :

p?(3s.5in0 — 3tcosl + Isinfcos(20 — w) — hcosfsin(20 — )+
2p(kcosBsin(0 + p) — msinfcos(0 — ) — 2 fcost + 2dsind = 0 (43)

5 Résolution du systeme des inconnues en p et ¢
On écrit les équations et sous la forme :
Ap* +Bp+C=0 (44)
Ap? +Bp+C' =0 (45)
Le systeme précédent est résolvable si et seulement si :

A B (C
ATE O 46)

8



soit en choisissant :

B
EZ%:’ BC' - B'C =0 (47)

Soit :
[B3sf — 3td + I fcos(20 — w) — hdsin(20 — ¢)| (2dsind — 2 fcosf) =

[2kcosOsin(0 + ) — 2msinfcos(0 — )] [2kdsin(0 + p) — 2mfcos(0 — )]
(48)

ce qui donne un polynoéme en sind, cosd, sin20, cos20. En posant :
£ =tgb (49)
et utilisant les formules :
. 28
sin260 = 15 e & (50)
1-¢&2
C0829 = @ (51)

L’équation (48) devient un polynéme du troisitme degré en & qu’on peut ré-
soudre par les méthodes classiques.
6 Calcul de la Matrice Covariance des inconnues

Comme on a :

G=(x—w)’+ (y—v)*+ (20 —w1)”
(=] G=(r—u2)*+ (y —v2)* + (20 — w2)? (52)
(3= (a: - U3)2 + (y — U3)2 + (Z() — w3)2

Or, on s’est limité & deux inconnues, le vecteur ¢ = (¢1,¢2)7. D’ott en différen-
tiant (52]) en utilisant les deux premiéres lignes, on obtient alors :

_(da ) 2 —wm) 2(y ) dr \ _
dc_<d<3>_<2<w—u§> 2<y—vl>>-<dy)—Jx-dX (53)

avec :
JX:2.<"”—“1 y_vl) (54)
T —uy Y— v
Par suite :
_fdr\ _ [ dG
e () o (4) ”

d’ott la matrice covariance du vecteur inconnu X = (z,y)7 :

2 1 2 1T

Ox = JX_ .UL.JX
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