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Introduccién

Este articulo presenta un ejemplo didactico y relativamente sencillo que podria ser muy Util para examinar
paradoja de los gemelos.

Por otro lado, este ejemplo podria también ser muy Util para examinar la geometria espacial desde un sistem:
inercial.

Procedimiento

En este ejemplo hay dos observadoReEpe (que siempre es un observador inercidlgn (que no siempre es un
observador inercial)
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Sistemas de Referencia Pepe, Juan y Auxiliares
Unidades de medida

Velocidad: 100000 km/s

Distancia: 100000 km

Tiempo: 1s



Sistema de Referencia Inercial Pepe
Datos Iniciales

AB +BJC+CD = 24
AB+CD=2m

BIJC=nd

Ecuacion Base

m=12-05nd

Variable d

0<d<24/7

Notas

En este ejemplo la Unica variable independientd.es

Sid tiende &) entoncesn tiende al2. Es principalmente en esta opcidn donde el reloj pulsera de Pepe avanza d
una manera vertiginosa respecto al sistema (no inercial) de Juan.

Sid tiende &4 /7 entoncesn tiende &0. Es principalmente en esta opcion donde este ejemplo podria también se
muy Util para examinar la geometria espacial desde el sistema (no inercial) de Juan.

Antes de comenzar el experimento Pepe determina el valor de la vatialolg@oca una estrella (o un meteoroide)
en cada uno de los puntés B, J, C y D que permanecen fijos (en reposo) respecto al sistema de Pepe.

Cuando comienza el experimento el reloj pulsera de Pepe siempre indica O Seg. en El(pespecto al sistema
de Pepe) y el reloj pulsera de Juan siempre indica 0 Seg. en elpdrespecto al sistema de Pepe)

Cuando finaliza el experimento el reloj pulsera de Pepe siempre indica 10 Seg. en € fnestmecto al sistema
de Pepe) y el reloj pulsera de Juan siempre indica 6 Seg. en ellPpyrgspecto al sistema de Pepe)

La velocidad del reloj pulsera de Juan respecto al sistema de Pepe es siempte|@et | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Pepe respecto al sistema de Juan es siemptre|@et | (constante)

Por lo tanto, tanto para Pepe y como para Juan el factor gamma:es:g y suinversoesy~! = 0.6



El sistema de Pepe en todo el experimento es siempre un sistema inercial.

El sistema de Juan es siempre un sistema inercial en el recorrido que va desde dal ipast® el punt® v el
sistema de Juan es siempre también un sistema inercial en el recorrido que va desde @=hpstg@l punt®.

El sistema de Juan es siempre un sistema no inercial en el recorrido que va desdeRhastdcel punt€ (pero
en los punto8 y C el sistema de Juan es siempre un sistema inercial)

El sistema de Juan puede ser representado por otro sistema inercial auxiliar en el recorrido que va desde el p
A hasta el punt®. Este sistema inercial auxiliar seré llamado sistema inercial de la Nave 1 (la Nave 1 luego del punt
B sigue su viaje segun como indican las rayas suspensivas de arriba)

El sistema de Juan puede ser representado por otro sistema inercial auxiliar en el recorrido que va desde el p
C hasta el punt®. Este sistema inercial auxiliar sera llamado sistema inercial de la Nave 2 (la Nave 2 antes del pun
C viene de su viaje segun como indican las rayas suspensivas de abajo)

El sistema de Juan puede ser representado por otros sistemas inerciales auxiliares en el recorrido que va des
puntoB hasta el punt&. En este recorrido cada sistema inercial auxiliar sera llamado sistema inercial de la Nave
(donde 1< X < 2)

Acto A: Cuando el reloj pulsera de Juan pasa por el pAnto
Acto B: Cuando el reloj pulsera de Juan pasa por el pBnto
Acto J: Cuando el reloj pulsera de Juan pasa por el plinto
Acto C: Cuando el reloj pulsera de Juan pasa por el panto

Acto D: Cuando el reloj pulsera de Juan pasa por el pinto

1) Armando el relato del sistema de Pepe: Cada vez que sucede un Acto el sistema de Pepe debe anota
siguientes datos:

Ubicacién (x,y) del reloj pulsera de Juan (respecto al sistema de Pepe), tiempo (t) en que el sistema de Pepe
esa medicion (x,y) y también debe anotar lo que estéa indicando el reloj pulsera de Juan (T)

2) Armando el relato del sistema de Juan: Cada vez que sucede un Acto el sistema de Juan debe anota
siguientes datos:

Ubicacion (x,y) del reloj pulsera de Pepe (respecto al sistema de Juan), tiempo (t) en que el sistema de Juan
esa medicién (x,y) y también debe anotar lo que esta indicando el reloj pulsera de Pepe (T)



Base

0<d<24/m
m=12-05nwd

—~

7y=1.6——~"1=06

—~

v=|24|—0v"1=0416

Acto A [ En este Acto A los valores de ty de T no dependen del valor de la vadgble

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,d,0);(0)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,-d,0);(0)

Acto B [ En este Acto B los valores de ty de T si dependen del valor de la vaddble

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(Th(md);(y v —'m)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (X,y,0)yT)@,-dy o= tm);(y 1y~ 1v~tm)
Acto J [ En este Acto J los valores de t y de T no dependen del valor de la vadible

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (m+d,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-m-d,0,3);(5)

Acto C [ En este Acto C los valores de ty de T si dependen del valor de la vaddble

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (ms-d;2®n);(6—v~tv—'m)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t)xT,d,6-y v~ 'm);(10—y 1y~ 1v~'m)
Acto D [ En este Acto D los valores de ty de T no dependen del valor de la vaddble

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,-d,10);(6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,d,6);(10)



Acto A

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,d,0);(0)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,-d,0);(0)

Acto B

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (9.6,d,4);(2.4)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-5.76,-d,2.4);(1.44)
Acto J

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (9.6+d,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-9.6-d,0,3);(5)
Acto C

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (9.6,-d,6);(3.6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-5.76,d,3.6);(8.56)
Acto D

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,-d,10);(6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,d,6);(10)



Acto A

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,d,0);(0)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,-d,0);(0)

Acto B

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (8,d,3.33);(2.0)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-4.8,-d,2.0);(1.2)
Acto J

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (8+d,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-8-d,0,3);(5)
Acto C

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (8,-d,6.66);(4.0)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-4.8,d,4.0);(8.8)
Acto D

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,-d,10);(6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,d,6);(10)



Acto A

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,0,0);(0)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,0,0);(0)
Acto B

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (12,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,1);(T) (-7.2,0,3);(1.8)
Acto J

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (12,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-12,0,3);(5)
Acto C

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (12,0,5);(3)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-7.2,0,3);(8.2)
Acto D

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,0,10);(6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,0,6);(10)



Acto A

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,7.64,0);(0)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,-7.64,0);(0)
Acto B

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,7.64,0);(0)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,-7.64,0);(0)
Acto J

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (7.64,0,5);(3)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (-7.64,0,3);(5)
Acto C

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,-7.64,10);(6)
2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,t);(T) (0,7.64,6);(10)
Acto D

1) Para el sistema de Pepe el reloj pulsera de Juan: (x,y,t);(T) (0,-7.64,10);(6)

2) Para el sistema de Juan el reloj pulsera de Pepe: (x,y,1);(T) (0,7.64,6);(10)



Observaciones

e Los sistemas de referencia de Pepe y de Juan nunca rotan entre si (el eje horizontal es el eje «x» con signo
a la derecha del origen y el eje vertical es el eje «y» con signo «+» por encima del origen)

e «Sistema de Pepe» = «Sistema de referencia de Pepe», «Sistema de Juan» = «Sistema de referencia de .
«Sistema de la Nave 1» = «Sistema de referencia de la Nave 1», etc.

e El reloj pulsera de Pepe siempre coincide con el origen del sistema de referencia Pepe y el reloj pulsera de J
siempre coincide con el origen del sistema de referencia de Juan.

e «Tiempo del reloj pulsera de Pepe» = «Tiempo propio de Pepe como persona» y «Tiempo del reloj pulsera
Juan» = «Tiempo propio de Juan como persona.

e El suceso cuando el reloj pulsera de Pepe indica 0 Seg. en elPyrebsuceso cuando el reloj pulsera de Juan
indica O Seg. en el puntd (Acto A) siempre son sucesos simultaneos tanto para el sistema de Pepe como para
sistema de Juan.

e El suceso cuando el reloj pulsera de Pepe indica 5 Seg. en el Bunt suceso cuando el reloj pulsera de
Juan indica 3 Seg. en el puntdActo J) siempre son sucesos simultaneos tanto para el sistema de Pepe como para
sistema de Juan.

e El suceso cuando el reloj pulsera de Pepe indica 10 Seg. en el pynéb suceso cuando el reloj pulsera de
Juan indica 6 Seg. en el purlib(Acto D) siempre son sucesos simultaneos tanto para el sistema de Pepe como pa
el sistema de Juan.

e El suceso cuando el reloj pulsera de Pepe indica 5 Seg. en elPyrebsuceso cuando el reloj pulsera de Juan
indica 3 Seg. en el puntd (Acto J) nunca son sucesos simultaneos tanto para el sistema de la Nave 1 como para
sistema de la Nave 2.

e El reloj pulsera de Juan se atrasa siempre respecto al sistema de Pepe debido a la dilatacién del tiempo p
velocidad que tiene Juan respecto al sistema de Pepe.

e Sin embargo, este articulo fue creado principalmente para obtener un relato correcto, detallado y completo
sistema de Juan puesto que es el sistema que siempre deja de ser un sistema inercial en cualquiera de los eje
dados sobre la paradoja de los gemelos.

e Segun este articulo, el reloj pulsera de Pepe se adelanta siempre respecto al sistema de Juan cuando el si
de Juan es un sistema no inercial.

e Por lo tanto, segun este articulo, resolver «satisfactoriamente» la paradoja de los gemelos consiste fundan
talmente en explicar correctamente por qué el reloj pulsera de Pepe se adelanta siempre respecto al sistema de
cuando el sistema de Juan es un sistema no inercial.

e Por otro lado, en este articulo representar al sistema de Juan (Nave de Juan) por otros sistemas inerciales
liares (Naves del 1 al 2) no es necesario.

e Sin embargo, de este articulo se deduce que un relato correcto, detallado y completo del sistema de Juan n
se podra obtener utilizando solamente dos sistemas inerciales auxiliares (0 sea, el de la Nave 1y el de la Nave 2)

e El ejemplo presentado en este articulo puede ser facilmente simulado utilizando MatLab o algin otro progral
similar (Octave, etc.)



Una Posible Resolucion

En la seccion Observaciones se dijo que resolver «satisfactoriamente» la paradoja de los gemelos consiste
damentalmente en explicar correctamente por qué el reloj pulsera de Pepe se adelanta siempre respecto al siste
Juan cuando el sistema de Juan es un sistema no inercial.

En esta seccidn se tratara de resolver «satisfactoriamente» la paradoja de los gemelos del ejemplo presenta
este articulo.

A tal fin, al ejemplo dado en este articulo se lo dividira en 3 intervalos:

Intervalo 1: Entre el puntd y el puntoB (aqui el sistema de Pepe es siempre un sistema inercial y el sistema d
Juan es siempre un sistema inercial)

Intervalo 2: Entre el punt8 y el puntoC (aqui el sistema de Pepe es siempre un sistema inercial y el sistema de
Juan es siempre un sistema no inercial)

Intervalo 3: Entre el punt@ y el puntoD (aqui el sistema de Pepe es siempre un sistema inercial y el sistema de
Juan es siempre un sistema inercial)

El relato del sistema de Pepe sobre el reloj pulsera de Juan
Intervalo 1: Dilatacion del tiempo por velocidafl:t;.; = Aty., v~*
Intervalo 2: Dilatacion del tiempo por velocidaf:to.; = Ats., v+
Intervalo 3: Dilatacion del tiempo por velocidaflits; = Atg., v~!
El relato del sistema de Juan sobre el reloj pulsera de Pepe
Intervalo 1: Dilatacion del tiempo por velocidafl:t; ., = Aty ~~1

Intervalo 2: Dilatacién del tiempo por velocidaf:to., = Ao v~*

Intervalo 2: Dilatacion del tiempo por gravedalt, , = Aty y 2 2 ¢—2

T d

Intervalo 3: Dilatacién del tiempo por velocidafl:ts., = Atg; v~ !

Para obtener el relato completo del sistema de Pepe sobre el reloj pulsera de Juan hay que sumar las tres prin
ecuaciones de arriba.

Para obtener el relato completo del sistema de Juan sobre el reloj pulsera de Pepe hay que sumar las cuatro Ul
ecuaciones de arriba.

Por otro lado, tratar de eliminar la dilatacion del tiempo por gravedad (lo cual seria engafioso) en cualquier ejem
sobre la paradoja de los gemelos seria como quitarle la parte mas jugosa y fundamental del experimento.
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La Paradoja de los Trillizos (Lite)

A

r"'

Sistemas de Referencia Pepe, Juan y Rafael

Unidades de medidaMelocidad: 100000 km/s, Distancia: 100000 km y Tiempo: 1 s.
Sistema de Referencia Inercial Pepe

Datos Iniciales

Recorrido de JuanAJ +JD =24 (d=247"!)

Recorrido de RafaelDR + RA =24 (d=247"1)

Notas

Al comenzar el experimento el reloj pulsera de Pepe siempre indica 0 Seg. en ePpeahteloj pulsera de Juan
siempre indica 0 Seg. en el puroy el reloj pulsera de Rafael siempre indica 0 Seg. en el pbnto

Al finalizar el experimento el reloj pulsera de Pepe siempre indica 10 Seg. en elRueitoeloj pulsera de Juan
siempre indica 6 Seg. en el puridoy el reloj pulsera de Rafael siempre indica 6 Seg. en el pAinto

La velocidad del reloj pulsera de Juan respecto al sistema de Pepe es siempre-de.4 | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Pepe respecto al sistema de Juan es siempre-dée.4 | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Rafael respecto al sistema de Pepe es siempre-de.4 | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Pepe respecto al sistema de Rafael es siempre-de.4 | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Juan respecto al sistema de Rafael es siempre-g&.92683 | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Rafael respecto al sistema de Juan es siempre-d&.92683 | (constante)
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La Paradoja de los Trillizos (Full)

F A B
d d d
R d n @ m d J
d d d
E D C

Sistemas de Referencia Pepe, Juan y Rafael

Unidades de medidaMelocidad: 100000 km/s, Distancia: 100000 km y Tiempo: 1 s.
Sistema de Referencia Inercial Pepe

Datos Iniciales

Recorrido de JuanAB + BJC +CD =m + 7 d +m = 24
Recorrido de RafaelDE + ERF + FA=n+rd+n=pu
Ecuacion Base

m=12-05nd

Variablesny d

m<n<3+m

0<d<24/m

Notas

Antes de comenzar el experimento Pepe determina los valores de las vatiglsles

Al comenzar el experimento el reloj pulsera de Pepe siempre indica 0 Seg. en ePpeahteloj pulsera de Juan

siempre indica 0 Seg. en el puroy el reloj pulsera de Rafael siempre indica 0 Seg. en el pbnto

La velocidad del reloj pulsera de Juan respecto al sistema de Pepe es siempre-de4/10s | (constante)

La velocidad del reloj pulsera de Rafael respecto al sistema de Pepe es siempre-de:/10s | (constante)
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Una Posible Resolucion (General)

Si un reloj A de un sistema inercial A y un conjunto de relojes de un conjunto de sistemas no inerciales (no rotan
respecto al sistema inercial A) indican simultdneamente para todos estos sistemas de referencia un tiempo inici
luego indican también simultaneamente para todos estos sistemas de referencia un tiempo final y si ademas el m¢
de cada uno de todos estos relojes es siempre constante respecto a todos estos sistemas de referencia (es decir,
el recorrido cada uno de todos estos relojes respecto a todos estos sistemas de referencia puede tener velocidad
constante o aceleracién normal constante pero nunca puede tener aceleracion tangencial) entonces:

A.1) La dilatacion total del tiempo por velocidddh ¢«,.,) de cualquier reloj X respecto al reloj 8\ ¢,) para el
sistema inercial A esta siempre dada por la siguiente ecuacion:

Aty =At, %?Al
dondeyy, €es el factor gamma segun la velocidad del reloj X respecto al sistema inercial A.

B.1) La dilatacion total del tiempo por velocidéd t,;;..) de cualquier reloj X respecto a un reloj(R& ¢) para un
sistema no inercial B esta siempre dada por la siguiente ecuacion:

AtXB-v = AtB V;Bl
dondevy;; es el factor gamma seguln la velocidag del reloj X respecto al sistema no inercial B.

B.2) La dilatacion total del tiempo por gravedéfl ¢;..) del reloj X respecto al reloj BA ¢,) para el sistema no
inercial B esta siempre dada por la siguiente ecuacion:

AtXB-g = AtB ( VYas ’y):Al - ’Y;Bl )

dondev, es el factor gamma segun la velocidagd del reloj A respecto al sistema no inercial B,, es el factor
gamma segun la velocidag , del reloj X respecto al sistema inercial Ay es el factor gamma segun la velocidad
vxgp del reloj X respecto al sistema no inercial B.

El sistema no inercial B conociendo la velocidagd, del reloj A y la velocidadvk del reloj X puede obtener la
velocidadvy . del reloj X respecto al sistema inercial A aplicando la adicion de velocidades de la teoria de relativida
especial.

Por un lado, es facil demostrar que siemgre;,, = v, v2, ¢ 2 +vig )

Pero, por otro lado, habria que demostrar que sieniprg; <~ — V< ) > 0

Nota

Cualquier sistema menos el sistema A puede ser en algunos tramos del recorrido total un sistema inercial o un sist
no inercial, pero nunca puede ser en todo el recorrido siempre un sistema inercial.
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El Ejemplo Mas Didactico y Sencillo

El ejemplo més didactico y sencillo que se puede dar para examinar la paradoja de los gemelos es el siguiente:

En este ejemplo hay dos observadotiéspe (que siempre es un observador inerciallugn (que siempre es un
observador no inercial)

El reloj pulsera de Juan respecto al sistema inercial de Pepe recorre una dBt@icianferencia segun radig con
moédulo de velocidad constante

El modulo de velocidad del reloj pulsera de Pepe respecto al sistema no inercial de Juan es también constante e |
awv.

Por lo tanto, segun los datos de arriba, los relatos de Pepe y de Juan seran los siguientes:
El relato del sistema inercial de Pepe sobre el reloj pulsera de Juan:

1) Dilatacién del tiempo por velocidadk ¢;., = At, v~!

El relato del sistema no inercial de Juan sobre el reloj pulsera de Pepe:

1) Dilatacién del tiempo por velocidadk ¢),., = At; v~ !

2) Dilatacion del tiempo por gravedad:t,., = At; vy % % c 2

dondey es el factor gamma segun velocidayg ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

Nota

Por otro lado, este ejemplo podria también ser muy Util para examinar la geometria espacial desde el sistems
inercial de Juan.
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Observaciones Generales

En la dilatacién del tiempo por velocidad los relojes que se mueven respecto a un sistema de referencia (inercial
inercial) marcan el tiempo mas lentamente.

La dilatacion del tiempo por velocidad si es reciproca: dos relojes que se mueven uno con respecto al otro sera el |
de la otra parte aquél en el que el tiempo se dilate.

En la dilatacion del tiempo por gravedad los relojes que estan sometidos a un campo gravitatorio mayor marcai
tiempo mas lentamente.

La dilatacién del tiempo por gravedad no es reciproca: un observador en lo alto de una torre observara que los rel
del suelo marcan el tiempo mas lentamente y los observadores del suelo estaran de acuerdo.

La dilatacion del tiempo por gravedad se debe considerar de manera adicional al estudio de la dilatacion del tien
por velocidad y si los observadores estan sometidos a un campo gravitatorio.

Los observadores no inerciales o los sistemas de referencia no inerciales estan siempre sometidos a un campo gr
torio en un sentido generalizado.
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