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Sinopsis. Durante el año de 1923 Einstein escribió tres artículos en los que desarrolló la primera teoría de

campo puramente afín con la que pretendía unificar los campos gravitatorio y electromagnético. La teoría no

resultó satisfactoria, pero la investigación de Einstein, primero olvidada y luego recuperada en los años

cuarenta por Schrödinger, aporta interesantes ideas que pueden servir para la construcción de una generali-

zación de la teoría de la gravedad. En esta investigación analizamos la teoría de Einstein, detallando los

cálculos ausentes en el trabajo original.

Abstract. During 1923 Einstein wrote three articles that developed the first purely affine field theory with

which he tried to unify the gravitational and electromagnetic fields. The theory was not satisfactory, but

research of Einstein, first forgotten and then recovered in the forties by Schrödinger, provides interesting

ideas that may serve to construct a generalization of the theory of gravity. In this research we analyze

Einstein's theory, detailing the missing calculations in the work original.
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1.- Introducción

Hace ahora exactamente un siglo Einstein y Hilbert obtuvieron las ecuaciones finales de la Relatividad

General, una teoría gravitatoria que da sustancialidad al campo, al que identifica con el continuo espacio-tiempo.

La gravedad es el resultado de la «curvatura» del espacio-tiempo que es producida por la masa de los cuerpos.

Nada más surgir la teoría general de la relatividad se intentó su generalización. Si la gravedad era explicada

por la geometría del espacio-tiempo, lo mismo debería de ocurrir con el otro campo conocido en la época, el

electromagnético. Además, la Relatividad General no es una pura teoría de campo, puesto que no es capaz de

interpretar la materia, de tal forma que la teoría es mixta en el sentido de que la materia aparece como un

elemento extraño al campo.

La primera generalización de la Relatividad General la realizó Hermann Weyl y su gran logro consistió en

formular una teoría geométrica en la que la conexión no era lo mismo que los símbolos de Christoffel; o sea, la

geometría no era de Riemann sino una más general. La teoría de Weyl reconocía la importancia de la conexión,

que se situaba al mismo nivel que la métrica.

Poco tiempo después Eddington reconoció que es posible desarrollar una geometría cuyo principal elemento

sea la conexión, mientras que la métrica aparece como una magnitud derivada. Sin embargo, Eddington no

desarrolló plenamente la teoría física correspondiente, pero dejó los cimientos para que poco tiempo después

Einstein desarrollara la primera teoría basada en la conexión, que ahora es llamada teoría de campo puramente

afín.

En este artículo analizamos la investigación que realizó Einstein en el año 1923 a lo largo de tres trabajos, en

la que desarrolló la primera teoría puramente afín de campo, que no logró unificar satisfactoriamente la grave-

dad y el electromagnetismo. Este proyecto de teoría puramente afín fue pronto abandonado, hasta dos décadas

después en que Erwin Schrödinger recuperó la teoría de Einstein generalizándola a conexiones no simétricas.

2.- Generalidades sobre la teoría de campo puramente afín

La teoría de campo puramente afín establece que los únicos potenciales del campo son las componentes de

la conexión r
ik� , de las que no se exige que sea simétrica, aunque en la teoría de Einstein así se toman.* La

densidad lagrangiana L  de la que se derivan las ecuaciones de campo depende tanto de las componentes de la

conexión como de sus primeras derivadas puesto que queremos obtener ecuaciones de campo de segundo orden

respecto a los potenciales

,, ,
r r

ik ik s� � �L L

donde representamos las densidades (escalares o tensoriales) por letras en negrita y las comas son derivadas

parciales respecto a las coordenadas. Tenemos que indicar que una densidad escalar, tal como L , es un escalar

multiplicado por la raíz cuadrada del determinante de un tensor de segundo orden covariante. Es decir
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a L�L

donde L es un escalar y a es el valor absoluto del determinante del tensor i ka , que bien puede ser (pero no

necesariamente debe ser) el tensor métrico. Con independencia de cual sea el tensor i ka ,  la ley de transforma-

ción de (2) es siempre la misma.

El escalar L tiene que venir expresado en función de tensores (aunque excepcionalmente puede ser un

escalar constante). Estos tensores a su vez deben depender de la conexión y su primera derivada. Ahora bien,

el único tensor con esas características es el tensor de curvatura de Riemann s
ikrR  y tensores de él derivado:

tensor de Ricci ikR  y curvatura homotética ikV .

Hoy otros tensores que pueden intervenir en el argumento de la densidad lagrangiana, aunque no gozan de la

propiedad de depender de la derivada de la conexión, se trata del tensor de torsión 2
r r

ik ik
� � � , del vector de

torsión k
i ik� ��  y del tensor completamente antisimétrico 1pqrs pqrsa �� �  (siendo a el valor absoluto del

determinante de un tensor covariante de segundo orden y pqrs�  son los símbolos de Levi-Civita; nótese que

suponemos espacio-tiempo tetradimensional).

Aunque de momento no se ha definido el tensor métrico que nos servirá para subir o bajar los índices, es

posible derivar de un tensor de segundo orden otro con los índices invertidos. Por ejemplo, consideremos el

tensor de Ricci ikR  que podemos suponer son los elementos de una matriz; entonces los elementos de la matriz

inversa (que suponemos que existe) son *ikR  de tal forma que se cumple

*ik i
kr rR R ��

como krR  y  i
r�  son tensores, así también lo será *ikR .

Por lo dicho, concluimos que existen numerosas posibilidades de construir una densidad lagrangiana con los

requerimientos exigidos por la teoría puramente afín. Por ejemplo, Einstein señaló como densidad lagrangiana

,s i krpq
ikr spqR R �

hay que tener en cuenta que los símbolos de Levi-Civita representan una densidad tensorial ( pqrs pqrsa� � � )

de tal forma que (3) es una densidad escalar.

La acción del campo es definida por la integral

,I d� ��L
d �  es el producto de las diferenciales de las coordenadas 0 1 3 3d dx dx dx dx�� . Para obtener las ecuaciones

de campo se aplica el principio de mínima acción

0I d� �� � ��L
variando arbitrariamente las componentes de la conexión.

Si ,s,
r r

ik ik ik ikG G� � �  es un argumento de la densidad lagrangiana, el tensor métrico se define por

,. . . .
,

ikik

ik

G

G

�
�

�

L
g

que será simétrico si lo es el tensor i kG ; naturalmente este tensor puede ser asimétrico, lo que no puede ser es

antisimétrico, pues entonces así lo sería el tensor métrico, el cual debe tener una parte simétrica para poder

construir el elemento de línea.

De (4) y (5) obtenemos dos conjuntos de ecuaciones de campo. De (4) hallamos las ecuaciones auxiliares

que son unas ecuaciones que nos relacionan la conexión con el tensor métrico (y con otros tensores de campo

si existieran, ver más adelante). Mientras que de (5) obtenemos las genuinas ecuaciones de campo y para

poderlas resolver será necesario sustituir en ellas las ecuaciones deducidas de (4). En efecto, de (4) tenemos

,. . . 0 ,. . . . . . . . . . . ,ik
ik ik ik ik

ik

I G d G d G d G d
G

� � � � �
� ��

� � � � � � � � � � �	 

�� �

� � � �
L

L L g

i kG� (y las restantes variaciones de los argumentos de la densidad lagrangiana si existieran) se pone en función

de r
ik� �  utilizando para ello el teorema de Gauss y la identida de Palatini como veremos más adelante

0
rik

r ikI d� �� � � ��F
y como las r

ik� �  son arbitrarias obtenemos

0,ik
r �F

debemos advertir que en el caso de que la conexión sea simétrica, entonces ik
rF  se descompone en parte

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

http://vixra.org/abs/1505.0026
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simétrica y antisimétrica, eliminándose esta parte cuando se multiplica por la variación de la conexión simétrica,

de tal forma que se obtiene en vez de (6) la ecuación

0
ik

r �F

que son las ecuaciones auxiliares. Démonos cuenta que para obtener la ecuación (6) no se necesita conocer

expresamente la forma de la densidad lagrangiana, sólo es necesario saber su dependencia funcional, es decir

conocer los argumentos de los que depende. El número de ecuaciones auxiliares son 64 si la conexión es

asimétrica y 40 si fuese simétrica.

La ecuación de campo se obtiene de aplicar (5), pero para ello es necesario conocer la forma de la densidad

lagrangiana, no nos basta con conocer su dependencia funcional. Finalmente es necesario sustituir (6) en (5) al

objeto de hacer desaparecer la conexión. El número de ecuaciones de campo que se obtengan va a depender de

las propiedades de simetría de i kG , 16 si es asimétrica y 10 si es simétrica.

Si la densidad lagrangiana tuviese más argumentos

, ,. . . .ik ikG H�L L

entonces será posible obtener nuevas ecuaciones de campo

i k

i k
H

�
�
�

L
h

con las mismas propiedades generales que (5). En este caso la ecuación (6) relaciona la conexión con las

distintas intensidades de campo i kg , ikh ...

Si i kG  y ikH  son argumentos aceptables de la densidad lagrangiana, también lo serán sus combinaciones

lineales

ik ik ik

ik ik ik

G G H

H G H

� �

� �

 � �
  � �

que deben ser linealmente independientes.

Naturalmente no hay ningún impedimento para que el argumento de la densidad lagrangiana sea un tensor de

orden mayor que dos. Por ejemplo, si uno de los argumentos de L  es ikrsK  entonces tendremos la ecuación de

campo

ikrs

ikrsK

�
�
�

L
k

que corresponde a 256 ecuaciones, a no ser que haya alguna propiedad de simetría.

Se puede obtener la transformada de Legendre *L  de la densidad lagrangiana. Partimos de que la dependen-

cia funcional de L  es

, ,. . . . .ik ikG H�L L

donde las intensidades de campo son definidas por (5) y (7), ahora queremos obtener la función

* *
, ,. . . . .

ik ik
�L L g h

llamada transformada de Legendre de L  y que es definida por

* . . . ,ik ik
ik ikG H� � � �L g h L

al derivar queda

* . . . . . . .ik ik ik ik
ik ik ik ik ik ik

ik i k

d d G dG d H dH dG dH
G H

� �
� � � � � � � �

� �

L L
L g g h h

por las definiciones (5) y (7)

* . . .ik ik
ik ikd d G d H� � �L g h

de donde se deduce que

* *

; ; . . . .ik ikik ik
G H

� �
� �
� �

L L

g h

como hemos dicho, las ecuaciones de campo se derivan de (5) y (7), también es posible, y a veces conveniente,

partir de la transformada de Legendre de L  y obtener las ecuaciones de campo a partir de (8). Hay que

observar la similitud de *L  con la función de Hamilton en la formulación hamiltoniana de la mecánica clásica.

Existe un cercano paralelismo entre la formulación puramente afín de campos y el formalismo lagrangiano

(7)

(8)
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para los campos clásicos. Por ejemplo, el campo gravitatorio newtoniano en el vacío se representa por la

densidad lagrangiana

21

2
�� �L

donde � es el potencial gravitatorio. El vector intensidad de campo gravitatorio G se define por

,����G

entonces encontramos la correspondencia de la conexión 
r

ik�  con el potencial ��; el argumento tensorial ikG

es equivalente a ��  y finalmente a ikg  le corresponde la intensidad de campo G.

3.- Las ecuaciones auxiliares en la teoría de Einstein

La teoría puramente afín que Einstein desarrolló a lo largo del año 1923, parte de una conexión simétrica, que

no es idéntica a los símbolos de Christoffel como ocurre en la Relatividad General; en este sentido la teoría que

examinamos es una generalización de la teoría general de la relatividad.

En general el tensor de Ricci tiene parte simétrica y antisimétrica

ik ik ik
R R R� �

donde el paréntesis redondo significa simetrización y el cuadrado antisimetrización. En su teoría Einstein preten-

de identificar la parte simétrica del tensor de Ricci con el tensor métrico, pero hay que observar que las dimen-

siones de ambas magnitudes son diferentes. Mientras que el tensor métrico tiene la unidad de longitud al cuadra-

do 2L , el tensor de Ricci es adimensional puesto que depende de la conexión y de sus derivadas y ambas son

adimensionales. Para tener en cuenta esta diferencia de unidades se define

2
ik ik ikR g� �� �

donde ikg  es simétrico y ik�  antisimétrico. ��debe ser un gran número y tener la unidad de longitud. Lo de gran

número se comprende porque a los campos gravitatorios (a excepción de los extremadamente intensos) les

corresponde valores extremadamente pequeños del tensor de Ricci.

En su investigación Einstein pretende identificar ikg  con el campo gravitatorio puro y ik�  con el electro-

magnético, de ahí sus carácter simétrico y antisimétrico. En un campo gravitatorio sin presencia del

electromagnetismo se tendrá

2
ik ikR g� �

entonces 21 �  corresponde a la constante cosmológica.

En el razonamiento que vamos a seguir no vamos a tener en cuenta lo anterior, porque no es necesario hacer

esa suposición y porque de la teoría puramente afín surge la constante cosmológica de manera natural como

veremos más adelante.

Por definición el tensor de Ricci es

, ,

r r r tr t r
ik ikr ir t rir k ik r tk i kR R� � � � � � � � �� �

s
ikrR  es la tensor de curvatura. Se deduce que cuando la conexión es simétrica las partes simétrica y antisimétrica

del tensor de Ricci en función de la conexión y sus derivadas primeras son

,, ,r

, ,

1 1

2 2
1

.
2

r r r tr t r
ir s i r t rir k ik tk ikik

r r
ri k rk iik

R

R

� � � � � � � � � � � �

� � � �

En su primer trabajo de 1923 Einstein hace la suposición de que la densidad lagrangiana tiene como argumen-

to el tensor de Ricci, que descompone en parte simétrica y antisimétrica, es decir

,ik ikR R�L L

definiendo las intensidades de campo por las relaciones

; ,ik ik

ik ikR R

� �
� �
� �

L L
g f

simétrico el primer campo y antisimétrico el segundo; es decir el primer campo tiene 10 componentes indepen-

dientes y el segundo tiene 6. Por estos números cabe entender que el primer campo representa la gravedad y el

segundo un campo vectorial, que Einstein trató de identificar con el campo electromagnético.

6
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Aunque estamos considerando densidades tensoriales y escalares, no sabemos aún cuál es el determinante

del tensor de segundo orden cuya raíz cuadrada nos sirve para definir las densidades, puesto que todavía no

hemos definido la densidad lagrangiana.

El siguiente paso consiste en aplicar el principio de mínima acción

, 0,ik ikI R R d� � � ��L
desarrollando

0,ik ik
ik ikik ik

ik ik

I R R d R R d
R R

� � � � �
� �� � � �� �� � � � � � �

� �� �� �� �
� �

L L
g f

pero las variaciones de las partes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci no son arbitrarias, pues lo que se

varían son las componentes de la conexión; es decir, es necesario poner esas variaciones en función de las

variaciones de la conexión r
ik� � . Esto se consigue con las llamadas identidades de Palatini que se deducen

directamente de (9) al tener en cuenta que se puede permutar las derivadas respecto a las coordenadas y la

variación �

1 1

2 2
1 1

2 2

r rr
i k ir rkr ikik

rr
k ir i krik

R D D D

R D D

� � � �

� � �

� � � � � �

� � � �

expresiones válidas si la conexión es simétrica, o sea, si no hay torsión. Sustituyendo (11) en (10)

1 1 1 1
0

2 2 2 2

r r rik ik r ik ik r i k
i k ir r k ir ikr ik krI D D D D D d� � � � � �

� �
� � � � � � � � � � � �� �� �
� g g g f f

ahora hay que integrar por partes; por ejemplo para la primera de las integrales

1 1 1

2 2 2

r r rik ik ik
i i ikr kr krD d D d D d� � �� � � � �� � �� � �g g g

por aplicación del teorema de Gauss la primera integral del segundo miembro se transforma en una integral de

superficie, como suponemos que las r
ik� � , aunque arbitrarias, se anulan en el limite de integración, entonces se

anula la integral de superficie.

Al hacer lo mismo con los restantes términos de (12) queda

1
2

2
1

2 0
2

r r rik ik r ik ik r ik
i k ir r k ir ikr ik kr

rk s i k i s ik k is i sk
r s r s r r s r s ik

I D D D D D d

D D D D D d

� � � � � �

� � � � �

� �� � � � � � � � � � � � �	 


� �� � � � � � � � �	 


�

�

g g g f f

g g g f f

ahora tenemos en cuenta que las r
ik� �  son arbitrarias pero no todas independientes, puesto que la conexión es

simétrica. Lo que hacemos es descomponer la expresión entre paréntesis en parte simétrica y antisimétrica, esta

última se anula al mutiplicarla por r
ik� � ; como la anulación de la integral significa anulación del integrando y

como las r
ik� �  son arbitrarias deberá cumplirse

2 0,k si i sk ik k is i ks
r s r s r r s r sD D D D D� � � �� � � � � �g g g f f

al contraer los índices k y r

5

3

is i
sD � �g i

en el razonamiento hemos tenido en cuenta que ikg  es simétrico y hemos hecho la definición

.i i s
sD�i f

Llevando el resultado (14) a (13) encontramos

1 1
0

3 3

ik k i i k
r r rD � �� � �g i i

que son las ecuaciones auxiliares de la teoría de Einstein.

4.- La conexión afín en función de las intensidades de campo

Nos interesa conocer la expresión que nos de el valor de la conexión afín en función de ikg  y de ki  y que

es deducible de (15). Para alcanzar este objetivo vamos a definir un nuevo tensor

7

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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ik
iks

s
�
g

donde el determinante s (que entendemos es un valor absoluto) es

det .
ik

s � �� � �g

iks  es un tensor de carácter contravariante y simétrico *, del que podemos derivar sus componentes covariantes

.ik k
ir rs s ��

Entendiendo (16) como una expresión matricial, se encuentra que

1
det

ik
s

s
�

entonces de (17)

det .iks s�

Ahora tenemos a nuestra disposición un tensor de segundo orden covariante iks  adecuado para que la raíz

cuadrada de su determinante se pueda utilizar para construir las densidades tensoriales.

Como ki  es una densidad vectorial debe ser igual a un vector multiplicado por la raíz cuadrada del determi-

nante de un tensor covariante de segundo orden, esta definición es independiente del determinante que se use.

Entonces podemos poner

k ks i�i

que nos sirve de definición del vector ki . Naturalmente si hubieramos utilizado otro determinante habríamos

obtenido un vector ki  diferente. También utilizaremos iks  para subir y bajar los índices. Con estas definiciones

(15) la ponemos como

1 1
0

3 3

ik k i i k
r r rD � �� � �s i i

donde todas las densidades están calculadas con s .

La conexión la podemos descomponer como

*r r r
ik ik ikL X� � �

donde * r
ikL son los símbolos de Christoffel respecto a iks , que es a su vez una conexión simétrica y r

ikX  es un

tensor simétrico por serlo la conexión. Advertimos que como iks  es simétrico, por la definición de los símbolos

de Christoffel encontramos que * 0r ikD s �  donde *D  es la derivada covariante calculada respecto a * r
ikL ,

entonces de (19)

*

*

1

2
1

3

ik i k pq m m
r r pq pm qr mq pr

ik mk i im k k i i k
r mr mr r r

D ss ss s D s s X s X

s D s s X s X � �

� � � �

� � � � � �i i

donde hemos tenido en cuenta que

.
pq

r r pqD s ss D s�

(20) se simplifica

1
.

3

ik q qk i iq k k i i k
qr qr qr r rs X s X s X i i� �� � � � � �

Multiplicando ambos miembros de (21) por kp ims s  y luego permutando los índices se encuentran las tres

8

* Si imponemos la condición de que (16) es válido en cualquier sistema de coordenadas, entonces bajo un cambio de
coordenadas (16) se transforma según

1

1

i k pq
p qik

ik i k pq
p q

bA A g
Ab g

s A A s
s s

A

� �
� � � �

�

lo que demuestra que ik
s  es un tensor. A  es el determinante de la matriz de transformación i i k

k
dx A dx� � y b es el

determinante de un tensor 
ik

b ,  indefinido de momento, pero que nos sirve para calcular las densidades. La ley de transfor-
mación de s se deduce de (17) y ik

g  es el tensor que define a la densidad tensorial ik ikbg�g

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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relaciones

1

3
1

3
1

3

q
prm mrp mp qr rp m rm p

q
mpr rpm rm qp pm r pr m

q
rmp pmr pr qm mr p mp r

X X s X s i s i

X X s X s i s i

X X s X s i s i

� � � � �

� � � � �

� � � � �

nótese que estamos subiendo y bajando los índices con el tensor iks ; sumando la primera de las anteriores

ecuaciones con la tercera y restándole la segunda queda

2
2

3

q q q
mrp mp qr rm qp pr qm rm pX s X s X s X s i� � � � �

donde hemos considerado el carácter simétrico de r
ikX  respecto a los índices covariantes y la simetría de iks .

El siguiente paso es multiplicar ambos miembros por pns

2
2

3

n n q pn q n q n
mr m qr rm qp r qm rmX X s s X X s i� �� � � � �

al contraer n y r se encuentra

3r
mr mX i�

que se sustituye en (22)

1 1 1

2 6 6
mrp rm p mp r pr mX s i s i s i� � � �

elevando el índice p y sumando el resultado a los símbolos de Christoffel encontramos la conexión afín que

estábamos buscando

* 1 1 1
,

2 6 6

p p p p p
mr mr mr m r r mL s i i i� �� � � � �

que se trata de 40 ecuaciones (tantas como componentes de la conexión simétrica) que permite obtener los

valores de la conexión a partir de la densidad tensorial ikg  y de la densidad vectorial ki . Nótese que en total

tenemos 40 funciones desconocidas de la conexión, 10 funciones correspondientes a las componentes indepen-

dientes de ikg  y 4 funciones de ki . Para poder completar el sistema de ecuaciones necesitamos además de la

(23) 14 ecuaciones más. Cuatro de estas corresponden a la restricción

0
k

ks ks
s sk k k

D
x x x

� � �
� � � �

� � �

i
ff

en cuya deducción hay que tener en cuenta que ikf  es antisimétrico y que no existe torsión. Por lo tanto nos

quedan por hallar otras 10 ecuaciones que se obtienen a partir de la densidad lagrangiana como vemos a

continuación.

5.- Ecuación de campo para la densidad lagrangiana λ R� 2L
En la investigación que hizo Einstein de la teoría puramente afín consideró varias densidades lagrangianas.

La primera que tuvo en cuenta fue la que ya propusiera Eddington algunos años antes

2
R

�
�L

donde R  es el valor absoluto del determinante asociado al tensor de Ricci y �� una constante indeterminada *.

En su trabajo original Einstein tomó en vez de � la constante 21 � , diferencia que no es significativa.

Como hemos dicho anteriormente, de (25) obtenemos dos conjuntos de ecuaciones de campo

; ,ik ik

ik ikR R

� �
� �
� �

L L
g f

como

* Naturalmente tanto R  como �  deben ser distintos de cero. Como veremos�� se identifica con la constante cosmológica,
por tanto la formulación puramente afín exige que en las ecuaciones de campo gravitatorio aparezca un término cosmológico
no nulo.

(22)

(23)

(24)

(25)
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pqpq ik ik ik

ik ik i kpq ikpq ik

RR

R R R R R R R

��� � � � �
� � � � � � �

� � � � � � �

L L L L L
g f k

entonces de (25)

* *2 1 1 1

2

i k ki k i

ik ik

R R
R R R

R RR R� � �

��
� � � �
� �

L
k

donde hemos utilizado

*
,

ki
ikR R R R� ��

en el que *k iR  son los elementos de la matriz inversa de ikR , es decir

* .ki k
ir rR R ��

Cabe preguntarse cuál es el tensor de segundo orden covariante cuya raíz cuadrada se utiliza para definir la

densidad escalar de la lagrangiana en (25). Este tensor está indefinido, vamos a elegirlo arbitrariamente como

ikR �  entonces la raíz cuadrada de su determinante, que define a las densidades, es 2R � , elección que

hacemos por razones que veremos más adelante.

Multipliquemos los dos miembros de (26) por ip rkR k

*ik k i
i p r k i p r kR k R k R R� �k

rkk  es definido por pk p
rk rk k �� ; entonces simplificando

2

1
,rp rp rp rp rp r pR R R k R k� � �� �	

�
� � � � �

que son las ecuaciones de campo gravitatorio, siendo rp�  simétrico y rp	  antisimétrico. Démonos cuenta que

rp�  y rp	  no son las componentes covariantes de rpg  y rpf , aunque  rp rp rpk � 	� �  son las componentes

covariantes de rp rp rpk g f� � . De (27) deducimos que

4

2

R
R k k�

�
� � �

donde k es el valor absoluto del determinante del tensor ikk . Ahora vemos el sentido de la elección realizada

anteriormente, es decir que las densidades tensoriales las hemos definido utilizando k . Entonces

; .ik ik ik ikk g k f� �g f

(27) cabe descomponerla en dos ecuaciones

.

ikik

ikik

R

R

��

�	

�

�

Si ahora sustituimos (23) en (9) las ecuaciones (28) quedan

*

, ,

1

6
1

6

ik i k ik

i k k i ik

R i i

i i

��

��

� �

� �

*
ikR  es el tensor de Ricci calculado con los símbolos de Christoffel * r

ikL que a su vez se calculan a partir del

tensor iks . Nótese que estamos utilizando los tensores iks , ikg , ikf , ik�  y ik� , que se encuentran relaciona-

dos entre sí.

Si en vez de ,ik ikR R�L L  usamos su transformada de Legendre * * ,i k ik
�L L g f , entonces encon-

tramos
* *

;ik ikik ikik ik
R R�� �	

� �
� � � �
� �

L L

g f

y las relaciones inversas son

1 1
; ,ik ik

ik ikik ikR R� � � 	

� � � �
� � � �
� � � �

L L L L
g f

por tanto 
ik

�  y 
ik

� son los campos conjugados de ikg  y ikf .

Exponemos otra relación entre estas magnitudes. De la definición de ikk  y de ikk  se encuentra que

(26)

(27)

(28)

(29)
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ik ik ik
ik ik ik

ik ik
ik ik

dk kk dk k g f d d

kg d k f d

� 	

� 	

� �� � � � �� �
� �

y entonces

1 1
; .

ik i k

ik ik

k k
g f

k k� 	

� �
� �

� �

Se cumple la relación (ver W. Segura González, La conexión afín, ob. cit.)

1
1

2

1 1

2 8

ik i k mr iq kr
mr rq

ik ik mnpq ikpq
mn pq pq

g
k

f
k

�
� � � 	 	 �

�
	 � 	 	 � 	

�

� �� �
� � �	 
� �

� �� �
� �� �

� � 	 
� �
� �� �

con las definiciones

det ; det ; .
ir ir k

i k ik ik ik rk k� � � � � � �� � � �

Si ik�  es pequeño (es decir sensiblemente menor que la unidad), entonces ik ik� �� (puesto que i k�  es del

orden del tensor métrico por lo tanto de orden unidad); ahora bien por (30)

; ,
i k ik ik ik

g f
k k

� �
� 	� �

entonces ik ikg f� y por tanto k �� , ik ikf 	� y ik ikg �� .

6.- Campo gravitatorio para la densidad lagrangiana λ R� 2L
(29) representan las ecuaciones de dos campos, uno de ellos simétrico, que suponemos representa el campo

gravitatorio (y puede venir dado por ikg o por i k� ) y el otro es un campo antisimétrico (dado por ikf o por ik� )

que Einstein identificó con el campo electromagnético, aunque posteriores investigaciones lo toman como otro

campo distinto. Tratamos de hallar las ecuaciones de la gravedad para el caso de que sólo exista campo gravitatorio,

es decir vamos a suponer que ikf , ik� e k
i  son nulos, entonces

2
,

det de t

i kik ik ik ik ik ik ik ik

ik ik

k k k k
k k g s g g g g g

s k kk g
� � � � � � �

g

y el campo gravitatorio viene descrito por el tensor ik ik i ks g �� � . La segunda ecuación (29) deja de existir y

la primera de (29) es

*
ik ikR s��

que no es más que la ecuación de la Relatividad General en el vacío con el término cosmológico. De (23) se ve

que la conexión es idéntica a los símbolos de Christoffel, entonces como cabía esperar el espacio es riemanniano.

7.- Campo electromagnético para la densidad lagrangiana λ R� 2L

En la teoría de Einstein las ecuaciones de campo electromagnético son la segunda de (29) y la que nos sirve

de definición de ki , es decir son

, ,
1

;
6

k ks ks
i k k i ik s si i D�	� � � � �i f f

como ksf  es antisimétrico y no hay torsión, la derivada covariante de ksf  coincide con su derivada parcial. De

la primera ecuación (31) encontramos que

0ik kr ri

r i kx x x

	 	 	� � �
� � �

� � �
que es el segundo grupo de ecuaciones de Maxwell. (32) nos obliga a integreptar 6ki �  como el potencial

electromagnético si queremos que ik�  sea el tensor de campo. No obstante la segunda ecuación (31) hay que

interpretarla como el primer grupo de ecuaciones de campo, con 0
ki��  como la densidad de corriente (

0
�  es

la constante dieléctrica del vacío) y entonces hay que identificar ikf  con el tensor de campo electromagnético

en componentes contravariantes, o sea con ik	 , lo que hemos visto que es cierto para el caso de campo

electromagnético débil.

Un problema surge con esta interpretación. Si no existen fuentes de campo electromagnetico, entonces

(30)

(31)
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0ki �  por tanto también será nulo el potencial; o sea, no existirá campo electromagnético, algo que se contra-

dice con la experiencia ordinaria, donde es posible la existencia de campo electromagnético en el vacío. Einstein

trató de eludir este problema en base a la pequeñez de la constante �, ya que incluso para extremadamente

pequeños valores de ki  el potencial 6ki �  tendría un valor apreciable y lo mismo ocurriría con ik� , es decir

existiría en esta situación campo electromagnético, mientras que el primer grupo de ecuaciones de campo

quedaría

0.ks
s� �f

Entonces aunque estrictamente no es posible la existencia de campo electromagnético en el vacío, sí existiría

con fuentes que fueran extremadamente débiles.

Otro problema surge con la identificación de las ecuaciones (31) y (32) con las del campo electromagnético:

no son invariantes gauge. Si hacemos la transformación

k k k
i i

x


�
 � �

�
(
�  es una función cualquiera de las coordenadas), las ecuaciones deben permanecer inalteradas, tal como

ocurre en la teoría de Maxwell. Pero si bien la función ik�  es invariante, al igual que ikf , la segunda ecuación

(31) cambia cuando se hace la transformación gauge.

8.- Generalización de la teoría de Einstein

Como queda dicho, Einstein tomó en su primer trabajo sobre teoría puramente afín, una densidad lagrangiana

con la dependencia funcional

,ik ikR R�L L

de donde se derivan dos intensidades de campo ikg  y ikf . Pero es posible obtener las ecuaciones de campo

de la transformada de Legendre de L

* *
,

ik ik
�L L g f

entonces las ecuaciones de campo son

* *

; .ik ikik ik
R R

� �
� �
� �

L L

g f

Podemos abordar el problema definiendo una densidad *L  en vez de definir L . Como no está definida la

función L , entonces *L  está indeterminada, con la única condición de ser una densidad con la debida dependen-

cia funcional. Indiquemos que la ecuación (23) seguirá siendo válida en este planteamiento.

Einstein replanteó su inicial teoría puramente afín, hallando las ecuaciones de campo a partir del formalismo

que acabamos de indicar. Para ello partió de la densidad lagrangiana

*
2

2

i k
ikg f

�
�� �L f

� y � son constantes indeterminadas. g es el valor positivo del determiante de ikg  que se define por

rk r
ik ig g ��

siendo ikg  a su vez definido por

det

ik
ik

ik
g �

g

g

por las dos últimas relaciones se encuentra que det
ik g�g , por tanto

,
ik ik

gg�g

es decir i kg como lo definimos en este apartado coincide con iks  definido anteriormente; añadamos que las

densidades las calculamos a partir de g . Aunque de partida la teoría es puramente afín, la densidad lagrangiana

(34) ya no lo es, puesto que en ella aparecen las intensidades de campo; nos encontramos por tanto en una teoría

métrico-afín, como lo muestran las ecuaciones (33) y la (23).

El plan de trabajo consiste en aplicar (33) utilizando (34) y obtener 
ikR  y 

ik
R  y posteriormente aplicar

estos resultados a las expresiones que resulta de sustituir (23) en (9). Para este cálculo vamos a necesitar los

(33)

(34)
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siguientes igualdades (ver apéndice)

1

2

1 1
,

2

iki k

pq
ik pq pk iqik

g
g

g
g g g g

g

�
�

�
� � �

� �	 

� � �

g

g

y tener en cuenta que ikf  no depende de ikg . Con esto en cuenta aplicamos la primera ecuación (33)

*

2
2

pq rs
pr qsik ik ik

g
g g g f f

�
�
�� �

� �
� � �g g g

L

donde los índices los subimos y los bajamos con el tensor ikg . El cálculo nos da el resultado

* 3
,

4

rs s
ik ik rs ks iik

g g f f f f
�

� �
�

� � �
�g

L

o bien por (33)

3
,

4

rs s
ik ik rs ks iikR g g f f f f

�
� �� � �

pero al sustituir (23) en (9) tenemos

* 1

6
ik i kikR R i i� �

entonces

* 3 1
,

4 6

s rs
ik ik ks i ik rs i kR g f f g f f i i� �

� �� �
� � � � � � �� �

� �	 

donde *

ikR  es el tensor de Ricci calculado con los símbolos de Christoffel que a su vez son calculados por ikg .

En (35) ��hay que entenderla como la constante cosmológica y el segundo miembro mide cómo el segundo

campo (el de intensidad ikf ) produce campo gravitatorio.

Ahora aplicamos la segunda ecuación (33) para obtener el otro conjunto de ecuaciones de campo. Nótese

que

1
ik ikg f

� �
�

� �f

entonces

*

.ikik
f�

�
� �

�

L

f
De (23) y (9) se tiene

, ,

1

6
i k k iik

R i i� �

por tanto el segundo grupo de ecuaciones de campo es

, ,
1

,
6

ik i k k if i i�� � �

donde definimos

1 1
.k ks ks ks

s s si g f f
g g

� � � � � �f

Notamos que el paréntesis de (36) es un vector con independencia de que la conexión sea o no simétrica, en

efecto

, ,
s

i k k i k i i k siki i D i D i i�� � � �

siendo s s s
ik ik ki� � � � �  el tensor de torsión, que en nuestro caso es nulo. Hay que indicar que al igual que el

campo antisimétrico (entendido por Einstein como el campo electromagnético) es fuente del campo gravitatorio;

también el campo gravitatorio es fuente del campo antisimétrico.

Einstein completa su investigación sobre esta teoría obteniendo la densidad lagrangiana L  que es definida por

(35)

(36)
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*i k ik
ik ik

R R� � �L g f L

se encuentra

* 1
2 .

2 6

ik k
ik kg R f f i i

�
�

� �
� � � �� �� �

L

con la definición * *i k
ikR g R� . En la densidad lagrangiana (37) reconocemos tres términos. Los dos primeros

sumandos del paréntesis indudablemente es la lagrangiana correspondiente al campo gravitatorio; el tercer

sumando es la lagrangiana de un campo vectorial en el vacío y el último término nos informa que ese campo es

másico, o sea, una vez más vemos que el campo antisimétrico que surge de la teoría de Einstein no puede ser  el

campo electromagnético.

Podemos replantear la ecuación (37). Definimos el tensor

2
ik ikF f

�
�

y el potencial k�  por

1

6 2
k ki�

�
�

y si definimos una nueva constante 2� �� �  entonces (37) queda

* 2
2

ik k
ik kg R F F� � � �� �� � � �� �L

conjuntamente con la relación

, , .ik k i i kF � �� �

9.- Resumen

Hemos analizado la teoría de campo unificado que Einstein desarrolló en tres artículos escritos en el año

1923. Hemos desarrollado todos los cálculos, la mayoría de ellos ausentes en los trabajos originales. Esta teoría

es puramente afín, en el sentido de que los únicos potenciales son las componentes de la conexión.

A partir exclusivamente de suponer que la densidad lagrangiana depende del tensor de Ricci, se obtienen

unas ecuaciones auxiliares que nos permiten determinar las componentes de la conexión en función de las

intensidades de campo.

La teoría supone una conexión simétrica, esto viene a significar que surgen dos campos, uno de ellos simétri-

co (y que se identifica con la gravedad) y el otro antisimétrico, que Einstein identificó con el electromagnetismo,

aunque hemos expuesto varias razones que contradicen esta suposición.

Einstein consideró dos densidades lagrangianas diferentes. En su primer artículo, tomó la misma densidad

lagrangiana que algunos años antes había considerado Eddington. Más interesante es la segunda densidad

lagrangiana de Einstein, entre otras cosas porque le permite a Einstein abordar la obtención de las ecuaciones de

campo a partir, no de la densidad lagrangiana, sino de su transformada de Legendre, lo que simplifica considera-

blemente los cálculos.

Aunque la teoría de Einstein reproduce correctamente las ecuaciones de la Relatividad General en el vacío

con término cosmológico, tiene problemas para encajar la teoría electromagnética de Maxwell. Esta teoría

unificada no permite, en rigor, que exista campo electromagnético en el vacío, además, las ecuaciones electro-

magnéticas que se obtienen no son invariantes gauge y por último la teoría de Einstein exige que el fotón tenga

masa. Por tanto no se puede mantener que el campo antisimétrico que se deduce de la teoría de Einstein sea el

campo electromagnético y por tanto se tendría que identificar con otro campo diferente.
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11.- Apéndice

Vamos a expresar la variación de la raíz cuadrada del determinante del tensor métrico con respecto a la
variación de la densidad tensorial ik ik

g g�g ; como pq
pqg gg g� �� �

1 1 1

2 2 2

pq pq pq
pq pq pqg gg g g g g g� � � �� � � � �g

y como 4qp
qpg g � entonces

1
.

2

pq
pqg g� �� g

Sea la identidad
pk p

ik ig g ��g

al hallar su derivada respecto a mng  se encuentra tras usar (38)

1

2
pk p k pik

ik m n mn imn

g
g g� � �

�
� �

�
g

g

multiplicando ambos miembros por ptg

1

2
pk p pik

pt mn pt i in pt mmn

g
g g g g g g g� �

�
� �

�g

de donde se deduce el resultado

1 1
.

2

i t
mn i t in mtmn

g
g g g g

g

� � �
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� � �g

(38)
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