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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ è ïðîâåðÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

ñîáñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê æ¼ñòêîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Èç ýòèõ óñëîâèé

ñëåäóþò çàêîí äâèæåíèÿ ñîáñòâåííîé òåòðàäû è óðàâíåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è êèíåìàòèêè, ò. å. äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøàþùèå çà-

äà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ æ¼ñòêîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïî

èçâåñòíûì ñîáñòâåííîìó óñêîðåíèþ è óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè ïî-

êàçàíî, ÷òî ïðè ñîâåðøåíèè áóñòà äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà èìåþ-

ùàÿ ïðåöåññèþ Òîìàñà îòíîñèòåëüíî íîâîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû áóäåò

èìåòü êîìáèíàöèþ äâóõ âðàùåíèé: íîâîé ñîáñòâåííîé ïðåöåññèè Òîìà-

ñà è âðàùåíèÿ Âèãíåðà, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè äàþò ïåðâîíà÷àëüíóþ

÷àñòîòó ïðåöåññèè Òîìàñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåöåññèÿ Òîìàñà, âðàùåíèå Âèãíåðà, îáðàòíàÿ çàäà÷à êèíå-
ìàòèêè, ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå, ñîáñòâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, òåòðàäíûé

ôîðìàëèçì.

Ââåäåíèå

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå [1] áûëè âûâåäåíû óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êèíå-
ìàòèêè. Äàííûå óðàâíåíèÿ ñëåäóþò èç çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê æ¼ñòêîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà s îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü â ñó-
ùåñòâåííîé ñòåïåíè îñíîâûâàþòñÿ íà èçâåñòíîì ïðåîáðàçîâàíèè â æ¼ñòêóþ
íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà ïðåäëîæåííûì Íýëñîíîì [2], [3]. Äàííîå
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ïðåîáðàçîâàíèå, íåñîìíåííî, ÿâëÿåòñÿ âåðíûì ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-
ïåðâûõ, ìåòðèêà, ñëåäóþùàÿ èç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ïðèí-
öèïó îáùåé ôîðìèíâàðèàíòíîñòè [4], ò.å. êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé æ¼ñò-
êîé óñêîðåííîé è âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà (ñì. [2], [5, c. 404, ôîðìóëà
(13.71) ñ ïîïðàâêîé íà îòñóòñòâèå â ÑÒÎ êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè].
Âî-âòîðûõ, ñîáñòâåííûå óñêîðåíèå è óãëîâàÿ ñêîðîñòü íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû s â ýòîé ìåòðèêå ñîâïàäàþò ñ íåçàâèñèìî âû÷èñëåííûì ÿäðîì ãåíåðàòîðà
èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êîòîðîå ñâÿçûâàåò äâå ìãíî-
âåííî ñîïóòñòâóþùèå s èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà â ìîìåíòû t è t + ∆t
ñîîòâåòñòâåííî, êàê óêàçàíî â [6, ñ.231, çàäà÷à 3.26].

Òåì íå ìåíåå, õîòÿ íåò ïðè÷èí ñîìíåâàòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, íî, ïîñêîëüêó ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åù¼ èññëåäóåòñÿ, ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êèíåìàòèêè åù¼ íåäîñòàòî÷íî îáîñíî-
âàíû. Ñàìè æå ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà èìåþùåé çàäàííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïîýòî-
ìó, äëÿ áîëåå íàä¼æíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ âàæíî âûâåñòè èõ äðóãèì ñïîñîáîì.
Òàêîé ñïîñîá áóäåò ïîêàçàí â ï. 2, íî ïðåäâàðèòåëüíî, â ï.1 äàííîé ñòàòüè
ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå ôîðìóëû êàñàþùèåñÿ êèíåìàòèêè âðàùåíèé
è, â ÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ Âèãíåðà [7]- [9, ôîðìóëà (20)], êîòîðîå
âîçíèêàåò ó äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà ïðè ñîâåðøåíèè áóñòà.

Íàèáîëåå îáùåå âîçìîæíîå äâèæåíèå æ¼ñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷¼òà òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü èíâàðèàíòíî, â 4-ìåðíîì âèäå. Íàïðèìåð, äëÿ
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ðàâíîóñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà óñëîâèå å¼ ðàâ-
íîóñêîðåííîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå îäíîãî ðàâåíñòâà - ïîñòîÿíñòâà
êâàäðàòà 4-âåêòîðà óñêîðåíèÿ dΛ0i/dt ·dΛ0

i/dt , ãäå t - åñòü ñîáñòâåííîå âðåìÿ
íà÷àëà îòñ÷¼òà, à Λ0i - åñòü âåêòîð 4-ñêîðîñòè [10, ñ. 41, çàäà÷à ê ï. 7]. Äëÿ
íàèáîëåå æå îáùåãî êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé æ¼ñòêîé ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà îäíîãî òàêîãî òðåáîâàíèÿ ÿâíî íåäîñòàòî÷íî. Ýòè óñëîâèÿ äîëæíû
ñâÿçûâàòü êîìïîíåíòû 4-âåêòîðîâ, êîòîðûìè îáëàäàåò äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà ñ ñîáñòâåííûìè èíâàðèàíòàìè äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèÿ äëÿ 4-óñêîðåíèÿ dΛ0i/dt = ai è 4-òåíçîðà âðàùåíèÿ [5, ôîðìóëà (6.20)],
êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä â êà÷åñòâå ýòèõ óñëîâèé ìîæíî áûëî áû èñïîëüçî-
âàòü, â äàííîì ñëó÷àå áåñïîëåçíû. Îäíî èç èñêîìûõ óñëîâèé (äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà, âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé ñîáñòâåííîé ïðåöåññèè Òî-
ìàñà) áûëî äàíî â [11, ôîðìóëà (5.29)]. Ïîëíîñòüþ èíâàðèàíòíûå óñëîâèÿ
äâèæåíèÿ áóäóò äàíû â ï. 2. Çàáåãàÿ âïåð¼ä óêàæåì, ÷òî äàííûå óñëîâèÿ
ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèåì 4-ñêàëÿðíîñòè êîìïîíåíò õàðàêòåðèñòèê
äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Åñëè ýòè óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâû, òî ôîðìèíâàðèàíò-
íîñòü äàííûõ óðàâíåíèé ïðè áóñòå âîçìîæíî ïðîâåðèòü. Ñîîòâåòñòâóþùåå
äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â ï. 3, à ïîëó÷èâøèåñÿ ðåçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ
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â ï. 4.
Êðîìå òîãî â ï. 5 áóäåò ðàññìîòðåí çàêîí âðàùåíèÿ ñîáñòâåííîé òåòðàäû

ñèñòåìû îòñ÷¼òà, êîòîðûé îáñóæäàëñÿ â [5, ôîðìóëà (6.11)], [12, ôîðìóëû (4),
(6)].

1. Êèíåìàòèêà ïîâîðîòîâ è âðàùåíèå Âèãíåðà

Íàïîìíèì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êèíåìàòèêè ïîâîðîòîâ.
Ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà n êîìïîíåíòû
âåêòîðà r(s) â íà÷àëüíîé ñèñòåìå s è ñîñòàâëÿþùèå ýòîãî æå âåêòîðà r(s′) â
êîíå÷íîé ñèñòåìå s′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

rα(s) = aβαr′β(s′), (1)

ãäå ìàòðèöà aβα â êîîðäèíàòàõ: îñü ïîâîðîòà n , óãîë ïîâîðîòà φ èìååò âèä

aβα = δαβ cosφ+ nβnα(1− cosφ)− eαβγnγ sinφ . (2)

Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çäåñü è äàëåå ïðèíÿòà ïàññèâ-
íàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ïîâîðîòû, ñîãëàñíî êîòîðîé âðàùàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, à ñàì âåêòîð îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ïîâî-
ðîòà aβα ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

aβαaγα = aαβaαγ = δβγ (3)

è ðàâåíñòâà ¾óíè÷òîæåíèÿ¿

eαµνaµβaνγ = eµβγaαµ, eαµνaβµaγν = eµβγaµα. (4)

Ìàòðèöà âðàùåíèÿ aβα(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

daαβ

dt
= −eαµνω′µaνβ , (5)

ãäå ω′ åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü â ñèñòåìå s′

ω′ν =
1

2
eαλνaλβ

daαβ

dt
. (6)

Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ äâèæåíèå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà s′ ñî ñêî-
ðîñòüþ v(t) îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S. Åñëè èíåð-
öèàëüíàÿ ñèñòåìà s′ îðèåíòèðîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò èç S â s′ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì áóñòîì,
òî óñëîâíî ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî ñèñòåìà s′ îðèåíòèðîâàíà ¾áåç ïîâîðîòà¿
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îòíîñèòåëüíî S. Ïåðåéä¼ì òåïåðü â íîâóþ ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà
S∗, êîòîðàÿ äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u ¾áåç ïîâîðîòà¿ îòíîñèòåëüíî S. Õîðî-
øî èçâåñòíî, ÷òî â íîâîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå íà÷àëî îòñ÷¼òà ñèñòåìû s′

äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ (çäåñü è äàëåå c = 1 )

v∗ =

√
1− u2 v − u

1− uv
+

(1−
√

1− u2)(uv)u

u2(1− uv)
. (7)

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå èç S∗ â s′ íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì áó-
ñòîì. Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó êîîðäèíàò
s′, îñè íîâîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà s îðèåíòèðîâàííûå ¾áåç ïîâîðîòà¿ îòíîñèòåëü-
íî S∗ (êîòîðàÿ äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t) èç (7)) òðåáóåòñÿ åù¼ ïîâåðíóòü íà
íåêîòîðûé óãîë φW âîêðóã íåêîòîðîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Äîâîëüíî äëèí-
íûé ðàñ÷¼ò, êîòîðûé ìû çäåñü îïóñòèì, óòâåðæäàåò, ÷òî ýòîò ñîáñòâåííûé
ïîâîðîò ðàâåí (ñì. [9, ôîðìóëà (20)])

n tg
φW
2

= n
sinφW

1 + cosφW
=

u× v(
1 +
√

1− u2
) (

1 +
√

1− v2
)
− uv

. (8)

Ýòîò ïîâîðîò íàçûâàåòñÿ âðàùåíèåì Âèãíåðà. Åñëè u ìàëî, òî

n φW =
1−
√

1− v2
v2

u× v. (9)

Ìàòðèöó ïîâîðîòà Âèãíåðà îáîçíà÷èì bβαW , òàê, ÷òî (1) âûãëÿäèò â âèäå

rα(s) = bβαW r′β(s′), (10)

Äëÿ ìàëîãî óãëà φW ìàòðèöà ïîâîðîòà (2) åñòü

bβαW = δβα − eαβγnγφW = δβα +
1−
√

1− v2
v2

(vαuβ − vβuα). (11)

Ïî îïðåäåëåíèþ (6) óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Âèãíåðà åñòü

ω′νW =
1

2
eαµν bµβW

d bαβW
dt

. (12)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (11) ïîëó÷èì, ÷òî îíà ðàâíà

ω′W =
d (n φW )

dt
=

(1−
√

1− v2)2

v4
√

1− v2
(vv̇) u× v +

1−
√

1− v2
v2

u× v̇. (13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé äâèæåíèÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, êîãäà
îíà (îáîçíà÷èì å¼ k) èìåëà äðóãóþ îðèåíòàöèþ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S, ÷åì
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ñèñòåìà ¾áåç ïîâîðîòà¿ s′. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà r(s′)
â íà÷àëüíîé ñèñòåìå s′ è ñîñòàâëÿþùèå ýòîãî æå âåêòîðà r(k) â ñèñòåìå k
ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

rβ(s′) = aγβrγ(k). (14)

Ïîäñòàâèâ (14) â (10) ïîëó÷èì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ïîâîðîòà ìåæäó
íà÷àëüíîé ñèñòåìîé s è êîíå÷íîé ñèñòåìîé k åñòü

a∗γα = aγβbβαW . (15)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû ñèñòåìû îòñ÷¼òà k, êîòîðàÿ äâèãàåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ v è èìååò îðèåíòàöèþ aγα îòíîñèòåëüíî S, ïðè ÷èñòîì áóñòå ñî ñêîðîñòüþ
u ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíàì (7), (15).

2. Èíâàðèàíòíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ íåèíåðöèàëüíîé ñè-

ñòåìû îòñ÷¼òà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå 4 âåëè÷èíû ñîñòîÿùèå èç 4 êîìïîíåíò, ãäå
ïåðâûé èíäåêñ ó êàæäîãî ñèìâîëà îòâå÷àåò çà åãî íîìåð, à âòîðîé - çà åãî
êîìïîíåíòó.

Λ0i = (Λ00,Λ0α) =

(
1√

1− v2
,

vα√
1− v2

)
, (16)

Λαi = (Λα0,Λαβ) =

(
vγaαγ√
1− v2

, aαβ +
1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
vβvµaαµ

)
, (17)

ãäå vα - åñòü 3-âåêòîð ñêîðîñòè íà÷àëà îòñ÷¼òà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, aαβ -
åñòü ìàòðèöà ïîâîðîòà, à ãðå÷åñêèå èíäåêñû, êàê îáû÷íî, ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ
1,2,3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè

Λ0iΛ0
i = 1, Λ0iΛα

i = 0, ΛαiΛβ
i = − δαβ. (18)

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ Λ0i , Λαi ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè â îáùåì
ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà èç íåêîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà S: (T,R) â
èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó s′ : (t, r′)

T = Λα0r′α + Λ00t, Rβ = Λαβr′α + Λ0βt.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü r′α è t êàê ïàðàìåòðû, òî èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Λαi =
dX i/dr′α è Λ0i = dX i/dt âèäíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ 4-âåêòîðàìè. Êðîìå òîãî,
ïðè ëþáîì íåïðåðûâíîì ïðåîáðàçîâàíèè èç îáùåé ãðóïïû Ëîðåíöà âåëè÷è-
íû Λαi , Λ0i (i = 0, 1, 2, 3) ïðåîáðàçóþòñÿ â âåëè÷èíû òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé
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ôîðìû (16), (17). Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íóëåâîé âåêòîð Λ0i ÿâëÿåòñÿ âðåìå-
íîïîäîáíûì âåêòîðîì 4-ñêîðîñòè íà÷àëà ñèñòåìû s′. Åãî ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì è êàñàòåëüíûì ê ìèðîâîé ëèíèè íà÷àëà
îòñ÷¼òà íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû s′. 4-âåêòîð æå Λαi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîïîäîáíûé îðò α-é îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò s′. Ñîñòàâèì òåïåðü
ïðîèçâåäåíèÿ

W ′γ = Λ0
i

dΛγi

dt
, (19)

Ω′
γ

= −1

2
eαµγΛµ

i

dΛαi

dt
. (20)

Â ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùåé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ýòè ïðîèçâåäå-
íèÿ ðàâíû W ′γ = aγβ v̇β è Ω′γ = eαµγaµβȧαβ/2 , ò.å. ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûì
óñêîðåíèåì è ñîáñòâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ s′. Â ñèëó 4-âåêòîðíîñòè âåëè-
÷èí Λαi , Λ0i, äàííûå óðàâíåíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (19), (20) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè êèíåìàòè÷åñêèìè,
ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûìè óñëîâèÿìè äâèæåíèÿ äàííîé íåèíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû ñ èçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (16), (17) è
ïîäñòàâèì äàííûå çíà÷åíèÿ â (20). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
èíäåêñîâ, ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ è èñïîëüçîâàíèÿ ðàâåíñòâ (4) è (6)
ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

Ω′γ = aγα
1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
eαµνvµv̇ν + ω′γ. (21)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (19)

W ′γ = aγα
[

v̇α√
1− v2

+
1−
√

1− v2
v2(1− v2)

(vv̇)vα
]
. (22)

Óðàâíåíèÿ (21) è (22) ïîñëå çàìåíû vα = aβαv′β ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì îáðàò-
íîé çàäà÷è êèíåìàòèêè, êàê ïîêàçàíî â [1].

v̇′ =
dv′

dt
= W′ − (W′v′)v′ −Ω′ × v′, (23)

ω′ = Ω′ − 1−
√

1− v′2

v′2
v′ ×W′. (24)

3. Ïðîâåðêà ôîðìèíâàðèàíòíîñòè õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû

îòñ÷¼òà

Äëÿ ïîëíîé óâåðåííîñòè ôîðìóëû ñîáñòâåííîãî óñêîðåíèÿ è ñîáñòâåííîé
óãëîâîé ñêîðîñòè (19), (20) íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü. Ïî ñâîåìó ñìûñëó ýòè ôîð-
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ìóëû ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèåì íåèçìåííîñòè õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà s′ îò áóñòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî â íîâîé ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S∗ è â ñòàðîé ñèñòåìå S ñîáñòâåííîå óñêîðåíèå è
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû s′ äîëæíû áûòü ïðè ïîäñòàíîâêå (7), (15) ðàâíûìè.
Ê ñîæàëåíèþ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà â ðàâåíñòâà (21), (22) (ãäå âñå âå-
ëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ ñî çâ¼çäî÷êàìè) ôîðìóë (7), (15) ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì
âû÷èñëåíèÿì. Ìåæäó òåì çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé áóñò ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êîìïîçèöèþ ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ áóñòîâ.
Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîêàçàòü â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (21), (22)
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èõ âûïîëíåíèå äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà. Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç (7) âèäíî, ÷òî

v∗ = v(1 + uv)− u, v̇∗ = v̇(1 + uv) + v(uv̇). (25)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â âûðàæåíèå

W ′γ = a∗γα
[

v̇∗α√
1− v∗2

+
1−
√

1− v∗2
v∗2(1− v∗2)

(v∗v̇∗)v∗α
]

ôîðìóë (25), à òàêæå (15) è (11), ïîñëå íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîëó÷èì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà âåëè÷èíû W′ íå èçìåíèëàñü

W ′γ = aγα
[

v̇α√
1− v2

+
1−
√

1− v2
v2(1− v2)

(vv̇)vα
]
.

Àíàëîãè÷íî âûøåñêàçàííîìó, ïîäñòàâëÿÿ (6) è (15) â (21), äèôôåðåíöèðóÿ
è ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû Âèãíåðà, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà óðàâíå-
íèþ (3) ïîëó÷èì, ÷òî

Ω′γ = a∗γα
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν + ω′∗γ =

= (aγβbβαW )
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν +

1

2
eαµγ(aµνbνλW )

d

dt
(aαβbβλW ) =

= (aγβbβαW )
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν +

1

2
eαµγ

[
aµνaαβbνλW ḃ

βλ
W + aµν ȧαβ(bνλW b

βλ
W )
]

=

= (aγβbβαW )
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν +

1

2
(eαµγaµνaαβ)bνλW ḃ

βλ
W +

1

2
eαµγaµν ȧαβδνβ.

Äàëåå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ó÷ò¼ì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ "óíè÷òîæåíèÿ"(4) è
ïîñëå ýòîãî ðàâåíñòâî (12)

Ω′γ = (aγβbβαW )
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν +

1

2
eτβνaγτbνλW ḃ

βλ
W +

1

2
eαµγaµβȧαβ =
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= (aγβbβαW )
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν + ω′τWa

γτ +
1

2
eαµγaµβȧαβ =

= aγβ
[
bβαW

1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν + ω′βW

]
+

1

2
eαµγaµβȧαβ. (26)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âûðàæåíèå ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (26) â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (11), (13), (25) ïîëó÷èì ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëå-
íèé, ÷òî

bβαW
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν + ω′βW =

1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
eβµνvµv̇ν +

(1−
√

1− v2)2

v4
√

1− v2
kβ,

ãäå âåêòîð k , êîìïîíåíòà êîòîðîãî âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà,
ðàâåí

k = v2v̇ × u + (uv)v × v̇ − (vv̇)v × u + [v̇(v × u)] v.

Çàìåòèì, ÷òî
kv̇ = kv = ku = 0.

Åñëè âåêòîðû v̇, v , u íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñàì âåêòîð k òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Åñëè æå äàííûå
âåêòîðû êîìïëàíàðíû, òî v̇(v × u) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå îñòàâøèåñÿ âåêòîð-
íûå ñëàãàåìûå â k ëåæàò íà îäíîé îñè è äëèíó âåêòîðà k ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî
îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü óãîë ìåæäó v̇ è u
åñòü ϕ1 , à ìåæäó v è u åñòü ϕ2 . Òîãäà âûáèðàÿ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèå
âåêòîðà v × v̇ èìååì

|k| = v2v̇u [− sinϕ1 + cosϕ2 sin(ϕ1 + ϕ2)− sinϕ2 cos(ϕ1 + ϕ2)] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå k = 0 è

bβαW
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν + ω′βW =

1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
eβµνvµv̇ν . (27)

Òåì ñàìûì îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè (26) ôîðìèíâàðè-
àíòíà

Ω′γ = a∗γα
1−
√

1− v∗2

v∗2
√

1− v∗2
eαµνv∗µv̇∗ν +

1

2
eαµγa∗µλȧ∗αλ =

= aγα
1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
eαµνvµv̇ν +

1

2
eαµγaµλȧαλ.
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4. Îáñóæäåíèå ôîðìèíâàðèàíòíîñòè ñîáñòâåííîé óãëîâîé

ñêîðîñòè

Ïóñòü â íåêîòîðîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå S íà÷àëî æ¼ñòêîé ñèñòåìû îòñ÷¼-
òà s′ äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî (a∗βα = δβα , ò.å. ¾áåç ïîâîðîòà¿ îòíîñèòåëüíî
S) ñî ñêîðîñòüþ v . Äàííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà îáëàäàåò ñîáñòâåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ðàâíîé ÷àñòîòå ïðåöåññèè Òîìàñà

ΩT =
1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
v × v̇.

Ïðîèçâåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíûå (â áëèçêèå ìîìåíòû âðåìåíè) áóñòû â ìãíî-
âåííî ñîïóòñòâóþùèå s′ èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Â ýòîì ñëó÷àå íîâàÿ
ïðåöåññèÿ Òîìàñà ñèñòåìû s′ (ïåðâûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè (27)) áóäåò ìàëà
(èç-çà ìàëîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè) è âñÿ ñîáñòâåííàÿ ïðåöåññèÿ Òîìàñà
áóäåò îòíîñèòüñÿ íà ñ÷¼ò âðàùåíèÿ Âèãíåðà. Ýòîò âûâîä íåòðóäíî äîêàçàòü.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â ìîìåíò T + ∆T ñêîðîñòü ñèñòåìû s′ îòíîñèòåëüíî S
ñòàëà v + ∆v. Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà äâèãàþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ u = v.
Ñäåëàâ çàìåíó â (8)

u→ v, v→ v + ∆v

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî óãîë ïîâîðîòà Âèãíåðà φW ìàë, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî
îí ðàâåí

nφW =
1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
v ×∆v.

Î÷åâèäíî, ýòîò óãîë ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ïðåöåññèè Òîìàñà óìíî-
æåííîé íà ïðîìåæóòîê ñîáñòâåííîãî âðåìåíè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èíîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî ïðåöåññèÿ Òîìàñà è âðàùåíèå Âèã-
íåðà ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè íàçâàíèÿìè îäíîãî è òîãî æå ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ.
Äàííîå ìíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçóìååòñÿ îøèáî÷íûì, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî (è äàæå äëÿ î÷åíü ìàëîãî) áóñòà ïðîâîäèòü ðàçëè÷èå ìåæäó âðàùåíèåì
Âèãíåðà è ïðåöåññèåé Òîìàñà ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ïîÿñíèòü òàêæå íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (27), åñ-
ëè ïðîèçâåñòè áóñò èç S íå â ìãíîâåííî ñîïóòñòâóþùóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, à
â ïðîèçâîëüíóþ ñî ñêîðîñòüþ u . Â íîâîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà S∗

íà÷àëî îòñ÷¼òà s′ èìååò óæå ñêîðîñòü v∗ , ñâÿçàííóþ ñ v è u ôîðìóëîé (7),
à îñè êîîðäèíàò s′ èñïûòûâàþò äîïîëíèòåëüíîå âèãíåðîâñêîå âðàùåíèå (8).
Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ s′ â íîâîé ñèñòåìå
ñêëàäûâàåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (27) èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: íîâîé ñîáñòâåí-
íîé ïðåöåññèè Òîìàñà (ïåðâûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè) è âèãíåðîâñêîãî âðàùåíèÿ
(âòîðîé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè).
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Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå âðàùåíèå Âèãíåðà íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ñ
ñîáñòâåííîé ïðåöåññèåé Òîìàñà; ýòî õîòÿ è òåñíî ñâÿçàíûå ìåæäó ñîáîé, íî
íåýêâèâàëåíòíûå ïîíÿòèÿ. Ñóòü îòêðûòèÿ Òîìàñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè
æ¼ñòêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà s′ äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò
ëàáîðàòîðíîãî âðåìåíè å¼ êîîðäèíàòíûå îñè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ìãíîâåííî
ñîïóòñòâóþùåé åé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà îðèåíòèðîâàííîé ¾áåç ïî-
âîðîòà¿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû, òî ñèñòåìà s′ îáëàäàåò ñîáñòâåí-
íîé ïðåöåññèåé, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ïðåöåññèåé Òîìàñà. Ñîáñòâåííîå æå âðà-
ùåíèå Âèãíåðà äîïîëíèòåëüíî ê ïðåöåññèè Òîìàñà, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ
(27), îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé bαβ è ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ëþáîì áóñòå.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà s′ â ïåðâîíà÷àëüíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå
äâèãàëàñü ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîóñêîðåííî áåç ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ, å¼ ñîá-
ñòâåííàÿ ïðåöåññèÿ Òîìàñà ðàâíà íóëþ. Òîãäà èç (27) ñëåäóåò, ÷òî â íîâîé ëà-
áîðàòîðíîé ñèñòåìå âðàùåíèå Âèãíåðà è ïðåöåññèÿ Òîìàñà ñèñòåìû s′ äîëæíû
áûòü ïðîòèâîíàïðàâëåíû è êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Íåçàâèñèìàÿ ïðîâåð-
êà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áóäåò ïðîèçâåäåíà â äðóãîé ñòàòüå.

5. Çàêîí äâèæåíèÿ ñîáñòâåííîé òåòðàäû

Íàéä¼ì òåïåðü çàêîí äâèæåíèÿ ñîáñòâåííîé òåòðàäû. Åñëè ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàòü êîìïîíåíòû Λα0 èç (17), çàìåíèòü â ïîëó÷èâøåìñÿ âûðàæåíèè ïðî-
èçâîäíûå ȧαβ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (5) è â èòîãå ó÷åñòü âûðàæåíèå äëÿ ω′α èç
(21), òî ïîëó÷èì, ÷òî

dΛα0

dt
=

aαν v̇ν√
1− v2

− 1−
√

1− v2
v2(1− v2)

(eαµνaνγaµλ)eλψϕvγvψv̇ϕ+

+
aανvν(vv̇)
√

1− v23
+ eαβγΩ′γ

vνaβν√
1− v2

.

Äàëåå, â ïåðâîì è âòîðîì ÷ëåíå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ó÷ò¼ì ðàâåí-
ñòâî "óíè÷òîæåíèÿ"(4), è âåçäå ïîäñòàâèì âìåñòî ïðîèçâîäíûõ v̇ν èõ çíà÷åíèÿ
ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

v̇ϕ =
√

1− v2aλϕW ′λ −
√

1− v2(1−
√

1− v2)
v2

(vαaβαW ′β)vϕ,

êîòîðîå ñëåäóåò èç (22). Ïîñëå âñåõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì, ÷òî

dΛα0

dt
= W ′α 1√

1− v2
+ eαβγΩ′γ

vνaβν√
1− v2

. (28)
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîèçâîäíîé êîìïîíåíòû Λαµ èç (17) ìîæíî íàéòè
å¼ ñëåäóþùåå çíà÷åíèå

dΛαµ

dt
= W ′α vνaαµ√

1− v2
+ eαβγΩ′γaβµ + eαβγΩ′γ

1−
√

1− v2

v2
√

1− v2
vµvνaβν . (29)

Óðàâíåíèÿ (28) è (29) çàïèñûâàþòñÿ â åäèíîé ôîðìå êàê

dΛαi

dt
= W ′αΛ0i + eαβγΩ′γΛβi. (30)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì âû÷èñëåíèÿì, äèôôåðåíöèðóÿ êîìïîíåíòû (16) ïî-
ëó÷èì, ÷òî

dΛ0i

dt
= W ′αΛαi. (31)

Óìíîæàÿ (30), (31) íà Λµ
i è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè (18)

ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (19), (20).

Çàêëþ÷åíèå

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è êèíåìàòèêè ñïðàâåäëèâû ñàìè ïî ñåáå, íåçàâèñèìî îò
èñòèííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà � Ì¼ëëåðà � Íýëñîíà [2], [3]. Ñïîñîáîì
äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áûëà ôîðìóëèðîâêà (â ï. 2) èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé äâè-
æåíèÿ (19), (20) äëÿ ïðîèçâîëüíîé æ¼ñòêîé íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà
îáëàäàþùåé çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è êèíåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòèõ óñëîâèé. Ïðîâå-
ðÿÿ (19), (20) äëÿ ìàëûõ áóñòîâ (ï. 3) áûëî ïîêàçàíî (ï. 4), ÷òî åñëè â îäíîé
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå íåèíåðöèàëüíàÿ æ¼ñòêàÿ ñèñòåìà s′ èìåëà òîëüêî ñîá-
ñòâåííóþ ïðåöåññèþ Òîìàñà, òî â íîâîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå òàêàÿ ñèñòåìà
s′ áóäåò èìåòü êîìáèíàöèþ (27) äâóõ âðàùåíèé: íîâîé ñîáñòâåííîé ïðåöåññèè
Òîìàñà è âðàùåíèÿ Âèãíåðà, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè äàþò ïåðâîíà÷àëüíóþ
÷àñòîòó ïðåöåññèè Òîìàñà.

Òàêæå â ñòàòüå áûë ïîëó÷åí çàêîí äâèæåíèÿ ñîáñòâåííîé òåòðàäû (30),
(31). Äàííûå ôîðìóëû ïîëåçíû, íàïðèìåð, ïðè îáñóæäåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äâèæåíèÿ ñïèíîâûõ ÷àñòèö â ïîëå.
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