
�������� ��	
� �	�� ����	�� ���� ��	�����

������� ��� ����������

���������	 
� ���� ���������� 
� ���������� �����������

������� ���� ������

��������

���� ���� �	 �
��	�
��	 �	� 
�������
 ��	��
�	 ������� �� ��
�������	
 ��

��	�� 
�����	
 ��
 ���	 ���������� ���
 ������� ���� ��� � ����� �������� ���� 
���

�	����
��	 ��
�������	
� 
����	 ����������	
 �	 ��� ����� �������� ������
 ��

��������	 
����
� ���������� 
����
� �	� ��� ��	������ ����� �� ��������	 
�����

��
������� ����
������	
 ���� ��	������� ������� ���� ������
 ��� �	������� � ���	 

� �����	�� �������� ������ ! ����
������	 �������� ��	 �������� 
����	�
 ��

�"��������� ����	�	�

� �������	�
��

����� �������� 	
� ��� �	���	
 ��	�� ������� �� ������� ����	��� �	�
� �� ������ ��
�����
��������� �	
	���	� 	�� ����
���	�� ����� ��
��� �	�� 	� ���
��� �
	����	� �������	����
���� ����
��� 
��	���� �
	�����
���� ��� �
���� �� ��	����� ��� �
	�����
��� �� ����� 	��
�����
 �	���� ���
��	� �	��������� ��� ���	� ��
 �� ���� ������� 	�����	� ����	�	��
�����	
 ��
 �	������� �� � ���� ���� 	
� �� ���
�	�� ��	� ���
� ������� �� ��� �������
���
�������� �	� �� ����� ��� 	� �	
� �� ��� �
�� ��	
 ��

������

!� ���� 	
����� �� �
�� �
��"� ����� ���� ��� �����
� �� �����
�� 	����
	 #$%� ��
����	�� ��� ����
������ �� ����� �������� ���� �����
�� 	����
	�� ��� ����
�������
�� ��� �����
�� 	����
	� �� �����������	� 	�� ��
�����������	� &������	� ��	�� ��
������� ' 	
� 	���� �	(�� �
� #'%� ��� �
�����	���� �� �	�� ����
������ �������� �� ���

����	�� ��
��	� 	����	���� �� 	� ������
	���� ��� �� ���
��� ��� ���
�� ��
� �
�	���
���� ��� ����
	����� �����
� �����	
� �����
���	#)%� �����
���	 	����� ��
��� ����
	�����
�����
������ 	�� 	��	����� ���� ����
� ��������� �� *	�	 	������ #+� ,� -% 	�� ������
���
��
	� �
	������

.�� �� ��� ����� ����
������� �� ����� �������� �	� ����� �� /� 0	��	��#1% 2
	��	��
�	��
 ����� 	 ����
	� ��
��	 ��
 �� �� ��
� �� 2
	��	�� 	����
	�#3% 4� �
	���	�� ����
���� ���� �
��������#5% 	�� �����
	�#$6� $$� $'% �����
�� 	����
	� 7�
 	 ������ �� �����
��������� ��� �����
	� ���� #$6� $$� $'� $)� $+% �
������ 	� ���� �
� ����	�� 8����	
8
����
�������

$

Eckhard MS Hitzer
Proc. of the Symposium Innovative Teaching of Mathematics with Geometric Algebra 2003, Nov. 20-22, 2003, RIMS, University of Kyoto, Japan, pp. 89-104 (2003).

Eckhard MS Hitzer




��� � ��� ��	�
� � �	����	��
�

!� $3++� ���� 	���� '66 ��	
� 	���
 0	��	� �������
�� ��� ����
�� ��� 2�
	� 	����
	���� ������ ��	���
 9�
	�� 2
	��	�� �$365�$311 �������� ��� 8&�������� ����
�8
#$,%� ����� �� 
���������� �� $3-'#3%� 9� �	� ��� 8��� �
	��� �� 	���	����8 ������ ��
8��� ��
 ��� (������� �� ��� ����
� ��
����
� �� 	���	�����8#3%

:��� ��� �����	
 2�
	� 	���	����	� :��
���� /�������	���
 �������
� ��� ������
���� ����
� �� ���
��� 	 ����
 �� 8����
����	� ���������8 	�� 8����8 :����� ���
�	���
 �� ������;

4������ ����� ���
���	���� �� ����� 
��
����� ��� �<�	���� �� 	 ����� �������
��
���� ��� ������ ���������� �� ����
	� �������� �� 	 ��	���#$-%

=	��
 �� ���� ��	�� 2
	��	��>� 
��
�����	���� �� ����� �������� �� �
����� ��
	�
��
�� /�� ����
� ����� ��	� �� ��	�� ������ �� ��� �����
��	� ���������� �� ���� ���
8(������� �� 	���	�����8

��� ��������
 	�����	

!� $313� ��� ��	
 	���
 2
	��	��>� ��	��� 4����	 ?� ���@�
� �$3+,�$315 ���������
��� 8:�����	����� �� 2
	��	��>� ��������� 	����
	�8#$1%� �� ����� �� ������������ ����
��� 2
	��	��>� ��������� 	����
	#3� $,� $3% ���� 9	�����>� <�	��
���� #$5% ����
������
�� 
��	������ ���� �	� ��� ��
�� �� ����@�
� ��������� 	
������ ������ ����� �� ��
���
������ ������������� �
� 	����
	�� �����
�� 

A�
��� ��� �	�� ,6 ��	
� �
 �� �����
�� 	����
	 �	� ����� <���� �����	
 	� 	 
	���

�����
�	� ���� ��
 	���	���� 	�� ��� 	�����	����� #'6%� ��������� �������
����#'$� ''% /��
��� ���������� �� 	�����	����� ���� ��� ������� ���� 0
�������� �����
� �� �� ���
���� �����
	��� �� �����
�� 	����
	�#5% &�����	��� ��
 	�����	����� �� ������
 ������ 	��

������� �� �
���� ��
� ��
�	���� �� 	���� 	 �����
 ��������	� �����
�� 	����
	 �����
��� ���	���� �������
 �����
�� 	����
	�#$6� $$� $'� $)� $+%

��� ������	� ����� � ��
����	� ��	
�

��� �����
	� ���� �� &������	� ��	�� ����� ����
�
��� ��� ����� �� �
���� 	�� ��	��	�
������� 	� ��� ���
	 ����	
 ��������� �� ��	��� ����� �����
� �	�� ��� ������	
 �
���
��
��	� ���� �<�	
� �� B�
��#$6% ���� �	� �� ���� 	� ��

����� �
� ��� ����
������ �� ���
�
��	�	���� �� ����� �� ��	�� 	�� ���� =���� �
��	�	��� 	� ��� ���	
�	�� �	��� ����� ��
����� 	�� �� ���
���
� 
��	��������� ��� �
��	�	���� �� ����� �� ���
���������	� ��	������
	��� �	����� 	���� �����
� ����� �<�	
� �� B�
�� 7�
 	 ����� ����� ���
��� 	�� ����� �����
�
��
 �������
 ��� ����� �����

A������ 	� ���� �����
 ��������	� 8����� ����8� ��� ���	���� ���������� �� ��
 ���
��������	� ��	�� �� �
����� )���	�� 	�� �������� �� ��� ��� ���	���� �����
	� ���� ��
&������	� ��	��� !� ���� �����
	� ����� ���
� ����� �� ��� ��
�����
� �� �� ����������
��

���������� ���� ���
� ����� �� &������	� ��	��� ���� ���	 �	� �� ��������� ����
	 ���� �� �����
�� 	�� �����	����	� ������� ��
 	
�	� ��(�; ������
 ������� ������


�������� ���	
� ��
 ���
� ���������	��� �� ��������� 	
����	� �� ��	� 	���
 �� ��� ��� 
�
� ���
������
�������� ��	����� ���
���

'



�
	������ 
�������� ����#$$� '$� ''% ��� ���	 �� ��� ��
�����
� �� ��� 	� 	�� ���� �� �	�
	�
�	�� ������ �� 7�:� 4	����
 �$15'�$3$1 � 	� 	�����	�� �� 2	����#')%

/	��� �� ��� �����
	� ����� 	 ����
 �� ������
 �
��
	� �	�� ���� ���������
��
 �	
���� 	�����	������ ����� ������ �
������ �
��
	��� �	���	���� ���� 	� �CC 	��
*	�	�#$$� $'� '+� ',% ��� ����
������ �� ������� �	�
� �� ������� ������ ��	���� ��
���� 	��
����
�� �� �� �
�	� ����	���� ���� ����� ���� ���� ��
�� �
 ���
 ������� �!� ��� �	�� �� �����
	�� ��	��� ��� �� ����� ������ ���� �� 	� �������� /�� 	 ��� �������� <������� ��� ������

�� �	� ��� �� ��� �����
	� ���� 	 ����	
�� ����	�� ����
������ ��
 ����� ��������� ����
����� ��� ��� ����
	� ������ ��������� ����� 7��� 3 ����� 2
	��	�� �����

��� 	����
 ���� �� ��
(�� ��� �� ���� �	��
� 4� ���� ���� ��	� �� ��� �����
	�
����� ��� �������	���� �� 2
	��	��>� ��
��	 ��
 ��� ����� �������� ����� �� ���
����
	� ������ �� ��� ��	�� �� ������ ��������� /�� �� �	
 ��� 
�������� ����
������ ����
�������� �� �� 8<�	�
	���8 �� �	�� ����� 	�� ��� 8����	
8� ���� �� �� ����
	�� �� ���
8����	
8 ����
������� �� ���� ��
���� �	�� ����� �� ��� �����
	� �����

� ��	
���� ���	�
��
�� �� ���� 	��
	 ��	�
���

��� ���� 	�� ��	��

0�	�� ����� �������� 	
� ����� ��� ��
��� �� ����
������� �� 	 ���� 	�� 	 ��	��� ����
�	� �� ��	�������� ����	��B�� ���� ����
���� ����
	����� �����
���	#)% �
�	��� *	�	 	�������
D���	��� ����
��� 	������ 	���� �� �
���� 	�����	�� ��� �������� 	�� �
����	���� �� ���
��	�� �� ��	�� ����� 7��� $ �#+� ,� -% �����
���	>� �������
 ���� �	 ����
	� �	�� �
��������
�� ��� ��
�	�� �� 	 �	�� 	����� ���� �� ����	��B� ��	� �	����� 	� �������� !� ���� ���� ��
�� ���� ��	� �	
	���	� ����� 	� �������� ��� ����
���	� 
�	�� ����
�����

��� ��� ������	��� ��
��� �����	

: ����(���� ��
��	 ��
 ��� ������ 	�	����� ����
������ �� ��������� �	
	���	� 	�� ����
�
���	� �� ��� �����
��� ������ �����
� ��� 
	��	� ����	��� � � � �� 	 ����� �� 	 �����
��
�� �
� 	 ����� ����� �� ��� ��
������ �� �� E �� � � � �� ����� ��

� � �E
�

$ C � � ��
� �$ 

���
� ��� �����	��� 
���� �� ������ 	� ��� ������ �� ��� ������
����� �����
 ���
����
�����	
 �� ��� ��
���
��� 	��	���� �� ��� ����� � ���� ��� ������ �� ��� ����	��� �� ���
����� �
� ��� ��
���
��

� E� � �� � � 	 �' 

��� 	���
��( �
����� �� �<� �$ �	�� ��� ��	�	
 �
����� �� �����
�� A�������� �� ���
��	�	
 	������� �� ��� ������
����� �� ���	�� ��


� � � �
 $ 	� ��������

� � � �E $ 	 �	
	���	�

� � � �� $ 	 ����
���	�

)



7���
� $; ����� �����
 ��������; 	 0����� � �	�
 �� ����
������� ��
	���� ������ � ��
����
� �������� � �	
	���	� � ����
���	�

��� �����	��� 
���� ��
��	 �	� 	�	�� �� ����
����� ����	��B�� ���� 	 �����
���	 �
�	���
	����� ����	
� 7��� ' �#+� ,� -% !� �� �������� �� ����
	������� ��	��� ��� ��
���
��� ���
���	� ����	���� ��� ������
������ 	�� �	
� ��� 
	��	� ��
������ �� ����� 	 ����� �� ���
��
���
��� ��� �����	��� 
���� � 	���	
� 	� ��� ����	��� ������� ��� ������ 	�� ���
����
������� ����� �� ��� ����� ������� ���� 	 ���� �	
	���� �� ��� ��
���
�� ��
���� ���
������ ���� �	����� �
������� ���� ��� ��	�	
 �
����� �� �<� �$ �	������� ���� ���� �� ��
�	
	���� �� ��� ��
���
���

��� ���	� 	���� ���
������� � �������

��� ��
� ��
� ������� ����������� �� � �

���� �� ��
�	�� ��� ��� ���� ����
���
���� �� ��� ������� ������� 	�
�	�� �� ����������� F��	��� ��� ���	��� �
������	� �����
��
��� ����	��
 	��� �����
 � 	�� ��� �������
 	��� �����
 � ����

� � � E 6 �� � � � �) 

	
� ����	
�� ������� ���� �
�������
�� ���Æ������ �� ���� ��� ����	��� �� 	 ����� ��
��� ������� �� ��� ��
������ �������� �� ��� ���	
 	���� �

� E � ����C � ����	 �+ 

�����
���	 �
�	��� *	�	 	������#+� -% ���� 	���� �� ��� 	� ������� ���� ��� ���	
 	����
� 	� 	��	���� �	
	���
� 	�� 	� ���������� ��
���� ���
� ��� ��� ����	���� 	�� ���
���	
 	���� � �	� �� ��	���� 	� ���� ����	
� 7��� ) �

+



7���
� '; D����	��� 
���� ��
��	; 	 &������� � �	
	���	� � ����
���	�

7���
� ); 0��	
 	���� �	
	���
 ����
������ 	� �������; 	 ���	
 	���� �� �
�� <�	�
	���
� ���	
 	���� �� ���
� <�	�
	�� ���� ��	��� �� � � �� � ��	����� ��� ����	����

,



7���
� +; ����	�	
 ��
���	
 ����
������ �� �������; 	 � E 6� � 6 
 � 
 �'� � � E �'�

��� ����	�	� 
��
�� ���
������� � �������

��� ����
������ �� 	� ������� �� �	�� �� 	 ����	
 �����	���� �� ��� ��
���	
 ������ ��
��� ��	�� �����	�	
 �� ��
� ����
������� &�����	��� �������
��� �������� ��	
� �� ���� �	�
	� �	������	���� ����� ��
 ����
	���� ��������	� ������ �
� ��
���	
 ������;

� E �� C �
�

� �, 

���� ��� �
�� ��
���	
 ����� �� ��� ���� �������
 ����	�� �� ��� �����
�� 	����
	 �� ���
�������� �����
 ��	��

�� E ��� ��� ��� �- 

	�� ��� ������ ��
���	
 ����� ���� �������� ����� �� 
��	���� �� ��� �	� ����	��

�
�

E �
�� ��� ���� 	 �1 

��	� ��
 ���� ��� 	�� �
�� ��� �
	�����
� �� � ����
���� ������ 	� ������� �	� �� �����������

������
	��� ���� �����
���	 �
�	��� 	������#+� -%� ���� ����
	������� ����� �
�� ����
	�����
������� �� ���� ��� 	�� � 	�� 	��	��� ����	
� 7��� + �

�� !���
���	�	� 
��
�� ���
������� � �������

!� �� ��
���
 �������� �� ����
��� 	� ������� 	� 	 ����	
 �����	���� �� ��� ��
���	
 ������ ��
��� ��	��� �� ��@�
��� �
����	���� ���������	�	
 � ��� ��� ��
���	
 ������ 	
� ��������
�� �	�� �<�	� 	�������� �
�<����� 	�� ��	��� ��� ��� ��
��� ��	��� 	
� ��	
	���
�B�� ��
��� �����
�� 	����
	 �� &������	� ��
�� ��	�� �� ����
 
��������� ���� �������
� �� 	�� ���
��	� ��� ��	��� 	
� ��� ����	�	
 �	��� ��	� ��� ����
������� ��
 ���� ���� �� 	 ����	

������������	� �����	�� 
��
������� �� ��� �����


� E � �� � �� E � �� ���� � �3 

���
� ��� ����� 8 8 
��
������ ��� ����� ����������#'-% 	�� � ��� �
	�� ��
�� �����
����	�	
 �� ��� �����
�� 	����
	 �� ��
�����������	� &������	� ��	��� ��� 
�	� ��	�	
 �
	����� �� ��	��� ��� ������ 	�� �
����	���� �� �� ��� ����� � �� �3 ��
 ��� �����
 	����

-



7���
� ,; G�������	�	
 ��
��� ����
������ �� �������; 	 6 
 � 
 �'� � )�' 
 � 
 '�
� ��	���� �
����	���� �� ��	����

��� ����
������� �� ��� ��� ��	��� �����	��� 
������� ��	� �� ���� ��
�� 	� ��� ����	��

	��� �����
 �� ��� ������� �� �� ����
	���� ��� �������
 	��� �����
 ���� ��

� E
$

'
���� C �� 	 �5 

��� ��
��	 ��
 ��� ������� �� �� ����
	��� ��

� E
$

'
�	������� C ������� 
� 6 � � 
 '	 �$6 

��� ������� ����
	��� 	���
���� �� �$6 �	� �� ������
	��� �� ����
	����� �
 	��	���
�����
���	 �
�	��� 	�������#+� -% ��� ����
�	����� �����
������ 	����� �� ��	��� ��� ������
�� � 	�� ��� ��������	� �
����	����� �� ��� ��	���� ��� ���������� �� ��� �������
 	���
�5 �� ��� ��� ��	�� �������
� �� 	�� �� �� ���� ���� ����	��B�� ����	
� 7��� , �

��" ����
 ��
����� 	� ��
��� ����� 
��#��

�����
���	>� ����� ���� �� ��
� ����	��� ��
 ����	��B��� ��� �	�� ��	� ����� �������� 	
�
�<���	���� �� ������ �
��
 ��
��� 	���
���� �� ��� ��
��	

��� E
�� C ���C ���

�

�C ��
� �$$ 

���� ��� �����
� ��� ��� ��� ��� �	���� �� ��� 
�	� ��	�	
 � ������ �����
 ��� 
��������
<�	�
	��� ��
�� �� ��


� � � 6 	� ��������

� � E 6 	 �	
	���	 �


� � 
 6 	 ����
���	�

��� 
�	� ��	�	
 � �	
	��
�B�� ��� ��
���� !���
	����� �����
���	 �
�	��� 	������#+� -%
	���� �� ����
� ��� ��� �����
� ��� ��� �� 	�� ��� ��	�	
� � 	�� �� .�� (��� �� 	��	����
	����� �� ���� ��� ��� ��
��� 	 ����� ��� �� ��� �����
 � �� �<�� �$$ ���� � 	� ���
	��	���� �	
	���
� ����	
� 7��� - 

1



7���
� -; ����� �������� 	
� ������ �
��
 ��
���; 	 � � 6 �������� � � E 6 �	
	���	�
� � 
 6 ����
���	� :�	
� �
� ��� ������� ��
���� ��� �
	��� ���� ��� ����
��
� ��� ��� �� 	�� 	 ����	
 �����	���� �� ��� ��
�� �����
� ���� ��	�	
 ���Æ������

�

����
���

�

����
���

�
�

����
�� ��
 	 ��
�	�� �	��� �� ��

� �����	�
�� ���	�
��
�� �� ���� 	��
	 ��	�
���

��� �	�
	�$� �%���
 ��&	���

/�	��� 0	��	� �$-')�$--'� 7��� 1 
���	
���� ��� �����	����� �� ���
����	���� ��	����
��	� ��� �
����
� �� ��� �	� 	� 	�� ������ �� 	 "���� ���� �� ��� �	��� ��
 ���
	���� ������#'1%
/�� 0	��	� �� 	��� �	��� ��
 ��� ��
(� �� 	���	����� ���� �� ����
� 	�� 	�����	�����
9� ��������� 	�� ���� ���� 	 �	����	��
 	������ !� ��� 
�������� �
������ �� �	�����
��	���#'3%;

!� 2�� ���� ��� ������ ��� ���� ���� ������� �� ��������� �� ��� ����� �� ��
���� ������ ��� ���� ���� ���
������ �� ��� ����������

.�
 �
����� ����� �� ����
��� �� 0	��	�>� ��
( �� ����� ��������� :� ��� 	�� �� $- �� �����
��	� �� ��� �	���� 80	��	�>� ����� ���	���8 �
 ���� ��	�
��� 80	��	�>� ����
�8;

!� 	 ���	��� ������� �� ����
���� �� 	 ����� �������� ���� ��� ��
�� ������
���� �� 	�� �� ���
� �������� ���� ������ ��� 	
� �������	
�#1%

��� ����
� �� ������
	���#1� +� -% �� 7��� 3� ��� ����
� �� �<�	��� �
�� ��
 	�� ��	��
����� �������� �
�������� ���������

7�
	��� ���	(��� 0	��	�>� ����
� ������� �� ��� ���� �� 8�����
 �����
��8 8����
��
� �� ���������8 8����
������ �����
��8 �
 �� ���
� ��
� �� 8�
�������� �����
��8
��� ��� �	��� 	���� �� �
�������� �����
� 	
� �	�� �� ����
��	��#'5%;

� !� � 	�� � 	
� �������� ������ �� 	 ��	��� ���
� �� 	� ��	�� ��� ���� ����	����� ����
� 	�� ��

� !� � 	�� � 	
� �������� ������ �� 	 ��	��� ���
� �� ��� �
� ��	� ��� ���� ����	�����
���� � 	�� ��

3



7���
� 1; /�	��� 0	��	� �$-')�$--' #'3%

7���
� 3; 0	��	�>� ����� ���	���; 	 �������#1%� � �	
	���	� � ����
���	�

5



0���� E !���
������� �� �����
�� �� 	�� ��
�� �� 	�� ��
�� �� 	�� ��

�	��� $; �����
������ �� ��� ��� 	�� ��

� :�� ��� ����� �� 	 ��	�� �	�� 	� ��	�� ��� ����� �� ��� ��	�� ������ 	� �� ���
����� 	� ������� �� �����

� ���
� �� 	� ��	�� ��� ���� �� 	 ��	���

� &��
� ���� ����	��� 	� ��	�� ��
�� ������ �� ��� ��	���

� :�� ��� ������ �� ��� ��	�� �� ��� ������ �� ��� �	� �����

��� ����
 ��
����� ��� '#� ������

0	��	�>� �����
������ �� 7��� 3 �	� �� ����
�
���� �� ��� ���
�	�� �	��� 	� 	�	����� 	��
	 �����
������ �	�� ��� 	�	����� ����
�
��	���� �	� ����� �� ��� ���
���������

��� �����
������ ����
�
��	���� �	�� ����� ��� ����
� ��
 ��� �����
������ �� 	
����� ������� �
� ��� ����
	� ������ �� 	 ��	��� :���� ��� ������ ��������� ��
�� ������ �����
��� ��� ���
 ����� ����������� 	�� ��� ����� �� ����
������� ��
�� ��� ����� �� 	�� ��� G��� �
	� 	�� ���� � ��
���� ��� ����� �� 	�� �����
��� ���
����
������� ������ �� 	�� �� �� ��� ���� � ���� �� 	�� ��� 
������������ :���
 ��	� �
	�
��� ����� ��� 	�� ���� :���
���� �� 0	��	�>� ����
� ��� ����� � �� ����
������� �� ���
����� ��� 	�� ��� �� 	��� 	 ����� �� ��� ����� �������� /� ���������� ���� �����
������ ��

���
� 	���� �� ��� ���� � ��
���� ��� ����� ��� � ���� ����� ��� ��� ����� ����� ��������
���� �	� �� ����
	������� 
�	��B�� ���� 	 �����
���	 �
�	��� 	������

: �����<����� ��� ��	� 	�� ����� � �� ��� ��	�� ���� �� �	
� �� ��� ����� ������� �@
�� �	� �� 
�	���� �� ��	����� ��� 	���� �� ���� � ��
���� ����� ��� ���
���
� �� ������
������
 	 ����� � �� �� ��� ����� ������� �
 ���� �� ���� ���� �� ����(� ������
 ��� ���
	�� �� 	
� �������	
 ��� � �
 ���� ��� ��������� �� ��� 	�� �� �� ���� ��	��	���� ����
�
����	��� ������ �� ��� �������� �� � ����	
� �	��� $ �

��� ��	���	��$� �����	

2
	��	�� ���� �
������� ���� ����� ��
 ���	����� ��� 8�<�	���� �� 	 ����� ������� ��	�
���� ��
���� ��� ��� ������ ���������� �� ��
�� �� ����� ��� �� ��� �	� ��
	����
����8#3%�

7�
 ���� ��
���� �� ��	���; 8/� ��	����
�� ��������	���� ! �	� 
��	���� ��������
�	���� �� ��� ��	�� 	� 	 ��	�� �� ���
� �
��
� ���8#3% ���� ���� �� ��� ��	�� 	� 	 ��	��
�� ���
� �
��
 �� ��
� ���
�	��� ���	��� �� ����� ��	� 2
	��	�� 	���	��� ���	��� ���
��	�� �
���������� �� 	����� 	� ���
	 ��������� ������ ����
�
���� 	� ��� �
�����

2
	��	�� ��
���
 ���	��� ��� ���
������ �� �� 	 ���� �
� ��� ����
 �
����� ��
��� ������ � 	�� � �� ��� ����� 2
	��	�� ���� ��� �
����� ������ ���
���
� ���

$6



���
������ �� ���� �� �	� ���� ��� �
����� �� ��� �
�������� ������ � 	�� � ��	�

������ �� 	� 	����
	�� 
��
�����	���� �� 	 ���� 	�� ��� ���� ������� 
��
�����	����
�� �� 	 ���� ��
���� ��� ������ � 	�� ��

=�� �� �� ���� ��
���
 �����
�� 	�� 	����
	�� ���	���� ��� ��
�����������	� �	��� ��
��� �
�������� ��	�� �� 	 ��	�� �� ����� �� ��
� �� ��
�� �
�����
	� �����
� 	��� ��� ��
�
��� �
�� ��� �����
� ��	� ��� �	���	
 �����
�������� &������	� ��	��� ��� ���
� �����

��� �� ��� 	�������	� ���
� �������� ��
 ������� ��� �
���� �� ��� 4� 
��
����� 	 ����� ��
��� &������	� ��	�� �� 	 ����	
 �����	���� �� �� 	�� ��;

� E ���� C ����� �$' 

���
� �� 	�� �� 	
� ����� ��� ������������	� �	
����	� ���
���	���� ��� �
��������

��
�����	����#$)% �� ��� ����� � �� ���	���� �� 	����� ��

� E �C ��	 �$) 

0
�������� ������ 	
� ����������� ���� �� 
��
������ ��� �	� ������ ��� &������	�
�<���	���� �� 	 �
�������� ����� � �� ���	���� ��

� E
�� � � �� ��

� � ��
� �$+ 

! ��� ������
	���� ���
����� ��� �
����� ����� 8�8 ��
 ��� ����
��
 �
����� �� �
��
 ��
�	�� �� ����������� �� ��� ������� 
��
�����	���� �� 	 ���� �� 	�� 2
	��	��>� 	����
	��

��
�����	���� � ��� ��� ����
��
 �
����� �� 	�������
��;

� �� E ��C �� � ��C �� E � � �C ��� � � ��	 �$, 

� � � �� ��� ���� �������
 �� 	 ���� 	�� �� � � �� ��� ��
������ �����
�#'% ��� ���
�������� ��Æ�� �� �����
��� ��� �����#$$% 2
	��	��>� ��	����
�� �
����� �� ��� ����� ��
	�� �� �	� �� 
�	��B�� �� ��� ��������� 
���� �� ��� �
�������� ��
�����������	� ��	��
��	���� �� 	��� ��� ��
 ��

�� E �� �� #���� � � %� �$- 

���
� ��� ����� 8 8 
��
������ ��� ����� ����������#'-% 	�� �� E �� � �� � �� E ���
�� ��� ����� )������
 �� ��� �
�������� ��	�� � � E �� � �� �� ��� ���� �������
 �� ���
&������	� ��	�� ��	���� �� �� 	�� �� � #������ % 
������ �� ��� ��	� �������� �����

��
��������	
 �� ��� �
�������� ���� �������
 ���� 7��	��� ��� 
���� ����
	����� ���� ���
���� �������
 ��� 
������ �� ��� ������ �� �� ��� ���� � ��� ����� �� ��
��������	
 ��
#������ % �� ���� 	�� ���
���
� 	��� ����	���� �� ���� !���
���� �$) 	�� ����������
��� ���
������� 	����
	��	���� �� ��� ��
 ��� ����
�������

�� E ���� C ���� E ��� � #��� � � %� ��� � #��� � � % C �#��� � � ��� � %�� �$1 

!� �
�������� �����
� ������ 	
� �������	� �� �� ��	�	
 �	���
�� 4� ���
���
� ������ ��

�� E �#��� � � ��� � % E ��� � �� ��� � �� � ��� � �� ��� � �� �$3 

$$



�� ��� 	���
���� �� �<� �$+ ��� ��	�� &������	� �����


�� E
$

��
	��� � #��� � � %� ��� � #��� � � %
 �$5 

!���
���� ���
���	��� �$) �� ���������� ���

�� E
$

��
	����� � ���� ��� � � ����� � ���� ��� � 
 �'6 

!� ��� ��
� �	� �	� 2
	��	�� �	����	��� �� 	�� �� �� ��	����
�� �
������ 	�

�� E �� � � #���� �� %� �� E �� � � #���� �� %� �'$ 

D� �� �	� ��	��� ���
��� ��� �������	
��� �� ��� �� 	�� �� ��

�� � �� � �� E 6� �'' 

����

	�� �� #���� �� %
 � 	���� #���� �� %
 � 	�� �� #���� �� %
 E 6	 �') 

���� �� 2
	��	��>� ��
��	 ��
 ��� ����� �������� ��
���� ��� ����
	� ������ ���������
� �� 	 ��	�� ���
����� �� ��� �����
�� 	����
	 �� ��� �
�������� ��	�� 	��� ��� ��
� &��
�
����� �� ��	� ������� �<�	���� �') ���� �� �� ��� ����� �������� ��� �<�	���� �� <�	�
	���
�� � 	�� �� 	�� �� ��� ��� ������ ���������� 4��� ��� ���� �� ��� 	�������	��
 88

��  �� E
$

'
����� � ���� �'+ 

�� �	� 
��
��� �') 	�

	#�� � �  �� �� % #�� ��  �� � � %
 � 	��#�� � �  �� �� %
 E 6	 �', 

� �������� �������
	 ������ ���	�
��
�� �� ����

	��
	 ��	�
���

��� ��	���	��$� �����	 �� ��� 
�����	� �����

��� ������������	� �����
	� ���� #$6� $$� $'� $)� $+% 	��� �� ��� ��
�����������	�
&������	� ��	�� ��� ���������; ��� ��
 
��
�������� ��� �
���� 	�� ��� ��
 
��
��������
�������� ���� �� ���� �� ���
������� ��� ����������
�� ����� �<�	
� �� B�
� 	�� 	
�
��
��������	
 �� ��� �����
� �� &������	� ��	��;

		
� ��� ��� ���

� �'- 

���
� 	
 	�� 
 
��
����� ��� �
���� 	�� �������� 
������������ ��� �����
	� 
��
�����	����
�� 	 ����� � �� ���	���� �� 	����� ��� ����
��������

� E � C
$

'
��
C 	
� �'1 

$'



���� �� E ��� : ��
	���� &������	� ���� �� �� ��� �����
	� ���� �� ����� �� ��� ����

�
����� �� �� ������ �� ��� ���� ���� ������� ��
��� ��� �
������


� �� � 
 E � � � � 
C ��� � � E ��
C ���� �'3 

���
� ��� ���� �������
 � E 
�	
 
��
������ ��� 	�������	� ��� ��������	� �H��(���(� 
��	��� : ����� � �� �� ��� ���� �� �@

� � � � � � 
 E 6	 �'5 

D���	
�� ��� ���� �� �� ����� �� ��� �
������


� � � � 
 E � � � � 
 C ��� � � E ��
 C ���� �)6 

���
� �� 	�� �� 	
� ��� &������	� ���� �������
� �� ��� ����� �� 	�� ��� 	�� ���
�����
� �� 	�� �� 	
� ����
 ��
������ �����
�� 
������������ ��� ����
������� ��

� �� ��� �����
�� 	�� �� �� ���	���� �� 	 �	����� ��
� ����	
 �� �$- 

��

� � 
 E �� � � � 
 #���� � � � 
 %� ��

�

� E 6� �)$ 

���
� �� E �� � ���� � ����� ��� �������
 ��	� 
��
������ ��� ��	�� ��	
�� �� ����� 	��
��

4� ��� ��
��
 	 ���	���� �	����	���� �� ��� 
���� ���� �� ��� �
�� �<�	���� �� �)$ ��
�
��
 �� ���� ��	� ��� �����	� ��
 �� ��� �������
 �� ��� ���� ���� �� ������ ��������� �:

�	��
 ���� �	���	
 ���� �����
�� 	����
	 	� �(�� ���� �	����	����� 

�� � � � 
 #���� � � � 
 % E ����
C ��� �����
C ��� �� �)' 

E ���
����
C��
����� C ��� ����
C ��� ������� �)) 

E ����
�
�� C ���
��� C �����
 C �������� �)+ 

E �6� �����
 C �����
 C �����	
 � 
�� �), 

E ������� C �����
� �� �

�����

C ��������
� �� �

���

	
�� � 
	 �)- 

:����	
 �
	�(��� ���� 	� ������
 �
	�� ����� � ��� � � 6 
���
 �� ��� ���
	���� �� �
	�� �
���������� ��� �<�	���� �� �)' �� 	 ����� 	�����	���� �� ��� ��������� �� ��� ����
	�����
�� 	 �����
 ���� � � � 
 �E ��� ��
 �� ��� �
������
 �� � � � 
  �
� ��� 
���� ����
	 �
������
 �� ��� �����#'-% ��� �<�	���� ������� ����� �)) 	�� �)+ ���� ��� ���������
����������; ��
� E ���
� ��
 E 
��� � � E �� E ��� 	�� �� E $� ��� �<�	����
������� ��� ����� �)+ 	�� �), ���� ��� ��������� ����������; 
� E 
� 

 E 6� 	��
����� 
�
 E 6� !� ��
���
 ���� 
�� E ���
� ��� E ����� ���� E ������ 	�� ��	�
� E 
 � 	
 E �	
 � 
 �� 	�
�	�� 	 �������
� !� 
�	��� �� �� ����
��� ��	� �� ���� �)- 
��� �������� ���� ��� 	�� �������� E ��� 	
� 	�� ��	�	
�� ���
�	� ��� �� 	�� 	
 	
� 	��
�����
��

��� �������� �	����	���� �� �)$ ������ ���
���
�

��

� E ������ C
$

'
���
C 	
 � �)1 

$)



���� ��� �	� &������	� �����
 �� 	� �� �<�	����� �$5 	�� �'6 � G��� ��	� 
 � 
 E 6�
��� ��� ��
 �����' 
 �� ����
��� �� ������ ��

�

� E 6� ��� ������ �	
� �� �)$ � D���	
 �� �)$ 
�� ���	��

��

� � 
 E �� � � � 
 #���� �� � 
 %� ��

�

� E 6� �)3 

	��
��

� � 
 E �� � � � 
 #���� �� � 
 %� ��

�

� E 6	 �)5 

F���� ��� ��
�� �����
	� ������ �� ����
������� ��

�� �
�

� 	�� ��

� �� �	� ��	��� ���� ���
�<�	���� ��
 ��� ����� �������� ��
���� ��� ����
	� ������ �� 	 ��	�� �� ��� �����
	�
���� 	�

��

� � ��

� � ��

� � 
 E 6	 �+6 

���� �� ��� �����
	� �<���	���� �� 2
	��	��>� ��
��	 ��
 ����� ��������� ����� �� ��
�
�	� ���� ���� �� �� �	��� �� 0	��	�>� ����
�� &��
� �����
	� ����� � E �C �

�
��	
C


��	� ������� �+6 �� �� ��� ��	�� ����� ������� ��
���� ���������� /� �����
�������
�<�	���� �+6 �� 	�	�� <�	�
	��� �� � 	�� �� 	�� �� ��� ��� ������ ����������

��� ����
��

���� <�	�
	��� �
���
�� �� �+6 �� �� ����
	�� �� ��� �����
 
��
�����	���� �� ��
����#$$%
�� ��
�� �����
	� ������ ��� �� 	�� ��

�� � �� � ��	 �+$ 

:���
���� �� �'3 ��
	���� ����� 	
� ����� ��
���� ��
���� ������� 
� :�� ������ I �� ���
��
��� ��
���� ��� �� 	�� �� 	
� ����� ���	���� �
�

� � �� � �� � �� E 6	 �+' 

���� �<�	���� �� ����	
 �� I 	�� �� ��� ��
�� ����
	� ������� ������ ��� �� 	�� ��� ���
�������� ��
 �� �+$ ������

$

'
������ � �� C ����� � �� C ����� � �� 


C��� � �� C �� � �� C �� � �� 	
 �+) 

C
$

'
�#��� � ���%�� C #��� � ���%�� C #��� � ���%�� �	

��� �������� �
�� ��
 �� � �� � �� ���� �� B�
�� ���	��� �� 	���� 	 ��
��� �� ���
&������	� ���������� 	�� ��� ��
��� ���� ��� �
���� 	
 ���� 	��	�� �� �� ��� ��
��� ��	���
D��	
	���� �@ ��� ��
��� �����
 �����
 � 	�� ��� 
	���� � ���� E ��� E ��� E $ 

�� E �C ��� �� E �C ��� �� E �C ��� �++ 

�� ��	��� ��� ��
 �+) 

��� � �� 
C
$

'
��� � �� ��
C ��	
� ����� �+, 

�� ���
 �
�
��� 	�
�	�
�	 �� �����
� �� 	�
 ��������� ���
� �� 	��

 ���
������ �� ���� �
� �� ��!��

$+



���
� �� ��� ��� �������
 �� ��� ��
��� ��	�� ��

�� E ��� � �� � ��� � �� 	 �+- 

/��	��� �� 	����� ��	� �� 	
� ���� ��	���� ���� ��� ��	�� ��� ��������	� �	�� ���
��
��� �����
 � ��� 	��� �� �� ��� �����	�� ����� � � �� E 6 	�� �����

�� � �� � �� E #
$

'
��� � �� 
C 	
� �� %��	 �+1 

4� ���
���
� ��� ��� �+$ �������� �������� �� �������� ��� ��
��� ��	�� ��� ��� �����

� 	�� ��� 
	���� �� &<�	���� �+' �� 	 ��������� ��
 	�� ������ � �� ��� ��
��� �+$ � /�
����
���� � E C �

�
��
C 	
 ���� �+' �� ��� 	���
 ��� 	����
	

�� � � E ��	 �+3 

���
���������
��

��� ��	���� ����	
� ��� ���
� �� 2��J ��� �(��� �
���	� ��� ��
( �� ��� �	����
A	� 	���
 �	� ���� ���
 ��
�� ������J ����� 	���
 ����� ���� �����	� (���������
���
� �� �� ������ �
 �	���	�� ���
� ����
 ����� �� ��� ��	
�� ����
 ����� ����
��� ���� 	�� ��� �	
��� ����
 ��
�� �� ��� ���� �� ��� ��
���#)6%

! ��	�( � ��	
 ���� 	�� � ��	
 ����� 	� ���� 	� 9� !���� K� G	�	�(	 	�� *� /
�����
D��� A�� 2��
�	�

�������	��

#$% 0� =�������� ���@�
� :����
	� 	�� D����
�� �F0� �	�
����� '66$�
����	�� �

�
; 
����;LL���������L ����(	L�

�
L=�������L�

#'% A� 9�������� G�� 7����	����� ��
 ��	����	� H���	���� �'�� ��� � ?����
� $555�

#)% �����
���	 ������� 
����;LL���������
���	���L��L���L�����������
�����
���	 *	�	� ������� 
����;LL���������
���	���L��L���L����������

#+% &� 9��B�
� 
����;LL���	��������(�����	����L���L�����	
�L2:�����L2:���������

#,% &� 9��B�
� F:* =:' �����
� �������
����;LL���	��������(�����	����L�	�	'L���������

#-% &� 9��B�
� 0
�����	���� 	� ��������� ������� �� ��������� ���� ��������� 	
�

���� ��� � G��� '6�''� ?���� F����
����� *	�	��
����;LL���	��������(�����	����L!�H'66)L�
�����	�����L9��B�
L�	��$����

#1% H	��4�
�� �������� ����;LL	����
�������
	���L0	��	������
�����

#3% 9� 2
	��	��� &�������� ����
�� �
� �� =� ?	������
�� :HD� 9���� �� H	���� '666�

#5% A� 9�������� K� M�����
� 0
��� ���� �� ����� :���� :��	 :���� H	���� ') ',�-)� $55$�

$,



#$6% A� 9�������� 9� =�� :� K��(���� �� 2� D��
 ���� 2����
�� �������� ����
���@� :���� D�
����
� '66$�

#$$% &� 9��B�
� ?	�4	:� � !���
	����� )A D(������� ���� *	�	 �	��� �� ���+�$ �����
�
	� H���� �� &������	� D�	��� :��� �� :�� ����� :��� $)�$ ��� $$�+, �'66) �
����;LL���	��������(�����	����L���L������	�����L?4:���L?4:�� 	������

#$'% &� 9��B�
� 9��������� H���� �� &������	� D�	�� �� ��� ���+�$ :����
	 �� 	�
�����
)���	��� �������
 	�� *	�	 !���� ����� 	� !�!:H ����� H�������� D����� '66)�

#$)% �� A�
	�� :� =	������ *� =	����� �����
	� 2����
�� &������	� D�	�� 	�� 2���
��
�� :����
	� �� *� 4��(��
 ���� � F���
�	���� �� 2��� ����� ?����
� '66'�

#$+% =� A�
��� !���
	������� &����
��� ��� �����
	� H����� =����
� 	� ���! ����! ��

���! ���� ��������� 	
���� ��� � G��� '6�''� ?���� F����
����� *	�	��

#$,% 9� 2
	��	��� : ��� �
	��� �� H	���� �
� �� =� ?	������
�� .��� ���
�� $55,�

#$-% :� /�������	���
 �� 2� D����
��� ���� � 9�2� 2
	��	��� ?����
� A�
�
����� $55-�

#$1% 4� ?� ���@�
�� :���� �� 2
	��	��>� ��������� 	����
	� :� *� H	���� $;),6� $313�

#$3% *� /
����� 
����;LL�����������������	�L����L�
����L���������

#$5% 4� K� 9	����� .� 	 ��� D������ �� !	�� N�	��� ��������� �� 	 ��� �� N�	��
������
0
��� �� K��� !
��� :�	��� G��� $)� $3+)� '� +'+�+)+�

#'6% A� 9�������� 2� D���B�(� ���@�
� :����
	 �� 2����
�� �	������� ?����
� $55'�

#'$% �� A�
	�� =� A�
�� 	�� *� =	����� ����� :���� 2��� :��� �� ���� D������ 	��
&������
���� :2:�D& '66$� /�
(�	���
� '66'�

#''% &� 9��B�
� 2����
�� �	������ � &������
��� H	���	���� ��
 ��� '$�� �����
�� H��
7	�� &��� 7�(�� F���� ,6�$ � '66'�

#')% 2� D���B�(� ���@�
� 2����
�� :����
	� �� H��������	
 :����
	 	�� G���&������	�
2����
���� =����
� 	� "���! #�����! 	
���� �� 	��
!� *��� -�$5� '66)�
����;LL�����
��������������L	��L	����
	'66)L	���
	���L����B�(����

#'+% =� A�
��� 2:�����
 ������� 
����;LL��������������	���L�	L�����
L�

#',% �� 0�
�	��� �=F�	�� �������� 
����;LL������
�	�����L����L��������

#'-% =� A�
��� ��� !���
 0
������ �� 2����
�� :����
	� �� =� A�
�� ��� 	�� ����� � :�����
�	����� �� 2����
�� :����
	 �� ���� D�� 	�� &���� /�
(�	����
� /	���� '66'�

#'1% D������ 4�
�� �������; 0	��	� ����
	��� ���
��
����;LL���������
�������
	���L����
	���L0	��	�����

#'3% ����;LL�����
������������	���	���(L �����
�LH	���	����	��L0	��	�����

#'5% .� ������� *� O����� 0
�������� 2����
�� ' ����� /������ H:; 2���� $5)3�

#)6% 0�	� $5� ��
��� $�+ �G!� � 
����;LL������������������L�

$-

Hitzer
Proc. of the Symposium Innovative Teaching of Mathematics with Geometric Algebra 2003, Nov. 20-22, 2003, RIMS, University of Kyoto, Japan, pp. 89-104 (2003).


	Untitled



