German Andrés Paz
Rosario (Cédigo Postal 2000), Santa Fe, Arger
Numeros Primos de Sophie Germain,
Demostracion de su Infinitud

Introduccidén

El presente trabajo expone la solucion a uno de los problemas matematicos que aun
después de mucho tiempo no han sido resueltos. Especificamente, en estas paginas se
lleva a cabo la tarea de demostrar que existen infinitos nimeros primos de Sophie
Germain, y de la misma demostracion se obtienen también algunos otros resultados
interesantes.

Antes de abordar la solucién al problema en si, se hard un recorrido a través de la
explicacion de conceptos tales comomerosenteros naturales primosy compuestqs

de manera que el problema que sea plantea y su soluciéon puedan ser comprendidos por
cualquiera que tenga conocimientos basicos de Matematica, y no solamente por
matematicos entendidos en el tema.

Definicidon de niUmeros primos y compuestos

Para comenzar, se denominaameros entero& los numeros que no tienen parte
decimal, como por ejemplo eR, el -1, el 0, el 1, el 2, ... Dentro del conjunto de los
nameros enteros se hallan los denominaimseros naturales

Consideraremos commimeros naturales aquellos nimeros enteros mayores que
(algunos consideran @l como natural). Asi, los nimeros naturales seran los siguientes:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, ..etc

Esto quiere decir que los nimeros naturales seran todos los nimeros enteros que van
desde ell hasta el infinito.

Dentro del conjunto de los nimeros naturales se definen el ndiméos numeros
primosy losnimeros compuestos

( 1
|

4 numeros primos

L nameros compuestos
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Para poder entender estos conceptos, tendremos que definir primero el concepto de
divisibilidad : ¢qué significa que un namero es divisible por otro? Un niumero ehtero

es divisible por un nimero enteto(distinto de0) cuando el resultado d% es un

namero entero. Por ejempld, es divisible por2, ya quegzz €s un numero entero.

Ahora, 5 no es divisible poR, ya queg = 2,5 No es un numero entero.

Se dice que un numero natural es primo si solamente es divisible por dos numeros
naturales: €l mismo y el Dicho de otra forma, un nimero natural es primo si tiene
exactamente dos numeros naturales como divisores.

Algunos ejemplos:

» El nimero2 es primo, ya que, de los nimeros naturales, solamente es divisible

por 2 y por1l.

» El nimero3 es primo, ya que, de los nimeros naturales, solamente es divisible
por 3y porl.

* El nimero5 es primo, porque, de los niumeros naturales, solamente es divisible
por5y porl.

Por otra parte, un nimero natural es compuesto si es divisible por al menos un nimero
natural distinto de si mismo y de 1.

Algunos ejemplos:

* El ndmero4 es compuesto, ya que, ademas de ser divisiblel gopor 1, es
divisible por 2.

* El ndmero6 es compuesto, ya que, ademas de ser divisiblés gopor 1, es
divisible por2y por 3.

* El nUmero8 es compuesto, porque, ademas de ser divisible3 popor 1, es
divisible por2y por 4.

Cabe aclarar que el nUumetano se considera ni primo ni compuesto.

Los numeros primos son una parte muy importante de una de las ramas de la
Matematica denominadbeoria de NumerosLa distribucion de estos nameros dentro

del conjunto de los numeros naturales siempre ha sido (y continla siendo en la
actualidad) un objeto de investigacion constante por parte de matematicos de todo el
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mundo. Esto se debe a la distribucion cadtica que parecen tener los nUmeros primos
entre todos los nameros naturales, pues no parecen seguir ningun patrén definido,
parecen estar distribuidos de forma aleatoria, lo que los hace practicamente
“impredecibles”, es decir, parece imposible determinar un patron que nos pueda decir
con exactitud cuando nos vamos a encontrar con el proximo numero primo.

Esto es, al menos en parte, lo que hace que el area de la Matematica relacionada con los
nameros primos sea una de las mas dificiles. Una prueba contundente de este hecho es
gue existen muchos problemas acerca de estos numeros que llevan décadas o hasta
siglos sin resolverse.

A pesar de estos hechos, Euclides, un importante matematico griego de la antigiiedad,
consiguio probar que existen infinitos numeros primos mediante una sencilla
demostracion por reduccion al absurdo. En las demostraciones matematicas por
reduccion al absurdo, lo que se hace para probar la veracidad de una cierta proposicion
P es demostrar que si ocurriera lo contrario a o queRli@ntonces se obtendria una
contradiccion.

En el caso de la demostracion de Euclides de la infinitud de nimeros primos, lo que se

hace para demostrar que los niameros primos son infinitos es suponer exactamente lo
contrario, es decir, que son finitos. Luego de planteada la suposicién, se hacen una serie
de deducciones que conducen a una contradiccion. Entonces, la suposicion de la finitud

de numeros primos de la que se partid no puede ser cierta. Luego, queda demostrado
que los numeros primos son infinitos. De este tipo de demostracion se hara uso en este
trabajo para demostrar que existen infinitos numeros primos de Sophie Germain.

Numeros primos de Sophie Germain

Dentro del conjunto de los numeros primos existen varias clasificaciones de estos
nameros. Por ejemplo, existen los llamadameros primos de Mersenries nimeros
primos de Fermatosnumeros primos de Sophie Germastc.

Los numeros primos de Sophie Germain deben su nombre a la matematica francesa
Marie-Sophie Germain, quien vividé entre los siglos XVIII y XIX e hizo importantes
contribuciones a la Matemética.

Pag. 3 de 29



German Andrés Paz
Rosario (Codigo Postal 2000), Santa Fe, Argentina
Numeros Primos de Sophie Germain,
Demostracion de su Infinitud

Como ya se explico anteriormente, en el presente trabajo se procedera a demostrar que
existen infinitos 1“Ahora bien, ¢qué quiere decir que
un determinado namero primo es un “nimero primo de Sophie Germain”?

D

Definicion: Un ndmero primop es un numero primo de Sophi
Germain si2p +1 es también un namero primo.

Los primeros diez nameros primos de Sophie Germain son los siguientes:
2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89,

Demostrar que existen infinitos nimeros primos de Sophie Germain equivale a
demostrar que existen infinitos nimeros primos de la fa2mal con p primo, ya

que los numeros primos de la forag +1 se forman, obviamente, mediante nimeros
primos de Sophie Germain.

Nota: Una aclaracién importante que hay que hacer es que el hecho de que existan
infinitos nimeros primos no implica que necesariamente existan infinitos nimeros
primos de una determinada clase. Por ejemplo, el hecho de la infinitud de los niumeros
primos propiamente dichos no implica que necesariamente existan infinitos nameros
primos de la forma2p+1 (p es primo). Los numeros primos de la forrpp+1

podrian dejar de existir en algun punto y los nimeros primos propiamente dichos
podrian continuar hasta el infinito sin ningdn problema. Este mismo razonamiento se
aplica para cualquier otra clase de nimeros primos. Esta es una de las razones de la gran
dificultad que generalmente conllevan los problemas relacionados con los numeros
primos.

Intervalo de Breusch

9(n+3
El Intervalo de Breuscles el interval({n,(T)] el cual garantiza la existencia de,

al menos, un numero primo para todmatural. Sin es un namero natural (es decir, un
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9(n+3
(—)} hay, al menos, un

ndamero entero mayor qu@, entonces en el interva{dl, 3

namero primo.

Por otra parte, existe también el denominBdstulado de Bertrandjue afirma que si

N es un numero entero mayor glieentonces siempre hay por lo menos un ndmero
primo entren y 2n. Dicho de otra forma, siempre existird al menos un nimero primo
p tal quen < p< 2n. De todos modos, no nos servira mucho este postulado para la

demostracion que desarrollaremos en este trabajo.

Aclaraciones importantes:A lo largo de todo este trabajo, siempre que se mencione
que un determinado numeboestaentre un nimeroa y un nameroC, significara que
a<b<c, no pudiendo seb igual aa ni a C (lo mismo se aplica a los intervalos).
Ademas, el numera que utilizaremos seré siempre entero positivo, nunca decimal.

La pregunta que nos haremos ahora es la siguigatpartir de qué nimero natural
N tendremos que entreN y 2n hay por lo menosdos numeros primos? Para
averiguar esto, haremos uso del Intervalo de Breusch.

Si entreN y 2n hay por lo menos dos Intervalos de Breusch que no se superponen en
ningun punto, entonces podremos decir con toda seguridad qudéignte hay por lo

menos dos numeros primos, ya que cada Intervalo de Breusch contiene al menos un
namero primo.

n+2n _

Ahora, la mitad del intervalt[)n, 2n] es igual a 3_2n De acuerdo con lo visto

hasta ahora, vamos a graficar un caso en el que se daria qu8 gnZrehay, por lo
menosdosintervalos de Breusch:

2

(gt} Intervalo de Breus2h
mitad delintervald n2 h

%’—/
Intervalo de Breusch

* ElIntervalo de Breusch &ontiene, al menos, un nimero primo.
* ElIntervalo de Breusch 2ontiene, al menos, un nimero primo.
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9(n+
Si en el intervalo{n, 3 hay, al menos, un numero primo, entonces en el
. In+l+ 3 o , .
intervalo | N+1,———— | también existe, por lo menos, un nimero primo. Lo

anico que se hace en este caso es reemplggar n+1.

B rPara gque haya un Intervalo de Breusch enrg 37'1 se tiene que tener que

9(n+1 + 3)< 3N
8
Intervalo de Breusch. Calculemos, entonces, cual seria el velbr de

. Esto es porque en este caso definimi+l como principio del

9n+1+ 3)_

8 2
9(n+4) _ 3n
8 2
9n+9.4_ M
i G
8 2
IN+36_ A
<
8 2
29n48-36<3n

2(n+36) _,

2.9n+ 2.36
== =«
8

3n

18n+ 72
<
8

3n

18n+ 72< 8.

18n+ 72< 24

72< 24 - 1&
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72< 6n
72
—<n
6
12<n

Resultadol1l: n> 1¢

B rara gue haya un Intervalo de Breusch 637ney 2n vamos a tener que considerar

dos casos:

1. El resultado de?’Z_rl es un namero entero. Esto sucede cua&@mdes un nimero par.

2. El resultado de32_rl es un numero decimal. En este ca%a, sera igual a la suma de

un numero entero mé&3 5. Este caso se da cuang8o es un nimero impar, puesto que

al dividir todo nimero impar po2 se obtiene un niumero decimal que es igual a un
namero entero méag, 5.

La razon por la cual trabajaremos de este modo es porque el ndmeeoutilizaremos

A+3)| .
——— | sera siempre un nimero entero natural, y nunca

en el Intervalo de Breus{m 3

un nimero decimal.

* Caso 1: BTn €S un numero entero. En este caso, podemos definir el principio del

Intervalo de Breusch com3_2n+1. Para que haya al menos un Intervalo de Breusch
3n 9(@+1 i 3n
entre7 y 2n, se tiene gque tener qT < 2n: reemplazamo#$ por7+1.
9(@+1 + 3)
2—<2n
8
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<2n

@+36
2—<2n

2—Zn+36< 8.

36< 16n—%n

36<16n—-13, %
36< 2,5

36
- <n

14,4<n
n>14,4

Como sabemos qu@ es un namero entero natural, podemos deciin > 14 .

Resultado 2: n> 1

* Caso 2:37n es un numero decimah{mero entere 0,5). En este caso, el principio

del Intervalo de Breusch seria:
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3n 1
- + —
2 2
—— 1*—«-‘
no enterq §=0'5
termina en5
nlilme;a entero
3n ., 1_3n+1
2 2 2

+ .
S1*1 o5 el valor gue vamos a tomar. Para que exista un Intervalo de BI’GUS(EEI’IU‘G

3n+1+ 3)

9(
<2n.

y 2n, se tiene que dar Qi
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2N+ 63

;<2n
8

2in+63_g o

27n+ 63<16n

27+ 63< 2.16
27n+ 63< 3
63<3M- 2h

63< 5n

63
—<n

12,6<n
n>12,6

Como sabemos qu@ es un namero entero natural, podemos deciin >12:

Resultado 3: n> 1:

Resumiendo, tenemos los siguientes resultados:
Resultado 1n>12
Resultado 2n>14
Resultado 3n>12

Sin>14, entoncen>12.

En consecuencia, podemos decir qua sil4 es un numero entero, entonces se da lo
siguiente:
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3n ,
1. Entreny > hay, al menos, un Intervalo de Breusch, el cual contiene al menos un

, . . . 3n , )
namero primo. Esto quiere decir que entrg > hay por lo menos un namero primo.

2. Entre?’—zn y 2n hay por lo menos un Intervalo de Breusch, el cual contiene al menos

, . 3n , .
un nimero primo. Por lo tanto, enthe y 2n hay por lo menos un nimero primo.

De estos dos puntos se deduce quesi4 es entero, entonces entney 2n hay por
lo menos dos numeros primos. En realidad, esto se cumple también para los siguientes
valores den: 4,6, 7,8, 9,10, 11, 12, 13y 14.

4<5<7<24 (2.4 8(5y 7 sonprimos)
6<7<11< 2.6 (2.6 12 (7 y 11 son primos)
7<11<13< 2.7 (2. 14(11y 13 son primos)
8<11<13< 2.8 (2.& 1€(11y 13 son primos)
9<11<13< 2.9 (2. 18(11y 13 son primos)
10<11< 13< 2.10 (2.16 2((11y 13 son primos)
11<13<17< 2.11 (2.1% 2:(13y 17 son primos)
12<13<17< 2.12 (2.12 2<(13y 17 son primos)
13<17< 1% 2.13 (2.13 2€(17 y 19 son primos)

14<17<19%< 2.14 (2.14 2¢(17 y 19 son primos)

Entonces, como conclusion de este tema podemos decir lo siguiente:
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Paran>5 entero y también pana=4 se tiene que
entren y 2n hay, por lo menos, dos nimeros primos.

Si tenemos el numero natural y su doble2n, al multiplicar estos niameros p&
obtenemos dos numeros tales que el mayor es el doble del menor:

2
muItipIicad(y/r \ multiplicado por
n n
es ig?/ \ es igual a

2n 4n

2n.2= 2.
2n.2=2.2n

4n = 4n

El intervalo [2n,4n] es mas grande (abarca mas numeros enteros) que el intervalo
[n,2n].

Teorema 1

Paran>14 entero, podemos construir el siguiente grafico:
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multiplicado pgt multiplicado por

n —_— E,_J
; 2
es igual / es igual a

Observacion: =— 3n y 3n son las mitades o “centros de simetria” de los intervalos:
2.@ = 2.E =
2 2

Entreny 7 hay, al menos, un Intervalo de Breusch, el cual contiene, al menos, un

namero primop .

De acuerdo con el graficq esta entren y 3_2n:

n< p<3—n
2

De acuerdo con lo anterior, tenemos que

2n< 2p< 23?n

gue es lo mismo que decir que

2n<2p<3n
2p es un ndamero semiprimo par.

Esto quiere decir que entre2n y 3n hay, al menos, un nimero semiprimo par.

Recordemos que los nimeros semiprimos son aquellos nimeros que son iguales a la
multiplicacion de exactamente dos nimeros primos, pudiendo ser estos nimeros primos
iguales o distintos.
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Ejemplos:

e 4 es un nimero semiprimo, ya que es igual a 2 * 2 (2 es un nimero primo).
* 6 es un numero semiprimo, ya que es igual a 2 * 3 (2 y 3 son nUmeros primos).
e 15 es un numero semiprimo, ya que es iguala 3 * 5 (3 y 5 son nimeros primos).

Aclaracion: Los nUmeros semiprimos son compuestos.

Ademas, entre3n y 4n existe, al menos, un nimero primo, como se demuestra a
continuacion.

Para demostrar que existe un numero primo edrirg 4n, tendremos que demostrar
que entre3n y 4n hay, por lo menos, un Intervalo de Breusch. Para que esto suceda, se
9(3n+81 A 3)<4n:

tiene que dar qu
9(3n+1 + 3)<4n

9(3nT+4)<4n

9.3n+9.4
- T«

4n
8
27n+ 36<4n
8
27n+ 36< 8.A4
27n+ 36< 3
36<3N-2h
36< 5n
36
—<n
5
7,2<n
n>7,2

Si, n>14 entoncesn>7,2.
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De acuerdo con estos resultados, pardld entero tenemos que ent2a y 3n hay, al
menos, un numero semiprimo par, y erney 4n existe, al menos, un numero primo.
Esto significa que entrgn y 4n hay, al menos, urareja semiprimo par - primo

Aclaracion: En la definicibn de “pareja semiprimo par - primo” (asi como también en

las definiciones de “pareja primo - semiprimo par”, “pareja semiprimo - primo” y
“pareja primo - semiprimo”, las cuales veremos mas adelante), el signo “-” no significa
“menos”, es decir, no implica una sustraccion. Dicho signo es solamente un guion que
implica que un namero (el que esta a la derecha del guion) sigue a otro numero (el que
esta a la izquierda del guion). En otras palabras, el nimero que esta a la derecha del
guion es mayor que el nimero que esta a la izquierda del mismo. Por ejemplo, una
pareja semiprimo par - primo esta formada simplemente por un namero semiprimo par
seguido por un namero primo, siendo en este caso el nUmero semiprimo par menor que
el namero primo. El mismo razonamiento se aplicard para los conceptos de “pareja

primo - semiprimo par”, “pareja semiprimo - primo” y “pareja primo - semiprimo”.

Si n>14, entonce2n > 2.14, es decir,2n > 28. Ahora, 2n es siempre un nimero patr,
y el doble de2n es 4n. Y como ya dijimos, entr&n y 4n hay, por lo menos, una
pareja semiprimo par - primo.

De todo esto se deduce que si>28 es un namero par, entonces entra y 2n
existe por lo menos una pareja semiprimo par - primo¢Se puede aplicar este
resultado a valores impares @& La respuesta es que si, como veremos ahora (se
recomienda usar el grafico de la pag. 13 como guia).

Como vimos recientemente, pane>14 entero tenemos que entga y 3n hay, al
menos, un nimero semiprimo par, y erérey 4n hay, al menos, un numero primo.
Ahora, tendremos que ver en qué caso se daria que entre el nUmero imgar+1 y
3n hay un namero semiprimo par.Si entre2n+1 y 3n hay un niamero semiprimo
par y entre3n y 4n hay un numero primo, entonces endre+1 y 2(2n+1)= 4n+ 2

hay una pareja semiprimo par - primo, puesto 2uel< 3n< 4n< 2(2n+ 1.

Para cumplir con el objetivo planteado, vamos a tener que averiguar cuando se

daria que entre n+1 y 3_2n existe un Intervalo de Breusch y, por lo tanto, un
, . . . . 3n
namero primo. Esto es porque si hay un numero pripoentren+1 y > entonces

existe el niumero semiprimo pap entre2(n+1) y 2.3—2n =3n, ya que
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n+1< p<3_2n = 2(n+1)< 2p< 2.%” = 2 X 2p< I

De esto obtenemos quen+1< 2n+ 2< 2p< 3, es decir, que hay un numero
semiprimo par2p entre2n+1y 3n.

- . , 3n
Averiglemos, entonces, cuando existe un Intervalo de Breusch entnerl y 7:

9n+1 + 1+ 3)<Q

tenemos que tener q 5 5

9n+1+ 1+ 3)<§
8 2

9(n+5)<@
8 2

9n+95 I
< =
8 2

9n+45_
8 2

9n+45< 8%

9n+ 45<%

9n+45<2—;1n

9n+45<2—24n

9n+45<12n

9n+45< 1

45<12n-
45< 3

45
—~<n
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Esto quiere decir que pare>15 entero tenemos que entne-1 y 3_2n hay, al menos, un

namero primop, lo cual implica que existe el nUmero semiprimo par entre 2n+1
y 3n, de acuerdo con lo explicado anteriormente (recordemo2mtié< 2(n+ 1), ya
gue 2n+1< 2n+ 2).

Resumiendo, paran>15 entero tenemos que ent@gn+1 y 3n hay, al menos, un
namero semiprimo par. Y, como vimos anteriormente, pard4 entero tenemos que
entre 3n y 4n hay, al menos, un nimero primo. En consecuencia, ppafid entero
tenemos un nimero semiprimo par ergne-1 y 3n y también un nimero primo entre
3n y 4n (si n>15, entonces >14).

A partir de estas afirmaciones podemos decir que parkb entero tenemos que entre
2n+1y 4n hay, al menos, una pareja semiprimo par - primo. De acuerdo con esto, y si
tenemos en cuenta quBn+1< 4n< 2(2n+ 1), podemos afirmar que ent2n+1 y

2(2n+1) hay una pareja semiprimo par - primo.

Si n>15, entonces2n+1> 2.15+ 1, es decir,2n+1> 31. Ahora, 2n+1 es siempre un
namero impar, y el doble d2n+1 es 2(2n+1)= 4n+ 2. Y como ya dijimos, entre

2n+1y 2(2n+1) hay, por lo menos, una pareja semiprimo par - prideotodo esto se

deduce que sin>31 es un numero impar, entonces entren y 2n existe por lo
Menos una pareja semiprimo par - primo.

Hasta ahora podemos afirmar que:

1. Sin>28 es un numero pam 30 par), entonces entrg y 2n existe por lo menos
una pareja semiprimo par - primo.

2. Sin>31 es un numero impam( 33 impar), entonces entre y 2n existe por lo
mMenos una pareja semiprimo par - primo.

En el punto 1., el menor valor par dees 30; en el punto 2., el menor valor impar ale

es 33. De estos dos puntos se deduce que>sB1 es un numero entero, entonces entre

n y 2n hay por lo menos una pareja semiprimo par - primo. En una pareja semiprimo
par - primo, s es el nUmero semiprimo parry es el nimero primo, y se tiene que
s<r.
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Se puede comprobar facilmente que esto también se cumple para los enteros3lesde el
hasta el31, es decir, par@<n< 31:

3<4<5< 2.3 (2.3= 6 (4 es semiprimo par $ es primo)
4<6<7< 2.4 (2.4 8 (6 essemiprimo pary es primo)
5<6<7< 25 (2.5 10 (6 es semiprimo par ¥ es primo)
6<10<11< 2.6 (2.6= 12 (10 es semiprimo par ¥1 es primo)
7<10<11< 2.7 (2.F 14(10 es semiprimo par ¥1 es primo)
8<10<11< 2.8 (2.8 16 (10 es semiprimo par ¥1 es primo)
9<10<11< 2.9 (2.9 1£€(10 es semiprimo par 1 es primo)
10<14< 17< 2.10 (2.1&¢ 2((14 es semiprimo par 7 es primo)
11<14< 17< 2.11 (2.1% 2:(14 es semiprimo par ¥7 es primo)
12<14< 17< 2.12 (2.12 2<(14 es semiprimo par 7 es primo)
13<14< 17< 2.13 (2.13 2€(14 es semiprimo par 7 es primo)
14< 22< 23< 2.14 (2.14 2¢(22 es semiprimo par 23 es primo)
15< 22< 23< 2.15 (2.15 3((22 es semiprimo par 23 es primo)
16< 22< 23< 2.16 (2.16 3:(22 es semiprimo par 23 es primo)
17< 22< 23 2.17 (2.1% 3<(22 es semiprimo par 23 es primo)
18< 22< 23< 2.18 (2.18 3¢(22 es semiprimo par 23 es primo)
19< 22< 23< 2.19 (2.1% 3¢(22 es semiprimo par 23 es primo)
20< 22< 23< 2.20 (2.26 4((22 es semiprimo par 23 es primo)
21< 22< 23< 2.21 (2.2% 4:(22 es semiprimo par 23 es primo)

22< 26< 29< 2.22 (2.22 4<(26 es semiprimo par 29 es primo)
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23< 26< 29< 2.23 (2.23 4¢ (26 es semiprimo par 29 es primo)
24< 26< 29< 2.24 (2.24 4¢(26 es semiprimo par 29 es primo)
25< 26< 2% 2.25 (2.25 5((26 es semiprimo par 29 es primo)
26< 34< 37< 2.26 (2.26 52(34 es semiprimo par $7 es primo)
27< 34< 37< 2.27 (2.2% 5:(34 es semiprimo par 7 es primo)
28< 34< 37< 2.28 (2.28 5¢ (34 es semiprimo par 7 es primo)
29< 34< 37< 2.29 (2.2¢ 5&(34 es semiprimo par $7 es primo)
30< 34< 37< 2.30 (2.3&¢ 6((34 es semiprimo par 7 es primo)

31< 34< 37< 2.31 (2.3% 62(34 es semiprimo par 7 es primo)

Para finalizar, vamos a afirmar lo que ya esta demostrado:

Si n>2 es un nimero entero, entonces entrg 2n hay por lo menos ung
parejasemiprimo par - primo

A esta verdad ya demostrada la llamaremesrema 1 Este teorema también implica
que, en general, $i>2 es un numero entero, entonces eming 2n hay por lo menos
una parejaemiprimo - primo

Teorema 2

A continuacion, vamos a demostrar dos cosas:

1. Sin es un nimero entero, entonces entng 2n hay por lo menos una pargjemo
- semiprimo pacuandon =4, cuandon =6 y cuandon>7.
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2. Sin es un numero entero, entonces entrg 2n hay por lo menos una pargjemo
- semiprimocuando4< n< 6 y cuandon>7.

Demostracion:

Si n>14, entonces entregzﬂ y 2n hay, al menos, un Intervalo de Breusch, el cual

contiene, al menos, un namero primo
De acuerdo con el grafico de la pag. §3sta entre?’z_n y 2n:

3n
—<Qg<2n
> q

Segun el gréfico, tenemos que

2.3?”< 20< 2.

Dicho de otra forma,
3n< 2g< 4n
2g es un numero semiprimo par.
Esto quiere decir que entre3n y 4n hay, al menos, un nimero semiprimo par.

Ahora, para que entrgn y 3n haya al menos un nimero primo, se tiene que cumplir
que entre2n y 3n haya por lo menos un Intervalo de Breusch, o sea, se tiene que dar
9(2n +81 + 3)< an":

que
9(2n +81 + 3)< an

9(2nT+4)<3n

9.2n+ 9.4
== T <
8

3n

18n+ 36
<
8

3n

18n+ 36< 8.3
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18n+ 36< 2
36< 24 -1
36< 6n

36
-~ <n

6<n
n>6
Siin>14, entoncein>6..

Como entre2n y 3n hay al menos un namero primo y en&ey 4n hay al menos un
ndmero semiprimo par, entoncpara n>14 entero tenemos que entre2n y 4n
existe, al menos, una pareja primo - semiprimo par. Sn >14, entonces2n > 2.14,
es decir,2n > 28.

2n (con n entero) es siempre un numero par, y el doblenees 4n. Y como ya
dijimos, entre2n y 4n hay, por lo menos, una pareja primo - semiprimo par.

De todo esto se deduce que si>28 es un namero par, entonces entra y 2n
existe por lo menos una pareja primo - semiprimo par¢,Se puede aplicar este
resultado a valores impares d@ La respuesta es que si, como veremos a continuacion.

De acuerdo con el Resultado 1 (pag. 10) y con el Resultado 2 (en la misma pagina),

podemos decir que para>14 entero tenemos que ent%zg y 2n existe, al menos, un

namero primoq :

3—2n <g<2n
Esto significa que
23N 20< 2.2
2
gue es lo mismo que decir que
3n< 2g< 4n
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29 es un numero semiprimo par, lo cual implica que existe un nimero semiprimo par

entre3n y 4n.

Ahora, demostremos cuando existe un Intervalo de Breusch, y por lo tanto un niamero
primo, entre el nimero impa2n+1 y 3n. En este caso, tenemos que tener que
9(2n+1g- 1+ 3)<3n:

9(2n+1+ 1+ 3)
8

<3n

9(2n+5) _,

9(2n+5)< 8.%
9(2n+ 5)< 24n
9.2n+ 9.5< 2A
18n+ 45< 24
45< 24 - 1&
45< 6n
Aen
6
7,5<n
n>7,5
Sin>14, entoncen>7,5.

Entonces, paran>14 entero tenemos que entre2n+1 y 3n existe, al menos, un
namero primo. Si n >14, entonces2n+1> 2.14+ J, es decir,2n+1> 29.

2n+1 (con n entero) es siempre un numero impar, y el doble 2de-1 es
2(2n+1)=4n+ 2. Y como ya dijimos, entre3n y 4n hay, al menos, un namero

semiprimo par.

Esto quiere decir que tenemos un numero primo &ntrel y 3n, y también existe un
ndmero semiprimo par entr@ y 4n (y es obvio qued4n<2(2n+1), ya que
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4n< 4n+ 2). De todo esto se deduce que gi>29 es un numero impar, entonces
entre n y 2n existe por lo menos una pareja primo - semiprimo par.

Hasta ahora podemos afirmar que:

1. Sin>28 es un numero pamn( 30 par), entonces entne y 2n existe por lo menos
una pareja primo - semiprimo patr.

2. Sin>29 es un numero impam@ 31 impar), entonces entre y 2n existe por lo
menos una pareja primo - semiprimo par.

De estos dos puntos se puede deducir perfectamente que28i es un nimero entero,
entonces entren y 2n hay por lo menos una pareja primo - semiprimo par. En un
pareja primo - semiprimo par, es el nimero primo g es el nimero semiprimo par, y
se tiene que <s.

Se puede comprobar facilmente que esto también se cumple pdraparan=6 y
para los enteros desde&hasta el29 (es decir, par&@<n< 29):

4<5<6< 2.4 (2.4 8 (5 esprimo y6 es semiprimo par)
5<7<9< 25 (2.5 10 (7 es primo y9 es semiprimo impar)
6<7<10< 2.6 (2.6= 12 (7 es primo y10 es semiprimo par)
8<11<14< 2.8 (2.8 16(11es primo yl4 es semiprimo par)
9<11<14< 2.9 (2. 1&(11es primo yl4 es semiprimo par)
10<11< 14< 2.10 (2.16 2((11es primo yl4 es semiprimo par)
11<13< 14< 2.11 (2.1% 22(13 es primo yl4 es semiprimo par)
12<13< 14< 2.12 (2.12 2¢(13 es primo yl4 es semiprimo par)
13<17< 22< 2.13 (2.13 2¢(17 es primo y22 es semiprimo par)
14<17< 22< 2.14 (2.14 2&(17 es primo y22 es semiprimo par)
15<17< 22< 2.15 (2.15 3((17 es primo y22 es semiprimo par)

16<17< 22< 2.16 (2.18 3:(17 es primo y22 es semiprimo par)
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17<19< 22< 2.17 (2.1% 3<(19 es primo y22 es semiprimo par)
18<19< 22< 2.18 (2.18 3¢(19 es primo y22 es semiprimo par)
19< 23< 26< 2.19 (2.1¢ 3¢(23 es primo y26 es semiprimo par)
20< 23< 26< 2.20 (2.26 4((23 es primo y26 es semiprimo par)
21< 23< 26< 2.21 (2.2% 4.(23 es primo y26 es semiprimo par)
22<23< 26< 2.22 (2.22 4:(23 es primo y26 es semiprimo par)
23< 29< 34< 2.23 (2.23 4¢(29 es primo y34 es semiprimo par)
24< 29< 34< 2.24 (2.24 4¢(29 es primo y34 es semiprimo par)
25< 29< 34< 2.25 (2.25 5((29 es primo y34 es semiprimo par)
26< 29< 34< 2.26 (2.26 5:(29 es primo y34 es semiprimo par)
27< 29< 34< 2.27 (2.2 5:(29 es primo y34 es semiprimo par)
28< 29< 34< 2.28 (2.28 5¢(29 es primo y34 es semiprimo par)

29< 31< 34< 2.29 (2.2% 5¢(31es primo y34 es semiprimo par)

En resumen, sh es un numero entero, entonces emtrg 2n hay por lo menos una
parejaprimo - semiprimo pacuandon=4, cuandon =6, cuando8< n< 29 y cuando
n>29, lo que implica que entrén y 2n hay por lo menos una pare@imo -
semiprimo parcuandon =4, cuandon=6 y cuandon>7.

También queda demostrado, mediante las explicaciones y datos anteriores, que, en
general, cuande@l< n< 6, cuando8<n< 29 y cuandon>29 se tiene que entre y

2n hay, al menos, una parepimo - semiprimo De esto se deduce que cuando
4<n<6 ycuandon>7 tenemos que entre y 2n hay, al menos, una pargamo -
semiprimo

Para finalizar, vamos a afirmar lo que ya esta demostrado:
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1. Sin es un numero entero, entonces emtrg 2n hay por lo menos una
parejaprimo - semiprimo pacuandon =4, cuandon =6 y cuandon>7.

2. Sin es un numero entero, entonces emtrg 2n hay por lo menos una
parejaprimo - semiprimecuando4<n< 6 y cuandon>7.

Estos dos puntos conforman un teorema al que llamaréezosma 2

Los numeros primos de Sophie Germain son infinitos

Habiamos dicho que demostrar que existen infinitos nameros primos de Sophie
Germain equivale a demostrar que existen infinitos numeros primos de laZpraia

con p primo, por lo que a continuacion vamos a demostrar que existen infinitos
nameros primos de la form@p +1.

Obviamente, un numero primo de la forap+1 se obtiene sumandolea un nimero
semiprimo par2p, lo cual significa que un nimero primo de la form@a+1 “esta
pegado” a un namero semiprimo par. Llamaremoa un numero primo de la forma

2p+1,esdecirg=2p+1.

p es un numero primo de Sophie Germain

l

q-2, 2p, q, Q9+l g+ 2

A

g es un numero primo de la forn2g +1 (se tiene que=2p+1)

Los numeros2p y q conforman una pareja semiprimo par - primo. La diferencia entre
estos dos numeros es igual,aya queq—2p=1. Decimos, entonces, que los nimeros
2p y g conforman una pareja semiprimo par - primo de oiklerl. Esto es porquk

es la diferencia entre los dos numeros mencionados.
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De acuerdo con lo anterior, un namero primo de la forma1 es el nGmero primo en

una pareja semiprimo par - primo de orden 1. Probar que existen infinitos nUmeros
primos de la formap+1 demuestra que existen infinitos niameros primos de Sophie
Germain (como ya fue explicado anteriormente), y demostrar que existen infinitos
nameros primos de la formap +1 equivale a demostrar que existen infinitas parejas
semiprimo par - primo de orddn=1. En consecuencia, demostrar que existen infinitos
nameros primos de Sophie Germain equivale a demostrar que existen infinitas parejas
semiprimo par - primo de orddn=1.

El caso de una pareja semiprimo par - primo de okderd corresponde a los nimeros
primos de la forma&p +1, pero también podemos definir parejas semiprimo par - primo

de ordenk =3, de ordenk =5, de ordenk =7, de ordenk =9, etc. En general,
podemos definir parejas semiprimo par - primo de oldgoudiendo sei un namero
natural impar cualquiera. La razon por la ques impar es que la diferencia entre un
ndamero par y un numero primo impar (es decir, un nimero primo mayoR yjes
siempre un namero impatr.

Demostracion de la infinitud de primos de Sophie Germain

En el document®®RIMOS GEMELOS, DEMOSTRACION KMELLIZA de Carlos

Giraldo Ospina (Lic. Matematicas, USC, Cali, Colombia) el autor demuestra la
existencia de infinitas parejas de numeros primos gemelos (nUmeros primos cuya
diferencia e) probando que existen infinitas parejas de numeros pkmesizos es

decir, que existen infinitas parejas de niumeros primos cuya diferencia entre &ljos es
pudiendo sek un numero natural par cualquiera. Esta tarea se lleva a cabo por dicho
autor mediante una sencilla demostracién por reduccion al absurdo, probablemente
inesperada por la mayoria de los matematicos, y de un razonamiento excelente.

El autor del mencionado documento prueba que existen infinitas parejas de numeros
primos cuya diferencia €3, infinitas parejas de nameros primos cuya diferencid, es
infinitas parejas de niameros primos cuya diferencig, esc. En general, demuestra que

si k es un numero natural par cualquiera, entonces existen infinitas parejas de nameros
primos cuya diferencia entre ellos les

Aplicando este mismo razonamiento, procederemos a demostrar la existencia de
infinitas parejas semiprimo par - primo de cualquier ordersiendok un numero
naturalimpar cualquiera. De acuerdo conTetorema 1 consideraremos el conjunto de

los numeros naturales mayores dqiiees decir, los nimeros naturales desde bhsta

el infinito. A este conjunto lo denominaren©snjunto A
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Nota: Es muy importante dejar en claro que de ahora en adekargera siempre
natural impar.

1. Supongamos que en el Conjunto A no existen parejas semiprimo par - primo de orden
k<u a partir den=u (los nUmerosn y u son numeros enteros que pertenecen al
Conjunto A).

2. Entreu y 2u, n=u hay por lo menos una pareja semiprimo par - primo, de acuerdo
con elTeorema 1

3. La diferencia entre dos nimeros enteros ubicadosemntrau esk < u.

4. Entreu y 2u, n=u (y, por lo tanto, en el intervaIEu, 2u]) hay por lo menos una
pareja semiprimo par - primo de order u, segun 2.y 3.

5. En el Conjunto A, a partir de=u existe, al menos, una pareja semiprimo par -
primo de orderk < u, segun 4.

6. La conclusion del punto 5. contradice la suposicion 1.

7. Por lo tanto, ninguna clase de pareja semiprimo par - primo de ningun lorden
natural impar puede ser finita, segun 6.

Esto quiere decir que existen infinitos numeros primos de la fagm&a. con p primo,
infinitos nimeros primos de la forngp + 3 con p primo, infinitos nUmeros primos de
la forma 2p+5 con p primo, infinitos niumeros primos de la forn?gp+7 con p
primo, etc.Como existen infinitos nimeros primos de la fora@a+1 con p primo,

entonces existen infinitos niumeros primos de Sophie Germain, de acuerdo con
explicaciones anteriores.

En resumen, para todo numero natural impase cumple que hay infinitos nUmeros
primos de la forma2p+i con p primo (cambiamos la notacion d& a i por

cuestiones de comodidad).

Aplicando un meétodo idéntico al anterior, procederemos a demostrar otro teorema
interesante. De acuerdo conTelorema 2 consideraremos el conjunto de los nimeros
naturales mayores qu& es decir, los nUmeros naturales desdg ksta el infinito. A

este conjunto lo denominarem@snjunto B.

1. Supongamos que en el Conjunto B no existen parejas primo - semiprimo par de orden
k<u a partir den=u (los nUmerosn y u son numeros enteros que pertenecen al
Conjunto B).
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2. Entreu y 2u, n=u hay por lo menos una pareja primo - semiprimo par, de acuerdo
con elTeorema 2

3. La diferencia entre dos nimeros enteros ubicadosemntrau esk < u.

4. Entreu y 2u, n=u (y, por lo tanto, en el intervalfu, 2u]) hay por lo menos una
pareja primo - semiprimo par de order u, segun 2.y 3.

5. En el Conjunto B, a partir de=u existe, al menos, una pareja primo - semiprimo
par de orderk < u, segun 4.

6. La conclusién del punto 5. contradice la suposicion 1.

7. Por lo tanto, ninguna clase de pareja primo - semiprimo par de ningun lorden
natural impar puede ser finita, segun 6.

Esto quiere decir que existen infinitos numeros primdales quez+1 es un namero
semiprimo par, infinitos nimeros primas tales quez+3 es un numero semiprimo
par, infinitos nimeros primog tales quez+5 es un ndmero semiprimo par, infinitos
nameros primog tales quez+7 es un niumero semiprimo par, etc.

En resumen, para todo numero natural impage cumple que hay infinitos nimeros
primos z tales quez+i es un numero semiprimo p&ste enunciado equivale a decir
que para todo numero natural imparse cumple que existen infinitos nimeros
semiprimos paregp tales que2p-i es un nimero primdzsto es lo mismo que decir
que para todo numero natural imparexisten infinitos nimeros primos de la forma
2p—i con p primo.

Conclusién

Como conclusion de este trabajo, quedan demostrados los siguientes teoremas (ademas
de los teoremas que se demostraron durante el desarrollo del mismo):

Si i es un numero natural impar cualquiera, entonces existen
infinitos numeros primos de la fornggp—-i con p primo.
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Sii es un numero natural impar cualquiera, entonces existen
infinitos nimeros primos de la forngp +i con p primo.

Contacto: germanpazr@hotmail.com

Véase tambiénNumeros primos, formula precisgrabajo original: Calculo de la
cantidad de numeros primos que hay por debajo de un niumerd dado
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