NOTE SUR LA RESOLUTION DE
L’EQUATION B(p) = A
RENCONTREE EN GEODESIE

Abdelmajid BEN HADJ SALEM

Résumé

Dans cette note, on donne une méthode pour résoudre I'équation B(p) = A
rencontrée en géodésie, ol S(p) est la longueur de la méridienne de Uellipse ou de
Pellipsoide de I’équateur au point de latitude géodésique .

Abstract : In this note, we give a method to resolve the equation S(p) = A used
in geodesy, where 3(p) is the length of the arc of the meridian of an ellipse or an
ellipsoid from the equator to the point of geodetic latitude .

Décembre 2023

Version 1.



Abdelmajid BEN HADJ SALEM,
e-mail : abenhadjsalem@gmail.com

© Décembre 2023 - Abdelmajid BEN HADJ SALEM -

ii



To the Memory of my Colleague and
Friend Noureddine HOURRIGUE,
Ingénieur Général Géographe who passed
away in November 2023

iii



Table des matieres

il INTRODUCTION| . . . . . . . . ..o o oo
2 CALCULDE SB(o)|. . ... oo oo
[2.0.1 Résolution de 'équation S(p) = Al . . . ... ... ..
2.02 Calculs d’erreurs . . . . .. ..o



NOTE SUR LA RESOLUTION DE
L’EQUATION f(¢) = A EN GEODESIE

ABDELMAJID BEN HADJ SALEM

1 Introduction

En géodésie, il arrive qu’on rencontre la résolution de ’équation du type :

Blp) = A (1)

ou () représente la longueur de la méridienne d’une ellipse ou d’un ellip-
soide, ¢ la latitude géodésique et A une valeur donnée. Pour les deux cas
précédents, 5(p) s’exprime par une méme formule, soit :

©
Ble) = pdp = Be) = [ plwydu @

avec p(yp) le rayon de courbure de la méridienne donné par la formule sui-
vante :

a(l —e?)
(1 — e2sin?p)/1 — e2sin?p

plp) = (3)

a,e sont respectivement le demi-grand axe et la premiere excentricité de
Pellipse ou de ’ellipsoide.

2 Calcul de 3(p)

Posons :



F1a. 1: Arc de la méridienne de longueur ()

L’équation ({2]) s’écrit :
Bp) = a(l — eA)I() (5)

L’intégrale est une intégrale, dite elliptique, n’est pas exprimée par une

formule finie. Pour la calculer, on fait I'usage d’un développement limité de

. . _3
Iexpression (1 — e?sin’u)2.

On utilise la formule :

(142)? = 1+qw+q(q — 1)x2+Q(q - (g — 2)$3+_“+q(q —1)(¢g—14p)

y4 p+1
2 31 ») o)

avec || < 1, ¢ est un rationnel et p! désigne factoriel p soit p(p — 1)..3.2.1.
Comme |e?sin?u| < 1, on a donc & l'ordre 12 :

1 3 15
—=(1- 623in2u)_% =14 Zesin®u+ —etsintut
(1 — e%sin’u)z 2 8
35 315 693 3003
1—6665in6u + ﬁegsingu + ﬁelosinlou + @61282'711211, (6)

Pour pouvoir calculer les intégrales du type :

v,
/ sin“Pudu
0



on va exprimer les termes sinPu en fonction des lignes trigonométriques
multiples de 'argument u. Ce qui donne :

siny — 1 _ cos2u
2 2

siny — § _ cos2u  cosdu
8 2 8

6 5 15cos2u  13cosdu  cosbu
U= — — + —_

sin

16 32 16 32
sinfu — 375 - 17cos2u n Tcosdu - cosbu  cos8u
128 16 32 16 128
inl0y — E - 105cos2u n 15cosdu _ 45cos6u n 5cos8u _ cos10u
256 256 64 512 256 512
sinl2y — 231 _ 99cos2u n 495cos4u _ 55cosbu n 33cos8u - 3cosl0u  cosl2u
1024 256 2048 512 1024 512 2048

L’équation @ s’écrit en utilisant les expressions de droite de @ :

(1-— e2sin2u)_% = Ao + Ascos2u + Agcosdu + Agcos8u + Aq1gcoslOu + Aiacosl2u
(8)

En intégrant entre 0 et ¢ et aprés multiplication par le coefficient a(1 —
e?), on trouve l'expression ci-dessous de la longueur de la méridienne :

B(p) = a(l — e%).(Cop + Casin2¢ + Cysindyp + Cgsinbyp
+C3sin8p + Crosinl0p 4+ Crasinl2yp) (9)

ol les coefficient Aj, vérifient :

B Ay Ay A
CO—AQ 02—7 04—4 C6—6
Ag Aqg Aro
p—— = — = - 1
Csg 3 Cho 10 Cr2 12 (10)



avec

om0
C2 = _262 N 564 N 150%66 - %68 - 17321706752610 N ?ZZZS@”
Ca = %64 1100254 3 126230854 ¢ éggggew %em
Co = _3§i2 ¢ - 1;28 ¢ - 3816148352610 - %612
Cs = 133110572 e+ 521228610 8222238612
Cro = _%em _ %612
Cr2 = %612
Posons :
n=>6
J(p) =a(l — €% Z Capsin2neg
n=1

Alors, on obtient :
Bp) = a(1 = e*)Cop + J(p)

2.0.1 Résolution de I'équation 5(p) = A

On peut écrire I’équation B(p) = A comme suit :

_ Ly I
4 a(l—e2)Cy  a(l—e2)Cy
Posons :
A J(¥)
F = —
(%) a(l—e2)Cy  a(l—e2)C
Alors, on a a résoudre :

¢ =F(p)

(11)

(12)

(13)

(15)



La résolution de se fait par itérations comme suit :
A

Y1 = a(l — 62)00 (17)
Puis :
_ . J (1)
P2 = ¥1 7a(1 ~ )0,
J(¢))

T g o)

On fixe un nombre € < 1. Si |pj11 — ;| < €, alors ¢ = @11 = @;j, sinon on
itere le processus. En prenant € = 1,57 x 1071°, on obtient la précision du
mm. La résolution de ([16) par itérations est convergente car on montre que
[F' ()] < 1.

2.0.2 Calculs d’erreurs

Jusqu’a quel ordre faut-il s’arréter dans le développement limité de ’ex-
pression de la longueur de la méridienne ? Ecrivons sous la forme :

1=6

2 ,
Ble) =a(l —eHI(p) = a(l — €?) Z/o a;sin*itdt (18)
i=0
On s’arréte a l'ordre 7 tel que :
e .
la(1l — eQ)ai/ sin®tdt] < 10~ m (19)
0

soit :

¢ , ¢
la(1l — 62)ai/ sin®'tdt| < |a(1 — 62)(li/ dt| <a(l— 62)6%'% <107*m
0 0

2x 1074
== a4 < ———5~ 20
i ma(l — e?) (20)
- . 693 ;0. 2x107*
Numériquement pour ¢ = 10, on trouve que as = %e > m. Par
3003 2 x 1074
contre pour ¢ = 6, on obtient que a5 = ——e'? . Donc on

e < —¢
1024 ma(l — e2)
garde que les coefficients de e2,e?, €5 €8 et e!0 de @

Exercice 2.1. Soit la fonction F(yp) :

_ A J(p)
Fle) = a(1—e2)Cy  a(l—e2)C

donnée ci-dessus.
1. Montrer que |F'(p)| < 1.
2.En déduire que la suite o, = F(pn—1) est convergente.
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