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teaching of that discipline to future generations

RESUME :

Pour A un ensemble infini dénombrable donné, nous démontrons que A est
un ensemble infini dénombrable si et seulement si A est égal a un ensemble in-
fini dénombrable indexé a linfini. Dit autrement nous démontrons que A est
un ensemble infini dénombrable ssi 3 une infinité d’éléments non-vides distincts
a; #0,i € N*,Vi,j € N*,i # j,a; # aj, tels que A = j:lo{ai}.

A cette occasion, pour les ensembles infinis dénombrables constitués par I’union
de deux ensembles infinis dénombrables donnés A et B, A" = [AU B]p 4/, nous
introduisons la notion d’ensemble infini dénombrable indéterminé pour designer les
ensembles infinis dénombrables dont une indexation explicite n’est pas déterminée
cependant qu’une telle indexation doit nécessairement exister.

ABSTRACT :

For a given infinite countable set A, we demonstrate that A is an infinite countable
set if and only if A is equal to an infinite countable set indexed to the infinity. Said
otherwise we demonstrate that A is an infinite countable set i f f 3 an infinite number
of non-empty, distinct elements a; # 0,7 € N*,Vi,j € N*,i # j,a; # a; such that
A=US i)

At this occasion, for infinite countable sets constituted by the union of two given
infinite countable sets A and B, A" = [AU B|p 4, we introduce the notion of unde-
termined infinite countable set in order to designate infinite countable sets for which
an explicit indexation is not determined meanwhile such indexation must necessarily
exist.
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Cet article fait suite aux précédents articles par le présent auteur sur les ensembles
infinis dénombrables (N-A. Phan, 2021, [2], 2022, 3], 2022 [4]). Aussi les formalismes
introduits dans les précédents articles (N-A. Phan, 2022, [3], 2022, [4]) sont également
employés dans ce présent article.

Lemme 1. — VN € N*, A card(A) = N, un ensemble fini dénombrable, nous avons

A, card(A) = N, un ensemble fini dénombrable
N
= Ja; # 0,0 € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a;, A= | J{a:}.
i=1

Dit autrement :

si A, card(A) = N, est un ensemble fini dénombrable alors il existe N éléments
non-vides distincts a; # 0,1 € [1, N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a; tels que

A= Uﬁl{ai}'

1" Preuve
Démontrons par récurrence le Lemme 1.

Pour N = 1 nous avons card(A) = 1. A est donc un ensemble contenant un unique
élément non-vide que nous noterons par "x”. 1l s’ensuit que A = {z},z # 0. En
posant & = aq, il s'ensuit que A = {z} = {a;}. Dit autrement en posant x = a
l'unique élément non-vide de A, il s’ensuit que A = {z} = {a1}. Le Lemme 1 est
donc vrai pour N = 1.

Pour N € N*, N > 1, donné, supposons que le Lemme 1 soit vrai pour N.

Soit A, card(A) = N, un ensemble fini dénombrable donné. Adjoignons par union
un (N + 1)¥me ¢lément non vide donné que nous noterons par "y” & A, card(A) = N,
tel que Vi € [1,N],a; # y,card(AU{y}) = N + 1.

Comme nous avons supposé que le Lemme 1 était vrai pour N € N* N > 1,
en posant A’ = AU {y} et y = an41, il vient que I N éléments non-vides distincts
a; #0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a; tels que :

A =AUy} = (UL i{ai}) Udan i} = U ai)

Etant donné que A, card(A) = N, est un ensemble fini dénombrable donné et que y
est élément non vide donné tel que Vi € [1, N],a; # y,card(AU{y}) = N +1, il vient
qu’effectivement A’ est un ensemble fini dénombrable donné tel que card(A’) = N +1
et tel que A’ = UM ai}, 0 # 0, € [1, N +1],Vi,j € [L, N + 1], # j,a; # a;.

Le Lemme 1 est donc vrai pour N + 1. Conséquemment le Lemme 1 est établi.

2iéme. Preyve

Démontrons par récurrence le Lemme 1.

Pour N = 1 nous avons card(A) = 1. A est donc un ensemble contenant un unique
élément non-vide que nous noterons par "a”. 1l s’ensuit que A = {z},z # 0. En
posant & = aq, il s'ensuit que A = {z} = {a;}. Dit autrement en posant x = a
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l'unique élément non-vide de A, il s’ensuit que A = {2} = {a1}. Le Lemme 1 est
donc vrai pour N = 1.

Pour N € N*, N > 1, donné, supposons que le Lemme 1 soit vrai pour N.

Soit A’,card(A’) = N + 1, un ensemble fini dénombrable donné. Soustrayons
par exclusion un unique élément non-vide donné de A’,card(A’) = N + 1, que nous
noterons par "y”, tel que y € A’, card(A’\ {y}) = N.

Comme nous avons supposé que le Lemme 1 était vrai pour N € N* N > 1,
en posant A = A’ \ {y}, il vient que 3 N éléments non-vides distincts a; # 0,7 €
[1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a; tels que :

A=A\ {y} =UL {a:}

Notons que comme card(A’) = N + 1, nécessairement y # () et Vi € [1, N],a; # y.

Par suite en posant y = a1, il vient que :

A= AUy} = (A {yh Uy} = (Ui dad) Uawind = U o}
Il existe donc bien N + 1 éléments non-vides distincts a; # 0,7 € [1,N],Vi,j €
[1,N],i # j,a; # a; tels que A’ = Ujf{l{a,}
Le Lemme 1 est donc vrai pour N + 1. Conséquemment le Lemme 1 est établi.

Lemme 2. — VN € N* U {+o0}, A, card(A) = N, un ensemble fini ou infini
dénombrable, nous avons :
A, card(A) = N, un ensemble fini ou infini dénombrable

N
= Ja; # 0,0 € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a;, A = | J{a:}.
=1

Dit autrement :

st A, card(A) = N, est un ensemble fini ou infini dénombrable alors il existe N
éléments non-vides distincts a; # 0,i € [1, N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a; tels que

A=UL {a:}.

Preuve

Le Lemme 1 signifie que le Lemme 2 est vrai VIV € N*.

Démontrons par ’absurde le cas ou N = +o0.

Supposons que le Lemme 2 soit faux pour N = +4o0o. Il s’ensuit qu’il existe
un maximum M € N* pour lequel, pour un ensemble fini dénombrable donné
A card(A) = M, $ M éléments non-vides distincts a; # 0,i € [1,M],Vi,j €
[1,M],i# j,a; # a; tels que A = Ui]\i1{ai}-

Le fait que 3 M éléments non-vides distincts a; # 0,7 € [1, M],Vi,j € [1, M],i #
Jia; # a; tels que A = Ui]\il{ai} est en contradiction avec le Lemme 1.

Conséquemment le Lemme 2 est vrai dans le cas ou N = +oo et le Lemme
2 est établi.
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Théoréme 1. — VYN € N* U {+o0}, A,card(A) = N, un ensemble fini ou infini
dénombrable, nous avons :
A, card(A) = N, un ensemble fini ou infini dénombrable

N
& 3Ja; #0,i € [1,N],¥i,j € [1,N],i # j,a; # a;, A= | J{a:}.

i=1
Dit autrement :
A, card(A) = N, est un ensemble fini ou infini dénombrable si et seulement si il
existe N éléments non-vides distincts a; # 0,1 € [1,N],Yi,j € [1, N],i # j,a; # a;
N
tels que A =J;_,{a:}.

Preuve

VN € N* U {+c0}, il est évident que si Ja; # 0,4 € [1,N],Vi,j € [1,N],i #
Jya; # a; tels que A = Ui]\il{ai} alors A, card(A) = N, est un ensemble fini ou infini
dénombrable. Dit autrement VN € N* U {400} nous avons :

Ja;, #0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a;, A= Ui]il{ai} = A,card(A) = N, un
ensemble fini ou infini dénombrable

Le Lemme 2 ayant établi la réciproque de la proposition ci-dessus, il vient que le
Théoréme 1 est établi.

X ok Xk

Remarquons que I’équivalence entre le fait que A, card(A) = 400, soit un ensemble
infini dénombrable et le fait que Ja; # 0,i € N*Vi,j € N* i # j,a; # aj,A =

;Lzolo{ai} établie par le Théoreme 1, est donc cruciale en ce qu’elle énonce que
tout ensemble infini dénombrable existe sous la forme d’un ensemble infini
dénombrable indexé a linfini.

Dit autrement, pour tout ensemble infini dénombrable donné, le Théoréme 1
impose la nécessité de l’existence formelle d’une infinité d’éléments a; # 0,4 €
[1,400[,Vi,j € [1,400[,% # j,a; # a; tels que A= U;of{az}

Aussi, I'équivalence établie par le Théoréme 1, nous permet de considérer le

Théoréme 1 comme la définition méme des ensembles finis ou infinis
dénombrables.

Corollaire 1. — Soient A, B,card(A) = card(B) = N,N € N* U {4+o00} deuz
ensembles finis ou infinis dénombrables, nous avons :
A, B,card(A) = card(B) = N,A= B < 3Ja; # 0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; #
N
aj, A=B=U,;_ {a:}
Dit autrement :
A, B, card(A) = card(B) = N, sont deuz ensembles finis ou infinis dénombrables
égauz si et seulement si il existe N € N* U {400}, éléments non-vides distincts
a; #0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a;, # a; tels que A= B = Ui]il{ai}.
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Preuve

Soit la proposition suivante :

A, B,card(A) = card(B) = N, A= B = Ja; #0,i € [1,N],Vi,j € [1, N],i # j,a; #
aj, A=B =" {a} (I1.1)

Soient A, B,card(A) = card(B) = N,N € N* U {400}, deux ensembles finis ou
infinis dénombrables donnés tels que A = B.

En appliquant le Théoréme 1 & ’ensemble fini ou infini dénombrable A, il vient
que Ja; # 0,1 € [1,N],Yi,j € [1,N],i # j,a; # aj, A = Ufil{ai}. Or comme A = B,
il s’ensuit que Ja; # 0,7 € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # aj,A=B = Uzj.vzl{ai}.

Conséquemment la proposition (I.1) est établie.

*

Soit la réciproque de la proposition (I.1) :

Ja; #0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # aj, A= B=~ {a;} = A, B, card(A) =
card(B) = N, A= B (I1.1)

Si Ja; # 0,i € [1,N],Vi,j € [1,N],i # j,a; # a;,A =B = Uﬁvzl{ai}, alors nous
avons bien A, B,card(A) = card(B) = N,A = B, en ce que le premier fait énonce
déja le second fait. Ce qui établit immédiatement la proposition (IL.1).

Conséquemment le Corollaire 1 est établi.

Corollaire 2. — Soit A un ensemble dénombrable, nous avons :
A card(A) =0 A=10
Dit autrement :

A est un ensemble dénombrable tel que card(A) = 0 si seulement si A est l’ensemble
vide.

Preuve

Soit la proposition suivante :

A=0= A card(A) =0 (1)

Démontrons par Pabsurde la proposition (1).

Soit A = 0.

Supposons que card(A) = N,N € N* U {+oo}, card(A) > 1.

D’aprés le Théoréme 1, il s’ensuit que Ja; # 0,5 € [1,card(A)],Vi,j €
[1,card(A)],i # jya; # aj, A = J“ " {a;}. A nest donc pas I'ensemble vide.
Ce qui est une contradiction.

Conséquemment la proposition (1) est établie.

Dit autrement, d’aprés le Théoréme 1 nous avons :

A,card(A) > 1= Fa1 #0,a1 € A= A#0 (1.a)

La proposition (1) étant la contraposée de la proposition (1.a), conséquemment
la proposition (1) est établie.
*
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Soit la réciproque de la proposition (1) :

A card(A)=0= A =10 (2)

Démontrons par ’absurde la proposition (2).

Soit A, card(A) = 0, un ensemble dénombrable donné.

Supposons que A # (). Comme A # (), d’aprés le Théoréme 1, il s’ensuit que 3
au moins un élément a; # 0,a; € A. Ce qui implique que card(A4) > 1. Ce qui est
une contradiction.

Conséquemment la proposition (2) est établie et le Corollaire 2 également.

Dit autrement, d’apres le Théoréme 1 nous avons :

A#0=3a; #0,a1 € A= A, card(A) > 1 (2.a)
La proposition (2) étant la contraposée de la proposition (2.a), conséquemment

la proposition (2) est établi et le Corollaire 2 également.
* ok ok

Le Corollaire 2 établit le fait que, en ce qui concerne les ensembles dénombrables,
I’ensemble vide noté 70 = {}” est de cardinal card(@) = card({}) = 0 et est unique.

Une maniere intuitive de comprendre le Corollaire 2 est de considérer que
pour tout ensemble dénombrable A, card(A) > 1, donné, d’apreés le Théoréme
1, il existe au moins a3 € A; ce qui nous permet des lors d’écrire que A =
{a1, ety eeey o}y card({ay, ..., ...y ...}) = 17, Or c’est en écrivant A = {ag, ..., ..., ...},
card({ai,...,...,...}) = 17 que la nature de '’ensemble vide "0 = {}”, en ce qui
concerne les ensembles dénombrables, se révele dans toute sa clarté.

Corollaire 3. — Soient A = ;?{ai},w € N*,a; # 0,Yi,j € N*,a; # a;, un

ensemble infini dénombrable et B = Uf\;l{bi},bi # 0,7 € [1,N],Vi,j € [1,N],i #

J.bi #bj, N € N*, un ensemble fini dénombrable, tels que AN B = (), nous avons :
A card(A’) = 400, A’ = AUB

=4
3a; # 0,0 € N*,Vi, j € N*i # j,a} # afj, A = U7 {al} = Uiep, @i} UUicp, {al},
avec
A=Uiep,ai}, Ea={ea,,€ar, -1 €a;,-- -}, V] € N* eq; € N*, Vi, j € N*, i >
j?eai > eaj;

B =Ucp,lai}, Ep = {eb,€bys---s€b;,- - ey}, Vi € [1,N] e, € N*, Vi, j €
[1,N],i > j,ep, > ep;,
EsNEg=0,EsUER =N*
Dit autrement :

A’ card(A’) = +o0, est un ensemble infini dénombrable égal a l'union de A et de B
st seulement si il existe une infinité d’éléments non-vides distincts a} tels que
A= {a) = Uiep, {0} UUsep, {ai} avee A=;cp,{a}} ot Uensemble des
inder Ea = {€a,,€ays -+ €a;,---} est strictement croissant et avec B = J;cp, {a}}
ot l’ensemble des index Ep = {ep,, €p,,...,€p,,... €y} est strictement croissant, et
tels que EANEg =0, E, UEp = N*.
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Preuve

Soient A = J 5 {a;i},a; # 0,i € N*,Vi,j € N*,i # j,a; # a;, un ensemble infini
dénombrable donné et B = vazl{bi},bi # 0,1 € [1,N],Vi,j € [1,N],i # 5,b; #
bj, N € N*, un ensemble fini dénombrable donné, tels que AN B = .

Soit A’ = AU B.

Si A’ est un ensemble infini dénombrable de cardinal card(A’) > card(A)
alors, d’apreés le Théoréme 1, il vient que : Ja) # 0,i € N*,Vi,j € N* ¢
af, A= U {af).

Comme card(Eg) < +o0, en appliquant le Corollaire 2 de larticle [4], (N-A.
Phan, 2022, [4], page 10), & A’, il est 1égitime de partitionner A’ comme suit :

Al = j_:of{a;} = [UieEA{a;} U UiEEB{a’{L'}}p(A/) = UieEA{a/i} U UieEB{a;}

>+
Js a;

0
£

avec
EA = {ea176a27 < '7611_,'3 < },VJ € N*veaj € N*7VZ7.7 € N*aZ > jveai > eajv
Ep = {€b1,€b2,...,ebj,...7€bN},Vj S [1,N]7€bj e N* Vi, j € [1,N]7i >j,€bi > €p; s
EsNEp=0,E4UFEp=N*,
En posant Vj € N*,e,, € Ea,a,, = aj;, d’apres le Corollaire 1, nous avons
J

+
Uicp,{ai} = i {ai} = A
En posant Vj € [1, N], ey, € Ep,a,, = bj, d’apreés le Corollaire 1, nous avons
J
N
UieEB {a;} = Uiz {bit = B.
Ce qui nous permet d’établir qu’effectivement :
A’ card(A’) = 400, A’ = AUB

=
3a; # 0,0 € N* Vi, j € N*i # j,a, # af, A = U5 {al} = Uiep, {0} UUicp, )
avec
A=Uiep,ai}, Ea={ea,,€ar, -1 €a;5-- -}, V] €N* eq, € N*, Vi, j € N* i >
j?eai >€aja

B =Uicp,1a9i}, E = {€bys by 115 s oy}, Vi € [L, N, e, € N, Vi, j €
[]‘?N]?Z >j3€bz‘ > eb]‘a
EsNEg=0,E,UFEp=N*
Dit autrement, il est établi que si A’ card(A’) = 400, est un ensemble infini
dénombrable égal & I'union de A et de B alors il existe une infinité d’éléments non-vides
.. + N
distincts aj tels que A" = ;7 {a}} = U;cp, {0i}UU;cp, {a}} avec A = U, {ai} ot

'ensemble des index E4 = {€q4,,€ay,- - €a,,- -} est strictement croissant et avec B =
Uiep, {ai} olt I'ensemble des index Ep = {ep,,€py,---;€0;,--,€by} st strictement
croissant, et tels que E4 N Eg =0, E4 U Eg = N*.

*k

Réciproquement, s’il existe une infinité d’éléments non-vides distincts a tels que
A = ;;of{a;} = UieEA{a;} U UieEB{a;} avec A = UieEA{a;} ou l’ensemble des
index Ea = {€a;;€ay;s--,€a;,---} €5t strictement croissant et avec B = (J;cp,{ai}
ott 'ensemble des index Ep = {€p,,€by,---,€b,,...,€by } €st strictement croissant, et
tels que Eo4NEp =0, E4U Ep = N* alors nous avons bien A’ card(A’) = 400, A’ =
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oo lal) = Uiep,{ai} UUiep,1ai} = AU B, en ce que le premier fait énonce déja
le second fait.

Conséquemment le Corollaire 3 est établi.

Corollaire 4. — Soient A = J 5 {a;},Vi € N*,a; # 0,Vi,j € N*,a; # a; et B =
j:f{bi},w e N*,b; # 0,Vi,j € N*,b; # b, deuz ensembles infinis dénombrables tels
que AN B =0, nous avons :
Al card(A’) = +o0, A" = [AU Blp 4/
~
Jaj #0,i € N*,Vi,j € N* i # ja} #a), A =5 {a}} =
[UieEA {ai} U UieEB {a’g}]p(A/)7

avec
A=Uep,ai}; Ea={ea,,€as, 1 €a;5-- -, Vj € N* eq;, € N*, Vi, j € N* i >
jveai > €a;;
B=Ucp,lai}, Ep = {ev,, by €0;,-- -}, Vi € N* ey, € N*, Vi, j € N*,i > j,ep, >
ebj7

E,NEg =10, [EA U EB]P(N*) = N*
Dit autrement :
A’ card(A’) = +o0, est un ensemble infini dénombrable égal & l'union de A et de B
si seulement si il existe une infinité d’éléments non-vides distincts a} tels que
+ N 7
& =Ua) = User, (08 UUscm, (0] p gy avee A= Uscp, {al) ot Uensemble
des index Eq = {€a,,€ay, .-, Ca;,--.} st strictement croissant et avec
B =U;cp,lai} ot lensemble des index Ep = {ep,,€p,,---,¢p;,...} est strictement
croissant, et tels que EaNEg = 0,[Fa U EB]P(N*) = N*.

Preuve

Soient A = Uj_:olo{al},VZ € N* qa; 75 @,Vi,j € N* q; 7é a; et B = Uj_:olc{bz},VZ S
N*,b; # 0,Yi,j € N*,b; # bj, deux ensembles infinis dénombrables donnés tels que
ANB=4.

SOlt Al — [A U B]'P(A')

Si A’ est un ensemble infini dénombrable de cardinal card(A’) > card(A) > +oo
alors, d’aprés le Théoréme 1, il vient que : Ja) # 0,7 € N*,Vi,j € N*i # j al #
aj, A" = U {al}

En appliquant le Théoréme 1 de l'article [3], (N-A. Phan, 2022, [3], page 10), a
A’, il est 1égitime de partitionner A’ comme suit :

+oo
Al =S {al} = [UiEEA {a;} U Uz‘eEB {ai}]p(A/)
avec
Ea={ea,,€az:-€a;s---}, V] € N eq; € N* Vi, j € N* i > j e, > eq,
Ep = {6b1,€b2, <oy Chyy - },VJ € N*,ebj e N*,Vi,j e N* i > j,ep, > €h; 5
EasNEp= @7 [EA U EB]P(N*) = N*.
En posant Vj € N*,e,, € Es,a,, = aj;, d’apres le Corollaire 1, nous avons
J

Uier, {ai} = ;r:of{az} =A.
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En posant Vj € N* ¢, € EB,a;b‘ = bj, d’apres le Corollaire 1, nous avons
J

+
Uiep, {ai}t = Ui {bi} = B.
Ce qui nous permet d’établir qu’effectivement :
Al card(A") = +o0, A" = [AU Blp 4
=
Jaj #0,i € N*,Vi,j € N* i # ja} #a), A =T {a}} =
[UiEEA {a;} UlUicp, {a;}]P(A/)’
avec
A=Uicp,ai}; Ea={ea;,€ars - €a5,-- -}, V] € N eq; € N*, Vi, j € N* i >
j7 eai > eaj7
B=Ucp,lai}, Ep = {eb,, by €0;,-- -}, Vi € N* ey, € N*, Vi, j € N*,i > j,ep, >
€b;,
EsNEp =0, [EaU EB]P(N*) = N*

Dit autrement, il est établi que si A’ card(A’) = 400, est un ensemble infini
dénombrable égal a I'union de A et de B alors il existe une infinité d’éléments non-
vides distincts af tels que A’ = |JF%{a}} = [UieEA{a;}UUieEB{ag}]P(A,) avec
A = U;ep,1ai} ot I'ensemble des index Ea = {€q4,,€ay---,€a;,- .-} est strictement
croissant et avec B = | J;c . {a;} ot 'ensemble des index Ep = {ep,, €p,,---,€;,---}
est strictement croissant, et tels que B4 N Ep =0,[F4 U EB]P(N*) = N*.

*

Réciproquement, s’il existe une infinité d’éléments non-vides distincts a tels
que A" = :—:Of{ag} = [UieEA{a’;}UUieEB{ag}]p(A/) avec A = UieEA{a’;} ol
I'ensemble des index Ea = {e4;;€ay,---,€q,,--.} est strictement croissant et avec
B = Uicp,{ai} ou l'ensemble des index Ep = {ep,,ep,,...,¢p;,...} est stricte-
ment croissant, et tels que Eq4 N Eg = 0,[E4 UEB]P(N*) = N* alors nous avons
bien A',card(A) = +00, A = USS{al} = [Uep, 0} UUsepy (] )
[AU B]p( Any» €n ce que le premier fait énonce déja le second fait.

Conséquemment le Corollaire 4 est établi.

Corollaire 5. — Soit A, card(A) = +oo, un ensemble infini dénombrable, nous
avons :

A, card(A) = +oo, un ensemble infini dénombrable
=
Jag, # 0,7 € N*, Vi, j € N*,i # j,ay, # ay,, ¥k € N, A = {ar, }
Dit autrement :
st A, card(A) = +oo, est un ensemble infini dénombrable alors il existe une infinité
d’indexations légitimes de A tels que
Vk e N, A= U an, ban, # 0,0 € N*, Vi, j € N*i # j,ap, # ay, .

Preuve

Soit A, card(A) = 400, un ensemble infini dénombrable donné.
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En appliquant le Théoréme 1 & A, card(A) = +o0, il s’ensuit que : Ja; # 0,7 €
N*,Vi,j € N*i # j,a; # aj, A= ;T {a:}.

Comme Vi € N* card({a;,a;+1}) = 2, en appliquant le Corollaire 2 de larticle
[4], (N-A. Phan, 2022, [4], page 10), & 'ensemble A, nous obtenons :

+ +
A= ai} = U {ai, ai}
Des lors, Vk € N* en posant lorsque ¢ = k, ay, = agi1,0dx,,, = ax et en posant
Vi € N* i # k,ay, = a3, ag,,, = a;41, il vient que :
A=US e =U S e ain ) = (Uj_:oiigék{ai’ ai+1}) U{apt1,ar} =
+ +
(Uizoi#k{aiv ai+1}) U {akk7akk+1} = (Uz’zolo,i#k{akwakwl}) U {akwakkﬂ} =
+
i:of{akq:}
Ce qui établit que Vk € N*, Jay, # 0,7 € N*,Vi,j € N*,i # j ay, # ax, tels que
A= |
— Ui=1 {@ki }
Conséquemment, le Corollaire 5 est établi.
k ok %
Le Corollaire 5 signifie que pour un ensemble infini dénombrable donné

A, card(A) = +oo, il existe une infinité d’indexations légitimes de A
qui soient A.

Corollaire 6. — Soient A = U;"f{ai},w € N* a; # 0,Vi,j € N*,a; # aj et B =
Foolbi}, Vi € N* by # 0,Vi,j € N, b; # bj, deux ensembles infinis dénombrables tels
que (Va; € A,a; € B)N(Vb; € B,b; € A).

En considérant lespace de probabilité (04 = A, Fa = {0,{a; € A:i € {2k+1:
keN}{a; € Aiie{2k:keN*}},Qa},Pa: Fa—[0,1]) et lespace de probabilité
Qg = B,Fg = {0,{a;, e B:ie€ {2k+1: ke N}},{a, € B:ie€{2:k¢€
N*}},Qp}, P : Fp — [0,1]), et soient a € [0,1], Pa({a; € A:ie€ {2k+1:k €
N}} ) =aetbe0,1], Ps({a; € B:i€ {2k+1:k e N}}) =0, il vient que :

Si Pa({a; € A:i€{2k+1:keN}}) #Pg({a; € B:ie{2k+1:keN}})
alors A # B.

Dit autrement :
Piy({a;e A:ie{2k+1:keN}}) #Pg({a, € B:ie€{2k+1:keN}})
= A# B.

Preuve

Par définition nous avons :
A=B

= Qu=A4,Fs={0,{a;eA:ie{2k+1:keN}},{a; € A:iec{2k: ke N}}
Qab,Pa:Fa—1[0,1])=(Qp =B, Fg={0,{a; € B:ie€ {2k+1:k € N}},
{a; € B:ie€{2k:keN"}},Qp}, Pg: Fg — [0,1])

= Ps({a; € A:i€{2k+1:keN}})=Pg({a; € B:ie€{2k+1:keN}}) (1.6)
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Dit autrement : si A = B alors par définition l'espace de probabilité (24 = A, F4 =
{0,{a;e A:ie{2k+1:keN}},{ai€ A:ie€{2k:k e N*}},Qa},Pa: Fa —
[0,1]) est égale & l'espace de probabilité (Qp = B,Fp = {0,{a; € B:i€ {2k +1:
ke N}}{a; € B:i€ {2k:keN}},Qp}, Pg: Fgp — [0,1]), ce qui implique des
lors que Py({a; € A:ie{2k+1:k€N}})=Pp({a; € B:ie€{2k+1:kecN}}).

Effectivement : si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d en remplacant
la lettre majuscule " A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons immédiatement
Pi({a;ie A:ie{2k+1:keN}}) =Pg({a; € B:ie{2k+1:k e N}}).

En prenant la contraposée de (1.6) :

“(Pa({a; € A:ie{2k+1:keN}})=Pg({aie B:i€{2k+1:keN}}))
= Qa=AFa={0,{a;, € A:ie{2k+1:keN}},{a; € A:ie {2k : ke N}}
Qat,Pa:Fa—[0,1) =(Qp=B,Fg={0,{a, e B:ic {2k+1:k e N}},

{a, € B:ie€{2k: ke N"}},Qp},Pg: Fg — [0,1]))
= —(A=DB)

Dit autrement : si P4a({a; € A:i € {2k +1:k € N}}) n’est pas égale & Pg({a; €
B:i€ {2k+1:k e N}}) alors par définition lespace de probabilité (4 = A, F4 =
{0,{a; e A:ie{2k+1:keN}},{ase A:ic{2k: ke N}},Qu},Pa: Fa—
[0,1]) n’est pas égale & l'espace de probabilité (Qp = B,Fp = {0,{a; € B : i €
{2k+1:k e N}},{a; € B:i € {2k: ke N}}Qp},Pg: Fg — [0,1]), ce qui
implique des lors que A # B. Conséquemment le Corollaire 6 est établit.

Effectivement : sachant que Pa({a; € A:i € {2k+1:k e N}})# Pg({a; € B:i¢€
{2k+1:k € N}}) si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d en remplagant
la lettre majuscule " A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons immédiatement
Pg({a;e B:i€{2k+1:keN}})# Pg({a; € B: 1€ {2k+1:k e N}}). Cequi est
une contradiction. Dans la mesure ou substituer symboliquement c-a-d remplacer la
lettre majuscule ” A” par la lettre majuscule ” B” implique une contradiction, il vient
que nécessairement A # B.

* ok %

Notons que le Corollaire 6 est la généralisation du Lemme 3 et du Lemme 4
de larticle [2], (N-A. Phan, 2021, [2], page 3 et page 14 respectivement).

Corollaire 7. — Soit A, card(A) = +oo, un ensemble infini dénombrable, nous
avons :
A, card(A) = 400, un ensemble infini dénombrable
=
IB =/ T{bi} # A Vi € N b, € A Vi, j € N* i £ j,b; #bj,Vo € A,z € B =
1 ibi)
Dit autrement :
st A, card(A) = +oo, est un ensemble infini dénombrable alors il existe un ensemble
infini dénombrable indexé B = U::f{bz} £ A tel que
Vi€ N*,b; € A,Vi,j € N* i # j,b; # b;,Ve € A,z € B=J5{b;}
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Preuve

Soit A, card(A) = +o00, un ensemble infini dénombrable donné.

En appliquant le Théoréme 1 & A, card(A) = +o0, il s’ensuit que : Ja; # 0,7 €
N*Vi,j € N* i # j,a; # aj, A = U5 {ai}.

Soit f : N* — f(N*), une bijection de N* vers f(N*), définie comme suit :

n+k, sidk e Nyn =3k
VneN* f(n)=<n+(k+1), sidkeN,n=3k+1
n—(k+1), sidkeN,n=3k+ 2

dont la bijection réciproque f~!: f(N*) — N* est définie comme suit :

m—k, si Ik € N;m = f(3k) =3k + k&
vme f(IN*), f'(m)={m—(k+1),sidkeNm=fBk+1)=3k+1+(k+1)
m+(k+1), sidkeNm=fBk+2)=3k+2—-(k+1)

En effet :
n=Bk+k)—k, siIkeNn=3k

Vne N fHf(n)=<Sn=[3Bk+1+(k+1)]—(k+1), sidkeN,n=3k+1
n=[3k+2—(k+1)]+(k+1), si Ik € Nyn =3k +2

Notons que f : N* — f(N*) est la méme bijection que celle définie pour la preuve
du Corollaire 1 de l'article [2], (N-A. Phan, 2021, [2], page 9) mais dont le domaine
de définition a été restreint a N*.

Posons B = Uj;of{bi},Vz € N*,b; = ay(;), comme [ : N* — f(N*) est une bijection,
il s’ensuit que (Vb; € B,b; € A)N (Va, € A,a; € B).

En considérant 1’espace de probabilité (Qs = A, Fa = {0,{a; € A:i€ {2k+1:
ke N {ai € A:i € {2k: k € N*}},Qa},Pa : Fa — [0,1]), il est clair que
Py({a; € Arie{2k+1:keN}}) =1

De méme en considérant I'espace de probabilité (Qp = B, Fg = {0,{a; € B:i €
{2k +1:keN}},{a;e B:i€{2k:keN}},Qp}, Pg: Fp — [0,1]), il est clair
que Pg({a; € B:i€{2k+1:keN}}) =1

Comme Py({a; € A:ie{2k+1:keN}}) =5 #Pg({a; € B:ic{2k+1:ke
N}}) = %, en appliquant le Corollaire 6, il vient que A # B.

B =7 {bi} # A est donc effectivement un ensemble infini dénombrable indexé
tel que Vi € N*,b; € A,Vi,j € N*,i # j,b; # b;,Vox € A,z € B = {b:}.
Conséquemment le Corollaire 7 est établi.
* K %

Le Corollaire 7 signifie que pour un ensemble infini dénombrable donné
A, card(A) = +4oo, il est illégitime de procéder a une indexation arbi-
traire de A, en ce qu'une telle indexation arbitraire peut constituer un ensemble
infini dénombrable qui ne soit pas égal & A.
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Définition 1. — Soient A = j;f{ai},w € N*,a; #0,Yi,j € N*,a;, # a; et B =

;ff{b,»},vz' € N*,b; #0,Vi,j € N*,b; # b;, deuzr ensembles infinis dénombrables tels
que ANB = 0.

Soit un ensemble infini dénombrable égal a 'union de A et de B, A’ = ;;Olo{a;} =
[AUB}’P(A/) = [UieEA{a;} U UieEB{a;}]fp(A/) A= UieEA{a;}vEA = {eal’e(IQ" ce
€ajr---1, V) € N eq, € N Vi j € N0 > jieo, > eq;, B = Ujcp,{ai}h, Ep =
{6b1,6b2,...,6bj,...},v_j S N*,ebj € N*Vi,j € N*¢ > j,ep, > ebj,EA NnEp =
0, [EaU EB]P(N*) = N*, nous écrivons :

A" =[AU Blp 4 est un ensemble infini dénombrable indéterminé
~
(3X € N*,Ve,, € Ea,eq;, > X, eq; n'a pas de valeur numérique donnée) U
(3X € N*,Vey, € Ep,ep, > X, ep; n'a pas de valeur numérique donnée).
qui se lit : A’ égal a Vunion de A et de B (comme partition de A’) est un ensemble

infini dénombrable indéterminé si et seulement si il existe un entier naturel X € N*|
tel que Vey, € Ea,eq, > X, l'index eq, n'a pas de valeur numérique donnée, ou si et
seulement si il existe un entier naturel X € N*, tel que Vey, € Ep,ep, > X, lindex
ep; n'a pas de valeur numérique donnée”.

* 3k Xk

Notons que la Définition 1 est énoncée sous la forme d’une équivalence en écriture,
en ce que si nous écrivons "A" = [AU B|p 4, est un ensemble infini dénombrable
indéterminé” alors il existe un entier naturel X € N*, tel que Ve,; € Fa,eq; > X,
I'index e,; n’a pas de valeur numérique donnée. Réciproquement si nous écrivons qu’il
existe un entier naturel X € N*, tel que Ve,, € Ea,e,;, > X, I'index e,; n’a pas de
valeur numérique donnée alors A" = [AU Blp 4, est un ensemble infini dénombrable
indéterminé.

L’ensemble infini dénombrable indéterminé A" = [AU B]p 4/ est "indéterminé” en
ce quil existe une infinité d’index e,; € Ea,Ve,; > X, dont la valeur numérique
n’est pas donnée ou une infinité d'index e,, € Ep,Ve,;, > X, dont la valeur
numérique n'est pas donnée. a’y qui est le Xieme ¢lément de A’ = [AU B}p(A/),
est donc le premier élément pour lequel nous ne savons pas si ¢’y € A ousi d’y € B.

Dit autrement, le Corollaire 4 stipule la nécessité de l’existence formelle
des sous-ensembles A = (J;,_p {ai} et B = |J;,_p_{ai} cependant que le caractere
"indéterminé” de A’ = [AU B]P( A7y Se porte sur le fait qu’il existe X pour lequel
Veq,; > X, l'index e,; n’a pas de valeur numérique donnée, ou qu’il existe X pour
lequel Ve, > X, I'index ep, n’a pas de valeur numérique donnée.

I faut donc bien distinguer le fait que Vj € N* I'index e,, € N* est un entier
naturel (comme le stipule le Corollaire 4), et le fait que I'index e,, prend une valeur
numérique donnée ou pas. Par exemple I'index e,, peut prendre la valeur numérique
donnée de 1, auquel cas nous pourrons écrire "e,, = 1”7. Dans le cas ol il n’est pas
posé "e,, = n” pour une valeur n € N* donné, il est qualifié que I'index e,, ”"n’a pas
de valeur numérique donnée”.
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Corollaire 8. — Soient A = \J S {a;},Vi € N*,a; # 0,Vi,j € N*,a; # a; et B =
;ff{b,»},vz' € N*,b; #0,Vi,j € N*,b; # b;, deuzr ensembles infinis dénombrables tels
que ANB = 0.

Soit un ensemble infini dénombrable égal a 'union de A et de B, A’ = ;;Olo{a;} =
[AU B}P(A/) = [UieEA {a;} U UieEB {a;}],P(A,) A= UieEA {a;}, Ex = {ea;s€ays -
€ajr---1, V) € N eq, € N Vi j € N0 > jieo, > e, B = Ujcp,{ai}, Ep =
{ebl,ebQ,...,ebj,...},Vj S N*,ebj € N*Vi,j € N“,¢ > j,ep, > ebj,EA NnEp =
0, [EaU EB]P(N*) = N*, nous avons :

JX e N*,Vj e N* e,;, > X, eq; a une valeur numérique donnée
=4
(Vj € N*,eq; a une valeur numérique donnée) U (Vj € N*, e, a une valeur
numérique donnée).

Dit autrement : Il existe X € N*, tel queVj € N*, e, > X, linder eq; a une valeur
numérique donnée si et seulement si Vj € N*, lindex e,; a une valeur numérique
donnée ou si et seulement si Vj € N*, ey, a une valeur numérique donnée.

Preuve
Soit la proposition suivante :

JX e N*,Vj € N*,e,;, > X, e4; a une valeur numérique donnée
=
Vj € N*, e4; a une valeur numérique donnée. 1.8

Soit X € N*, tel que Vj € N*,e,; > X, 'index e,; a une valeur numérique donnée.

Dans le cas ot X = 1, il s’ensuit que Vj € N*, I'index e,; a une valeur numérique
donnée. Conséquemment la proposition I.8 est établie dans le cas ou X = 1.

Dans le cas ou X > 1. Nous avons :

(a) soit Vi € [1,X[,a, € A, auquel cas nous avons : e, = l,eq, = 2,...,€4, =
Tyoooh€ayx_, =X — 1.
(b) soit Vi € [1, X[,a, € B, auquel cas nous avons : ey, = 1,5, = 2,...,€p, =

i,...,ebx& =X-1

(c) soit X = 3. Il s’ensuit que soit (e, = 1)N(ep, = 2) ousoit (eq, = 2)N(ep, = 1).

(d) soit X > 4. Tl s’ensuit qu’il existe un sous-ensemble S4 C [1,X[,S4 =
{Sa158a27"'asaj7"'78afa}7fa € [17X - 2]7v,7 € [17fa]asaj € [laX[aVZm] €
(1, fal,i > j,84; > 85a;, et quiil existe un sous-ensemble Sp C [1,X[,Sp =
{Sblvsbzv"'78bj7"'aSbfb}afb S [17X - 2]7v.7 S [1’fb]’3bj € [1,X[,v@,j € [17fb]7i >
J> 86, > sp,, tels que SANSp =0,S4USp =[1,X][, fa + fo = card([1,X[) = X — 1.
Auquel cas nous avons : €4, = Sa,,€a; = Say;--->€a; = Sajy--->€a;, = Say, ©b
€by = SbyyCby = Sbyy -5 Cb; = 5bj7-'~76bfb = Sbfb'

Comme dans chacun des cas (a), (b), (c), (d), nous avons attribué aux index
Veq; < X une valeur numérique donnée, et étant donné que Vj € N* e,, > X, e,

a une valeur numérique donnée, il s’ensuit que Vj € N*, e,; a une valeur numérique
donnée.
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Notons que dans chacun des cas (a), (b), (c), (d), nous avons attribué aux index
Veq, < X une valeur numérique donnée de maniere arbitraire, cependant que cette
maniere arbitraire est conditionnée par le fait qu'initialement Vj € N*,e,, > X, e,
a une valeur numérique donnée.

Le fait qu’initialement Vj € N*,e,, > X, e,; a une valeur numérique donnée
fait que I'ensemble A’ = [AU B]p 4, soit un ensemble infini dénombrable déterminé
cependant que nous avons attribué¢ aux index Ve, < X une valeur numérique donnée
de maniere arbitraire.

La proposition 1.8 est établie dans le cas ou X > 1. Conséquemment la proposition
1.8 est établie VX € N*.
*

Réciproquement a la proposition 1.8, si Vj € N*, e,, a une valeur numérique donnée
alors nous avons bien 3X € N*,Vj € N*,e,, > X, e,4; a une valeur numérique donnée,
en ce que le premier fait énonce déja le second fait, en posant X = 1.

*

Comme Ea = {€q,,€as;-- €a;,---1, V] € N eq; € N*Vi,j € N* i > jeq >
eaj7EB = {ebl,ebz,...,ebj,...},Vj € N*,Bbj € N*,Vi,j € N*,i > j,ep, > 6bj7EA N
Ep=0,[FaU EB}P(N*) = N*, le fait que Vj € N*, I'index e,; a une valeur numérique
donnée, implique donc que Vj € N*, I'index ep, a une valeur numérique donnée.

Vice-versa, comme E4 = {€4,;€ay,--+, €a;---}, V] € N* e, € N*, Vi, j € N*i >
jveai > eajvEB = {ebuebw"'veb]‘v"‘}?vj € N*7eb]‘ S N*,V’L,] € N*,’L > jvebi >
er,, EANEp =0,[EaU EB]P(N*) = N*, le fait que Vj € N*, Iindex e, a une valeur
numérique donnée, implique donc que Vj € N*, I'index e,; a une valeur numérique
donnée.

Conséquemment le Corollaire 8 est établi.

* ok ok

(a), (b), (c) et (d) signifient que dans chacun de ces cas, nous avons attribué
arbitrairement une valeur numérique donnée aux index e,, < X et e, < X. Lequel
de ces 4 cas possibles (a), (b), (c), (d) est applicable dépend des valeurs numériques
attribuées initialement aux index €a; > X.

Par exemple dans le cas ot X = 3, nous avons : A’ = J{a}} = {a} = a1}U{a} =
b}u (U5 tai}) = foh = ol iy ufah = al, 30 (USS5{al}) = fah = bi}u{ay =
abU (UfSSHal}) = {at = al, 1} U{as = af, 5} U (UFSHal}) = [AU Blpga, =
[UiEEA {a;} UlUicp, {a;}]P(A/)‘

C’est précisément parce que nous avons attribué arbitrairement une valeur

numérique donnée aux index e,; < X et e, < X, qu'’il résulte que Vj € N*, ¢4, a une
valeur numérique donnée et que Vj € N*, ¢, a une valeur numérique donnée.
Le fait que Vj € N*,e,; a une valeur numérique donnée, s’oppose au cas stipulé

par la Définition 1 ou les index e,; > X ou les index e;, > X n’ont pas valeurs
numériques donnés.
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C’est précisément cette absence d’attribution de valeurs numériques aux index
€q; > X ou aux index e, > X qui justifie 'emploi du terme ”indéterminé” dans la
Définition 1.

Etant donné que la proposition I.8 a été démontrée VX € N*, il est tres
intéressant de faire tendre X vers +o0o. Pour X — 4oo, il est clair que les cas
(a), (b), (c) ne sont pas applicables étant donné que A" = [AU B]p 4. Seul le

cas (d) est donc applicable et nous obtenons : A’ = (J ¥{a]} = [AUB]p4ny =
Uscra 10} Ui, 03] p - A = Uscp, (03, B = Uscp, {al) avee Ea = S et
Ep = Sg. A =[AU Blp (4 est donc un ensemble infini dénombrable déterminé

arbitrairement en ce que Vj € N*,e,, = 54, et Vj € N* ey, = sp,.

Dit autrement, dans le cas oi X = +o00, A" = [AU B]p 4 est un ensemble infini
dénombrable déterminé arbitrairement, et dans le cas ot X' < 400, A" = [AU Blp 4,
est un ensemble infini dénombrable déterminé par les index e,;, > X auxquels des
valeurs numériques données ont été initialement attribuées.

Un ensemble infini dénombrable est donc qualifié de ”déterminé” des lors qu’une
valeur numérique donnée a été attribuée a chaque index e,,,Vj € N*. Ce qui signi-
fie que le Corollaire 8 constitue une définition des ensembles infinis dénombrables
”déterminés”.

A contrario, un ensemble infini dénombrable est qualifié ”d’indéterminé” des lors
qu’il existe X tel qu’aucune valeur numérique donnée n’a été attribuée aux index
€q; > X ou qu'il existe X tel qu’aucune valeur numérique donnée n’a été attribuée
aux index e, > X.

X 3k ok ok ok

Exemple 1

Soit A=0, B=0et C =0.

Il vient que : A = B = C = ( et card(4A) = card(B) = card(C) = 0 (cf.
Corollaire 2).

Exemple 2

Soit A = {lux}.

11 vient que : lux € A = {luz} et card(A) =1 (cf. Théoréme 1).

Exemple 3

Soit A = { Bételgeuse, Antares, Alpha Andromede }.

D’aprés le Théoréme 1, il vient que :

A = {a; = Bételgeuse, ap = Antareés, as = Alpha Andromede} = {a;,az2,a3} et
card(A) = 3.

B = {b; = Bételgeuse, by = Alpha Andromede, b3 = Antares} = {by,bo, b3} et
card(B) = 3.
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C = {¢; = Antares, co = Bételgeuse, c3 = Alpha Andromede} = {c1,co,c3} et
card(C) = 3.

D = {d; = Antares, d; = Alpha Andromede, d3 = Bételgeuse} = {di,da,d3} et
card(D) = 3.

E = {e; = Alpha Andromede, es = Antares, e3 = Bételgeuse} = {e1,eq0,e3} et
card(E) = 3.

F = {f; = Alpha Andromede, f = Bételgeuse, f3 = Antares} = {f1, f2, f3} et
card(F) = 3.

Il vient que : A = B =C =D =FE = = { Bételgeuse, Antares, Alpha
Andromede } et card(A) = card(B) = card(C) = card(D) = card(E) = card(F) =3
(cf. Corollaire 1).

Il y a donc 6 manieres distinctes d’indexer ’ensemble fini dénombrable A = {
Bételgeuse, Antares, Alpha Andromede }.

Exemple 4

Soit A = N*,

D’aprés le Théoréme 1, il vient que : A = N* = | {a; = i} et card(A) = +oc.

D’apres le Théoréme 1 de l'article [3], (N-A. Phan, 2022, [3], page 10), il vient que
t A=N"= T:Of{ai =i} = [Ui:{2k+1:keN}{ai =i} U Ui:{2k:keN*}{ai = i}}

Exemple 5

Soit A = (J;F>{a;}, card(A) = +o0, un ensemble infini dénombrable donné.

Soit B = {b1, b2, b3}, card(B) = 3, un ensemble fini dénombrable donné.

Soit A’ = AU B.

D’apres le Corollaire 3, il s’ensuit que : Ja) # 0,5 € N*Vi,j € N* 4
jiap # a, A = U i} = Uiep, {ai} UUicp, {af}, avee A = Uiep, {ai}, Ea
{ears€any--os€ay,-- -1,V € Neq, € N Vi,j € Ni > je, > e, B
UieEB{a;},EB = {€b1,€b2, cey €y .,6bN},Vj S [1,N],€bj € N*,Vi,j € [1,N],i
Jrep; > €b;s E,NEp=0,EsUER =N*.

En effet, en posant af = by, al, = by, aly = b et Vi €]3,4+00[,a; = a;_3, nous obte-

nons : A’ = U {a)} = Uiep, {ai} UUiep, {03} A = Uiep, (@i}, B = Uicp, (a3},
Ea =]3,400[,Eg = [1,3], EANEp =0, Ex UEp = N*.

PN*)

([ N

V

Exemple 6
Soit A = N*.
Soit P = :;Of {pi} tel que Vi € N* p; est un nombre premier, et tel que Vi,j €

N*,1 > j,p; > pj.

D’aprés le Théoreme 1 de l'article [3], (N-A. Phan, 2022, [3], page 10), il vient
que : A=N* = [J;cs{ai =i} UU;ep{ai = i}]P(N*) avec S = J T {s:}, Vi € N*,s; €
N* Vi, j e N i>j,s; > s, P= U;;"f{pi},w e N*,p; e N*,Vi,j € N* i > j,p; > pj,
SNP=0,[SUP]pn.) =N*.

S est donc I'ensemble infini dénombrable des entiers naturels non-premiers. Ainsi
nous avons : 1 =1,80 =4,53 =6,54 = 8,55 = 9,5 = 10,..., etc.
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D’aprés la Définition 1, ensemble infini dénombrable N* = [SUP]p . est donc
un ensemble infini dénombrable indéterminé cependant que l’ensemble infini

dénombrable N* = [Ui:{2k+1:k€N}{ai =i} UU;_orpeny{ai = ’L}} P défini dans
I’Exemple 4 est un ensemble infini dénombrable déterminé.

Dans le cas de N* = [SUP]py.), c’est bien I'ensemble [SUP]p ., comme union
des ensembles S et P, qui est indéterminé.

Dans le cas de N* = [Ui={2k+1:k€N}{ai = i} UUizgapnenylai = i}}P(N*)’ c’est
bien l’ensemble [Ui:{2k+1:keN}{ai =i U Ui:{%:keN*}{ai = z}} ) comme union
des ensembles |J;_rop 4 1.1emy {4} €6 Ui (or.ren-y {2}, qui est déterminé.

Cette exemple-ci illustre bien la Définition 1 en ce qu’il met en évidence que le ca-
ractere ”indéterminé” pour un ensemble infini dénombrable donné A" = [AU Blp 4/
se réfere a 'union de deux ensembles infinis dénombrables donnés A et B.

Exemple 7

Soient O = |J 7 {o;} et L = |J;-{l;} deux ensembles infinis dénombrables donnés.

Soit A’ € C([OU L]) un ensemble infini dénombrable donné (cf. Définition 2,
N-A. Phan, 2022, 2], page 2).

Dit autrement A’ est un ensemble infini dénombrable qui est un élément de la
classe des ensembles constitués par 'union de O et de L.

Dit autrement A" =[O U L]p 4. D’apres la Définition 1, A" =[O U L]p 4/ est
donc un ensemble infini dénombrable indéterminé cependant que la Théoréme
1 stipule que Ja; # 0,i € [1,+oo[,Vi,j € [1,4+00[,i # j,a, # aj tels que A" =

—+oo
[OU L]P(A’) = U {ai}-
Exemple 8

Soient O = |J; -7 {0;} et L = [J;->{l;} deux ensembles infinis dénombrables donnés.

Soit A = U;of{ai} = [Ui={2k+1:kEN}{ai = 01k} Ui porineny{ai = lk}}

Soit B = ;Of{bz} = [Ui:{SkJrl:keN}{bi = Qapy2 = lopy1} U Ui:{3k+2:k€N}{bi =

ks = lant2}t U Uiz arysmeny 100 = a2kt = or4i}

PA)

P(B)

D’apres le Corollaire 8, les ensembles infinies dénombrables A, B € C ([O U L)
sont donc des ensembles infinies dénombrables déterminés & la différence de I’ensemble
infini dénombrable indéterminé A’ € C ([O U L]) défini dans I'Exemple 6.

En considérant Pespace de probabilité (U4 = A, F4 = {0,{a; € A:i€ {2k +1:
k € N}},{ai €Al € {Qk NS N*}},QA},PA tFa — [0,1]) = <QA = A Fux =
{0,{a; € A:a; € O},{a; € A:a; € L},Qa},Pa : Fa — [0,1]) , il est clair que
Py({a; € Atie{2k+1:keN}})=Ps({a; € A:a; € 0}) = 3.

En considérant 1'espace de probabilité (g = B, Fg = {0, {a; €
ke N}}{aj € B:ic{2k:keN}},Qp},Pg: Fp — [0,1]) =

B:ie{2k+1:
Qp = B, Fp =
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{0,{b; € B:b € O},{b; € B:b; € L},Qp},Pg: Fg — [0,1]) , il est clair que
Pg({a; € B:ie{2k+1:keN}})=Pg({b; € B:b; € O}) = 1.

Comme PA({ai cA:i¢e {2]€+1 k€ N}}) = PA({ai € A:q; € O}) = %
Ps({a; € B:i€ {2k+1:keN}}) =Pg({b; € B:b €0}) =%, dapres le
Corollaire 6, il vient que A # B cependant que (Va; € A,a; € B)N(Vb; € B,b; € A).

*

Considérerons une illustration de I’exemple ci-dessus. Soit un univers cosmique Y’
donné qui contient une infinité d’étoiles, parmi lesquelles étoiles il y a une infinité
qui soit occupée par une forme de vie et une infinité qui soit libre de toute forme de
vie. Notons respectivement ces deux derniers ensembles infinis dénombrables par O
et par L. Il s’ensuit que Y € C (O U L]). Y est donc un ensemble infini dénombrable
indéterminé. Il est intéressant de noter que Y € C ([O U L]) cependant que O C Y et
LcyY.

Par exemple, il est possible que Y = A ou que Y = B auquel cas Y sera un
ensemble infini dénombrable déterminé. De plus nous savons déja que 'univers A est
différent de l'univers B en ce que Pa({a; € A:i € {2k+1:k e N}})=Ps({a; € A:
a; €0})=3#Ps({fas; € B:ic{2k+1:keN}})=Pp({bi € B:b; € O}) = 3.

Exemple 9

Soient O = |J -7 {0:} et L = (J;7>{l;} deux ensembles infinis dénombrables donnés.
Soient S = :;Of{sl} et P = ;of{pl} deux ensembles infinis dénombrables tels que
définis dans 'Exemple 6.

Soit €' = U;F:Of{ci} = [Uie{sk:keN*}{Cl‘ = op} U Uie{pk:keN*}{ci = lk}L)(c)-

Soit D = J; 7 {di} = [Uie{sk:keN*}{di =} UlU,eppben{di = Ok}}P(D)'
D’apres la Définition 1, les ensembles infinies dénombrables C, D € C ([O U L])
sont donc des ensembles infinies dénombrables indéterminés.

* ok ok ok ok

Le Théoréme 1 est crucial pour la théorie élémentaire des ensembles en ce qu’il
lie par une équivalence le caractere dénombrable avec le caractere indexable des
ensembles infinis dénombrables.

En effet, des lors que nous pouvons compter les éléments d’un ensemble
dénombrable, nous pouvons par la-méme indexer les éléments d’'un ensemble
dénombrable.

C’est en ce que nous pouvons compter a linfini les éléments d’un ensemble
dénombrable que ce-dit ensemble est effectivement infini, par la-méme c’est en ce
que nous pouvons indexer a Uinfini les éléments d’'un ensemble dénombrable que
ce-dit ensemble est effectivement infini.
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En effet, si tel n’était pas le cas, comment savoir qu'un ensemble infini dénombrable
est effectivement infini?

C’est précisément a cette question que le Théoréme 1 répond en rendant actuel
formellement le caractére infini d’'un ensemble infini dénombrable donné, 1a ou le
caractére infini d’'un ensemble infini dénombrable pouvait n’étre que, pour ainsi dire,
latent ou présupposé.

C’est en imposant la nécessité d’une existence formelle des ensembles infi-
nis dénombrables sous une forme indexée que le Théoréme 1 nous permet de
déterminer la légitimité de certaines opérations mathématiques sur les ensembles
infinis dénombrables, en particulier au regard des probabilités inhérentes & ces-dits
ensembles infinis dénombrables.
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