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ABSTRACT : This is the part I of the correction of the collection of exams
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REsuME : Ce papier contient la premiere partie de la correction la collec-
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(1939-2020) enseignait les cours de géodésie et notamment la cartogra-
phie mathématique. C’est I'occasion pour les étudiants francophones de
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FIGURE 1 — Prof. Erik Grafarend et son collegue Prof. Helmut Moritz écoutent attentivement
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PREFACE

Dans ce document, j’ai voulu présenter aux éleves ingénieurs géometres et géomati-
ciens la premiére partie de la correction de quelques exemples de sujets de problemes
de géodésie et de cartographie mathématique de 1’école allemande plus précisement
de I'Institut de Géodésie de 1'Université de Stuttgart ot1 I'éminant professeur Erik W.
Grafarend (1939-2020) enseignait les cours de géodésie et notamment la cartographie
mathématique. Ce dernier était connu pour ses articles demandant une rigoureuse
connaissance en particulier en mathématiques.

Je souhaite que la correction soit bien regue par les différents lecteurs. J’ai gardé le
méme classement des sujets proposés.

Abdelmajid Ben Hadj Salem, Dipl. Ing.
Ingénieur Géographe Général
Juillet 2023
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SUJETS DE GEODESIE

Probleme 1.0.1. La transformation de coordonnées planes est donnée par le modele suivant :

x = X.my.cosp— Y.my.sinw + ¢4
y = Y.my.cosw + Xomy.sinp + ¢
Les coordonnées des points homologues sont selon le tableau ci-dessous (Table 1.1).
1) - Pour définir les équations analytiques pour déterminer les parametres inconnus, on va
utiliser les nombres complexes comme suit :
z=x+1y = Xmye™ + iYmy el + ¢y +icy
Notons :

A=met = m, =A|,p= arg(A)
B = myei‘” — my = |B|, w = arg(B)
C=c1+1icy

Le nombre z s’écrit : z = XA +1YB + C ot A, B et C sont des inconnues. On applique les
données des trois points Py, Py, P3 comme suit :

{ 22—z =0 =X)A+iY,-V)B _ A B

23—z = (X3 —=X2)A +1i(Y3 —Y2)B
C=z3—X3A—iY3B=1¢;,

Finalement, on obtient les coordonnées manquantes (X, Y )4 du point P4 en résolvant le systeme :

X4 — €1 = X.my.cosp — Y.my.sinw
Ygq —Cp = Xomy.sinp + Y.my.cosw
connaissant my, my, W, W, Cq et ¢).

2) - Calcul des parametres my, my, W, W, ¢y et ¢y a partir des données du tableau. On obtient
les résultats suivants :

z1=5+71=—-A+7iB+C

2z =74+51=A+5iB+C
z3=4+41=-2i+6iB+C
2)—21=2—2i=2A—-2iIB—=A—-iB=1-1
z3—2zp=—3—1=-3A+iB= -3A+iB=-3—-1
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Par suite :
A=1l+i=—=m =|Al=V2,u="= B—3:>my—|B| 2,w=0
Utilisant par exemple le point P1, on trouve :
C=5+4+71+A—-7iB=6—6i=c¢c; =6,c2 = —6
3) - Calcul des coordonnées (X4, Ys) manquantes du point Py : on écrit z4 = x4 + iya, d’oit :
6+61i=Xg(14+1)+2iYs+6—6i = Xy +1(Xs+2Y4) =12i= X4 =0,Y; =6

Remarque : Si on pose Z = X +1Y, la transformation étudiée est telle que z = f(Z, Z) avec

of
—= # 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe et par suite non conforme.

0Z
nom du point X Y x vy
P, -1.7 5 7
P2 1 5 75
P3 2 6 4 4
P4 ? 0?2 6 6

TABLE 1.1 — Tableau des données

Probleme 1.0.2. Soit un cone circulaire de hauteur h et de rayon a < h, paramétré par (u,v)
dans une base orthonormée (ey, ey, e3) comme suit :

X(u,v) =ey. (a— %.v) cosu + ej. <a— %.v) sinu+v.e;, uwel0,2n, vel0,hl (1.1)

1) - Le point M du cone a ses coordonnées :

) cosu

OM ) sinu (1.2)

;"IQJ‘IQ

v= (o
(o

En utilisant les notations de la théorie des surfaces, on obtient les éléments suivants de la
premiére forme fondamentale :

|\ B
I

2 2
ds? = dx® + dy? + d2? = o (1 - }XL) du? + <1 + %) dv? = Edu? + Gdv?

La matrice g = (gy;) est :

A%

F G 0 ] Cl2 11 h 7422 hzl 12 21
T2
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et:
hZ
0 2 2
1 _ [ a?(v—n)? o n_ R 12_ 21
g h? g az(v—h)z'g Z+n2 9 9
a? +h?

Ecriture des équations des lignes géodésiques : On utilise la premiere méthode décrite dans
la correction du probléme ci-dessous. Les équations des lignes géodésiques sont données dans
notre cas par :

d2x3 L dxk dxt
—_— = =12
Z K ds ds =0 J=1

avec F]jd les coefficients de Cristoffel de 1er espéce donnés par :

1 dgy , 9gu 99y
rk 2kl ) W )
Y 1 29 ( aXi + an axl

du gdudu oy dudv g dvdy

ds2 '~ 'ds ds 2dsds  *?dsds

v pdudu oo, dudv o dvdy

ds2 " dsds T 'dsds  *dsds
Le calcul des coefficients de Cristoffel donne :

=0

T a911 1 1
_ =
29 ov  v—h’ 2=0
1 0 a(v—h)
2 2 g1 2 2 2
F”——Zg v a2+h?’ =M =0 Tp=0

Par la suite, on obtient les équations :

r1]1 =0, r]Z - er

e, 2 duas_
ds?2 v—hdsds

d>v  a?(v—h) [du 2
_ —) =0 (1.4)
ds?2  a?2+h? \ds

(1.3)

Pour du/ds # 0, I'équation (1.3) s’écrit :

4 [«
ds) _ 2 4,0 h —s
du _h—\) Vv, 0<v <

ds

du dv 1

re Jh—v O vz e
du h2A

11
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a?(h—v)?
hz

, d ,
, on obtient Iy - cte, de la figure (1.2) en notant
s
0 l'azimut de la géodésique au point M, on a alors la relation de Clairaut :

Comme 7> = x> +y? =

du
r.sind = A = Cte, sind =r—
ds
2) - La question n°2 ne sera pas traitée.

3) - Soit P un point du cone a hauteur h/2 c’est-a-dire v = h/2 et choisissons par exemple
w = 0. L'azimut de la géodésique au point P est Oy = 1t/4. Le rayon vp vaut rp = %, par suite

. ) av2
on obtient la valeur de la constante A = rpsinfy = T\/_

Calcul de la coordonnée v du point final :
AZ 2 4A2 2 432
Onarzd—u:A:>du2: ds hA7ds h-ds

e = . C N
ds 4 a*(v—h)* 8a?(v—h)* ontme

a?(h—v)?2
h2

a? 4+ h?

2 dv?

ds? = du’ +

On arrive a 'expression :

B +\/Cl2+h2 2v2(h—v)dv

ds .
h v/8(h—v)2 —h?

On passe a l'intégration :

Ja r VaZ+h? 2V2(h—t)dt
ds=a= .
0 2 h v/8(h—1t)2 —h?

On fait le changement de variables o« = 8(h — t)? = da = —16(h — t)dt. Par suite on
obtient au premier ordre en ——— < 1:

b V2 JSW dx V21w
vaZ+h?z 8 2 Va—hZ 4 2n?

a

Calcul de la coordonnée u du point final :

d .
On part de rzd—u = A et de ds* = Edu? + Gdv?, on arrive a :
s

hvaZ + h? dv
a (h—v)/8(h—v)Z—h?
hva2 + h2 h(1+(av2)/y/ a?+h?) dv
|
a h/2 (h—v)y/8(h—v)Z—h?
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Utilisant le méme changement de variables o« = 8(h — V)2, on trouve :

8(h—v)?2
vaZ +h? Voa—h? )
= ——— |Arctg | ——
4a h
2h2
h av2
Calculons 8(h —v)?2 avec v donnée par — | 1 + —— | :
( ) P 2< \/a2+h2>
2 2
heven M(pp av2 Y_Rh(pav2 )
2 Va2 +h? 2 Vvaz+h?

2
2 2
8(h—v)? = o = 2h? a2 3‘2 ”;— 2av2
va? +h? ac+h* a2+ h?

V/8(h—v)Z —h? _ Vo —h? _ 5a2 + h? <1 _Za\/Z(az%—hz))

h h a?+h? 5a? + h?

Par suite :

va?+h? 5a2 + h? 2av/2a? 4 2h?
u=————|Arctg\/| 5——.[1— — Arctg(1)
4a a? + h? 5a? + h?

avec Arctg(1) = grd.

Calcul de I'azimut ©' au point final :
Pour le calcul de ©', on applique la relation de Clairaut au point final, soit v'sin® = A =

CLT\/Z avec v/ = (h=v) .a. On obtient :
V2 av2
. /I _ Y= V=
sinf’ = > 1+ T pourvu que a < h

Probleme 1.0.3. On va utiliser les notations frangaises, soient chx = coshx, shx = sinhx.
1) - Le calcul de la premiere forme fondamentale donne :

X =chV.cosU = dX = shVcosUdV — chVsinUdU,
OM< Y =chV.sinU = dY = shVsinUdV + chVcosUdU,
L=V =d4dZ=d4dV

— |dS? = dX? + dY? + dZ? = ch?V(dU? + dV?) (1.6)

La matrice g = (gy;)est :

E F ch?v 0
g= <F G) = ( 0 Chzv> — g11 =9gn =ch?V, g1 =921 =0
et :

1 1 0 1
1 s 11 22 12 21
- - - — —O
9 ch?V (O 1) 9 9 ch2v 9 9

13
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FIGURE 1.1 — Le CbOne

2) Ecriture des des équations des lignes géodésiques :
i) Premiére méthode
Les équations des lignes géodésiques sont données par :

i=1,...,n

d?x T dxkdxt
- Nn.—== =0
ds? +§ K4S ds

avec F]jd les coefficients de Cristoffel de 1er espece donnés par :

rk _ T (99 0gu 09y
§ = 229 . T
2 oxi 0% 0X1
1

D’oil :
a’u _, dudu ,duadv  ; dvav
bt o) SheheshatuiV)) o) Mheheha AR ol Sk A
asz T'Mgsas T2 gsas T2 as as
BV o dUdU o, AUV, dVdY
dsz " 14s ds 1245 4S '~ 224S ds

Le calcul des coefficients de Cristoffel donne :
1 9911
r1 = — 11.— e
9 U 0

n= g VvV
— —thV,

2
=

2

1
I =T5 =0,

1 9911

1
M =1 = 1" % —ny,

0

r212=0

0
g* 92 _ v

%
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Par la suite, on obtient les équations :

d?u duav

E +2thVEE =0
azv au\? av\?
o () oy (44 o

i1) Deuxiéme méthode

E=E(V)=ch?V, F=0, G=G(V)=ch?V

Rappelons les équations des lignes géodésiques en utilisant les notations usuelles :

c_oMoM _|oM|*
autau - jjau
_ oM M
T outav
c_ MM _|lom|*
VoV ||V
Des équations (1.9), on obtient les équations :
9F _,0M ¥'M
U~ Tauau?
OE M oM
oV~ Tau’auadv
OF 0’'M M M o'M
ou U299V ou duaVv
OF oM oM M o’M
oV dvZ'au  dV auav

9G _ oM oM
ou oV ouaVv

96 _ oM oM
oV oV oVv?
Soit n le vecteur unitaire normal en M (U, V) du caténoide, n est donné par :
0
oM oM
a— oU oV
H
avec : M oM
H=lou " av

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Soit une courbe (T') tracée sur le caténoide et N est le vecteur unitaire de la normale

principale le long de (T').

15
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Définition 1.0.4. Une courbe (I') est dite ligne géodésique du caténoide si et seulement si les
vecteurs n et N sont colinéaires.

On calcule I'expression de N, on obtient :

dT
N=R—
dsS

or :
T_dM_aMg+aMg
~dS oudS  ovds

d’oil :
ar _ M (du®
dS ou? \ ds

La condition n // N peut étre écrite :

, O°M dudv oMU MV °M (dV\*
QUJV dS dS ' duU ds? ' Vv ds? ' dvZ \ dS

NAn=0
soit :
aM/\ oM
T\ (au”"av | _
RdS A\ 0 =0 (1.13)
Utilisant la formule du produit vectoriel :
AN(BAC)=(A.C)B—(A.B)C (1.14)
on obtient :
dT OM\ QM _ (dT oM\ OM _
ds’ov /) ou \ds'ou/ av
0 0
Or Z)Ali[ et aA\;I forment une base du plan tangent en M, d’oi1 les deux conditions :
dT oM dT oM

Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre :
M OMdUudV  3*M oM (dV\*> _d’V
+G =0

M OM (dUN® _dU dudv  ’M oM (dV\* &’V
ou? av \ dS ds? QUAV'dV dS dS  avZ'aVv \ dS ds?
(1.16)
et :
0*M oM (dV\’ (V. 0°M oMdUdV | o°M oM (du 2+Ed2u o
V2 au \ dS dS?  Toudv ou dsS dS  ou? ou \ dS as?
(1.17)
On pose :
oE oE oF
g _— M ! = —_— = M / = —_— =
oF 0G 0G
g _— M / = —_— = M ! = —_— =
Fy = 0, Gy U 0, Gy YV 2chVshV (1.18)
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et on utilise les équations (1.10), (1.16) et 1.17), ces 2 derniéres équations peuvent étre écrites :

E(,)<@)2 d2u dudv G (g)z &V

/__ —
Fu=737)\ s a2 TS as T2 s asz ~ 0 (119

G{,, [dV d?v dvdu E/ /du du
F Foey +Ef — E—o = -
Fv= )<dS> T T YVaEsas T2 (dS) TRz =0 (20

Par suite, on obtient :

du? av? d?v
—2shV | — 2shV chV— =0 :
s <dS) + (dS) + sz (1.21)
d 2y, AUy B 5 B
S < thS) =0=dS =A.ch"V.dU, A =cte (1.22)

On intégre I'équation (1.7), d'otr en considérant dU/dS # 0 :

4 (dU)
, dau
AU oV NS vay —

as? dsds _~ du
ds
du shv dchV A
Log|Sc|=—2|thvav =—2 |3y =2 —Log——, A=cte>0
°9 ‘ ds J J chV J chv ~ °9cnzv e
au A du
S~ ondv —> chV. chVE =A (1.23)

Des équations définissant le caténoide :

X =chV.cosU = f(V).cosl,
OM < Y =chV.sinU = f(V).sinl,
Z=V=nh(V)

le caténoide est une surface de révolution. Soit v = VX2 + Y2 = chV, la derniére équation
(1.23) n’est que la relation de Clairaut :

r.sin® = A = constante
du

. du du
En effet, on a sin® = T3S —> chV.c hVE LTl sinf = A = cte.

2) Par la formule donnée, I'azimut © s’écrit :

@: 1 (a'g] ose—a'gzzsine)
dS  /gngxn \ oV ou

On obtient :

do
(shVcos0)

T = sh cosO
ds n gn B chZV'

17
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V+dV

U U+duU

FIGURE 1.2 — Relations differentielles entre dU et dS

Des équations (1.6) et (1.23), on obtient :

ch?V Qv 40 _  dchv
VehZV —AZ cos®  /ch?V —AZ
4)- Les coordonnées du point Py sont :(Xo = 0,Yy = ch(—0.9) = ch(0.9) = 1.433,Z, =

—0.9). On détermine la constante A d’aprés les données au point Py. On a l'azimut 6 =
/4 = sind = sin(n/4) = v2/2, 2 = X2+ Y2 = Y2 — r = Y = 1.433, par suite :

dsS =

A =71sind = 1.013

ch?V

On va utiliser I'équation dS = ——.dV. Son intégration détermine Vi au point Py,

7 VeV — A $ 1 pomtt

ar suite l'intégration de l'éguation o _ dchV détermine 0
Y s T cos0 ~ Ventv— Az "
ch?Vv
Le calcul de V7 au point Py : Le calcul de la primitive J—.dv ne se fait pas var
ot pomt B P VeV — Al Jait pas p

des formules fermées. On la traite par un calcul approché. De plus les données numériques sont
petites. On pose t = chV = dt = shV.dV et on obtient a 'ordre 2 en 1/t :

2 1 2
gs— dt (1+ +A )dt

JE A2 2 2
D’ou
Vi ch?v.av t 1+AZ1
S-S :J —':J (1+ —)dt
0T o VRV —AZ Jyass 2t
T+A%1 0.5131
02—0=1t— > ——(1.433—m>

t2 —1.275t — 0.5131 = 0 = la racine positive t; = 1.6215 = chV; = V; = +1.068
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Le calcul de 01 au point Py :
On déduit 0y par :

e dchV :>J91 do _JW dchV _J~1.6225 dt
cos®  /ch?V —A? —09 VehZV—AZ  Jiae3 VEE—AZ

/4 COSO

T e] T 1.6225 1 A2
Logtg (Z + 7) —Logtg (Z + §> = L.%g n <1 + ﬁ) dt =
T O 1.026 1.026
—+—=)—0.8814 = 6225 — —— | — 1463 — ——
Logtg (4 3 ) 0881 (LOQ] 62— 1 1.62252) <L°9 63~ I 1.4632)
— Logtg (g + %) = 0.8814 — 0; = 0.87048 rd

Si on calcule par I'équation de Clairaut la constante A, on trouve une valeur A’ = 1.2406.

Cette différence est due de l'utilisation d'un calcul approché.

Le calcul de Uy du point Py :

De I'équation de Clairaut d_le = %, on obtient en éliminant dS :
dU — AdV
Vch?V — A?
On fait le méme changement de variables t = chV, par suite :
A dt i Adt
du = = U — U= J =

V2 —1Vt2 — A? chvy V(2 =1 (12— A2)
1.6215 2 2 1.6215

A 1 A A AAT+]

U1—0=J S| 1+55 ) (1+55 |dt= _A_AATD

1433 2t2 2t t 3 |43

Uy = —0.6247 —0.1605 + 0.7069 4- 0.2325 = 0.1542 = U,

La question 3) n’a pas été traitée.
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V=const

Py

Il

U=const

Py

FIGURE 1.3 — Ligne géodésique du caténoide
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