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ABSTRACT: Recently, in the article [1], we reviewed some models of equipotential surfaces of the
normal field of gravity relative to the Earth. In this note, we will apply the important theorems of
surface theory to the surface obtained from the second model whose normal gravitational field is
given by:

RESUME:Récemment, dans 1’article [1], nous avons passé en revue quelques modeles de surfaces
équipotentielles du champ normal de gravité relatif a la Terre. Dans cette note, on va appliquer
les grands théoremes de la théorie des surfaces a la surface obtenue du deuxieme modele dont le
champ normal de gravité est donné par:

Gm

U=T+%a}2(x2+y2)

21 Février 2023


mailto:abenhadjsalem@gmail.com

Table des matieres

1 Introduction

2 Calcul de la Premiére Forme Fondamentale
2.1 Le Plan tangent

2.2 Le vecteur normal a (I') au point P

3 La Deuxieme Forme Fondamentale

4 Calculs des Lignes Géodésiques

B W WD =

1 Introduction

Récemment, dans I’article [1], nous avons passé en revue quelques modeles de surfaces équi-
potentielles du champ normal de gravité relatif a la Terre. Dans cette note, on va étudier les pro-
priétés de la surface obtenue du deuxieme modele dont le champ normal de gravité est donné par :

Gm 1
U= ==+ (< +17) (1.1)
r 2
ou :

- G la constante universelle de gravitation,

- m la masse de la Terre,

- w la vitesse de rotation de la Terre.

La surface équipotentielle du champ de pesanteur U = Uy est définie par [1] :
1 2
HX,Y,Z) = (2 + y* + 2) (Ea)z(xZ £1P) - uo) _ G2 =0 (1.2)

Appelons cette surface (I'). Soit P(x, y, z) un point de cette surface tel que :

X=x
PSy=y (1.3)
z =2z(x,y)
et z vérifie I’équation (1.2) qu’on peut écrire :
4k2
2= — 2P (1.4)

[w?(x2 + y?) — 2110]2

en notant k = Gm et en supposant x, y tels que w?(x* + y?) — 2Up # 0.



2 Calcul de la Premiere Forme Fondamentale

Introduisons les notations habituelles :

0z Jz 0%z 2%z 2%z

P=5 q—a—y, r=-a S:m, l‘=a—y2
Alors, nous avons :

1
JOP oop |°
= = 1 =

Py =0, OPy =
p q

_ 0P JOP _ _ 0P JoP _

_ 0P JOP _ _ 1ag

=/ 7 2 -7 77 - 7
= Tox Tox AtV FEgog s Era 6=

Par suite, on obtient I’expression de la premiere forme fondamentale :

ds* = Edx* + 2Fdxdy + Gdz* = (1 + p?)dx* + 2pgdxdy + (1 + g*)dy* Q2.1)

De la symétrie de la surface (I'), on considere que x > 0,y > 0 et z > 0. A partir de 1’équation
(1.4), on obtient :

p=—x (1 + %'[wz(xz fk;gz_ 2u0]3) SE=1+2 (1 + % P fk;2“;2_ 2u0]3)2 2.2)
7= ‘V(l * é[aﬂ(xz fkysz_ 2u0]3) 2G=l+y (1 T é‘[aﬂxz fkyzg;z— 2P )2 2
Par suite :
ds? = [1 +x? (1 + % (202 -Eikyzza))z_ STINE )2 dx® + |1+ y? (1 + é[a)z(ﬂ fk;za;z_ TIAE )2} dy?
+2xy (1 + % 22 Ek;a;i TUAE )2 dxdy 2.4)

Le descriminant de la forme quadratique ds? est A’ = F2— EG = —(1 +p? +g%) < 0, donc elle
est définie positive. On peut I’écrire sous la forme :

2 E F\(dx\ 1 . y_|[EF _ [dx
ds —(dx,dy)(F E)(dy)_dp .8.dP, g—(g”)—(F E)' dP_(dy) (2.5)

Soit la matrice g est définie positive, g est appelée la matrice du tenseur métrique de la surface (I').

2.1 Le Plan tangent

JdOP  JOP
Le plan tangent au point P(x,y,z) est déterminé par les vecteurs non paralleles oy et <9_y
Son équation est donnée par le déterminant :
X-xY-yZ-z
1 0 p :0:>‘Z—z:p(X—x)+q(Y—y)‘ (2.6)

0 1 q



2.2 Le vecteur normal a (I') au point P
Le vecteur normal N est donné par :
P
N =0P ANOP’,=|—q 2.7)
1

Le vecteur unitaire est obtenu par :

N 1 P
n= -

= q
V]| /1 +p2+q2 1

3 La Deuxiéme Forme Fondamentale

Rappelons le calcul de la deuxieéme forme fondamentale qu’on note @(x, y). On calcule le
vecteur d2P la différentielle seconde de OP. On obtient :
’P ’P ’P

2p _ 90 2 o2
a°P= &xzdx +28x8dedy+ 8y2dy 3.1

Alors : - . .
d(x, y) = n.d°P = n.—de2 + 2n. F dxdy + n.a—;;

2
ox? dxdy dy (3.2)

On pose :

9°P

L = n.ﬁ
o*P
Ixdy

M=n. (3.3)

Par suite, I’expression de la deuxieéme forme fondamentale :

D(x, y) = Ldx? + 2Mdxdy + Ndy? (3.4)

En utilisant les notations citées ci-dessus, on obtient :

L=—"'  M=-—5  N-—t 3.5)

Vitpi+q2 _\/1+p2+q2’ V1+p?+q?
soit :

D(x,y) = ;dxz + Z;dxdy + ;d 2 (3.6)

V1+p2+q? V1+p2+q? V1+p2+q? /



4 Calculs des Lignes Géodésiques
Soit une courbe (y) tracée sur (I') et n’ est le vecteur unitaire de la normale principale le long

de ().

Définition 4.1. Une courbe (y) est dite ligne géodésique de la surface (I') si et seulement si les
vecteurs n et n’ sont colinéaires.

On pose :
’ aE ’ aE _ . ’ aF —
E.= Foi 2pr; E, = _8y =2ps; F,= 5 =" + ps
, OF ) - CR , _0G
F, = 3 =sqg+pt; G,= - =2s; Gy = 3y = 2qgt 4.1)

Les équations des lignes géodésiques de la surface (I') sont données par les deux équations diffé-
rentielles [2] :

Ey (dx\* % _ dxd dy\? &>
o[ 4P v, Sy 2y _
(Fx 2 )(da) +Fd +Gxdada+ 2 (da) +Gd02 0 *2)
Gl (dy\*  d%y dydx  EL(dx\® d%x
(Fy - ?)(%) e " Bade T2 (% " EE =0 (4-3)
o désigne I’abscisse curviligne de la courbe y. On obtient alors :
dx\' d%x dx dy dy\’ N
rq(%) +pq@+2qs%%+qt(% +(1+q)d > =0 4.4
dy\> %y Jdx dy dx \’ 5 d2x
d?x

De la derniere équation, on va exprimer — 102’ soit :

Px_ pt (dy\*  pg dy  2ps dxdy  pr(dx)’
do2 ~ 1+p? do

L’équation (4.4) devient :

1+p2 +q* t(dy\ . 2 d dy\’
Loy gt (dy\ o 2sg dedy g (dy)
1+p? do? 1+4p*\do 1+p2dodo  1+p?\do

Comme la forme quadratique do? est définie positive, alors do? est toujours positive. On mul-
o2

2 on obtient alors I’équation différentielle du second

tiplie I’équation ci-dessus par (1 + p %) —



d’ordre définissant les lignes géodésiques (x = x,y = y(x,C1,C2),z = z(x, y(x,C1,C2)) =
Z(x,Cq1,Cp)), Cq1,Cy sont les deux constantes d’intégration :

e dy\> _ d
(1+p*+ qz)ﬁ + qt(d—Z) + qud_ayc +rg=0 4.7)

Nous verrons dans un prochain article, I’aspect numérique en choisissant une valeur numérique de
Up.
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