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ABSTRACT:

In this additional note on least squares, we will come back to a few theorems
of the theory of errors and that of least squares which are not well enough known
even among geodesists. This is due to the absence of documentation in French on
the subject. It is thanks to a work of the Russian school, of the mathematician Yori
Vladimirovich LINNIK' on the theory of least squares [1], published in French in
1963 which I was inspired to write this note.

Keywords : least squares theory, mathematical statistics, density function of a
probability law, weight matrix, normal law, standard deviation.

RESUME :

Dans cette note complémentaire sur les moindres carrés, nous reviendrons sur
quelques théoremes de la théorie des erreurs et celle des moindres carrés non assez
connus mémes chez les géodésiens. Ce-ci est di a I’absence de la documentation en
langue francaise en la matiere. C’est grace a un ouvrage de 1’école russe, du mathé-
maticien Yori Vladimirovich LINNIK sur la théorie des moindres carrés [1], edité en
francais et paru en France en 1963 duquel je suis inspiré pour la rédaction de cette
note.

Mots-clefs : théorie des moindres carrés, statistiques mathématiques, fonction
de densité d'une loi de probabilités, matrice de poids, loi normale, écart-type.

1. Yori Vladimirovich LINNIK (1915-1972) : Russian mathematician.
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FIGURE 1. Professeur Helmut Moritz

A la mémoire de I'éminent géodésien et professeur Helmut Moritz (1936-2022)



1 RAPPELS HISTORIQUES DE LA METHODE DES MOINDRES CAR-
RES

Les premiers éléments de cette théorie sont diis & A. M. Legendre ! [2] qui les a
introduits lors d’études, en 1806, portant sur le calcul des orbites de cometes. C’est
a lui, aussi, qu’est di le nom donné a cette méthode : méthode des moindres carrés.

En 1809 K. F. Gauss? [3] donne les premiéres bases probabilistes a cette méthode
[4], puis, en 1810, élabore les méthodes de calcul et introduit des symboles et des
notations qui sont encore utilisés. Enfin, en 1821 [5], il découvre toute une série de
résultats importants concernant cette méthode.

En 1812 P. S. Laplace ® dans son traité fondamental de calcul des probabilités ex-
pose plusieurs résultats qu’il applique a la méthode des moindres carrés.

D’autres résultats non moins importants viennent enrichir la théorie quand, en
1859, P. L. Tchebychev * met au point sa théorie de I'interpolation par la méthode des
moindres carrés, a 'aide des polyndmes orthogonaux qui portent son nom.

A. A. Markov °® en 1898, dans un traité [9] et dans son cours de calcul des proba-
bilités, introduit en statistique mathématique toute une série de notions tres impor-
tantes explicitant 1’essence de la méthode des moindres carrés.

Les applications de la méthode des moindres carrés a I’astronomie et a la géo-
désie doivent beaucoup aux travaux de F. Helmert°[6] a la fin du 19eme siecle. A
partir des années vingt du dernier siécle, et grace aux travaux de A. A. Markov, la
méthode des moindres carrés fait partie de la statistique mathématique et est consi-
dérée comme un aspect important et naturel de la théorie de I'estimation des para-
metres. Dans cette voie, tout un ensemble de résultats intéressants et importants est
dt aJ. Neyman [7] et F. David [8], Aitken [10] et Rao [11].

En 1946, A. N. Kolmogorov 7 [12] donne un élégant exposé géométrique de cette
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méthode.

2 RAPPELS DE PROBABILTES ET DE STATISTIQUES

2.1 Variable Aléatoire

Définition 2.1. Variable aléatoire (v.a) : c’est une fonction dont les résultats pos-
sibles sont connus mais dont le résultat final ne peut étre déterminé, a priori, avant
d’effectuer la mesure.

Exemples :

- fermetures des angles des triangles d'un réseau géodésique,
- épaisseur d’une veine minéralisée,

- concentration d"un polluant dans I’eau souterraine,

- Ph de I’eau de pluie.

2.1.1 Description d'une variable aléatoire

Sans connaitre la valeur que prendra le résultat final, on peut parfois connaitre
la probabilité qu'une variable aléatoire prenne chacun des résultats possibles. C’est
la description la plus compléte que 1’on puisse faire de la variable aléatoire.

La fonction qui décrit ces probabilités est la fonction de densité f pour les va-
riables aléatoires continues et c’est la fonction de masse pour les variables aléatoires
discretes.

2.1.2 Propriétés
Ona:

- fx(x) > 0, toute probabilité est positive,

400
- Z fx(x)dz = 1,1'intégrale de la fonction densité donne 1,

b
- Z fx(x)dez = Pla < X < b), c'est la probabilité que x prenne une valeur

a
comprise entre a et b.



Certaines quantités résument les caractéristiques principales de la variable aléa-
toire.

* - Mesures de tendance centrale :

- mode : x tel que fx(z) est maximum,

- médiane : x tel que P(X < z) = 0.5,
+o0
- moyenne (ou espérance mathématique) : 1y ou E[X] = / xfx(x)dz,

—00

*- Mesures de dispersion :

+oo
-Variance : 03 = / (z — E(X))?fx(z)dz. On note souvent la variance par

D(X) ouT(X). -

-Ecart-type : ox = 1/ 0%.
X —B(X)\’
-Asymétrie : £ [<¥) .
ox

-Aplatissement : I/

X - EX)\*
Ox .
Toutes ces quantites sont généralement, 4 priori, inconnues. On doit donc les esti-
mer a partir d'un ensemble d’observations appelé I'échantillon (par abus de langage,
on parlera souvent des échantillons pour désigner ces observations).

A partir de I"échantillon, on peut construire des estimateurs :

- de la moyenne :

1
n
=1
- de la variance :
5 1 . —\2
g°=—=Y (x;—7) (2.2)
n <
=1
ou s* = ! i(mz — ) (2.3)
n—1+4



- de la fonction de densité : histogramme,

- de la fonction de densité cumulative : courbe des fréquences cumulées (Fx(x) =
P(X < x)) estimée par rang (z;)/n.

Une des caractéristiques importantes d'un estimateur est d’étre sans biais, c’est-
a-dire d’avoir la méme espérance mathématique que la quantité qu’il cherche a éva-
luer.

Exemple : E[X] = <ZZ nX) _ g (i:n Xi) = "B(X) = B(X)) = ux

n X
=1

donc X est sans biais pour px.
De méme, s* est sans biais pour %, alors que 6 est biaisé.

Passage a plus d’une variable : On peut aussi étudier et décrire le comporte-
ment simultané de plus d’une variable aléatoire.

La fonction de densité conjointe :f,,(x,y) donne la probabilité que, simultane-
ment X =zetY =y.Ona:

—+o00 “+o00
/ Fev (@, y)dady = 1 4
Pl < X <9,y <Y <y / / fxv(z,y)dxdy =1 (2.5)

Deux mesures additionnelles permettent de décrire des caractéristiques importantes
de la fonction de densité conjointe.

La covariance :
Cov(X,Y) = E[(X — jix)(Y — py) (2.6)

mesure la force du lien linéaire entre les variables X et Y.

Le coefficient de corrélation :
pPXy = ———— (2.7)

comme la covariance mais avec des unités "normalisées".



Propriétés de pxy,ona:

—1<pxy <1 (2.8)
PXY = PaX,bY (2.9)

avec a et b des constantes quelconques. Notons que :
pxy = 0 = absence de lien linéaire, et pxy # 0 indépendance de X et Y. En

effet, on a indépendance si et seulement si fxy(z,y) = fx(z).fy(y). Par contre, l'in-
dépendance de X et Y = pxy = 0.

2.2 Variable aléatoire normale

Définition 2.2. Une variable aléatoire x est normale si la fonction de densité f(x) est
de la forme :

_ 1 (z —a)® _ N
f(z) = QWGGIP (— 992 ) ., a=FE(), o=o(x)="écart-typede x
(2.10)

On note par N (a, o) l'ensemble des lois normales, par suite la variable aléatoire x €

N(a, o).

Voyons quelques propriétés numériques de la loi normale (2.10).

Propriété 2.3. Si X est une variable normale X € N (a, o), nous aurons :

P{|X —a| <1960} ~ 0.95 (2.11)
P{|X — a| > 30} ~ 0.0027 (2.12)

La derniere inégalité est souvent appelée «loi de l'intervalle 30».

Une importante propriété de 1’espérance mathématique et de la variance E(X)
et D(X) est la suivante :



Propriété 2.4. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes :
E(XY)=E(X)E(Y) (2.13)

a condition que les deux membres aient un sens. Si X1, Xo, ..., X,, sont des grandeurs
aléatoires indépendantes deux a deux, on a :

DXi+...+X,)=D(Xy)+...+ D(X,) (2.14)

si le second membre a un sens.

Enfin une autre propriété dite 1'inégalité de P.L. Tchebychef qui porte sur D(x)
et £(X):

Propriété 2.5. Quel que soitt > 0:

D(X)

P{IX - B(X)| 2} < =

(2.15)

3 Fonctions linéaires d’un vecteur normal a n dimensions

Dans les applications de la méthode des moindres carrés, nous aurons souvent
affaire a un vecteur normal a n dimensions, soient :

T
)
X =
xn
un vecteur aléatoire normal a n dimensions et :
n n
Q = ZTAZ = E E )\ijzizj
i=1 j=1

une forme quadratique définie positive de n variables z1, ..., z, correspondante de
la matrice A :



qui est symétrique et définie positive. Q vérifie : VZ # 0, ZTAZ > 0. On note :

aq E(.ﬁEl)

o B B (05} - E(Q?Q)
(X)=A=]." [=]. (3.1)

a, E(z,)

Comme X est un vecteur normal a n dimensions, sa fonction de densité de probabi-
lité est égale a :

1
f(z1,...,z,) = Coexp l—é(X — A)TAX — A)} (3.2)

ot la constante (), étant définie par 1'égalité :
Co./ exp [—%(X — A)TAX - A)} dry...dx, =1 (3.3)

On a alors le théoréme sans donner la démonstration :

Théoréme 3.1. On a les égalités :
det(A)]2
Cy = L2et8)] 34
(27)>2
EX)=A (3.5)
'y =A"! (3.6)
ot I'x est la matrice des covariances du vecteur X.
La matrice non singuliére I'x est donc I'inverse de A.
La fonction de densité normale f(X) s’écrit :
i ) C—— [ (X - ATH(X -4)]  (67)
TlyennyTy) = ~ — (X — — .
1 (2m)3[det(T)]: L 2 *

Exemple : Considérons que X est un vecteur normal & deux dimensions :

X = (:rq)’ A= B(X) = <a1)7 r— <Cov(x1 —ay,z1 —ay) Cov(zy — ay,xs — as)

Cov(zy — ay,xe — ag) Cov(xs — ag, 9 — az)

X2 ag

)



Introduisons les notations suivantes :

Cov(xy —ay,xy —ay) = Uf

Cov(zy — ay, 19 — ay) = 03

Cov(zy — ay,x9 — ag) = poiog, |rho| <1

La quantité p est le coefficient de corrélation entre z; et z5. Par un calcul facile, nous
retrouvons les expressions détaillées des formules (3.6,3.7) données ci-dessus :

(3.8)

3.1 Propriétés de la transformation linéaire d’un vecteur normal a » dimensions

Dans les applications de la méthode des moindres carrés, nous aurons souvent
affaire au vecteur normal a n dimensions. Soit X = (xy,...,z,)" un vecteur normal
a n dimensions dont les composantes x; représenteront des erreurs de mesure aléa-
toires ou des corrections aux valeurs approchées. De plus, Il nous arrive de former
des combinaisons linéaires des observations et de leurs erreurs de la forme :

Y = A X ou Aestune matrice

On a vu quand X est le vecteur de la solution obtenue par moindres carrés et si
Y = AX o A = , A, une matrice carrée n x n de rang n cest-a-dire inversible, alors
la matrice des covariances de Y est donnée par la formule :

I'y = ATy . AT (3.9)

Alors, maintenant on suppose que la matrice A est une matrice rectangulaire k x n
avec k < netrang(A) = k. Le vecteur Y = A.X = Y. On considere que X est un
vecteur normal a n dimensions et £(X) = M. On donne ci-dessus sans démonstra-
tion le théoreme suivant :

~-10-

1 p
ot poios 1 2 oo
Iy = ! F_l = 1 102
X (p0'10'2 o2 ) X T1—p|l_p 1
0109 0'2
det(Ty) = o -
faras) = ! [ 2 (@=a)® 20 —a)(@—a) | (22— 0
N o 2moy09(1 — p?)1/? Plr- p? o? 0102 o3



Théoréme 3.2. Le vecteur Y = A.X est un vecteur aléatoire normal a k dimensions,
qui a pour espérance mathématique le vecteur A.M et pour matrice des covariances,
la matrice :

Iy = Alx. AT

On donne ci-dessous un autre théoréme en relation.

Théoréme 3.3. (Théoreme de R.A. Fisher” ) Soient X un vecteur normal, a n di-
mensions ayant un vecteur espérance mathématique nul et dont les composantes sont
indépendantes et possedent toutes une méme distribution de probabilité et F' = ,F,
une transformation orthogonale quelconque (F~ = FT); alors, le vecteur normal a
n dimensions Y = F.X aura la méme distribution que le vecteur X.

a. R.A. Fisher (1890 - 1962) : Statisticien anglais.

Démonstration : Nous avons par hypothese : X est un vecteur normal a n di-
mensions X = (z1,...,2,)" tel que F(X) = O = E(x;) = 0. Les z; sont indépen-
dants et ont une méme distribution de probabilité N(0,0), soit 0,, = 0,, = -+ =
0., = 0. Par suite la matrice des covariances est ['x = 0.1 ou [ est la matrice unité
nxn. Soit F une matrice nxn orthogonale quelconque donc F~* = F7.SoitY = F.X,
d’apres le théoréme 3.2 ci-dessus, Y = F.X est un vecteur normal a n dimensions

et:

EY)=EFX)=FEX)=FO=0 (3.10)
ou O est le vecteur nul. On a aussi :
Iy = FTx.F' = F.(6’]).F' = 6’ F.F' =’ F.F ' =0%1 (3.11)

soit le vecteur Y possede la méme distribution que X c’est-a-dire N (0, o).

Soient deux fonctions vectorielles linéaires du vecteur normal a n dimensions
X:
Yl :AlX, }/QZAQX
ou A; est une matrice du type (m; x n) et A, est du type (mo x n). Nous pouvons
énoncer sans démonstration le théoréme suivant :

-11 -



Théoréme 3.4. La condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs Yy = A;. X
et Yo = Ay. X soient statistiquement indépendants est que :

ATx.AY =0 (3.12)

ot I'x est la matrice des covariances de X.
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FIGURE 2. La Bible de la "Géodésie-Physique" par Helmut Moritz

~13-



	Rappels Historiques de la Méthode des Moindres Carrés
	Rappels de Probabiltés et de Statistiques
	Variable Aléatoire
	Description d'une variable aléatoire
	Propriétés

	Variable aléatoire normale

	Fonctions linéaires d'un vecteur normal à n dimensions
	Propriétés de la transformation linéaire d'un vecteur normal à n dimensions


