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Préface

Ce cours donne les bases mathématiques nécessaires pour suivre les cours de
formation en géodésie et en topographie. C’est un rappel des principales formules
et connaissances en mathématiques concernant :

- des notions élémentaires d’algebre,

- des notions élémentaires de géométrie plane et dans I'espace,

- la trigonométrie plane,

- la résolution des triangles,

- les fonctions,

- introduction au calcul matriciel.

Tunis, Abdelmajid Ben Hadj Salem
Septembre, 2021 Ingénieur Géographe Général



Chapitre 1

Notions Elémentaires d’Algebre

1.1 Les Monomes et les Polynémes

Définition 1.1. Un monome est une expression algébrique dans laquelle les
seules opérations a effectuer sur les variables sont des multiplications ou des élé-
vations a des puissances.

Ezemple : 16zy, —12a°y3.
Définition 1.2. Le degré d’un monome par rapport a une variable est I’exposant

de cette variable. Le degré d’un mondome par rapport a plusieurs variables est égal
a la somme des exposants de ces variables dans le monome.

Exemple : —12a%y? est de degré 3 par rapport a la variable y et de degré 8
(=5+3) par rapport a (a,y).
Définition 1.3. Un polynome est une expression algébrique obtenue en faisant

la somme algébrique de plusieurs mondomes.

Définition 1.4. Le degré d’un polynome par rapport a une variable est égal au
plus grand exposant de cette variable dans le polynome. Le degré d’un polynome
par rapport a plusieurs variables est égal a la plus grande somme des exposants
de ces variables dans un meéme terme.

Exemple : le polynome 5a?z? + 3b%23 + 4abx et de degré 4 par rapport a x
et de degré 6 (=2+4) par rapport a (a,b, x).

Définition 1.5. Un polynome est dit homogéne si tous ses termes sont du
meéme degré.
1.1.1 Addition ou soustraction de polynémes

On ordonne les polynomes suivant les puissances croissantes (ou décroissantes)
de la variable et on additionne (ou soustrait) les monémes semblables.
Exemple : (3% + 7ab — 2a?) + (2b* — 3ab + 5a?) = 5b* + 4ab + 3a>.

7
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1.1.2 Multiplication des polynomes

On ordonne les polynémes suivant les puissances décroissantes de la variable ;
on effectue la multiplication du polynéme A par les différents mondémes du poly-
nome B puis on additionne les monomes semblables.

Exemple :
- polynome A : 3a® + 4a®b — 2ab* + b3,

- polyndme B : ab — 3b?,

- ler produit partiel A x ab = 3a*b + 4a®02 — 2a*b® + ab?,

- 2¢me produit partiel A x (—=3b%) = —9a3b* — 1240 + 6ab* — 3V°,
- Résultat :3a*b — 5a3b? — 14a%b> + Tab* — 3b°,

en tenant compte des regles :

(+ X +=+),
(+X_:_)7
(_X+:_)7
(= x ==+,

1.1.3 Identités remarquables

* de degré 2 :
a? —b* = (a+b)(a —b),

(a+b)? =a®+ 2ab+ b,
(a — b)? = a® — 2ab + b2

* de degré 3 :
a® + b = (a+b)(a® — ab + b?),

a® —b* = (a—b)(a® + ab + b?),
(a+b)* = a®+ 3a*b + 3ab® + °,

(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab* — V°.

Exercice 1.1. Soit les polynomes :
*A=ux,
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*B=a+ a3,

O =z+a2%+ 20

Montrer que le polynéme P = 3a° — 623 4 2x peut s’écrire sous la forme
P=a.A+b.B+c.C oua,b,c trois constantes a déterminer.

1.2 Résolution d’un systéme linéaire

On va considérer les systemes de deux équations du ler degré a deux inconues.
Le systeme général peut se mettre sous la forme :

ar + by =c
adr+by=<c

1.2.1 Résolution par substitution

On remplace une équation par une équation équivalente donnant une variable
en fonction de 'autre. Exemple :

dor + 3y =15
20 —y =15

De la deuxiéme équation (1.2), on tire y = 2x — 15 et en reportant cette valeur
dans la premiére équation (|1.1]), on obtient :

dr+32x—15)=15= 40+ 62 —45=15= 10 =60 = =6 (1.3)
En reportant cette valeur dans 1’équation y = 2x — 15 ci-dessus, on obtient :

y=2x6-15—=y=—3 (1.4)

1.2.2 Résolution par combinaison

On multiplie les deux membres d’une équation par des nombres non nuls, de
fagon que 'une des variables ait dans les deux équations des coefficients opposés.
Exemple :
20 — 3y =8
3x—5y="7 (1.6)

On multiplie les deux membres de la premiere équation (1.5) par +3, ceux de la
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deuxieme équation (|1.6)) par -2 et on ajoute membre a membre, on obtient :

6r — 9y = +24
—6z + 10y = —14
d’ou y =10

En utilisant I’équation (|1.5) :
20 —30=8= 2 =19 (1.7)
On obtient = 19. On a un couple de solution : x = 19;y = 10.
Exercice 1.2. Résoudre et discuter le systéme suivant :
(m—1)z+ 3y =5m .
(m—2)z —4y =bm —1 (1.9)

ot m est un parameétre.

Aide : on peut résoudre par substitution ou combinaisons en éliminant de
préférence les y car les coefficients de x dépendent de m, donc peuvent étre nuls.

1.3 Systeme de trois équations du ler degré a
trois inconnues

1.3.1 Cas général

On peut appliquer les méthodes de substitution et d’addition comme pour les
systemes de deux équations du ler degré a deux inconnues.
Exemple : Résoudre le systéme suivant :

3x+ 5y — 3z =34 (1.10)
de—Ty+2=3 (1.11)
27 + 3y — 2z = 22 (1.12)

On tire z de la deuxiéme équation ([1.11)) et on remplace z par cette valeur res-

pectivement dans les équations (1.10)) et (1.12)), d’ou :
3z + 5y —3(3 —4dx + Ty) = 34

z=3—-4x+ Ty

2¢ + 3y — 2(3 — 4o + Ty) = 22
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Apres calculs, on obtient le systéme en (x,y) :

152 — 16y = 43
10z — 11y = 28

On résout le systeme précédent comme il a été présenté ci-dessus, on obtient la
solution x = 5 et y = 2. En revenant a ’équation ({1.11]), on obtient z = —3.

1.4 Equation du second degré a une inconnue

Définition 1.6. Une équation du second degré a une inconnue x est une équation
qui peut étre mise sous la forme :

az® +bx+c=0 (1.13)

avec a # 0.

1.4.1 Cas général

On calcule le discriminant A = b? — 4ac :

Si b? — 4ac < 0, I'équation n’a pas de racines dans R.

Si b? — dac = 0, I'équation a une racine double r = —b/2a.
Si b2 — 4ac > 0, 'équation a deux racines :

b+ VA

1.14
xy % ( )
—b— VA
= 1.1
2 2a ( 5)

1.4.2 Equation réduite
Si b est pair, on peut poser b = 2 et les formules se simplifient. En effet :
A = b* — 4ac = 4b? — 4ac = 4(b* — ac) = 40’ (1.16)

Ou A’ est le discriminant réduit. Si A’ > 0 (c’est-a-dire A > 0), on a deux
racines :

VAN Y+ VA

1.17
“ 2a a ( )
oW — VAN Y — /A

Si A’ < 0, 'équation n’a pas de racines.
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Exercice 1.3. Résoudre I'équation 5x* + bx + 5 = 0 avec les valeurs swivantes
de b :

~b=5,
-b =10,
b= 26,

Notons que 576 est un carré parfait.



Chapitre 2

Notions Elémentaires de
Géométrie

2.1 Propriétés des droites paralleles

Si deux droites D; et Dy sont paralleles, elles forment avec une sécante S

(Fig. :

- deux angles alternes internes égaux :

A3 =B1 (2.1)
A4 = B2

- deux angles alternes externes égaux :

A1=B3 3
A2 = B4
- deux angles correspondants égaux :
{1=n1
{4 = D4

2.2 Angles dont les c6tés sont paralleles ou per-
pendiculaires

Théoreme 2.1. Deux angles dont les cotés sont paralléles sont égaux ou supplé-

mentaires (Fig. :

13
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FIGURE 2.1 — Intersections de droites

a=p

oud=7m—a«

Théoreme 2.2. Deux angles dont les cotés sont perpendiculaires sont égauz ou

supplémentaires (Fig. :

a=71—p (2.9)
a=3 (2.10)

2.3 Cas d’égalités des triangles

Ces cas sont les suivants :

1. Deux triangles ayant un coté égal compris entre deux angles adjacents
égaux chacun a chacun sont égaux.

2. Deux triangles ayant un angle compris entre deux cotés égaux chacun a
chacun sont égaux.

3. Deux triangles ayant leurs trois cotés égaux chacun a chacun sont égaux.
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B

FIGURE 2.2 — Deux angles dont les cotés sont paralleles

2.4 Relations métriques dans un triangle

2.4.1 'Triangle quelconque

Théoreme 2.3. Dans un triangle quelconque, le carré d’un coté est égal a la
somme des carrés des deux autres cotés moins deux fois le produit de ces deux
cotés par le cosinus de l'angle qu’ils comprennent.

Soit (Fig. :

a? = b + ¢ — 2b.c.cos A (2.11)

2.4.2 Triangle rectangle

Soitt ABC' un triangle rectangle en A et AH la hauteur relative a la base BC.
On a les relations suivantes :

AB? = BH.BC (2.12)
et AC* =CH.CB (2.13)
d'ou AB*+ AC? = BC? (2.14)
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FIGURE 2.3 — Deux angles dont les c6tés sont perpendiculaires

y\
C B

a

FIGURE 2.4 — Le calcul d'un c¢6té dans un triangle quelconque

et :

AB.AC = BC.AH (2.15)
AH?* = BH.HC (2.16)

2.4.3 Meédianes et Hauteurs

Dans un triangle quelconque, on a les propriétés suivantes :

— Les médianes concourent en un point situé au 2/3 de chaque sommet. Ce
point est appelé le centre de gravité du triangle.

— les hauteurs concourent en un point appelé 'orthocentre du triangle.

— les médiatrices concourent en un point qui est le centre du cercle circonscrit
au triangle.

— les bissectrices des angles concourent en un point qui est le centre du cercle
inscrit dans ce triangle.
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o]
I?D
o

FIGURE 2.5 — Le Triangle rectangle

M ws

FIGURE 2.6 — Puissance d'un point par rapport au cercle : cas le point est a
I’extérieur.

2.5 Puissance d’un point par rapport a un cercle
de rayon R

1. le point M est extérieur au cercle (Fig2.6) : la puissance P de M par
rapport au cercle O, de rayon R est donnée par :

P=MAMB=MT?=0M?—-R*>>0 (2.17)

avec MT une droite issue de M et tangente au cercle en question au point 7" et
P = OM? — R? est positive car OM > R.

2. le point M est intérieur au cercle (Fig. : la puissance P de M par
rapport au cercle de centre O est :

P=MA MB =0M? - R*=—(R* - 0OM?*) <0 (2.18)

3. Application : Calcul de la fleche d’un segment circulaire. On a (Fig. :
Rayon du cercle : R,

corde AB : 2L = |MA| = |MB| =L,

la fleche MC' : f > 0.
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FIGURE 2.7 — Puissance d’'un point par rapport au cercle : cas le point est a
I'intérieur.

FIGURE 2.8 — Calcul de la fleche
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En écrivant la puissance de M de deux fagons différentes, M étant a I'intérieur
du cercle, donc la puissance P est négative, d’ou :

P=MAMB=MCMD =O0OM? - R* = (2.19)
—LL=—f2R-f) = (2.20)
fP=2Rf+L*=0 (2.21)

D’ou la fleche en prenant la racine positive de la derniére équation ci-dessus :
f=R—-VR?>—L? (2.22)

Nota : si f est tres petite par rapport a R, on peut écrire I’équation (|2.20) comme

suit : )
L’ =2Rf— = —"— 2.23
/ / 2R ( )



Chapitre 3

Rappels de la Trigonomeétrie
Plane

3.1 Définitions des fonctions circulaires

Soit la figure suivante (Fig. :

A

A
N

FIGURE 3.1 — Définition des lignes trigonométriques

&
v

On définit alors les fonctions circulaires comme suit :

sing = AM/OM
cos = OA/OM
tgd = AM/OA
cotgh = 1/tg0

20

N TN N N
I O S R
N e N N
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Ecrivons dans le triangle OAM, le théoreme de Pythagore, on obtient :

OM? = OA% + AM?

oA AMP
OM? = OM?
Soit :
’00329 + sin?0 =1 ‘ (3.5)

est dite la relation fondamentale de la trigonométrie plane.

3.2 Propriétés des fonctions circulaires
Les fonctions circulaires sont des fonctions périodiques, on a :

sin(0 + 2km) = sind (3.6)
cos(0 + 2km) = cosf
tg(0 + km) = tgb
pour k = 1,2,3,...n.
On peut prendre les domaines de définition comme suit :
- pour les fonctions sin et cos : [—m, +7],

- pour la fonction tg : [—7/2,+7/2].

De plus, on a les propriétés suivantes :

sin(—0) = —sind (3.9)
cos(—0) = cost (3.10)
tg(—0) = —tgb (3.11)

Et :
sin(0 4+ w/2) = cosb (3.12)
cos(0 + m/2) = —sind (3.13)
tg(0 + m/2) = —cotgl (3.14)
sin(m — 0) = sind (3.15)

cos(m —6) = —cosb (3.16)
tg(m —0) = —tgh (3.17)
sin(0 + m) = sinf (3.18)

cos(0 + m) = —cosb (3.19)

tg(0 + ) = tgb (3.20)
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3.3 Formules usuelles

On a les formules suivantes :

cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sinb (3.21)
cos(a — b) = cosa.cosb + sina.sinb (3.22)
sin(a + b) = sina.cosb + sinb.cosa (3.23)
sin(a — b) = sina.cosb — sinb.cosa (3.24)
et
a a—2>b
cosa + cosb = 2cos cos— (3.25)
b —b
cosa — cosb = —2sin i sin 5 (3.26)
b —b
sina + sinb = 2sin " i cos> 5 (3.27)
—b
sina — sinb = 2c0s 2 sin2 5 (3.28)
tga +tgb
t b) = ——— 3.29
gla+b) =7 o (3.29)
tga — tgb
tgla —b) = ——— 3.30
gla—") 1 + tgatgb (3:30)
' b
tga + tgb = sinfa +b) (3.31)
cosacosb
sin2a = 2sina.cosa (3.32)
cos2a = cos’a — sin*a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sina (3.33)
2tga
tg2a = 3.34
gea=qz tga (3:34)
Si on pose :
tg(a/2) =1
Alors :
2t
ne = —— 3.35
sina = 1 (3.35)
1
cosa =15 (3.36)
2t
tga = 3.37

Pour les valeurs remarquables, on le tableau suivant :
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(@]

3
~

W

a en radians 0 7/ /3 m/2

, 1 V2 V3
sina 0O - — — 1
2 2 2
V3 V2 1
cosa 1l — — = 0
\3_ 2 2
3
tga 0 o 1 V3 +oo

TABLE 3.1 — Tableau des valeurs remarquables

3.4 Dérivées des fonctions circulaires

Les fonctions circulaires sont des fonctions indéfiniment dérivables dans leurs
domaines de définition. On alors :

y = sint =y = cosx (3.38)
Yy = cosv = y = —sinx (3.39)
y=tgr =y = 1+tg’r = 1/cos’x (3.40)

Pour x au voisinage de 0 (x < 3°) on a les développements limités suivants :

sint =z —2°/6 + ... (3.41)
cost =1—2%/2+ ... (3.42)
tgr =z +2°/3+ ... (3.43)

Exercice 3.1. Simplifier les expressions suivantes :
A = 2cos%x — 2sin8x + 3sinSx + 5cos®y + 3costx.

cos’x — sin’y

B = — cotg*zcotg’y.

sin?xsin?y

Exercice 3.2. Résoudre les équations :
1. tgx = 2sinx.

2. sin*z + cos*z = 5/8.



Chapitre 4

Les Espaces Euclidiens

4.1 Introduction

4.1.1 Droite orientée

Définition 4.1. Une droite orientée est une droite sur laquelle on a choisi un
sens positif d’orientation.

Définition 4.2. un vecteur est un segment de droite orienté. Un vecteur a une
origine et une extrémité.

Exemple : soit le vecteur V.= AB. A est 'origine et B est 'extrémité.

FIGURE 4.1 — Vecteur AB

24
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4.1.2 Les Coordonnées cartésiennes d’un point M

Dans un plan rapporté a un systeme d’axes orthonormés c’est-a-dire les axes
sont perpendiculaires et 1'unité de mesures sur les axes vaut 1 unité de mesure
(Im, lem, ..), un point M est défini par (z,y) ou :

- x est l'abscisse de M = OP,

-y est 'ordonnée de M =0Q).

On écrit : M(z,y) ou (x,y) sont les coordonnées de M, ou un vecteur OM
de composantes x et y et on note :

M(‘”) oM
y

Si on note % et j les vecteurs unitaires respectivement des axes des x et des v,
c’est-dire 7 et j ont une longueur égale a une unité. On écrira :

T

y (4.1)

OM = zi + yj (4.2)

Si les coordonnées de A sont (z4,y4), celles de B (zp,yp), les coordonnées de [
milieu de AB sont :

raA+2xp

A+
yy = ATYE . JB (4.4)
La distance d des deux points A et B est :
d= \/(333 —24)*+ (yp — ya)? (4.5)
Dans un espace rapporté a un systeme de 3 axes orthonormés, on a :
- x = OP = abscisse de M,
-y = O@ = ordonnée de M,
- 2=0R = cote de M.
Si k est vecteur unitaire de Oz, alors on écrira :
x x
M|y |, OM|y (4.6)
z z

ou :
OM =zxi+yj+ zk
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4.2 Les Espaces Vectoriels

Définition 4.3. Un espace vectoriel réel est un ensemble d’éléments appelés vec-
teurs, ayant les propriétés suivantes :

Sixy, X, ..., x,, sont des vecteurs de l’espace vectoriel V' et si iy, fio, .- ., lin
sont des nombres réels, alors la combinaison linéaire (1.2 + fo. @ + ... + iy Ty
est définie et c’est un élément de V.

A partir de la définition, on a les propriétés suivantes :

Propriétés 4.1. Va,y € V et j1, j11, 02 € R

p(x+y) =pxc+py (4.7)

(1 + po). = py. ¢+ po. (4.8)
(H1p2)® = p(po-) = pa.(p11.) (4.9)
lz== (4.10)

r+o =o+z==x (4.11)

Exemples : la droite réelle R est un espace vectoriel. R = {a/a € R}.
R3 = {x = (a,b,c)} ol a,b, c sont les composantes du vecteur x.

4.3 Les Bases d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie

Définition 4.4. Un ensemble (e;) de l'espace vectoriel V' est une base de V' si :
a) les vecteurs (e;) sont indépendants,
dDXe=0& )\ =0V (4.12)

=1

b) tout vecteur x s’exprime d’une maniére unique en fonction de e; donc

Ve e V,3\; uniques/ = Z A€ (4.13)
i=1
Exemple : dans R?
1 0 0
e — 0 ;€2 = 1 ;3 = 0 (414)
0 0 1

(e1, es, e3) est une base dite base canonique de R3.
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4.4 Norme d’un vecteur

Si x = (21, 29, x3) alors :
x| = /23 + 23 + 23 (4.15)

4.5 Produit scalaire de 2 vecteurs
Soient x = (w1, 22, 23)T et y = (y1, 92, y3)" alors :
Xy = T1Y1 + XaY2 + T3Y3 (4.16)

et x.y est un réel.
On a aussi : R
x.x = [|x||.]|x]|.cos(x, x’) (4.17)

4.6 Produit vectoriel de 2 vecteurs
Soient x = (11,2, 23)7 et X' = (), 24, v5)7, alors le produit vectoriel des

vecteurs x et x' est le vecteur y noté x A x’ telque y soit orthogonal au plan
engendré par x et X’ et que (x,x’,y) forme un repeére direct. On écrit :

y=xAX (4.18)
Les composantes du vecteur y = (y1, ¥z, y3)T sont :
Y1 = Tl — TyTy (4.19)
Yo = X327 — 1174 (4.20)
Y3 = T1T5 — T) Ty (4.21)
On a aussi
y = ||Ix]|.|[x]].sin(x, x") (4.22)
De plus, on a les propriétés suivantes :
XAy =—-yAX (4.23)

XAX=0 (4.24)
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FIGURE 4.2 — Les coordonnées polaires

4.7 Coordonnées polaires d’un point M dans le

plan
Utilisant la figure ci-dessus (Fig. , les coordonnées polaires de M sont :
= angle orienté (4.25)
p = longueur de OM (4.26)

Si on choisit un axe Oy perpendiculaire a 1’axe polaire et faisant avec lui un
angle de +7 = 90° = 100 gr, on obtient un systéme d’axes orthonormés. On
peut alors passer des coordonnées cartésiennes (x,y) aux coordonnées polaires et

reciproquement par les formules :
p =\/2%+ y? (4.27)

0 = Arctg(g) > tgh = Y (4.28)
T T
Ou :
x = pcost (4.29)
y = psind (4.30)

4.8 Les Coordonnées Polaires dans I’Espace

Les coordonnées polaires d'un point M dans I’espace sont :

- A =angle orienté depuis un méridien origine, c’est la longitude,

- ¢ = angle orienté depuis le plan de I’équateur au parallele passant par M,
c’est la latitude,

- R = la longueur de OM.
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On écrira M (¢, A\, R).

4.9 Equation d’une droite dans R?

4.9.1 Une droite passant par un point Ay(zg,y) et de di-
rection un vecteur u = (a, §)

Un point M(x,y) appartient a la droite D vérifie AM parallele a u. Or
AM=(z — x9,y — yo)' ol t désigne transposée. D’ott pour a # 0 et 5 #£0 :

m;xo:y_ﬂyoﬁﬁ(g:—xo)—a(y—yo)zo (4.31)

soit S — ay + ayy — Bro =0 (4.32)

4.9.2 Une droite D passante par 2 points Ay(xo, y0) et Aj(xp, )

On considere alors u = AgAj et on traite le cas 4.9.1.

4.9.3 Une droite perpendiculaire & un vecteur u = (v, w)”
et passant par un point Ag(xg, yo)

M(z,y) € D= AMlu = AM.u = 0 Soit :
(z — zo).v+ (y — yo).w =0
ou :

v 4+ wy — vy — wyy =0 (4.33)

4.10 Equation d’une droite tangente a la courbe
y = f(z) au point (zo,yo = f(x0))

Elle s’écrit tout simplement :

y—yo = f'(x0).(x — xo) (4.34)



CHAPITRE 4. LES ESPACES EUCLIDIENS 30

4.11 Equation de la normale a la courbe y = f(z)
au point (zg,yo = f(xg))

Pour z( tel que f’(x¢) # 0, on a ’équation :

(z — xp) (4.35)

Condition pour que deux droites soient perpendiculaires :
a - si les droites sont données par :

y=ar+bety=dx+V

Il faut :
aad' = —1 (4.36)

b - si les droites sont données par :
mz+ny+p=0etmz+ny+p =0
La condition est :

mm' +nn' =0 (4.37)

4.12 Angle de deux droites

Soient les deux droites d’équations :
y=ar+bety=dx+1
Alors 'angle V' des deux droites est tel que :

a —a

tgV =
g 1+ aa’

(4.38)

4.13 Distance d’un point Mz, y;) a une droite

La distance d'un point M (zg,yo) & une droite d’équation mz +ny +p = 0

est :
_ [mao + nyo + p|

JmE & 2

ou |a| désigne valeur absolue de @ = a sia > 0et —asia <0.

d

(4.39)
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4.14 Intersection de deux droites
Les coordonnées du point d’intersection sont les solutions du systéme formé

par les équations des deux droites.

Exercice 4.1. Trouver le point d’intersection de la droite D1 passant par A(4,3)
et B(10,6) et de la droite D2 perpendiculaire @ AB et passant par C(5,11).

4.15 Equation d’une droite dans R?

4.15.1 Equation paramétrique d’une droite

Une droite passant par un point Ag(xo, 4o, 20) et de direction le vecteur u =
(a, 8,7)" On a Iéquation :

T =1z + la (4.40)
y=yo+1p (4.41)
z=2zy+ty (4.42)

avec t € R. En éliminant ¢ des équations précédentes, on obtient I’équation car-
tésienne d'une droite dans R? :
=T _Y~Y% _ =~ %0
o g gl

(4.43)

avec afvy # 0.

4.16 Changement d’axes de coordonnées

4.16.1 Translation d’axes

On passe du repere (O, z,y) au repere (O’, X,Y’) par une translation de vec-
teur T'= OO0’ on a alors :

r=1z94+ X (4.44)
y=yo+Y (4.45)

ou (g, yo) sont les coordonnées de O dans le repere (O, x,y).
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4.16.2 Rotation des axes d’un angle «
Les nouvelles coordonnées s’expriment comme suit :
X = xzcosa + ysina

Y = —xsina 4 ycosa

4.16.3 Translation et rotation des axes

Dans ce cas, on a les formules suivantes :

X = (x — xg)cosa + (y — yo)sina
Y = —(z — xg)sina + (y — yo)cosa
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Chapitre 5

Résolution des Triangles

5.1 Triangles Quelconques

On a les formules suivantes :

A+B+C=m (5.1)
a b c
— — lati i 5.2
ind — sinB — sinC Relations des sinus (5.2)
a® = b* + ¢* — 2bccosA (5.3)
v’ = a® + ¢® — 2accosB (5.4)
& = a® +b* — 2abcosC (5.5)
a = bcosC + ccosB (5.6)
b = ccosA + acosC (5.7)
¢ = acsB + bcosA (5.8)
En posant 2p = a + b+ ¢, on obtient la surface S du triangle par :
abe ., A B C
S =/plp—a)p—b)(p—c) = IR = PTErtggtestey (5.9)
De plus, on a :
A yJ(p=blp—c)
n— = 5.10
sin ” (5.10)
WA _yrlr—a) (5.11)
2 be '
A —b)(p —
tg* — (p )(p C) — r (5‘12)
2 p(p —a) p—a
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5.2 Cas classiques de résolution

Ces formules sont tres utiles en topographie (mesures de points inacessibles).

Cas n° Données Formules a utiliser
1 Un c6té a,2angles Bet C A=nm—(B+C)
inB. . _ _ sinC
b= a5 € =05.a
S = besinA a?sinBsinC
2 25%12%
2 Deux cotés a, b tg458 = azbygAlp)
un angle C' (entre a et b)  orA+ B =7 — C.On en déduit A — B
donc A puis B.
_ sinC . ¢ _ absinC
c= a5 =
3 Deux cotés a,b sinB =024 .C =7 — (A+ B)
un angle A (non entre a et b) ¢ =qnl . G = absinC
Stn

cas douteux Discussion

1°) A > m/2;a < b osolution
a > b1solution
B <3
2°) A < m/2;a > b 1solution B < m/2

a<b: a<bsinA osolution
a = bsinA 1solution B = 7/2

a > bsinA

2 solutions B’ et m — B’

4 trois cotés a, b, ¢ tga = %
B _ [(p=a)(p=0)
95 =\ S
¢ _  [le=a)p-b)
tg3 = p(p—c)

on vérifie que A+ B+C =7

S=/plp—a)(p—b)(p—c)

TABLE 5.1 — Cas classiques de résolution
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5.2.1 Triangles rectangles

Relations fondamentales

On a:

T
A:B == —
+C 5

a®> = b* + ¢* Relation de Pythagore
a=2R
b coOté opposé

sinB =— = -

a  hypoténuse

¢ coté adjacent
cosB=—-=——~——
a hypoténuse

b coté opposé
tgB = - = Ai
¢ cOté adjacent

Cas classiques de résolution

Cas n° Données Formules & utiliser

1 A=7, Beta C=n/2—-B
b=asinB ,c=acosB
S = a’sin2B __ bc

2 A=7, Betb C:7T4/2—B2
azﬁ ,c = bcotgB

3 A=7, a, b sinB:cosngéBetC’
N

4 A=350b, c th:coth'zgﬁBetC’

a= Vb +c? oua= siZB
S =t

2

TABLE 5.2 — Cas des triangles rectangles
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Chapitre 6

Les Fonctions

6.1 Définitions

6.1.1 Fonction

Deux variables z et y sont fonctions I'une de I'autre, si a toute valeur de I'une
on peut correspondre une valeur ou un ensemble de valeurs de I'autre. On note
la fonction y de la variable x par :

y=[(z) (6.1)
Exemple :

y=2z+1 (6.2)

6.1.2 Domaine de définition :

c’est 'ensemble D des réels tel que quelque soit x appartient a ce domaine, la
fonction y = f(x) est définie. On note :

D={zxeR/ y= f(x) est définie} (6.3)

Pour la fonction précédente, D = R.

6.1.3 La dérivée d’une fonction

Définition 6.1. La dérivée d’une fonction f en un point M de la courbe y = f(x)
est la limite de rapport de l'accroissement Ay de la fonction a laccroissement Ax
de la variable quand ce dernier tend vers 0.

. Ay - y(z) — y(o) dy
/ . —g __ J\T)  IJ\TYS o
y'(zog) = lim = lim e \dr) (6.4)
T—T0 T—T0 T=x0
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La dérivée d’une fonction en un point est la pente de la tangente au graphe

de la fonction en ce point :

/ dy
y =tgo= -
6.2 Dérivées usuelles
Fonctions Dérivées
y=a y =0
Yy = ax Y =a
y=ar+>b Y =a
y = x? y =2z
y=a" y =na"!
y=; V=2
y = Logz y =
y — ex y/ — 6.%
Yy = sinx Yy = cosx
y=cosr Yy = —sinx
y=tgr Yy =1+tg°c

TABLE 6.1 — Dérivées des fonctions usuelles

(6.5)



Chapitre 7

Introduction Au Calcul Matriciel

7.1 Les Applications Linéaires

Définition : Soient U,V deux espaces vectoriels sur R. Une application li-
néaire f de U = V est dite linéaire si et seulement si :

Vx,y €U, fx+y) = f(x)+ f(y) (7.1)
VpeR, xeU f(ux) = p.f(x) (7.2)

si U =1V, f est un endomorphisme de U.

L’application f est dite :
- surjective si Vy € V, Ix € U et y = f(x),

- injective si x # y alors f(x) # f(y),
- bijective si f est surjective et injective ou encore que y = f(x) a une solution.

Kerf ={xe€U/f(x) =0 =} = le noyau de f.
Imf={yeV/IxeU, et f(x) =y}

Si V =U et f bijective, alors f est un automorphisme de U.

On considere U et V' deux espaces vectoriels de dimension finie c¢’est-a-dire
que les bases de U et de V' sont finies.

Soit f une application linéaire de R” — R™, f est définie par la donnée de
fle;) pouri=1,2,... ,net(e),j=1,2,...,m la base de R™, alors :

fle;) =ay.€) + az.€y+ ...+ am;.€, (7.3)
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On a donc le tableau suivant :

A11eennns Aljeee-- A1p
agq.e.... as as

A= i " (7.4)
Ayl eenee- Qi Qmn

Le tableau A = (a;;) s’appelle matrice a m lignes et n colonnes.
Si m = n, A est dite matrice carrée d’ordre n. Dans la suite, on considere les
matrices carrées d’ordre n.

7.2 Opérations sur les Matrices

- soit A - (CL”) et B = (bU) et C == A + B L’élément Cij de C est tel que
Cij = ay +bij,i,7=12,...,n

- soit C' = pA ou p est un réel, alors C' = (¢;5) avec ¢;; = p.aij, i,j =
1,2,...,n

- soit C' = A.B le produit de 2 matrices carrées, alors C' = (¢;;) telque :

k=n
Cij = Z aikbkj (75)
k=1
on a A.B # B.A en général.

- la matrice O = (0) matrice dont tous les éléments sont nuls est la matrice
neutre pour ’addition :

A+0=0+A=A
- la matrice unité I = (0;;) avec d;; = 1 sii = j et §;; = 0si i # j c-a-d que
les éléments diagonaux de I sont égaux a 1 et les autres sont égaux a 0.

1 0.0 0
1... 0
I=1 ........ ... 0 0 (7.6)
0...... 0.1 0
0...... 0..0 1
alors :
AlI=1A=A (7.7)

Donc I est I’élément neutre pour la multiplication des matrices.
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7.3 Propriétés des Matrices
* Matrice transposée : soit la matrice A = (a;;) et B = (b;5) .
B est la matrice transposée de A < bj; = a;; pour 4,5 = 1,2,...,n et on note

BT,

* Matrice symétrique, soit A = (a;;) , A est symétrique <& A = A7 soit
aj; = aj; pour i,j=1,2,...,n.

* Matrice antisymétrique : A est antisymétrique A7 = —A soit a; = 0 pour
ij=1,2,... n

* A = (a;;) une matrice définie positive est une matrice carrée telle que :
Vo #o0= 2" Az >0. (7.8)

* Une matrice orthogonale est une matrice A ou toutes les lignes ou colonnes ¢;
vérifient :

+ o .. . T o s .

c;c;=0sii#jetc; .c;=1sii=7j.Alors:

At =AT (7.9)

a b
AZ(C d) (7.10)

Alors le déterminant de A est égal a

Soit A la matrice :

dét(A) = a.d —b.c (7.11)
Et on note :
pér(a)=|* " | — ad — be (7.12)

Théoréme 7.1. Si det(A) est non nul, alors la matrice A est inversible.

Soit la matrice d’ordre 3 :

a b ¢
A=|d bV (¢ (7.13)
a// b// C//

Alors le déterminant de A est donné par :

v

Dét(A>:a yo

(7.14)
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Exercice 7.1. Calculer le déterminant de la matrice A :

5 -1 0
A=12 3 1
-1 0 2
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