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REsSUME. Dans cette note, nous donnons une démonstration d’un théo-
réme de Linnik concernant la théorie des erreurs, énnoncé dans son livre
"Meéthode des moindres carrés et les bases mathématiques de la théorie
statistique du traitement des observations", sans démonstration.

ABSTRACT. In this note, we give a proof of a theorem of Linnik concer-
ning the theory of errors, stated in his book "Least squares method and
the mathematical bases of the statistical theory of the treatment of ob-
servations", without proof.

1. INTRODUCTION

Dans son fascicule sur la théorie des erreurs [I],[2], 'auteur P. Hottier
mentionne un théoréme cité par Linnik[[] concernant la comparaison de lel-
lipsoide indicateur de la loi relative a l'estimateur des moindres carrés par
rapport & celui de tout autre estimateur non biaisé et normal, sans avoir
connaissance une démonstration de théoréme en question.

C’est vrai que le théoréme en question est cité sans démonstration dans
le livre de Linnik [4].

2. CADRE DU THEOREME DE LINNIK

Le théoréme de Linnik a été cité dans ([I],[2]) comme conséquence du
théoréme suivant :

On suppose & présent :
L e N(L,VP~1ay)
ce qui entraine évidemment E(L — L) = 0, d’ot :
1. Yuri Vladimirovich Linnik (1915 - 1972) : mathématicien soviétique était actif en

théorie des nombres, probabilité et statistiques mathématiques.
1
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Théoréme 2.1. Si les observations sont normales, les estimateurs
des moindres carrés sont totalement efficaces.

Autrement dit, parmi tous les estimateurs sans biais et normawcﬂ ce
sont les plus précis (variance minimale).

a. On remarquera qu’en pratique toute méthode de calcul fournit des estima-
teurs normaux (si les observations sont normales) ; en effet si X’ désigne un estima-
teur de X, c’est une fonction des observations L : X' = f(L) = f(L + (L — L)) ~
f (L)+ fonction linéaire d’erreurs normales; de plus si la méthode de calcul est
correcte, c’est-a-dire que par définition elle fournit des estimateurs non biaisés :

X = f(L).

Ce théoréme capital par ses conséquences théoriques et pratiques découle
de la théorie de 'estimation des paramétres d’une loi de probabilité donnée
a partir d’un échantillon de variables aléatoires relevant de cette loi.

11 est facile & établir :
- 'échantillonage se compose ici des n composantes du vecteur aléatoire
normal :

wLy € N(L,VP~1o)
La densité de probabilité de la loi est :

1 . .
| vP —gaE-DTPL-D)
f(L) = (271')”/2.(0'8)71/26 0
soit encore :
1 . )
——(AX - K)"P(AX - K
il L VP il )P )

i e
CORENCHRE
Or d’apreés la théorie de I'estimation des parameétres inconnus d’une loi don-
née (les paramétres inconnus sont ici les 7 composantes de X) a partir d’un
échantillon (ici L), on sait que la matrice variance de X, estimateur de X,
soit I'; est telle que :

72Tz >7Z"F 'z, vZ
F~! étant I'inverse de F matrice d’information de Fisher donnée par :

0%Logf )

0X;0X; 1)

F:—mmp:—E<

1 . .
Or on aici: Logf = Cte — ﬁ(AX — K)TP(AX — K). D’ot on déduit :
70

L L 1 -
880ng = (aa;gif> = —78(ATPAX — ATPK) vecteur 7 x 1
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Puis : )
0°Logf N N
(E?Xi@Xj) o3 o3
On a donc :

72Tz > 7" N"1elz, v . 2y (2.2)
Mais il se trouve que pour l'estimateur des moindres carrés, I'; est juste-

ment égal & la matrice variance limite N~ O‘O ; on dit alors que 'estimateur
des moindres carrés est un estimateur totalement efficace.

Ce qui signifie que si X’ est un autre estimateur non biaisé de X, on a :

7T 4,2 > Z'TZ = Z'N~Yo3Z, v Z

3. CONSEQUENCES

i) Sion considére d’abord une inconnue scalaire Y, alors parmi tous les estimateurs
non biaisés et normaux, celui des moindres carrés est de variance minimale.

Autrement dit, si Y’ est un autre estimateur non biaisé et normal de Y,
on a:
Oy, > Oy
ou encore, pour tout € > 0,3dN tel que :

n>N= Pr([|[Y =Y|| <€) >Pr(]|[Y = Y| <e)

ii) Plus généralement si on considére un ensemble de r grandeurs géomé-
triquement indépendantes ,Y; (les inconnues + X1 sont un cas particulier)
dont les estimateurs au sens des moindres carrés sont les composantes du
vecteur TYl de matrice variance I'y, alors si Y’ est un autre estimateur non

biaisé et normal de Y, on a :
Z'ry, 2 > Z2'Ty 2, ¥ Z (3.1)

Si Z est le vecteur unitaire d’une certaine direction, cette inégalité implique
que la variance marginale relative a cette direction est minimale si on choisit
I’estimateur des moindres carrés.

Cette inégalité implique que l'ellipsoide indicateur de la loi relative a l'es-
timateur des moindres carrés Y (d’équation ZTT3 717 = 1) est intérieur a

celui relatif & Y’ , d’ot1 le théoréme :

Théoréme 3.1. (Théoréme de Linnik [j|]) Si deux vecteurs esti-
mateurs normauz et non biaisés X, et X' (E(X) = E(X")), de meéme
direction et X est un estimateur des moindres carrés, alors Uellipsoide
de variance de X est intérieur o celui relatif a X'.
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FIGURE 1. Ellipses de variance de X et X/

Nous donnons ci-aprés une preuve de ce théoréme :

Démonstration. On considére le cas ot le vecteur X des inconnues est de
dimension 2 et que les inconnues sont indépendantes non corrélées. Soient X
et X’ deux estimateurs de X non biaisés (E(X) = E(X’) = X) avec X est
un estimateur des moindres carrés. De on écrit :

7', 2 >2"T42Z, ¥ Z (3.2)

Pour l'estimateur des moindres carrés X, on sait que : I'g = o3N"L. La
matrice og N1 est de la forme :

agN—lz(g g) a>0,b>0

car N est symétrique, définie positive et que les 2 composantes de X sont
des variables aléatoires indépendantes. La matrice I'¢, s’écrit :

b/

car I ¢, est aussi symétrique défine positive. Soit Z = (z,y), 'équation ([3.2))
s’écrit :

(2,1). (‘c‘ g) . (";) > (@), (g 2) . (g) s (=) 2y (H—b)y? > 0
(3.3)

a
FX’_<c’ ), db —?>0=db >0
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Soit
P(z,y) = (a —a)x® +2dzy + (b —b)y> >0

C’est une forme quadratique définie positive, dans ce cas on a nécessairement
A =% —(a —a)() —b) < 0. Posons @ =a’ —a,f = —b. Do 0 <
d? < (d—-a) —b) = (@ —a)l =b) =a.f>0=a>0et 3>0
oua<0et 8<0.0rsiz=0y#0=0V-b>0=10 >0bou
y=0,x#0=d —a>0= da > 0. Maintenant on pose t = z/y avec

1
y # 0, on obtient P(z,y) = —z(at2 +2dt 4+ B) >0 = at®> + 2t + 3 > 0.
Y

Comme A = > — a.f < 0, alors le coefficient a du polynéme at? + 2c't + 8
est positif. Il s’ensuit que seul le cas ¢’ —a > 0 et b/ — b > 0 est acceptable.
Donc a’ > a et b’ > b.

Soit £(X) I'ellipse de variance de I'estimateur X. Son équation est donnée
par :

2T 7 =1 ZeR’ (3.4)

Prenons Z = OM = (z,y)",z,y étant les composantes du vecteur OM
(Fig. {I), alors (3.4)) s’écrit :
2 2
T Y
—4+==1 3.5
—t3 (3.5)

Comme a, b étant >0 et supposons que a > b, on a obtenu ’équation d’une
ellipse de demi-grand axe y/a et demi-petit axe Vb.

De méme, soit £(X’) lellipse de variance de I'estimateur X’. Son équation
est donnée par :

Z’TF}(}Z’ =1 Z eR? (3.6)

Prenons Z' = OM’ = (2/,y/)7, ',y étant les composantes du vecteur OM’
(Fig. , alors s’écrit :
2 2
=1 (3.7)
Comme d’, b’ étant >0 et supposons que @’ > b, on a obtenu ’équation d’une
ellipse de demi-grand axe va' et demi-petit axe v/

Comme les deux vecteurs estimateurs X, X’ sont colinéaires, alors OM’ =
AOM avec A > 0. Comme a’ > a,b' > b= va' > \/a et VI > /b, alors
Pellipse £(X) est a l'intérieur de l'ellipse £(X").

Dans le cas o X ,X " sont de dimension supérieure & 2, on obtient que
Pellipsoide £(X) est a Iintérieur de l'ellipsoide &(X").

Fin de la preuve

O
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§ 5]  COMOCTABJEHHME PA3THUHBIX HOPMAMbHBIX PACTPEJENEHHMA 65

(Z — M)"Bx(Z — M). CoBOKYTHOCTb TOMEK (2, ..., 2Z,), TIle 3Ta M-
crepcus paBHa eiuHHUe, GYAET 3a1aBaThCsi yDPABHEHHEM

(Z—MTBx(Z— M)=1. (2.4.10)

g xaxaoro BekTopa B Hanpasneun Z— M samuncoun (2.4.10)
3ajaeT AJuHYy, NPH KOTOpOR IHcmepcus cCOOTBETCTBYIOLieH mpoekuuu
Syner enlHHHYHOM.

Mul BuAuMM, YTO B JeBHIX YaCTAX ypasuenuft (2.4.5) u (2.4.10) crosr
B3aHMHO 0GpaTHEE KBalipaTHYHBIE (QOpMBL.

Teopema 2.4.2%). Ecin 018 08YX n-MeprbLX HOPMAAbHbLX BeK-
mopos X u Y ¢ o6uun gexmopoi cpednux M= E(X)=E(Y) rop-
PENSYUORNBLE S44UNCOUd Y A€AHCUM BHYMPU KOPPEASBUOHHOZO SAAUN-
couda X, mo 3aauncoud nOCMOAHKOE Oucnepcuu X sedxcum BHYmpu
aasuncouda nocmOAnnol oucnepcuu Y, u o6pamno.

Mul He GymeM NMPUBOAMTb 3L€Chb J0KAa3aTENbCTBA ITOH TEOpEMbI.

; § 5. ConocraBJieHune panm'lHHX HOpPMAJbHLIX pacnpeneseHHit

JlomycTuM, uTO Mbl MPOM3BOLMM W3MEDEHHE HEKOTOpPO# usuyeckoih
BEJNHYMHBl m, npUyeM HaG/IONEHHS COMPOBOXAAIOTCH CAydyafiHBIMH MO-
rpewHocTaMH § 6e3 CcucTeMaTHYECKOH NOrpelliHOCTH, TaK YTO pPE3ynab-
TaT HaOMOACHHR MOXeT ObTh BEIPaXKeH Cayyafinoft BennunHolt X=m &,
Mbl Gynem cuutaTh, yto X HOpMajibHa C napaMeTpaMu n, o:

XEN (m, o).

Ecau npyro#i cnoco6 nsmepenns Tolt ke BeqMuMHB (MaH APYro#t HaGumo-
laTeib) laeT pe3yabTaThi, BHIPAXKaeMble CayyaHOR Beanuuno#t X; =m -
+8EN(m, o), npuuem oy < 6, TO ECTECTBEHHO CYHTAaTh ITH De3yib-
TaTh TOYHee MNpexHux, taK Kak BeauuuHa § ,601ee cocpenoToueHa®
BO/M3H Hyas, yeM £, Tounblft CMBICA STOrO BHCKA3HBaHHA CAEAyIOWHi:
€C/IM 3anaTh Kakoe-qau6o uHMcaO & >0, TO yk/IOHeHHS HaGmoieHu# OT
m Gonee ueM Ha ¢ Gyayr OOJee BepOATHH B MEPBOM CaAyduae, 4eM BO
BTOpDOM, T. e.

P(|Xi—m|>¢) <P(|X—m|>¢). 2.5.1)
B camom nene, umeen '

Pl
00 — = o

P{ X 2 2’% _ 2 ~u’/
| 1--—m|>'s}=1/_2;“1 e dt_V?T: e~"hdy

€/o,

H aHanoruyHo

P{|X—m]| >E}=Vi_2?/e—“’/»du.
¢/o
—_—

*) ABTOpy Hem3BecTHO, HoBA JH 3Ta TeOpeMa.

5 3axk. 2725. 10. B. Jlmmnuk

FIGURE 2. Citation du théoréme 2.4.2. de Linnik dans [4]

ABDELMAJID BEN HADJ SALEM, RESIDENCE BOUSTEN 8, M0OSQUEE RAOUDHA, BLoC
B, 1181 SoukrRA RaoupHA, TUNISIA
E-mail address: abenhadjsalem@gmail.com



	1. Introduction
	2. Cadre du Théorème de Linnik
	3. Conséquences
	Références

