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Exemple d’Application de la Méthode des Moindres
Carrés

Abdelmajid Ben Hadj Salem

Résumé

Dans cette note, on présente la méthode des moindres carrés et son
application dans les travaux topographiques

1 Introduction

Dans le métier de 'ingénieur géometre, on rencontre des cas ot on
est amené a déterminer un ou plusieurs parametres ( altitude d'un
point, les coordonnées d’'un point, ...) en disposant d’un nombre
d’observations supérieurs au nombre des inconnues. Dans ce cas, on
applique la méthode des moindres carrés pour déterminer aux mieux
nos inconnues.

1.1 Notations

Pour faciliter notre présentation de la méthode des moindres
carrés, on considere qu’on veut déterminer 3 inconnues qu’on note
X1, X5 et X3. On présente ces vecteurs sous forme vectorielle par :

X1
X = X5 (1)
X3

Les observations ou mesures sont représentés par le vecteur L de n
composantes, avec n le nombres des observations. On donnera par
la suite la définition des composantes I; de L :

La norme (ou longueur) d’un vecteur Y est donnée par :
V]| = VY = VYTY = V[P =YY = Y24+ Y7 + Y2 (3)

ou T désigne transposée.



2 Définition du probléeme

On veut déterminer les 3 grandeurs scalaires inconnues X1, X, X3
a l'aide de n grandeurs observées distinctes ou non des précédentes,
mais qui leur sont liées géométriquement (ou physiquement).

Il y a donc n mesures (ou observations) l1,la, ..., [,, : génénérale-
ment le nombre des mesures est surabondant par rapport au nombre
des inconnues a déterminer, et il conviendra de "compenser" les me-
sures et d’estimer au mieux les inconnues.

Les grandeurs a déterminer peuvent étre ou non liées entre elles ;
s’il y’a p relations entre ces grandeurs, nous dirons que le nombre de
degrés de liberté de I'ensemble est 3 — p : et il n’y aura en fait que
3—p inconnues scalaires. Une condition nécessaire pour qu’on puisse
déterminer ces 3 — p inconnues est que n > 3 — p. Autrement dit il
faut que les grandeurs observées déterminent géométriquement (ou
physiquement) les grandeurs a déterminer.

2.1 Les Mesures

Les mesures I, s, ..., [, peuvent étre :

- directes, et dans ce cas indépendantes ; outre leur valeur, nous
n’en connaissons que ’exactitude, chiffrée par leur erreur moyenne
quadratique, et nous supposerons qu’elles suivent la loi normale.

La matrice variance du vecteur observation L est alors diagonale.

emg? 0 0 0
2
I, — 0 emg; 0 0 (4)
0 0 0 emg?

- indirectes, dans ce cas, elles sont alors en principe généralement
corrélées, corrélation qui se traduit par le fait que I';, n’est pas dia-
gonale.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons en principe que les mesures
sont normales. On a donc :

- les 3 grandeurs inconnues,
- les n grandeurs observées dans des conditions d’exactitude déterminée.

Le but que nous nous proposons est alors :

- d’estimer au mieux a partir de la donnée des n mesures la valeur
des 3 grandeurs inconnues.

- de trouver le meilleur estimateur de la matrice variance du
vecteur observation L, c’est-a-dire I'y,.



- de trouver le meilleur estimateur de la matrice variance I'x de
X qui chiffrera "la précision" de X.

3 La Méthode des Moindres Carrés - Cas du
Modeéle Linéaire de Gauss-Markov

Le modele linéaire de Gauss-Markov est défini par :

AX=L-¢ ecN(OT)]| (5)

avec :

- L : le vecteur des observations (n x 1) = (I, la, .., 1,)7,

- X : le vecteur des inconnues (3 x 1) = (X1, X2, X3)7,

- e : le vecteur des erreurs (N x 1) = (eq, ea, .., e,)7 suit la loi nor-
male NV (0,T) avec E(e) = 0 (E désigne I'espérance mathématique
ou moyenne) et I' = E(ee’) la matrice de dispersion ou variance, on
prendra I' = 03.P~1. P est la matrice des poids et o¢ une constante
positive. Au lieu de considérer le vecteur des erreurs e, on utilise le

vecteur V = —e appelé vecteur des résidus :
U1
v=| . (©)
on

Alors I’équation devient :

AX=L+V (7)

Dans notre note on prendra 08 =1 et P la matrice unité 3 x 3 :

pP= (8)

O O =
S = O
_ o O

- A : est la matrice des constantes, c’est une matrice n x 3.

3.1 Solution par la Méthode des Moindres Carrés

Alors la solution par les moindres carrés X sera définie par :

|AX — LH2 =min||A.X — LH2 = mmHVH2 = Z v? (9)

i=1n
En effet, on veut minimiser la fonction :

F(X)=F(X1,X2,X3) = ||AX — L||* = |A.X (X1, X2, X3) — L|?
(10)



On obtient :

8F(X) _ 0
ox
soit : 9
v T2 —
aXHA.X LH 0 (11)
or :

|AX-L|? = (AX-L)T.(AX-L)=XT ATAX-2LT AX+L"T L
(12)

(13)

N est appelée matrice normale. Soit :

Posons :

Blgg?() =2XT. (AT . A)X —2XT AT L =2XT N.X - 2XT AT [ —
c"giggf) =0= X' NX-XTATL=0=
XT NX=ATL (14)

Alors la matrice N est symétrique (N7 = N) et inversible c’est-
a-dire réguliere et de rang r = 3. En effet la matrice A =,, A, est
de rang r = 3 c¢’est-a~dire on peut extraire une sous matrice , A, de A
telle que son déterminant est différent de zéro =—> Déterminant(A’) #
0, de plus la matrice N est définie positive, on entend par la que
X#4#0= XT N.X >0 car:

XTNX = (XTAT).(AX) = (AX)T.(AX) = [J[AX]> >0 (15)

le carré de la norme du vecteur A.X et pour X # 0, on a A.X # 0
sinon la matrice A serait de rang < 3, par suite (15)) est vérifiée. Le
vecteur X solution des moindres carrés est donné par :

X = (ATA)TATL = N71ATL (16)

Le vecteur des observations compensé est donné par :
L=AX (17)

Le vecteur des résidus est obtenu par :

V=AX —-L=ANT'ATL - L = (AN7'AT - I).L (18)

Pour vérifier la solution des moindres carrés, on calcule :
ATV = AT(ANTIAT — L = ATANIATL - ATL = ATL - ATL =0
(19)

soit ATL = 0 = une matrice nulle. La condition est appelée
renormalisation. Elle est importante car elle garantit que le résultat
obtenu X est bien celui des moindres carrés.



3.2 La matrice de variance des inconnues

Une estimation de la matrice variance de X est donnée par :

_ VI Yimin ¥}
FX:S(Q)N 1, S%Zn—T: ;_n?)l (20)

4 Application a un example

On dispose des coordonnées planimétriques (X;,Y;),7 = 1,n de
n points situés uniformément distribués le long du périmetre d’une
citerne quasicirculaire. Le probléme est de déterminer le cercle (co-
ordonnées du centre et le rayon) qui épouse au mieux la citerne.

4.1 Notations et données

Soient (Xp, Yp) les coordonnées approchées du centre qu’on peut
calculer comme :

n
i1 Xi

Xo = 21

= =t (21)
1 Y;

}/O — Zz-l (22)
n

Les inconnues pour le point centre sont dX,dY, les coordonnées
définitives seront :

X.=Xo+dX, Y.=Yy+dY
Le rayon approché Ry peut étre calculé par :

Ry — Yimin Bl 3, V(Xo — Xi)? + (Yo — Y5)?
n n

Soit dR la correction a ajouter a la valeur approchée du rayon. Le
rayon définitif R = Ry + dR.

4.2 Calculs et Résultats

Les inconnues X, Y, R sont liées par I’équation :

(X—X)?+(Y-Y;)?=R*—= F(X,Y,R) = (X-X;)*+(Y-Y;)?~R*=0,i

(23)
On peut écrire ’équation précédente au deuxieme ordre pres comme
suit :

1,n

F
F(X() +dX,Yy+dY, Ry —i—dR) =0= F(Xo,Yb,R()) + ;{,(Xo,%,Ro)dX +

OF OF
aT(X07 }/b? RO)dY + @(XCH Ybu RO)dR +
10°F
> 5%()(0,3/0,}30)6”2
T=X,Y,R



Pour alléger la notation des équations, on note Cy = (Xo, Yo, Rp)-
On peut écrire au premier ordre pres :
Co)dY + —(Cy) = —F;(C ; 25
o S H(COAY + S (Co) = ~Fi(Co) + v (25)
C’est I’équation d’observations par point ¢, ¢ = 1,n. Détaillons les
coefficients des inconnues et le terme constant. D’ou :

(Co)dX +

OF;
a1 = 87(00) =2(Xo— X)) (26)
OF;
a;o = 87(00) = 2(YO - Yz) (27)
OF;
aiz = 5 (Co) = —2Ri (28)
l; = —F;(Co) = —(R? — R}) = R} — R? (29)

On obtient alors I’équation @ AX=L+V:

2(X0 — Xl) 2(}/0 - }/1) —2R1 Ra — R% U1
2(Xo - X2) 2(Yo-Y2) —2Ra| /.y R} — R3 vy
. : . g | - N
: : dR :
2(Xo— Xn) 2(Yo—Y,) —2R, R: - R? Un,
~ (30)
Le vecteur X = (dX,dY,dR)? est obtenu par :
X=N1ATL
On obtient les résultats définitifs :
X, = Xo +dX (31)
Y. =Yy +dY (32)
R=Rp+dR (33)
Le calcul de la matrice normale N = A7 . A donne :
Di=1n ajy Dimin @12 D i G103
N=|Yic1p0i102 Y1505  Dim1, %203 (34)
Y1 G133 Y1, G203 i1, Gl
Le vecteur AT.L est donné par :
2i=1,n i1l
AT L = Dim1n @i2-li (35)
D=1, @i3-li

8



La condition de renormalisation sera vérifiée si ATV =0 :
2 i=1,n @il Vi
ATV = | Yoy aiz-vi =(0,0,0) (36)
D=1, @i3-Vi

Si ATL n’est pas nulle, dans ce cas on prendra comme vecteur ap-
proché Xog = X + X = (X, Y., R)T et on riétére le processus.
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