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Résumé

En 1997, Andrew Beal [1] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A,B,C,m, n,
et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si Am +Bn = Cl alors A,B, et C ont un
facteur en commun. Nous considérons le polynôme P (x) = (x−Am)(x−Bn)(x+
Cl) = x3−px+q avec p, q des entiers qui dépendent de Am, Bn et Cl. La résolution
de x3−px+ q = 0 nous donne les trois racines x1, x2, x3 comme fonctions de p, q et
d’un paramètre θ. Comme Am, Bn,−Cl sont les seules racines de x3 − px+ q = 0,
nous discutons les conditions pour que x1, x2, x3 soient des entiers. Quatre exemples
numériques sont présentés.

Abstract
In 1997, Andrew Beal [1] announced the following conjecture : Let A,B,C,m, n,

and l be positive integers with m,n, l > 2. If Am +Bn = Cl then A,B, and C have
a common factor. We begin to construct the polynomial P (x) = (x − Am)(x −
Bn)(x + Cl) = x3 − px + q with p, q integers depending of Am, Bn and Cl. We
resolve x3 − px + q = 0 and we obtain the three roots x1, x2, x3 as functions of
p, q and a parameter θ. Since Am, Bn,−Cl are the only roots of x3 − px + q = 0,
we discuss the conditions that x1, x2, x3 are integers. Four numerical examples are
given.
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1 Introduction

En 1997, Andrew Beal [1] avait annoncé la conjecture suivante :
Conjecture 1.1. Soient A,B,C,m, n, et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = Cl (1.1)

alors A,B, et C ont un facteur commun.
Dans ce papier, nous allons donner une démonstration complète de la conjecture
de Beal. Notre idée est de considérer un polynôme P (x) de troisième degré ayant
comme racines les nombres Am, Bn et −Cl en tenant compte de la condition (1.1).
Le papier est organisé comme suit : dans la section 2, nous exprimons les racines
de P (x) = x3 − px + q = 0 en fonction de deux paramètres ρ, θ qui dépendent de
Am, Bn et Cl. La section 3 représente la partie importante du papier, nous obtenons
que A2m = 4p

3 cos
2 θ

3 . Comme A2m est un entier, il s’ensuit que cos2 θ

3 doit être écrit

comme une fraction a

b
où a, b sont deux entiers positifs non nuls copremiers. Nous

discutons alors les conditions de divisibilité de p, a, b telles que l’expression de A2m

soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant les cas étudiés, nous obtenons
que A,B,C aient ou non un facteur commun. Dans la section 4, quatre exemples
numériques sont présentés et nous finissons par la conclusion en section 5.

1.1 Cas trivial
Nous commençons avec le cas trivial où Am = Bn. L’équation (1.1) devient :

2Am = Cl (1.2)

Comme l > 2, nous déduisons facilement que 2 est un facteur commun. La conjec-
ture (1.1) est vérifiée.

Nous supposons dans la suite que Am > Bn.
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2 Calculs Préliminaires

Nous supposons la donnée de m,n, l ∈ N∗ > 2 et A,B,C ∈ N∗ tels que :

Am +Bn = Cl (2.1)

Nous appelerons :
P (x) = (x−Am)(x−Bn)(x+ Cl) (2.2)

Utilisant l’équation (2.1), P (x) peut s’écrire :

P (x) = x3 + x[AmBn − (Am +Bn)2] +AmBn(Am +Bn) (2.3)

Nous introduisons les notations :

p = (Am +Bn)2 −AmBn; q = AmBn(Am +Bn) (2.4)

Comme Am 6= Bn, nous obtenons p > 0. L’équation (2.3) devient :

P (x) = x3 − px+ q (2.5)

en utilisant l’équation (2.2), P (x) = 0 a trois racines réelles différentes : Am, Bn et
−Cl. Maintenant, résolvons l’équation :

P (x) = x3 − px+ q = 0 (2.6)

Pour résoudre (2.6), posons :

x = u+ v; α = AmBn > 0; β = (Am +Bn)2 (2.7)

Alors P (x) = 0 donne les deux conditions sur u et v :

u3 + v3 = −q; uv = p/3 > 0 (2.8)

Alors u3 et v3 sont solutions de l’équation du second degré :

X2 + qX + p3/27 = 0 (2.9)

Son descriminant ∆ s’écrit :

∆ = q2 − 4p3/27 = 27q2 − 4p3

27 = ∆̄
27

avec :
∆̄ = 27q2 − 4p3 = 27α2β − 4(β − α)3

Comme α 6= 0, nous pouvons aussi re-écrire l’équation précédente comme :

∆̄ = α3

(
27β
α
− 4

(
β

α
− 1
)3
)

Nous appelons t le paramètre β
α
, ∆̄ devient :

∆̄ = α3(27t− 4(t− 1)3)
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Notons :
y = y(t) = 27t− 4(t− 1)3 (2.10)

Comme α > 0, le signe de ∆̄ est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la
fonction y montre que y < 0 pour t > 4. Dans notre cas, nous sommes intéressés
à t > 0. Pour t = 4 nous obtenons y(4) = 0 et pour t ∈]0, 4[ y > 0. Comme nous
avons t = β

α > 4 parce que Am 6= Bn :

(Am −Bn)2 > 0 =⇒ β = (Am +Bn)2 > 4α = 4AmBn (2.11)

Alors y < 0 =⇒ ∆̄ < 0 =⇒ ∆ < 0. Alors l’équation (2.9) n’a pas de racines réelles
u3 et v3. Retrouvons les solutions u et v avec x = u + v un réel positif ou négatif
et u.v = p/3.

2.1 Démonstration
Démonstration. Les solutions de l’équation (2.9) sont :

X1 = −q + i
√
−∆

2 ; X2 = X1 = −q − i
√
−∆

2

Nous devons résoudre :

u3 = −q + i
√
−∆

2 ; v3 = −q − i
√
−∆

2

Ecrivons X1 sous la forme X1 = ρeiθ avec :

ρ =
√
q2 −∆

2 =
p
√
p

3
√

3
; sinθ =

√
−∆
2ρ > 0; cosθ = − q

2ρ < 0 (2.12)

alors θ [2π] ∈ ] + π

2 ,+π[, soit :

π

2 < θ < +π ⇒ π

6 <
θ

3 <
π

3 ⇒
1
2 < cos

θ

3 <

√
3

2 (2.13)

et :
1
4 < cos2 θ

3 <
3
4 (2.14)

d’où l’expression de X2 : X2 = ρe−iθ. Posons :

u = reiψ ; et j = −1 + i
√

3
2 = ei

2π
3 (2.15)

avec j est une racine complexe cubique de l’unité, alors les solutions u et v sont :
u1 = reiψ1 = 3

√
ρei

θ
3

u2 = reiψ2 = 3
√
ρjei

θ
3 = 3
√
ρei

θ+2π
3

u3 = reiψ3 = 3
√
ρj2ei

θ
3 = 3
√
ρei

4π
3 e+i θ3 = 3

√
ρei

θ+4π
3

(2.16)
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et similairement :
v1 = re−iψ1 = 3

√
ρe−i

θ
3

v2 = re−iψ2 = 3
√
ρj2e−i

θ
3 = 3
√
ρei

4π
3 e−i

θ
3 = 3
√
ρei

4π−θ
3

v3 = re−iψ3 = 3
√
ρje−i

θ
3 = 3
√
ρei

2π−θ
3

(2.17)

Nous devons choisir uk et vh tels que uk + vh soit réel. Dans ce cas, nous avons
nécessairement :

v1 = u1; v2 = u2; v3 = u3

Nous obtenons comme solutions réelles de l’équation (2.6) :
x1 = u1 + v1 = 2 3

√
ρcos

θ

3 > 0
x2 = u2 + v2 = 2 3

√
ρcos θ+2π

3 = − 3
√
ρ
(
cos θ3 +

√
3sin θ3

)
< 0

x3 = u3 + v3 = 2 3
√
ρcos θ+4π

3 = 3
√
ρ
(
−cos θ3 +

√
3sin θ3

)
> 0

(2.18)

Comparant les expressions de x1 et x3, nous obtenons facilement x1 > x3. Comme
Am, Bn et −Cl sont les seules solutions réelles de (2.6), nous considérons, comme
Am est supposé supérieur à Bn, les expressions :

Am = x1 = u1 + v1 = 2 3
√
ρcos

θ

3

Bn = x3 = u3 + v3 = 2 3
√
ρcos

θ + 4π
3 = 3

√
ρ

(
−cosθ3 +

√
3sinθ3

)

−Cl = x2 = u2 + v2 = 2 3
√
ρcos

θ + 2π
3 = − 3

√
ρ

(
cos

θ

3 +
√

3sinθ3

)
(2.19)

3 La Démonstration du Principal Théorème

Theorem 3.1. Soient A,B,C,m, n, et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = Cl (3.1)

alors A,B, et C ont un facteur commun.

Démonstration. Am = 2 3
√
ρcos

θ

3 est un entier ⇒ A2m = 4 3
√
ρ2cos2 θ

3 est un entier.
Mais :

3
√
ρ2 = p

3 (3.2)

Alors :
A2m = 4 3

√
ρ2cos2 θ

3 = 4p3 .cos
2 θ

3 = p.
4
3 .cos

2 θ

3 (3.3)

Comme A2m est un entier, et p est un entier, alors cos2 θ

3 doit être écrit sous la
forme :

cos2 θ

3 = 1
b

ou cos2 θ

3 = a

b
(3.4)
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avec b ∈ N∗, pour la dernière condition a ∈ N∗ et a, b copremiers.

Notations : dans la suite du papier les scalaires a, b, ..., z, α, β, ..., A,B,C, ... et
∆,Φ, ... représentent des entiers positifs sauf les paramètres θ, ρ, ou ceux mentionnés
dans le texte, sont des réels.

3.1 Cas cos2 θ

3 = 1
b

Nous obtenons :
A2m = p.

4
3 .cos

2 θ

3 = 4.p
3.b (3.5)

Comme 1
4 < cos2 θ

3 <
3
4 ⇒

1
4 <

1
b
<

3
4 ⇒ b < 4 < 3b⇒ b = 1, 2, 3.

3.1.1 b = 1

b = 1⇒ 4 < 3 ce qui est impossible.

3.1.2 b = 2

b = 2 ⇒ A2m = p.
4
3 .

1
2 = 2.p

3 ⇒ 3|p ⇒ p = 3p′ avec p′ 6= 1 parce que 3 � p, nous
obtenons :

A2m = (Am)2 = 2p
3 = 2.p′ =⇒ 2|p′ =⇒ p′ = 2αp2

1

avec 2 - p1, α+ 1 = 2β
Am = 2βp1 (3.6)

BnCl = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
= p′ = 2αp2

1 (3.7)

De l’équation (3.6), il s’ensuit que 2|Am =⇒ A = 2iA1, i ≥ 1 et 2 - A1. Par suite,
nous avons β = i.m = im. L’équation (3.7) entraîne que 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou
2|Cl.

Cas 2|Bn : Si 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1. L’expression de BnCl
devient :

Bn1C
l = 22im−1−jnp1

- Si 2im − 1 − jn ≥ 1, 2|Cl =⇒ 2|C en accord avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im− 1− jn ≤ 0 =⇒ 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 .

Cas 2|Cl : Si 2|Cl : de la même manière traitée ci-dessus, nous obtenons les mêmes
résultats.
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3.1.3 b = 3

b = 3 ⇒ A2m = p.
4
3 .

1
3 = 4p

9 ⇒ 9|p ⇒ p = 9p′ avec p′ 6= 1 comme 9 � p

alors A2m = 4p′. Si p′ est premier c’est impossible. Nous supposons que p′ est non
premier, comme m ≥ 3, il s’ensuit que 2|p′, d’où 2|Am. Or BnCl = 5p′ et 2|(BnCl).
En utilisant la manière traitée du cas b = 2, nous obtenons les mêmes résultats.

3.2 Cas a > 1, cos2 θ

3 = a

b
Nous avons donc :

cos2 θ

3 = a

b
; A2m = p.

4
3 .cos

2 θ

3 = 4.p.a
3.b (3.8)

où a, b vérifient l’une des deux conditions :

{3|p et b|4p} ou {3|a et b|4p} (3.9)

et en utilisant l’équation (2.14), nous obtenons une troisième condition :

b < 4a < 3b (3.10)

Pour ces conditions, A2m = 4 3
√
ρ2cos2 θ

3 = 4p3 .cos
2 θ

3 est un entier.

Etudions alors les conditions données par l’équation (3.9).

3.2.1 Hypothèse : {3|p et b|4p}

3.2.1.1. Cas b = 2 et 3|p 3|p ⇒ p = 3p′ avec p′ 6= 1 parce que 3 � p, et b = 2,
nous obtenons :

A2m = 4p.a
3b = 4.3p′.a

3b = 4.p′.a
2 = 2.p′.a (3.11)

Comme :
1
4 < cos2 θ

3 = a

b
= a

2 <
3
4 ⇒ a < 2⇒ a = 1 (3.12)

mais a > 1 alors le cas b = 2 et 3|p est impossible.

3.2.1.2. Cas b = 4 et 3|p Nous avons 3|p =⇒ p = 3p′ avec p′ ∈ N∗, il s’ensuit :

A2m = 4p.a
3b = 4.3p′.a

3× 4 = p′.a (3.13)

et :
1
4 < cos2 θ

3 = a

b
= a

4 <
3
4 ⇒ 1 < a < 3⇒ a = 2 (3.14)

mais a, b sont copremiers. Alors le cas b = 4 et 3|p est impossible.



3 La Démonstration du Principal Théorème 8

3.2.1.3. Cas : b 6= 2, b 6= 4, b|p et 3|p Comme 3|p alors p = 3p′ et :

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3
a

b
= 4× 3p′

3
a

b
= 4p′a

b
(3.15)

Nous considérons le cas : b|p′ =⇒ p′ = bp” et p” 6= 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir
paragraphe 3.2.1.8. Cas k′ = 1). Finalement, nous obtenons :

A2m = 4bp”a
b

= 4ap” ; BnCl = p”.(3b− 4a) (3.16)

** A-1- Supposons que p” est premier, d’où A2m = 4ap” = (Am)2 =⇒ p”|a. Or
BnCl = p”(3b− 4a) =⇒ p”|Bn ou p”|Cl.

** A-1-1- Si p”|Bn =⇒ p”|B =⇒ B = p”B1 with B1 ∈ N∗. Par suite : p”n−1Bn1C
l =

3b− 4a. Or n > 2 alors (n− 1) > 1 et p”|a, d’où p”|3b =⇒ p” = 3 ou p”|b.

** A-1-1-1- Si p” = 3 =⇒ 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a′2. Or Am =
6a′ =⇒ 3|Am =⇒ 3|A =⇒ A = 3A1. D’où 3m−1Am1 = 2a′ =⇒ 3|a′ =⇒ a′ = 3a”.
Mais p”n−1Bn1C

l = 3n−1Bn1C
l = 3b − 4a =⇒ 3n−2Bn1C

l = b − 36a”2. Comme
n > 2 =⇒ n− 2 ≥ 1, donc 3|b d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** A-1-1-2- Nous supposons maintenant que p”|b, mais p”|a, d’où la contradiction
avec a, b copremiers.

** A-1-2- De la même façon si p”|Cl nous arrivons à des contradictions.

** A-2- Nous considérons que p” n’est pas premier.

** A-2-1- p”, a copremiers : A2m = 4ap” =⇒ Am = 2a′.p1 avec a = a′2 et p” = p2
1,

donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1 alors 2|a′ ou 2|p1.

** A-2-1-1- 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1. Or p” = p2
1.

** A-2-1-1-1- Si p1 est premier c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** A-2-1-1-2- Donc p1 est non premier et il s’écrit p1 = ωm =⇒ p” = ω2m. Par
suite BnCl = ω2m(3b− 4a).

** A-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn ou
ω|Cl.

** A-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn1 .C
l =

ω2m−nj(3b− 4a).

** A-2-1-1-2-1-1-1 Si 2m − n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = 3b − 4a. Comme
Cl = Am + Bn =⇒ ω|Cl =⇒ ω|C, et ω|(3b − 4a). Or ω 6= 2 et ω est premier avec
a′ donc premier avec a, par suite ω - (3b), donc ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1)
est vérifiée.
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** A-2-1-1-2-1-1-2 Si 2m−nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous avons
ω|Cl =⇒ ω|C et ω|(3b−4a) et ω - a et ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** A-2-1-1-2-1-1-3 Si 2m − nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn1 .C
l = 3b − 4a. Comme ω|C

utilisant Cl = Am + Bn d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn1 .C
l
1 = 3b − 4a. Si

n.j − 2m + h.l < 0 =⇒ ω|Bn1Cl1 par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1.
Donc n.j − 2m+ h.l > 0 et ω|(3b− 4a) avec ω, a, b copremiers et la conjecture est
vérifiée.

** A-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mêmes résultats si ω|Cl.

** A-2-1-1-2-2- Maintenant, p” = ω2m et ω non premier, nous écrivons ω = ωf1 .Ω
avec ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’oùBnCl = ω2f.m

1 Ω2m(3b−4a) =⇒
ω1|(BnCl) =⇒ ω1|Bn ou ω1|Cl.

** A-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn1 .C
l =

ω2.m−nj
1 Ω2m(3b− 4a) :

** A-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m−n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = Ω2m(3b−4a). Comme
Cl = Am + Bn =⇒ ω1|Cl =⇒ ω1|C, et ω1|(3b − 4a). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier
avec a′ donc premier avec a, par suite ω1 - (3b), donc ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture
(1.1) est vérifiée.

** A-2-1-1-2-2-1-2 Si 2f.m − n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous
avons ω1|Cl =⇒ ω1|C et ω1|(3b − 4a) et ω1 - a et ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture
(1.1) est vérifiée.

** A-2-1-1-2-2-1-3 Si 2f.m−n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f
1 Bn1 .C

l = Ω2m(3b− 4a). Comme
ω1|C utilisant Cl = Am+Bn d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn1 .C

l
1 = Ω2m(3b−

4a). Si n.j − 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn1Cl1 par suite la contradiction avec ω1 - B1
et ω1 - C1. Donc n.j − 2m.f + h.l > 0 et ω1|(3b− 4a) avec ω1, a, b copremiers et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

** A-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mêmes résultats si ω1|Cl.

** A-2-1-2- Si 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a. Or p” = p2
1.

** A-2-1-2-1- Si p1 est premier égal à 2, nous obtenons Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** A-2-1-2-2- Donc p1 est non premier et 2|p1. Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit sous la
forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p” = 22m−2ω2m. Par suite BnCl = 22m−2ω2m(3b−4a) =⇒
2|Bn ou 2|Cl.

** A-2-1-2-2-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. DeBnCl = 22m−2ω2m(3b−
4a) s’ensuit que si 2|(3b−4a) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura de contradiction
avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** A-2-1-2-2-2- Si 2|Cl, nous obtenons les mêmes résultats.
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** A-2-2- p”, a non copremiers : Soit ω un nombre premier tel que ω|a et ω|p”.

** A-2-2-1- Supposons que ω = 3. Comme A2m = 4ap” =⇒ 3|A, or 3|p, comme
p = A2m +B2n +AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|Cl =⇒ 3|C. Nous écrivons
A = 3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 est copremier avec A1, B1 et C1 et p =
32imA2m

1 + 32njB2n
1 + 3im+jnAm1 B

n
1 = 3k.g avec k = min(2im, 2jn, im + jn) et

3 - g. Nous avons aussi (ω = 3)|a et (ω = 3)|p” ce qui donne a = 3αa1, 3 - a1 et
p” = 3µp1, 3 - p1 avec A2m = 4ap” = 32imA2m

1 = 4× 3α+µ.a1.p1 =⇒ α+ µ = 2im.
Comme p = 3p′ = 3b.p” = 3b.3µp1 = 3µ+1.b.p1. L’exposant du facteur 3 de p est
k, l’exposant du facteur 3 du membre à gauche de l’équation précédente est µ+ 1
ajouté de l’exposant β de 3 du facteur b,avec β ≥ 0, soit min(2im, 2jn, im+ jn) =
µ + 1 + β en rappelant que α + µ = 2im. Mais BnCl = p”(4b − 3a) ce qui donne
3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µ+1p1(b−4×3(α−1)a1) = 3µ+1p1(3βb1−4×3(α−1)a1), 3 - b1. Nous

avons aussi Am+Bn = Cl donne 3imAm1 +3jnBn1 = 3hlCl1. Posons ε = min(im, jn),
nous avons ε = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ+ 1 + β (3.17)
α+ µ = 2im (3.18)

ε = hl = min(im, jn) (3.19)
3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µ+1p1(3βb1 − 4× 3(α−1)a1) (3.20)

** A-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 et 3 - a1, l’équation (3.18) devient :

1 + µ = 2im (3.21)

et la première équation (3.17) s’écrit :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im+ β (3.22)

- Si k = 2im =⇒ β = 0 soit 3 - b. Nous obtenons 2im ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn, et
2im ≤ im + jn =⇒ im ≤ jn. La troisième équation donne hl = im. La dernière
équation donne nj + hl = µ + 1 = 2im =⇒ im = nj, par suite im = nj = hl et
Bn1C

l
1 = p1(b− 4a1). Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = 2in ou k = im + in, nous obtenons β = 0, im = jn = hl et

Bn1C
l
1 = p1(b− 4a1). Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** A-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2.
- Si k = 2im =⇒ 2im = µ + 1 + β, or µ = 2im − α ce qui donne α = 1 + β ≥

2 =⇒ β 6= 0 =⇒ 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k = 2jn = µ+ 1 +β ≤ 2im =⇒ µ+ 1 +β ≤ µ+α =⇒ 1 +β ≤ α =⇒ β = 0

ou β = 1. Si β = 1 =⇒ 3|b or 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers. Si
β = 0 =⇒ 3 - b. Nous obtenons jn = hl < im car α > 1, par suite la conjecture
(1.1) est vérifiée.

- Si k = im+jn =⇒ im+jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im, et im+jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn,
par suite im = jn. Comme k = im + jn = 2im = 1 + µ + β et α + µ = 2im qui
donne α = 1 + β ≥ 2 =⇒ β ≥ 1 =⇒ 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** A-2-2-2- Nous supposons que ω 6= 3. Nous écrivons a = ωαa1 avec ω - a1 et
p” = ωµp1 avec ω - p1. Comme A2m = 4ap” = 4ωα+µ.a1.p1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1,
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ω - A1. Or BnCl = p”(3b− 4a) = ωµp1(3b− 4a) =⇒ ω|BnCl =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** A-2-2-2-1- ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 et ω - B1. De Am + Bn = Cl =⇒
ω|Cl =⇒ ω|C. Comme p = bp′ = 3bp” = 3ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m

1 + ω2jn−kB2n
1 +

ωim+jn−kAm1 B
n
1 ) avec k = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :

- Si µ = k, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si k > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k < µ, il s’ensuit de :

3ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m
1 + ω2jn−kB2n

1 + ωim+jn−kAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** A-2-2-2-2- Si ω|Cl =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am + Bn = Cl =⇒
ω|(Cl − Am) =⇒ ω|B. Par suite, nous obtenons les mêmes résultats de A-3-2-1-
ci-dessus.

Vérifions la condition (3.10) donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition
devient :

p < 3A2m < 3p avec p = A2m +B2n +AmBn (3.23)

et 3A2m < 3p =⇒ A2m < p est donc vérifié. Si :

p < 3A2m =⇒ 2A2m −AmBn −B2n
?︷︸︸︷
> 0

En étudiant le signe du polynôme Q(Y ) = 2Y 2 − BnY − B2n et en prenant
Y = Am > Bn, la condition 2A2m − AmBn − B2n > 0 est vérifiée, par suite,
la condition b < 4a < 3b est vraie.

Dans la suite du papier, nous vérifions facilement que la condition b < 4a < 3b
implique à vérifier Am > Bn ce qu’est vrai.

3.2.1.4. Cas b = 3 et 3|p : comme 3|p =⇒ p = 3p′, nous écrivons :

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3
a

b
= 4× 3p′

3
a

3 = 4p′a
3 (3.24)

Comme A2m est un entier et que a et b sont copremiers et cos2 θ

3 ne peut pas
prendre la valeur 1 en référence à l’équation (2.13), alors nous avons nécessairement
3|p′ =⇒ p′ = 3p” avec p” 6= 1, si non p = 3p′ = 3 × 3p” = 9 mais 9 � (p =
A2m +B2n +AmBn), l’hypothèse p” = 1 est impossible, alors p” > 1. D’où :

A2m = 4p′a
3 = 4× 3p”a

3 = 4p”a ; BnCl = p”.(9− 4a) (3.25)

Comme 1
4 < cos2 θ

3 = a

b
= a

3 <
3
4 =⇒ 3 < 4a < 9 =⇒ comme a > 1, a = 2 et nous

obtenons :
A2m = 4p”a = 8p” ; BnCl = 3p”(9− 4a)

3 = p” (3.26)
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Les 2 dernières équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit l’écri-
ture de p” en facteurs premiers : p” =

∏
i∈I p

αi
i où les pi sont des entiers premiers

et I un ensemble fini d’indices. Nous pouvons écrire p” = pα1
1 .q1 avec p1 - q1. De

(3.26), nous avons p1|A et p1|BnCl =⇒ p1|Bn ou p1|Cl.

** B-1- Supposons que p1|Bn =⇒ B = pβ1
1 .B1 avec p1 - B1 et β1 ≥ 1. Par suite,

nous obtenons Bn1Cl = pα1−nβ1
1 .q1 avec les cas suivants :

- Si α1 − nβ1 ≥ 1 =⇒ p1|Cl =⇒ p1|C, il s’ensuit que la conjecture (1.1) est
vraie.

- Si α1 − nβ1 = 0 =⇒ α1 = nβ1 =⇒ B1C
l = q1 =⇒ p1 - Cl ce qui en

contradiction avec p1|(Am −Bn) soit p1|Cl. Donc ce cas est impossible.
- Si α1−nβ1 < 0, nous obtenons pnβ1−α1

1 Bn1C
l = q1 =⇒ p1|q1 ce qui en contra-

diction avec p1 - q1. Donc ce cas est impossible.

** B-2- Supposons maintenant que p1|Cl =⇒ p1|C =⇒ C = pγ1
1 .C1 avec p1 - C1 et

γ1 ≥ 1. Par suite nous obtenons BnCl1 = pα1−lγ1
1 .q1 avec les cas suivants :

- Si α1 − lγ1 ≥ 1 =⇒ p1|Bn =⇒ p1|B, il s’ensuit que la conjecture (1.1) est
vraie.

- Si α1 − lγ1 = 0 =⇒ α1 = lγ1 =⇒ BnC1 = q1 =⇒ p1 - Bn ce qui en
contradiction avec p1|(Cl −Am) soit p1|Bn. Donc ce cas est impossible.

- Si α1 − lγ1 < 0, nous obtenons plγ1−α1
1 BnCl1 = q1 =⇒ p1|q1 ce qui en contra-

diction avec p1 - q1. Donc ce cas est impossible.

3.2.1.5. Cas 3|p et b = p : Nous avons cos2 θ

3 = a

b
= a

p
et :

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3 .
a

p
= 4a

3 (3.27)

Comme A2m est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p =⇒ 3|b. Comme a et b
sont copremiers, d’où la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

3.2.1.6. Cas 3|p et b = 4p 3|p =⇒ p = 3p′, p′ 6= 1 car 3 � p, par suite b = 4p =
12p′.

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3
a

b
= a

3 =⇒ 3|a (3.28)

car A2m est un entier. Mais 3|p =⇒ 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec l’hy-
pothèse a, b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

3.2.1.7. Cas 3|p et b = 2p 3|p =⇒ p = 3p′, p′ 6= 1 car 3� p, d’où b = 2p = 6p′.

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3
a

b
= 2a

3 =⇒ 3|a (3.29)

car A2m est un entier, mais 3|p =⇒ 3|(2p) =⇒ 3|b, ce qui en contradiction avec
l’hypothèse a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.
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3.2.1.8. Cas 3|p et b 6= 3 est un diviseur de p Nous avons b = p′ 6= 3, et p s’écrit
p = kp′ avec 3|k =⇒ k = 3k′ et :

A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 4p
3 .
a

b
= 4ak′ (3.30)

BnCl = p

3 .
(

3− 4cos2 θ

3

)
= k′(3p′ − 4a) = k′(3b− 4a) (3.31)

** C-1- k′ 6= 1 :

** C-1-1- Nous supposons que k′ est premier, d’où A2m = 4ak′ = (Am)2 =⇒ k′|a.
Or BnCl = k′(3b− 4a) =⇒ k′|Bn ou k′|Cl.

** C-1-1-1- Si k′|Bn =⇒ k′|B =⇒ B = k′B1 with B1 ∈ N∗. Par suite k′n−1Bn1C
l =

3b− 4a. Or n > 2 alors (n− 1) > 1 et k′|a, d’où k′|3b =⇒ k′ = 3 ou k′|b.

** C-1-1-1-1- Si k′ = 3 =⇒ 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a′2. Or Am =
6a′ =⇒ 3|Am =⇒ 3|A =⇒ A = 3A1 with A1 ∈ N∗. D’où 3m−1Am1 = 2a′ =⇒
3|a′ =⇒ a′ = 3a”. Mais k′n−1Bn1C

l = 3n−1Bn1C
l = 3b − 4a =⇒ 3n−2Bn1C

l =
b − 36a”2. Comme n > 2 =⇒ n − 2 ≥ 1, donc 3|b d’où la contradiction avec a, b
copremiers.

** C-1-1-1-2- Nous supposons maintenant que k′|b, mais k′|a, d’où la contradiction
avec a, b copremiers.

** C-1-1-2- De la même façon si k′|Cl, nous arrivons à des contradictions.

** C-1-2-On considère que k′ n’est pas premier.

** C-1-2-1- Nous supposons que k′, a copremiers : A2m = 4ak′ =⇒ Am = 2a′.p1
avec a = a′2 et k′ = p2

1, donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1
alors 2|a′ ou 2|p1.

** C-1-2-1-1- 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1. Or k′ = p2
1.

** C-1-2-1-1-1- Si p1 est premier c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** C-1-2-1-1-2- Donc p1 est supposé non premier et il s’écrit p1 = ωm =⇒ k′ = ω2m.
Par suite BnCl = ω2m(3b− 4a).

** C-1-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn
ou ω|Cl.

** C-1-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn1 .C
l =

ω2m−nj(3b− 4a).
- Si 2m− n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = 3b− 4a Comme Cl = Am +Bn =⇒

ω|Cl =⇒ ω|C, et ω|(3b− 4a). Or ω 6= 2 et ω est premier avec a′ donc premier avec
a, par suite ω - (3b), donc ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2m−nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous avons ω|Cl =⇒ ω|C
et ω|(3b− 4a) et ω - a et ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si 2m − nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn1 .C
l = 3b − 4a. Comme ω|C utilisant Cl =

Am+Bn d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn1 .C
l
1 = 3b−4a. Si n.j−2m+h.l < 0 =⇒

ω|Bn1Cl1 par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1. Donc n.j − 2m+ h.l > 0
et ω|(3b− 4a) avec ω, a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** C-1-2-1-1-2-1-2- Si ω|Cl, nous obtenons les mêmes résultats.

** C-1-2-1-1-2-2- Maintenant, k′ = ω2m et ω non premier, nous écrivons ω = ωf1 .Ω
avec ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’oùBnCl = ω2f.m

1 Ω2m(3b−4a) =⇒
ω1|(BnCl) =⇒ ω1|Bn ou ω1|Cl.

** C-1-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn1 .Cl =
ω2.m−nj

1 Ω2m(3b− 4a).
- Si 2f.m − n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = Ω2m(3b − 4a). Comme Cl =

Am +Bn =⇒ ω1|Cl =⇒ ω1|C, et ω1|(3b− 4a). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier avec a′
donc premier avec a, par suite ω1 - (3b), donc ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1)
est vérifiée.

- Si 2f.m−n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous avons ω1|Cl =⇒
ω1|C et ω1|(3b− 4a) et ω1 - a et ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2f.m − n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f
1 Bn1 .C

l = Ω2m(3b − 4a). Comme ω1|C uti-
lisant Cl = Am + Bn, d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn1 .C

l
1 = Ω2m(3b − 4a).

Si n.j − 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn1Cl1, par suite la contradiction avec ω1 - B1 et
ω1 - C1. Donc n.j − 2m.f + h.l > 0 et ω1|(3b − 4a) avec ω1, a, b copremiers et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

** C-1-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mêmes résultats si ω1|Cl.

** C-1-2-1-2- Si 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a. Or k′ = p2
1.

** C-1-2-1-2-1- Si p1 est premier égal à 2, nous obtenons Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où
la contradiction.

** C-1-2-1-2-2- Donc p1 est non premier et 2|p1. Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit
sous la forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p” = 22m−2ω2m. Par suite BnCl = 22m−2ω2m(3b−
4a) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** C-1-2-1-2-2-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. DeBnCl = 22m−2ω2m(3b−
4a) s’ensuit que si 2|(3b−4a) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura de contradiction
avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** C-1-2-1-2-2-2- Même résultat Si 2|Cl.

** C-1-2-2- Nous supposons k′, a non copremiers : soit ω un nombre premier tel
que ω|a et ω|p”.

** C-1-2-2-1- Supposons que ω = 3. Comme A2m = 4ak′ =⇒ 3|A, or 3|p, comme
p = A2m +B2n +AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|Cl =⇒ 3|C. Nous écrivons
A = 3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 est copremier avec A1, B1 et C1 et p =
32imA2m

1 + 32njB2n
1 + 3im+jnAm1 B

n
1 = 3s.g avec s = min(2im, 2jn, im + jn) et
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3 - g. Nous avons aussi (ω = 3)|a et (ω = 3)|k′ ce qui donne a = 3αa1, 3 - a1 et
k′ = 3µp1, 3 - p1 avec A2m = 4ak′ = 32imA2m

1 = 4× 3α+µ.a1.p1 =⇒ α + µ = 2im.
Comme p = 3p′ = 3b.k′ = 3b.3µp1 = 3µ+1.b.p1. L’exposant du facteur 3 de p est
s, l’exposant du facteur 3 du membre à gauche de l’équation précédente est µ + 1
ajouté de l’exposant β de 3 du facteur b,avec β ≥ 0, soit min(2im, 2jn, im+ jn) =
µ + 1 + β en rappelant que α + µ = 2im. Mais BnCl = k′(4b − 3a) ce qui donne
3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µ+1p1(b−4×3(α−1)a1) = 3µ+1p1(3βb1−4×3(α−1)a1), 3 - b1. Nous

avons aussi Am+Bn = Cl donne 3imAm1 +3jnBn1 = 3hlCl1. Posons ε = min(im, jn),
nous avons ε = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

s = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ+ 1 + β (3.32)
α+ µ = 2im (3.33)

ε = hl = min(im, jn) (3.34)
3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µ+1p1(3βb1 − 4× 3(α−1)a1) (3.35)

** C-1-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 et 3 - a1, l’équation (3.33) devient :

1 + µ = 2im (3.36)

et la première équation (3.32) s’écrit :

s = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im+ β (3.37)

- Si s = 2im =⇒ β = 0 soit 3 - b. Nous obtenons 2im ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn, et
2im ≤ im + jn =⇒ im ≤ jn. La troisième équation (3.34) donne hl = im. La
dernière équation (3.35) donne nj + hl = µ + 1 = 2im =⇒ im = jn, par suite
im = jn = hl et Bn1Cl1 = p1(b − 4a1). Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1)
est vérifiée.

- Si s = 2jn ou s = im + jn, nous obtenons β = 0, im = jn = hl et
Bn1C

l
1 = p1(b−4a1). Là aussi, si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** C-1-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2.
- Si s = 2im =⇒ 2im = µ + 1 + β, or µ = 2im − α ce qui donne α = 1 + β ≥

2 =⇒ β 6= 0 =⇒ 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.
- Si s = 2jn = µ+ 1 +β ≤ 2im =⇒ µ+ 1 +β ≤ µ+α =⇒ 1 +β ≤ α =⇒ β = 0

ou β = 1. Si β = 1 =⇒ 3|b or 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers et la
conjecture (1.1) est non vérifiée. Si β = 0 =⇒ 3 - b. Nous obtenons jn = hl < im
car α > 1, par suite la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s = im+jn =⇒ im+jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im, et im+jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn,
par suite im = jn. Comme s = im + jn = 2im = 1 + µ + β et α + µ = 2im qui
donne α = 1 + β ≥ 2 =⇒ β ≥ 1 =⇒ 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** C-1-2-2-2- Nous supposons que ω 6= 3. Nous écrivons a = ωαa1 avec ω - a1 et
k′ = ωµp1 avec ω - p1. Comme A2m = 4ak′ = 4ωα+µ.a1.p1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1,
ω - A1. Or BnCl = k′(3b− 4a) = ωµp1(3b− 4a) =⇒ ω|BnCl =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** C-1-2-2-2-1- ω|Bn =⇒ ω|B =⇒= ωjB1 et ω - B1. De Am + Bn = Cl =⇒
ω|Cl =⇒ ω|C. Comme p = bp′ = 3bk′ = 3ωµbp1 = ωs(ω2im−sA2m

1 + ω2jn−sB2n
1 +

ωim+jn−sAm1 B
n
1 ) avec s = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :

- Si µ = s, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
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- Si s > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si s < µ, il s’ensuit de :

3ωµbp1 = ωs(ω2im−sA2m
1 + ω2jn−sB2n

1 + ωim+jn−sAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** C-1-2-2-2-2- Si ω|Cl =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am +Bn = Cl =⇒
ω|(Cl − Am) =⇒ ω|B. Par suite, nous obtenons les mêmes résultats de 2-2-1- ci-
dessus.

** C-2- k′ = 1 : par suite k′ = 1 =⇒ p = 3b, alors nous avons A2m = 4a, par suite
a est pair et :

AmBn = 2 3
√
ρcos

θ

3 .
3
√
ρ

(√
3sinθ3 − cos

θ

3

)
= p
√

3
3 sin

2θ
3 − 2a

ou encore :
A2m + 2AmBn = 2p

√
3

3 sin
2θ
3 = 2b

√
3sin2θ

3 (3.38)

Le membre à gauche de (3.38) est un entier et b aussi, alors 2
√

3sin2θ
3 peut être

écrit sous la forme :
2
√

3sin2θ
3 = k1

k2
(3.39)

où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|b =⇒ b = k2.k3.

** C-2-1- k′ = 1 et k3 6= 1 : alors A2m + 2AmBn = k3.k1. Soit µ un entier premier
tel que µ|k3. Si µ = 2 ⇒ 2|b mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a, b copre-
miers. Nous supposons donc µ 6= 2 et µ|k3, alors µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou
µ|(Am + 2Bn).

** C-2-1-1- µ|Am : Si µ|Am =⇒ µ|A2m =⇒ µ|4a =⇒ µ|a. Comme µ|k3 =⇒ µ|b et
que a, b sont copremiers d’où la contradiction.

** C-2-1-2- µ|(Am + 2Bn) : Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et
µ - Bn. µ|(Am + 2Bn), nous pouvons écrire Am + 2Bn = µ.t′. Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

En utilisant l’expression de p, nous obtenons :

p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn −Am)

Comme p = 3b = 3k2.k3 et µ|k3 d’où µ|p =⇒ p = µµ′, alors nous avons :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn −Am)

et µ|Bn(Bn −Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn −Am).

** C-2-1-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec C-2-1-2-.
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** C-2-1-2-2- µ|(Bn − Am) : Si µ|(Bn − Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), nous
obtenons :

µ|3Bn =⇒

 µ|Bn =⇒ µ|B
ou
µ = 3

(3.40)

** C-2-1-2-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec C-2-1-2-
ci-dessus.

** C-2-1-2-2-2- µ = 3 : Si µ = 3 =⇒ 3|k3 =⇒ k3 = 3k′3, et nous avons b = k2k3 =
3k2k

′
3, il s’ensuit p = 3b = 9k2k

′
3 alors 9|p, mais p = (Am −Bn)2 + 3AmBn alors :

9k2k
′
3 − 3AmBn = (Am −Bn)2

que nous écrivons :
3(3k2k

′
3 −AmBn) = (Am −Bn)2 (3.41)

d’où :
3|(3k2k

′
3 −AmBn) =⇒ 3|AmBn =⇒ 3|Am ou 3|Bn

** C-2-1-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A et nous avons aussi 3|A2m, mais A2m =
4a =⇒ 3|4a =⇒ 3|a. Comme b = 3k2k

′
3 alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’où la

contradiction. Alors 3 - A.

** C-2-1-2-2-2-2- 3|Bm : Si 3|Bn =⇒ 3|B, or l’équation (3.41) implique 3|(Am −
Bn)2 =⇒ 3|(Am − Bn) =⇒ 3|Am =⇒ 3|A. Mais en utilisant le résultat du cas
précédent, nous obtenons 3 - A.

Alors l’hypothèse k3 6= 1 est impossible.

** C-2-2- Maintenant, nous supposons que k3 = 1 =⇒ b = k2 et p = 3b = 3k2.
Nous avons alors :

2
√

3sin2θ
3 = k1

b
(3.42)

avec k1, b copremiers, nous écrivons (3.42) comme :

4
√

3sinθ3cos
θ

3 = k1

b

Prenons le carré des deux membres et en remplaçant cos2 θ

3 par a
b
, nous obtenons :

3× 42.a(b− a) = k2
1 (3.43)

ce qui implique que :
3|a ou 3|(b− a)

** C-2-2-1- 3|a : Si 3|a, comme A2m = 4a =⇒ 3|Am, mais p = (Am−Bn)2+3AmBn
et que 3|p =⇒ 3|(Am−Bn)2 =⇒ 9|(Am−Bn)2. D’où 9|(p = 3b) =⇒ 3|b, il s’ensuit
la contradiction avec a, b copremiers.

** C-2-2-2- 3|(b−a) : Considérons maintenant que 3|(b−a). Comme k1 = Am(Am+
2Bn) d’après l’équation (3.38) et que 3|k1 =⇒ 3|Am(Am + 2Bn) =⇒ 3|Am ou
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3|(Am + 2Bn).

** C-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A =⇒ 3|A2m alors 3|4a =⇒ 3|a, mais 3|(b −
a) =⇒ 3|b d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** C-2-2-2-2- 3|(Am + 2Bn) : Si :

3|(Am + 2Bn) =⇒ 3|(Am −Bn) (3.44)

mais p = A2m + B2n + AmBn = (Am − Bn)2 + 3AmBn alors p − 3AmBn =
(Am − Bn)2 =⇒ 9|(p − 3AmBn) ou 9|(3b − 3AmBn), d’où 3|(b − AmBn) mais
3|(b − a) =⇒ 3|(a − AmBn). Comme A2m = 4a = (Am)2 =⇒ ∃a′ ∈ N∗ et
a = a′2 =⇒ Am = 2a′. Nous arrivons à 3|(a′2 − 2a′Bn) =⇒ 3|a′(a′ − 2Bn) :

** C-2-2-2-2-1- 3|a′ : Si 3|a′ =⇒ 3|a′2 =⇒ 3|a, mais 3|(b − a) =⇒ 3|b, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** C-2-2-2-2-2- 3|(a′−2Bn) : Si 3|(a′−2Bn) =⇒ 3|(2a′−4Bn) =⇒ 3|(Am−4Bn) =⇒
3|(Am −Bn), nous retrouvons l’hypothèse de départ (3.44) ci-dessus.

L’étude du cas 3.2.1.8. est donc achevée.

3.2.1.9 Cas 3|p et b|4p : Les cas suivants ont été déjà étudiés :
* 3|p, b = 2 =⇒ b|4p : cas 3.2.1.1.
* 3|p, b = 4 =⇒ b|4p : cas 3.2.1.2.
* 3|p =⇒ p = 3p′, b|p′ =⇒ p′ = bp”, p” 6= 1 : cas 3.2.1.3.
* 3|p, b = 3 =⇒ b|4p : cas 3.2.1.4.
* 3|p =⇒ p = 3p′, b = p′ =⇒ b|4p : cas 3.2.1.8.

** D-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p =⇒ p = 3p′ et 4p = 12p′. En prenant
b = 12, nous avons b|4p. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 =⇒ 3 < a < 9.
Comme 2|b et 3|b, les valeurs possibles de a sont 5 et 7.

** D-1-1- a = 5 et b = 12 =⇒ 4p = 12p′ = bp′. Or A2m = 4p
3 .
a

b
= 5bp′

3b = 5p′

3 =⇒
3|p′ =⇒ p′ = 3p” avec p” ∈ N∗, alors p = 9p”. Nous avons :

A2m = 5p” (3.45)

BnCl = 4p
3

(
3− 4cos2 θ

3

)
= 4p” (3.46)

Si p” est premier : c’est impossible. Nous supposons que p” est non premier, il s’écrit
p” = ωsp1, s ≥ 1, s - p1. L’équation (3.47) devient A2m = 5ωsp1 =⇒ ω|A2m =⇒
ω|A. L’équation (3.48) donne BnCl = 4ωsp1 =⇒ ω|Bn ou ω|Cl. Si ω|Bn =⇒ ω|B.
Comme Cl = Am +Bn, par suite ω|Cl =⇒ ω|C. a, b sont copremiers, par suite, la
conjecture (1.1) est vérifiée.

De même, si ω|Cl =⇒ ω|B, et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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** D-1-2- a = 7 et b = 12 =⇒ 4p = 12p′ = bp′. Or A2m = 4p
3 .
a

b
= 12p′

3 .
7
12 =

7p′

3 =⇒ 3|p′ =⇒ p = 9p”. Nous avons :

A2m = 7p” (3.47)

BnCl = 4p
3

(
3− 4cos2 θ

3

)
= 8p” (3.48)

En utilisant la même méthode utilisée en D-1-1- ci-dessus, nous obtenons que la
conjecture (1.1) est vérifiée.

Comme 3|p⇒ p = 3p′ et b|4p⇒ ∃k1 ∈ N∗ et 4p = 12p′ = k1b.

** D-2- k1 = 1 : Si k1 = 1 donc b = 12p′, (p′ 6= 1 sinon p = 3� A2m+B2n+AmBn).

Mais A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 = 12p′

3
a

b
= 4p′.a

12p′ = a

3 ⇒ 3|a car A2m est un entier, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** D-3- k1 = 3 : Si k1 = 3, d’où b = 4p′ et A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 = k1.a

3 = a. Le calcul

de AmBn donne AmBn = p
√

3
3 sin

2θ
3 −

a

2 , soit :

A2m + 2AmBn = 2p
√

3
3 sin

2θ
3 = 2p′

√
3sin2θ

3 (3.49)

Le membre à gauche de (3.49) est un entier et p′ aussi, alors 2
√

3sin2θ
3 peut être

écrit sous la forme :
2
√

3sin2θ
3 = k2

k3
(3.50)

où k2, k3 sont deux entiers copremiers et k3|p′ =⇒ p′ = k3.k4.

** D-3-1- k4 6= 1 : Nous supposons k4 6= 1, alors :

A2m + 2AmBn = k2.k4 (3.51)

Soit µ un entier premier tel que µ|k4. Alors µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou
µ|(Am + 2Bn).

** D-3-1-1- µ|Am : Si µ|Am =⇒ µ|A2m =⇒ µ|a. Comme µ|k4 =⇒ µ|p′ ⇒ µ|(4p′ =
b). Or a, b sont copremiers d’où la contradiction.

** D-3-1-2- µ|(Am + 2Bn) : Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et
µ - Bn. µ|(Am + 2Bn), nous pouvons écrire Am + 2Bn = µ.t′. Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

Utilisant l’expression de p, nous obtenons p = t′2µ2 − 2t′Bnµ + Bn(Bn − Am).
Comme p = 3p′ et µ|p′ ⇒ µ|(3p′)⇒ µ|p, on peut écrire :∃µ′ et p = µµ′, alors nous
avons :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn −Am)
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et µ|Bn(Bn −Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn −Am).

** D-3-1-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec D-3-1-2-.

** D-3-1-2-2- µ|(Bn − Am) : Si µ|(Bn − Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), nous
obtenons :

µ|3Bn =⇒

 µ|Bn
ou
µ = 3

(3.52)

** D-3-1-2-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec D-3-1-2-.

** D-3-1-2-2-2- µ = 3 : Si µ = 3 =⇒ 3|k4 =⇒ k4 = 3k′4, et nous avons p′ = k3k4 =
3k3k

′
4, il s’ensuit p = 3p′ = 9k3k

′
4, alors 9|p, mais p = (Am−Bn)2 + 3AmBn alors :

9k4k
′
5 − 3AmBn = (Am −Bn)2

que nous écrivons : 3(3k4k
′
5−AmBn) = (Am−Bn)2, d’où : 3|(3k4k

′
5−AmBn) =⇒

3|AmBn =⇒ 3|Am ou 3|Bn.

** D-3-1-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A2m ⇒ 3|a, mais 3|p′ ⇒ 3|(4p′) soit 3|b
d’où la contradiction avec a, b copremiers. Alors 3 - A.

** D-3-1-2-2-2-2- 3|Bn : Si 3|Bn or Am = µt′ − 2Bn = 3t′ − 2Bn =⇒ 3|Am, ce qui
est contradictoire. Alors l’hypothèse k4 6= 1 est impossible.

** D-3-2- k4 = 1 : Maintenant, nous supposons que k4 = 1 =⇒ p′ = k3k4 = k3.
Nous avons alors :

2
√

3sin2θ
3 = k2

p′
(3.53)

avec k2, p
′ copremiers, nous écrivons (3.53) comme :

4
√

3sinθ3cos
θ

3 = k2

p′

Prenons le carré des deux membres et en remplaçant cos2 θ

3 par a
b
et b = 4p′, nous

obtenons :
3.a(b− a) = k2

2 (3.54)

ce qui implique que :
3|a ou 3|(b− a)

** D-3-2-1- 3|a : Si 3|a ⇒ 3|A2m ⇒ 3|A, comme p = (Am − Bn)2 + 3AmBn et
que 3|p =⇒ 3|(Am −Bn)2 =⇒ 3|(Am −Bn). Or 3|A d’où 3|Bn =⇒ 3|B, il s’ensuit
9|p =⇒ 3|p′ =⇒ 3|(4p′ = b). D’où la contradiction avec a, b copremiers.

** D-3-2-2- 3|(b− a) : Si 3|(b− a). Comme k2 = Am(Am + 2Bn) d’après l’équation
(3.51) et que 3|k2 =⇒ 3|Am(Am + 2Bn) =⇒ 3|Am ou 3|(Am + 2Bn).

** D-3-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A2m =⇒ 3|a, mais 3|(b − a) =⇒ 3|b d’où la
contradiction avec a, b copremiers.
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** D-3-2-2-2- 3|(Am + 2Bn) :

3|(Am + 2Bn) =⇒ 3|(Am −Bn) (3.55)

mais p = A2m + B2n + AmBn = (Am − Bn)2 + 3AmBn alors p − 3AmBn =
(Am − Bn)2 =⇒ 9|(p − 3AmBn) ou 9|(3p′ − 3AmBn), d’où 3|(p′ − AmBn) ⇒
3|4(p′ − 4AmBn) ⇒ 3|(b − 4AmBn) mais 3|(b − a) =⇒ 3|(a − AmBn). Comme
3|(A2m − 4AmBn)⇒ 3|Am(Am − 4Bn).

** D-3-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A2m =⇒ 3|a, mais 3|(b − a) =⇒ 3|b d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** D-3-2-2-2-2- 3|(Am−4Bn) : Maintenant si 3|(Am−4Bn) =⇒ 3|(Am−Bn), nous
retrouvons l’hypothèse de départ (3.55) ci-dessus.

** D-4- Nous supposons k1 6= 3 et 3|k1 =⇒ k1 = 3k′1 avec k′1 6= 1, alors 4p =

12p′ = k1b = 3k′1b ⇒ 4p′ = k′1b. A2m s’écrit A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 = 3k′1b
3

a

b
= k′1a et

BnCl = p

3

(
3− 4cos2 θ

3

)
= k′1

4 (3b− 4a). Comme BnCl est un entier, on doit avoir

4|(3b− 4a) ou 4|k′1 ou [2|k′1 et 2|(3b− 4a)].

** D-4-1- 4|(3b− 4a)
** D-4-1-1- On suppose que 3b− 4a = 4 =⇒ 4|b =⇒ 2|b. Nous avons alors :

A2m = k′1a

BnCl = k′1

** D-4-1-1-1- Si k′1 est premier, de BnCl = k′1, c’est impossible.

** D-4-1-1-2- Nous supposons que k′1 > 1 est non premier. Soit ω un nombre pre-
mier tel que ω|k′1.

** D-4-1-1-2-1- Nous supposons que k′1 = ωs, avec s ≥ 6. Nous avons donc :

A2m = ωs.a (3.56)
BnCl = ωs (3.57)

** D-4-1-1-2-1-1- Supposons ω = 2, si a, k′1 sont non copremiers alors 2|a, comme
2|b, c’est la contradiction avec a, b copremiers.

** D-4-1-1-2-1-2- Supposons ω = 2 et a, k′1 sont copremiers donc 2 - a. De (3.57),
nous en déduisons que B = C = 2 et n+l = s, et A2m = 2s.a, mais Am = 2l−2n =⇒
A2m = (2l − 2n)2 = 22l + 22n − 2(2l+n) = 22l + 22n − 2× 2s = 2s.a =⇒ 22l + 22n =
2s(a + 2). Si l = n, nous obtenons a = 0 d’où la contradiction. Si l 6= n, comme
Am = 2l − 2n > 0 =⇒ n < l =⇒ 2n < s, d’où 22n(1 + 22l−2n − 2s+1−2n) = 2n2l.a.
Posons l = n+n1 =⇒ 1+22l−2n−2s+1−2n = 2n1 .a, or le terme à gauche est impair
et le membre à droite est pair d’où la contradiction. Donc le cas ω = 2 est impossible.

** D-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k′1 = ωs avec ω 6= 2 :
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** D-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k′1 sont non copremiers, alors ω|a =⇒ a =
ωt.a1 et t - a1. Nous avons donc :

A2m = ωs+t.a1 (3.58)
BnCl = ωs (3.59)

De (3.67), nous déduisons que Bn = ωn, Cn = ωl et s = n+ l. Et Am = ωl −ωn >
0 =⇒ l > n. De plus, A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 = ω2l + ω2n − 2 × ωs. Comme
ω 6= 2 =⇒ ω est impair, par suite A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 est pair, donc
2|a1 =⇒ 2|a ce qui est en contradiction avec a, b copremiers, alors ce cas est impos-
sible.

** D-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k′1 sont copremiers, avec :

A2m = ωs.a (3.60)
BnCl = ωs (3.61)

De (3.69), nous déduisons que Bn = ωn et Cl = ωl et s = n+l. Comme ω 6= 2 =⇒ ω
est impair et A2m = ωs.a = (ωl−ωn)2 est pair, d’où 2|a. Par suite la contradiction
avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2- Nous supposons que k′1 = ωs.k2, avec s ≥ 6, ω - k2. Nous avons
donc :

A2m = ωs.k2.a (3.62)
BnCl = ωs.k2 (3.63)

** D-4-1-1-2-2-1- Si k2 est premier, de la dernière équation ci-dessus, ω = k2, c’est
en contradiction avec ω - k2. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2- Nous supposons que k′1 = ωs.k2, avec s ≥ 6, ω - k2 et k2 non
premier. Nous avons donc :

A2m = ωs.k2.a (3.64)
BnCl = ωs.k2 (3.65)

** D-4-1-1-2-2-2-1- Nous supposons ω, a copremiers

** D-4-1-1-2-2-2-1-1- Supposons ω = 2, si a, k2 sont non copremiers alors 2|a,
comme 2|b, c’est la contradiction avec a, b copremiers. Si a, k2 sont copremiers donc
2 - a. De (3.57), nous en déduisons que B = C = 2 et n+ l = s, et A2m = 2s.a, mais
Am = 2l − 2n =⇒ A2m = (2l − 2n)2 = 22l + 22n − 2(2l+n) = 22l + 22n − 2 × 2s =
2s.a =⇒ 22l + 22n = 2s(a + 2). Si l = n, nous obtenons a = 0 d’où la contra-
diction. Si l 6= n, comme Am = 2l − 2n > 0 =⇒ n < l =⇒ 2n < s, d’où
22n(1 + 22l−2n − 2s+1−2n) = 2n2l.a. Posons l = n+ n1 =⇒ 1 + 22l−2n − 2s+1−2n =
2n1 .a, or le terme à gauche est impair et le membre à droite est pair d’où la contra-
diction. Donc le cas ω = 2 est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2-1-2- Supposons maintenant que ω 6= 2.



3 La Démonstration du Principal Théorème 23

** D-4-1-1-2-2-2-1-2-1- Supposons que a, k′1 sont non copremiers, alors ω|a =⇒ a =
ωt.a1 et t - a1. Nous avons donc :

A2m = ωs+t.a1 (3.66)
BnCl = ωs (3.67)

De (3.67), nous déduisons que Bn = ωn, Cn = ωl et s = n+ l. Et Am = ωl −ωn >
0 =⇒ l > n. De plus, A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 = ω2l + ω2n − 2 × ωs. Comme
ω 6= 2 =⇒ ω est impair, par suite A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 est pair, donc
2|a1 =⇒ 2|a ce qui est en contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2-1-2-2- Supposons que a, k′1 non copremiers, avec :

A2m = ωs.a (3.68)
BnCl = ωs (3.69)

De (3.69), nous déduisons que Bn = ωn etCl = ωl et s = n+l. Comme ω 6= 2 =⇒ ω
est impair et A2m = ωs.a = (ωl−ωn)2 est pair, d’où 2|a. Par suite la contradiction
avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2- 3b− 4a 6= 4 et 4|(3b− 4a) =⇒ 3b− 4a = 4sΩ avec s ≥ 1 et 4 - Ω. Nous
avons :

A2m = k′1a (3.70)
BnCl = 4s−1k′1Ω (3.71)

** D-4-1-2-1- Supposons k′1 = 2, de (3.70) nous déduisons que 2|a. Comme 4|(3b−
4a) =⇒ 2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-2- Supposons que k′1 = 3, de (3.70) nous déduisons que 33|A2m. De
(3.71), nous déduisons que 33|Bn ou 33|Cl. Dans les deux cas précédents, nous au-
rons 33|p. Mais 4p = 3k′1b = 9b, or 27|p ce qui donne 3|b, d’où la contradiction avec
a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-3- Supposons que k′1 est un nombre premier ≥ 5 :

** D-4-1-2-3-1- Supposons k′1 et a copremiers. L’équation (3.70) donne (Am)2 =
k′1.a ce qui est impossible avec k′1 - a. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-3-2- Supposons k′1 et a sont non copremiers, soit k′1|a =⇒ a = k′α1 a1
avec α ≥ 1 et k′1 - a1. L’équation (3.70) s’écrit :

A2m = k′1a = k′α+1
1 a1 (3.72)

La dernière équation donne k′1|A2m =⇒ k′1|A =⇒ A = k′i1 .A1, avec k′1 - A1. Si
2i.m 6= (α + 1) c’est impossible. Nous supposons que 2i.m = α + 1, par suite
k′1|Am. Revenons à l’équation (3.71). Si k′1 et Ω sont copremiers, c’est impossible.
Nous supposons donc que k′1 et Ω ne sont pas copremiers c’est-à-dire que k′1|Ω
et que l’exposant de k′1 dans Ω est tel que l’équation (3.71) soit satisfaite. Nous
déduisons facilement que k′1|Bn. Par suite k′21 |(p = A2m + B2n + AmBn), mais
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4p = 3k′1b =⇒ k′1|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** D-4-1-2-4- Supposons que k′1 ≥ 4 non premier.

** D-4-1-2-4-1- Supposons que k′1 = 4. Nous avons alors : A2m = 4a et BnCl =
3b− 4a = 3p′ − 4a. Ce cas a été traité dans le paragraphe 3.2.1.8. cas ** C-2-.

** D-4-1-2-4-2- Nous supposons que k′1 > 4 non premier.

** D-4-1-2-4-2-1- Nous supposons que a, k′1 sont copremiers. De l’expression A2m =
k′1.a nous déduisons que a = a2

1 et k′1 = k”2
1. Ce qui donne :

Am = a1.k”1 (3.73)
BnCl = 4s−1k”2

1.Ω (3.74)

Soit ω un nombre premier tel que ω|k”1, soit k”1 = ωt.k”2 avec ω - k”2. Les deux
équations précédentes deviennent :

Am = a1.ω
t.k”2 (3.75)

BnCl = 4s−1ω2t.k”2
2.Ω (3.76)

De (3.75) ω|Am =⇒ ω|A =⇒ A = ωi.A1 avec ω - A1 et im = t. De (3.76), nous
avons ω|BnCl =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** D-4-1-2-4-2-1-1 ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωj .B1, avec ω - B1. De (3.75), nous
avonsBn1Cl = ω2t−j.n4s−1.k”2

2.Ω. Si ω = 2 et 2 - Ω, nous avonsBn1Cl = 22t+2s−j.n−2k”2
2 :

- Si 2t + 2s − jn − 2 ≤ 0 alors 2 - Cl ce qui est en contradiction avec Cl =
ωimAm1 + ωjnBn1 .

- Si 2t+ 2s− jn− 2 ≥ 1 =⇒ 2|Cl =⇒ 2|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

(Mêmes résultats si 2|Ω =⇒ Ω = 2µ.Ω1, on remplace 2t + 2s − jn − 2 par
2t+ 2s+ µ− jn− 2). Si ω 6= 2, nous avons Bn1Cl = ω2t−jn4s−1k”2

2.Ω.
Là aussi, si ω - Ω :
-Si 2t−jn ≤ 0 =⇒ ω - Cl ce qui est en contradiction avec Cl = ωimAm1 +ωjnBn1 .
-Si 2t− jn ≥ 1 =⇒ ω|Cl et la conjecture (1.1) est vérifiée.

Mêmes résultats si 2|Ω =⇒ Ω = 2µ.Ω1, on remplace 2t− jn par 2t+ µ− jn.

** D-4-1-2-4-2-1-2 ω|Cl =⇒ ω|C =⇒ C = ωh.C1, avec ω - C1. En utilisant les
mêmes méthodes en D-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats
suivants les cas.

** D-4-1-2-4-2-2- Nous supposons que a, k′1 sont non copremiers. Soit ω un nombre
premier tel que ω|a et ω|k′1. Nous écrivons :

a = ωα.a1 (3.77)
k′1 = ωµ.k”1 (3.78)

avec a1, k”1 copremiers. L’expression de A2m devient A2m = ωα+µ.a1.k”1. Le terme
BnCl devient :

BnCl = 4s−1.ωµ.k”1.Ω (3.79)
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** D-4-1-2-4-2-2-1- Si ω = 2 =⇒ 2|a, mais 2|b, d’où la contradiction avec a, b co-
premiers. Ce cas est donc impossible.

** D-4-1-2-4-2-2-2- Si ω ≥ 3. Nous avons ω|a. Si ω|b c’est la contradiction avec
a, b copremiers. Nous supposons que ω - b. De l’expression de A2m, nous obtenons
ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A = ωi.A1 avec ω - A1, i ≥ 1 et 2i.m = α+ µ. De (3.79), nous
déduisons que ω|Bn ou ω|Cl.

** D-4-1-2-4-2-2-2-1- Nous supposons que ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1
et j ≥ 1. Par suite, Bn1Cl = 4s−1ωµ−jn.k”1.Ω :

* ω - Ω :
- Si µ − jn ≥ 1 nous avons ω|Cl =⇒ ω|C, pas de contradiction avec Cl =

ωimAm1 + ωjnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si µ − jn ≤ 0 avec ω - Ω, alors ω - Cl et c’est la contradiction avec

Cl = ωimAm1 + ωjnBn1 . Donc ce cas est impossible.

* ω|Ω : soit Ω = ωβ .Ω1 avec β ≥ 1 et ω - Ω1. Comme 3b − 4a = 4s.Ω =
4s.ωβ .Ω1 =⇒ 3b = 4a + 4s.ωβ .Ω1 = 4ωα.a1 + 4s.ωβ .Ω1 =⇒ 3b = 4ω(ωα−1.a1 +
4s−1.ωβ−1.Ω1). Si ω = 3 et β = 1, nous obtenons b = 4(3α−1a1 + 4s−1Ω1) et
Bn1C

l = 4s−13µ+1−jn.k”1Ω1.
- Si µ− jn+ 1 ≥ 1, alors 3|Cl et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si µ− jn+ 1 ≥≤ 0, alors 3 - Cl et c’est la contradiction avec Cl = 3imAm1 +

3jnBn1 .

Maintenant, si β ≥ 2 et α = im ≥ 3, nous aurons 3b = 4ω2(ωα−2a1 +
4s−1ωβ−2Ω1). Si ω = 3 ou non, alors ω|b, mais ω|a, d’où la contradiction avec
a, b copremiers.

** D-4-1-2-4-2-2-2-2- Nous supposons que ω|Cl =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1
et h ≥ 1. Par suite, BnCl1 = 4s−1ωµ−hl.k”1.Ω. En utilisant la méthodologie ci-
dessus, nous obtenons les résultats analogues.

** D-4-2- 4|k′1

** D-4-2-1- k′1 = 4 =⇒ 4p = 3k′1b = 12b =⇒ p = 3b = 3p′, c’est le cas déjà étudié
3.2.1.8., C2.

** D-4-2-2- k′1 > 4 avec 4|k′1 =⇒ k′1 = 4sk”1 et s ≥ 1 4 - k”1. Nous avons donc :

A2m = 4sk”1a = 22sk”1a (3.80)
BnCl = 4s−1k”1(3b− 4a) = 22s−2k”1(3b− 4a) (3.81)

** D-4-2-2-1- Nous supposons s = 1 et k′1 = 4k”1 avec k”1 > 1, soit p = 3p′ et
p′ = k”1b c’est le cas 3.2.1.3. déjà étudié.

** D-4-2-2-2- Nous supposons s > 1, par suite k′1 = 4sk”1 =⇒ 4p = 3 × 4sk”1b et
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nous avons :

A2m = 4sk”1a (3.82)
BnCl = 4s−1k”1(3b− 4a) (3.83)

** D-4-2-2-2-1- Nous supposons que 2 - (k”1.a) =⇒ 2 - k”1 et 2 - a. Comme
(Am)2 = (2s)2.(k”1.a), posons d2 = k”1.a, par suite Am = 2s.d =⇒ 2|Am =⇒
2|A =⇒ A = 2iA1 avec 2 - A1 et i ≥ 1. D’où : 2imAm1 = 2s.d =⇒ s = im. De
l’équation (3.83), nous avons 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** D-4-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j .B1, avec j ≥ 1 et
2 - B1. L’équation (3.83) devient :

Bn1C
l = 22s−jn−2k”1(3b− 4a) = 22im−jn−2k”1(3b− 4a) (3.84)

* Nous supposons que 2 - (3b− 4a) :
- Si 2im−jn−2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +2jnBn1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 +

2jnBn1 .

* Nous supposons que 2µ|(3b− 4a), µ ≥ 1 et que a, b restent copremiers :
- Si 2im+ µ− jn− 2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +

2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im + µ − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl =

2imAm1 + 2jnBn1 .

** D-4-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1 et
2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** D-4-2-2-2-2- Nous supposons que 2|(k”1.a) :

** D-4-2-2-2-2-1- Nous supposons que k”1 et a sont copremiers :

** D-4-2-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2 - a et 2|k”1 =⇒ k”1 = 22µ.k”2
2 et a = a2

1.
Alors les équations (3.82-3.83) deviennent :

A2m = 4s.22µk”2
2a

2
1 =⇒ Am = 2s+µ.k”2.a1 (3.85)

BnCl = 4s−122µk”2
2(3b− 4a) = 22s+2µ−2k”2

2(3b− 4a) (3.86)

L’équation (3.85) donne 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec 2 - A1, i ≥ 1 et
im = s+ µ. De l’équation (3.86), nous avons 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** D-4-2-2-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j .B1, 2 - B1 et
j ≥ 1. Par suite Bn1Cl = 22s+2µ−jn−2k”2

2(3b− 4a) :
* Nous supposons que 2 - (3b− 4a) :
- Si 2im+ 2µ− jn− 2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +

2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im + 2µ − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl =

2imAm1 + 2jnBn1 .
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* Nous supposons que 2α|(3b− 4a), α ≥ 1 et que a, b restent copremiers :
- Si 2im + 2µ + α − jn − 2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl =

2imAm1 + 2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im + 2µ + α − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec

Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 .

** D-4-2-2-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1
et 2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** D-4-2-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2 - k”1 et 2|a =⇒ a = 22µ.a2
1 et k”1 = k”2

2.
Alors les équations (3.82-3.83) deviennent :

A2m = 4s.22µa2
1k”2

2 =⇒ Am = 2s+µ.a1.k”2. (3.87)
BnCl = 4s−1k”2

2(3b− 4a) = 22s−2k”2
2(3b− 4a) (3.88)

L’équation (3.87) donne 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec 2 - A1, i ≥ 1 et
im = s+ µ. De l’équation (3.88), nous avons 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** D-4-2-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j .B1, 2 - B1 et
j ≥ 1. Par suite Bn1Cl = 22s−jn−2k”2

2(3b− 4a) :
* Nous supposons que 2 - (3b− 4a) =⇒ 2 - b :
- Si 2im−jn−2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +2jnBn1 .
- Si 2im − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 +

2jnBn1 .

* Nous supposons que 2α|(3b−4a), α ≥ 1, dans ce cas a, b sont non copremiers,
c’est la contradiction.

** D-4-2-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1
et 2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** D-4-2-2-2-2-2- Nous supposons k”1 et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”1.
Soit a = 2t.a1 et k”1 = 2µk”2 et 2 - a1 et 2 - k”2. De (3.82), nous avons µ+ t = 2λ
et a1.k”2 = ω2. Les équations (3.82-3.83) deviennent :

A2m = 4sk”1a = 22s.2µk”2.2t.a1 = 22s+2λ.ω2 =⇒ Am = 2s+λ.ω (3.89)
BnCl = 4s−12µk”2(3b− 4a) = 22s+µ−2k”2(3b− 4a) (3.90)

De (3.89) nous avons 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1,i ≥ 1 et 2 - A1. De (3.90),
2s+ µ− 2 ≥ 1, nous déduisons 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** D-4-2-2-2-2-2-1- Nous supposons 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j .B1, 2 - B1 et j ≥ 1.
Par suite Bn1Cl = 22s+µ−jn−2k”2(3b− 4a) :

* Nous supposons que 2 - (3b− 4a) :
- Si 2s+µ−jn−2 ≥ 1, alors 2|Cl, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +2jnBn1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2s + µ − jn − 2 ≤ 0, alors 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl =

2imAm1 + 2jnBn1 .
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* Nous supposons que 2α|(3b − 4a), pour une valeur α ≥ 1. Comme 2|a, alors
2α|(3b − 4a) =⇒ 2|(3b − 4a) =⇒ 2|(3b) =⇒ 2|b, d’où la contradiction avec a, b
copremiers.

** D-4-2-2-2-2-2-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1
et 2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** D-4-3- 2|k′1 et 2|(3b− 4a) : Alors nous obtenons 2|k′1 =⇒ k′1 = 2t.k”1 avec t ≥ 1
et 2 - k”1. 2|(3b− 4a) =⇒ 3b− 4a = 2µ.d avec µ ≥ 1 et 2 - d. Nous avons aussi 2|b.
Si 2|a, c’est la contradition avec a, b copremiers. Nous supposons dans la suite de
cette section que 2 - a. Les équations (3.82-3.83) deviennent :

A2m = 2t.k”1.a = (Am)2 (3.91)
BnCl = 2t−1k”1.2µ−1d = 2t+µ−2k”1.d (3.92)

De (3.91), nous déduisons que t est un exposant pair, soit t = 2λ. Par suite, nous
posons ω2 = k”1.a ce qui donne Am = 2λ.ω =⇒ 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec
i ≥ 1 et 2 - A1. De (3.92), nous avons 2λ+ µ− 2 ≥ 1, par suite 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn
ou 2|Cl :

** D-4-3-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec j ≥ 1 et 2 - B1.
Il s’ensuit que Bn1Cl = 22λ+µ−jn−2.k”1.d.

- Si 2λ+µ− jn− 2 ≥ 1, nous avons 2|Cl =⇒ 2|C, il n’y a pas de contradiction
avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2s + t + µ − jn − 2 ≤ 0, il s’ensuit que 2 - C, d’où la contradiction avec
Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 .

** D-4-3-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C. En utilisant la même méthode ci-
dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

3.2.2 Hypothèse : {3|a et b|4p}

Nous avons donc :
3|a =⇒ ∃a′ ∈ N∗ / a = 3a′ (3.93)

3.2.2.1. Cas b = 2 et 3|a : A2m s’écrit :

A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 = 4p
3 .
a

b
= 4p

3 .
a

2 = 2.p.a
3 (3.94)

En utilisant l’équation (3.93), A2m devient :

A2m = 2.p.3a′

3 = 2.p.a′ (3.95)

mais cos2 θ

3 = a

b
= 3a′

2 > 1 ce qui est impossible, d’où b 6= 2.

3.2.2.2. Cas b = 4 et 3|a : A2m s’écrit :

A2m = 4.p
3 cos2 θ

3 = 4.p
3 .

a

b
= 4.p

3 .
a

4 = p.a

3 = p.3a′

3 = p.a′ (3.96)

et cos2 θ

3 = a

b
= 3.a′

4 <

(√
3

2

)2

= 3
4 =⇒ a′ < 1 (3.97)
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ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.

3.2.2.3. Cas b = p et 3|a : Nous avons :

cos2 θ

3 = a

b
= 3a′

p
(3.98)

et :

A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 = 4p
3 .

3a′

p
= 4a′ = (Am)2 (3.99)

∃a” / a′ = a”2 (3.100)

Le calcul AmBn donne :

AmBn = p.

√
3

3 sin
2θ
3 − 2a′

ou AmBn + 2a′ = p.

√
3

3 sin
2θ
3 (3.101)

Le membre à gauche de (3.101) est un entier et p aussi, alors 2
√

3
3 sin

2θ
3 s’écrit sous

la forme :
2
√

3
3 sin

2θ
3 = k1

k2
(3.102)

où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|p =⇒ p = b = k2.k3, k3 ∈ N∗.

** E-1- Nous supposons que k3 6= 1, nous obtenons :

Am(Am + 2Bn) = k1.k3 (3.103)

Soit µ un entier premier avec µ|k3, alors µ|b et µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou
µ|(Am + 2Bn).

** E-1-1- Si µ|Am =⇒ µ|A et µ|A2m, mais A2m = 4a′ =⇒ µ|4a′ =⇒ (µ = 2 mais
2|a′) ou (µ|a′). Alors µ|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** E-1-2- Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et µ - Bn. Nous
écrivons µ|(Am + 2Bn) comme :

Am + 2Bn = µ.t′ (3.104)

Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

En utilisant l’expression de p :

p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn −Am) (3.105)

Comme p = b = k2.k3 et µ|k3 alors µ|b =⇒ ∃µ′ et b = µµ′, ainsi nous pouvons
écrire :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn −Am) (3.106)



3 La Démonstration du Principal Théorème 30

De la dernière équation, nous obtenons µ|Bn(Bn−Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn−Am).

** E-1-2-1- Si µ|Bn ce qui en contradiction avec µ - Bn.

** E-1-2-2- Si µ|(Bn −Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), nous arrivons à :

µ|3Bn
 µ|Bn

ou
µ = 3

(3.107)

** E-1-2-2-1- Si µ|Bn =⇒ µ|B c’est la contradiction avec µ - B citée ci-dessus.

** E-1-2-2-2- Si µ = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.

** E-2- Nous assumons maintenant k3 = 1, alors :

A2m + 2AmBn = k1 (3.108)
b = k2 (3.109)

2
√

3
3 sin

2θ
3 = k1

b
(3.110)

Prenons le carré de la dernière équation, nous obtenons :

4
3sin

2 2θ
3 = k2

1
b2

16
3 sin

2 θ

3cos
2 θ

3 = k2
1
b2

16
3 sin

2 θ

3 .
3a′

b
= k2

1
b2

Finalement :
42a′(p− a) = k2

1 (3.111)

mais a′ = a”2 alors p− a est un carré. Soit :

λ2 = p− a (3.112)

L’équation (3.111) devient :

42a”2λ2 = k2
1 =⇒ k1 = 4a”λ (3.113)

en prenant la racine carrée positive, mais k1 = Am(Am + 2Bn) = 2a”(Am + 2Bn),
par suite :

Am + 2Bn = 2λ (3.114)

** E-2-1- Soit λ1 = 2 tel que λ1|λ =⇒ 2|λ2 =⇒ 2|(p − a) mais a est pair, alors
2|p =⇒ 2|b ce qui en contradiction avec a, b copremiers).

** E-2-2- Nous considérons λ1 6= 2 et :

λ1|λ =⇒ λ1|λ2 et λ1|(Am + 2Bn) (3.115)
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** E-2-2-1- Supposons λ1|Am =⇒ λ1|(2Bn), mais λ1 6= 2 alors λ1|Bn =⇒ λ1|B, il
s’ensuit :

λ1|(p = b) et λ1|Am =⇒ λ1|2a” =⇒ λ1|a (3.116)

d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** E-2-2-2- Nous assumons maintenant λ1 - Am. λ1|(Am+2Bn) =⇒ λ1|(Am+2Bn)2

c’est-à-dire λ1|(A2m+ 4AmBn+ 4B2n) que nous écrivons comme λ1|(p+ 3AmBn+
3B2n) =⇒ λ1|(p+3Bn(Am+2Bn)−3B2n). Mais λ1|(Am+2Bn) =⇒ λ1|(p−3B2n),
comme λ1|(p − a) d’où par différence, nous obtenons λ1|(a − 3B2n) ou λ1|(3a′ −
3B2n) =⇒ λ1|3(a′ −B2n) =⇒ λ1 = 3 ou λ1|(a′ −B2n).

** E-2-2-2-1- Si λ1 = 3 mais 3|a =⇒ 3|(p = b) d’où la contradiction avec a, b copre-
miers.

** E-2-2-2-2- Si λ1|(a′ − B2n) =⇒ λ1|(a”2 − B2n) =⇒ λ1|(a”− Bn)(a” + Bn) =⇒
λ1|(a” +Bn) ou λ1|(a”−Bn), car (a”−Bn) 6= 1 si non nous obtenons a”2−B2n =
a” +Bn =⇒ a”2− a” = Bn−B2n. Le membre à gauche est positif et celui à droite
est négatif, d’où la contradiction.

** E-2-2-2-2-1- Si λ1|(a” − Bn) =⇒ λ1|2(a” − Bn) =⇒ λ1|(Am − 2Bn) mais
λ1|(Am + 2Bn) d’où λ1|2Am =⇒ λ1|Am, λ1 6= 2, il s’ensuit λ1|Am, par suite la
contradiction avec (E-3.2.2).

** E-2-2-2-2-2- Si λ1|(a” + Bn) =⇒ λ1|2(a” + Bn) ⇐⇒ λ1|(Am + 2Bn). Nous
retrouvons la condition (3.115). Alors le cas k3 = 1 est impossible.

3.2.2.4. Cas b|p⇒ p = b.p′, p′ > 1, b 6= 2, b 6= 4 et 3|a :

A2m = 4.p
3 .

a

b
= 4.b.p′.3.a′

3.b = 4.p′a′ (3.117)

Calculons BnCl :

BnCl = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3 − cos
2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
(3.118)

mais 3
√
ρ2 = p

3 d’où en utilisant cos2 θ
3 = 3.a′

b
:

BnCl = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
= p

3

(
3− 43.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= p′(b− 4a′)

(3.119)
Comme p = b.p′, et p′ > 1, nous avons alors :

BnCl = p′(b− 4a′) (3.120)
et A2m = 4.p′.a′ (3.121)

** F-1- Supposons que p′ est premier, d’où A2m = 4ap′ = (Am)2 =⇒ p′|a. Or
BnCl = p′(b− 4a′) =⇒ p′|Bn ou p”|Cl.
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** F-1-1- Si p′|Bn =⇒ p′|B =⇒ B = p′B1 with B1 ∈ N∗. Par suite : p′n−1Bn1C
l =

b − 4a′. Or n > 2 alors (n − 1) > 1 et p′|a′, d’où p′|b =⇒ a et b non copremiers,
d’où la contradiction.

** F-1-2- Si p′|Cl =⇒ p′|C. La même méthode utilisée ci-dessus, nous obtenons le
même résultat.

** F-2- Nous considérons que p′ n’est pas un nombre premier.

** F-2-1- p′, a sont supposés copremiers : A2m = 4ap′ =⇒ Am = 2a′.p1 avec a = a′2

et p′ = p2
1, donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1 alors 2|a′ ou 2|p1.

** F-2-1-1- 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1. Mais p′ = p2
1.

** F-2-1-1-1- Si p1 est premier, c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** F-2-1-1-2- Supposons que p1 est non premier, il s’écrit sous la forme p1 = ωm =⇒
p′ = ω2m. Par suite BnCl = ω2m(b− 4a′).

** F-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn ou
ω|Cl.

** F-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn1 .C
l =

ω2m−nj(b− 4a′).

** F-2-1-1-2-1-1-1 Si 2m − n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = b − 4a′ Comme
Cl = Am + Bn =⇒ ω|Cl =⇒ ω|C, et ω|(b − 4a′). Or ω 6= 2 et ω est premier
avec a′ donc premier avec a, par suite ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** F-2-1-1-2-1-1-2 Si 2m−nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous avons
ω|Cl =⇒ ω|C et ω|(b− 4a′) et ω - a et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** F-2-1-1-2-1-1-3 Si 2m − nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn1 .C
l = b − 4a′. Comme ω|C

utilisant Cl = Am + Bn d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn1 .C
l
1 = b − 4a′. Si

n.j − 2m + h.l < 0 =⇒ ω|Bn1Cl1 par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1.
Donc si n.j − 2m + h.l > 0 et ω|(b − 4a′) avec ω, a, b copremiers et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

** F-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mêmes résultats si ω|Cl.

** F-2-1-1-2-2- Maintenant, p′ = ω2m et ω non premier, nous écrivons ω = ωf1 .Ω
avec ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’où BnCl = ω2f.m

1 Ω2m(b−4a′) =⇒
ω1|(BnCl) =⇒ ω1|Bn ou ω1|Cl.

** F-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn1 .C
l =

ω2mf−nj
1 Ω2m(b− 4a′) :

** F-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m−n.j = 0, nous obtenons Bn1 .Cl = Ω2m(b−4a′). Comme
Cl = Am + Bn =⇒ ω1|Cl =⇒ ω1|C, et ω1|(b − 4a′). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier
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avec a′ donc premier avec a, par suite ω1 - b, donc ω1 - b. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

** F-2-1-1-2-2-1-2 Si 2f.m − n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, nous
avons ω1|Cl =⇒ ω1|C et ω1|(b − 4a′) et ω1 - a et ω1 - b. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

** F-2-1-1-2-2-1-3 Si 2f.m− n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f
1 Bn1 .C

l = Ω2m(b− 4a′). Comme
ω1|C utilisant Cl = Am +Bn d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn1 .C

l
1 = Ω2m(b−

4a′). Si n.j − 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn1Cl1 par suite la contradiction avec ω1 - B1
et ω1 - C1. Donc si n.j − 2m.f + h.l > 0 et ω1|(b− 4a′) avec ω1, a, b copremiers et
la conjecture (1.1) est vérifiée.

** F-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mêmes résultats si ω1|Cl.

** F-2-1-2- Si 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a. Or p′ = p2
1.

** F-2-1-2-1- Si p1 est premier égal à 2, nous obtenons Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** F-2-1-2-2- Donc p1 est non premier et 2|p1, Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit sous la
forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p′ = 22m−2ω2m. Par suite BnCl = 22m−2ω2m(b−4a′) =⇒
2|Bn ou 2|Cl.

** F-2-1-2-2-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. DeBnCl = 22m−2ω2m(b−
4a′) s’ensuit que si 2|(b− 4a′) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura pas de contra-
diction avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** F-2-1-2-2-2- Si 2|Cl, de la même manière ci-dessus, nous obtenons les mêmes
résultats.

** F-2-2- p′, a sont supposés non copremiers : Soit ω un nombre premier tel que
ω|a et ω|p′.

** F-2-2-1- Supposons que ω = 3. Comme A2m = 4ap′ =⇒ 3|A, or 3|p′ =⇒ 3|p,
comme p = A2m +B2n + AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|Cl =⇒ 3|C. Nous
écrivons A = 3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 est copremier avec A1, B1 et C1 et
p = 32imA2m

1 + 32njB2n
1 + 3im+jnAm1 B

n
1 = 3k.g avec k = min(2im, 2jn, im + jn)

et 3 - g. Nous avons aussi (ω = 3)|a et (ω = 3)|p′ ce qui donne a = 3αa1 =
3a′ =⇒ a′ = 3α−1a1, 3 - a1 et p′ = 3µp1, 3 - p1 avec A2m = 4a′p′ = 32imA2m

1 =
4 × 3α−1+µ.a1.p1 =⇒ α + µ − 1 = 2im. Comme p = bp′ = b.3µp1 = 3µ.b.p1.
L’exposant du facteur 3 de p est k, l’exposant du facteur 3 du membre à gauche de
l’équation précédente est µ. Si 3|b c’est la contradiction avec a, b copremiers. Donc,
nous supposons que 3 - b, et nous avons l’égalité des exposants : min(2im, 2jn, im+
jn) = µ en rappelant que α + µ − 1 = 2im. Mais BnCl = p′(b − 4a′) ce qui
donne 3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µp1(b − 4 × 3(α−1)a1). Nous avons aussi Am + Bn = Cl

donne 3imAm1 + 3jnBn1 = 3hlCl1. Posons ε = min(im, jn), nous avons ε = hl =
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min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ (3.122)
α+ µ− 1 = 2im (3.123)

ε = hl = min(im, jn) (3.124)
3(nj+hl)Bn1C

l
1 = 3µp1(b− 4× 3(α−1)a1) (3.125)

** F-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 = 3a′ et 3 - a1, l’équation (3.123) devient :

µ = 2im (3.126)

et la première équation (3.122) s’écrit :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im (3.127)

- Si k = 2im, par suite 2im ≤ 2jn ≤ im ≤ jn =⇒ hl = im, et µ = 2im = nj+hl =
im + nj =⇒ im = jn = hl. Par suite 3|A, 3|B et 3|C et la conjecture (1.1) est
vérifiée.

- Si k = 2jn =⇒ 2jn = 2im− 1 c’est impossible, un nombre pair ne peut être
impair.

- Si k = im + jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im et k = im + jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn =⇒
im = jn =⇒ k = 2im = 2jn qui a donné des contradictions.

Il s’ensuit que le cas α = 1 est impossible.

** F-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2 et a′ = 3α−1a1.
- Si k = 2im =⇒ 2im = µ, or µ = 2im− α ce qui impossible.
- Si k = 2jn = µ =⇒ 2jn = 2im − α. Nous obtenons 2jn < 2im =⇒ jn <

im =⇒ 2jn < im + jn, k = 2jn est bien le mininimum de (2im, 2jn, im + jn).
Nous obtenons jn = hl < im et l’équation (3.125) devient :

Bn1C
l
1 = p1(b− 4× 3(α−1)a1) (3.128)

La conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = im + jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im et k = im + jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn =⇒

im = jn =⇒ k = 2im ou k = 2jn cas déjà étudiés ci-dessus.

** F-2-2-2- Nous supposons que ω 6= 3. Nous écrivons a = ωαa1 avec ω - a1 et
p′ = ωµp1 avec ω - p1. Comme A2m = 4ap′ = 4ωα+µ.a1.p1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1,
ω - A1. Or BnCl = p′(b− 4a′) = ωµp1(b− 4a′) =⇒ ω|BnCl =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** F-2-2-2-1- ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 et ω - B1. De Am + Bn = Cl =⇒
ω|Cl =⇒ ω|C. Comme p = bp′ = ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m

1 +ω2jn−kB2n
1 +ωim+jn−kAm1 B

n
1 )

avec k = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :
- Si µ = k, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si k > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k < µ, il s’ensuit de :

ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m
1 + ω2jn−kB2n

1 + ωim+jn−kAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** F-2-2-2-2- Si ω|Cl =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am + Bn = Cl =⇒
ω|(Cl − Am) =⇒ ω|B. Par suite, nous obtenons les mêmes résultats de F-2-2-2-1-
ci-dessus.
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3.2.2.5. Cas b = 2p et 3|a : nous avons :

cos2 θ

3 = a

b
= 3a′

2p =⇒ A2m = 4p.a
3b = 4p

3 .
3a′

2p = 2a′ = (Am)2 =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a, b copremiers.

3.2.2.6. Cas b = 4p et 3|a : nous avons :

cos2 θ

3 = a

b
= 3a′

4p =⇒ A2m = 4p.a
3b = 4p

3 .
3a′

4p = a′

Calculons AmBn, nous obtenons :

AmBn = p
√

3
3 .sin

2θ
3 −

2p
3 cos

2 θ

3 = p
√

3
3 .sin

2θ
3 −

a′

2 =⇒

AmBn + A2m

2 = p
√

3
3 .sin

2θ
3 (3.129)

soit :
A2m + 2AmBn = 2p

√
3

3 sin
2θ
3 (3.130)

Le membre à gauche de (3.130) est un entier et p est un entier, alors 2
√

3
3 sin

2θ
3

sera écrit :
2
√

3
3 sin

2θ
3 = k1

k2
(3.131)

où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|p =⇒ p = k2.k3.

** G-1- Premièrement, nous supposons que k3 6= 1. D’où :

A2m + 2AmBn = k3.k1 (3.132)

Soit µ un entier premier et µ|k3, alors µ|Am(Am+2Bn) =⇒ µ|Am ou µ|(Am+2Bn).

** G-1-1- Si µ|Am =⇒ µ|A. Comme µ|k3 =⇒ µ|p et que p = A2m+B2n+AmBn =⇒
µ|B2n, alors µ|B, il s’ensuit µ|Cl, par suite la conjecture (1.1) est vraie.

** G-1-2- Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors :

µ 6= 2 et µ - Bn (3.133)

µ|(Am + 2Bn), nous écrivons :

Am + 2Bn = µ.t′ (3.134)

Alors :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

=⇒ p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn −Am) (3.135)
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Comme b = 4p = 4k2.k3 et µ|k3 alors µ|b =⇒ ∃µ′ tel que b = µ.µ′, nous obtenons :

µ′.µ = µ(4µt′2 − 8t′Bn) + 4Bn(Bn −Am) (3.136)

La dernière équation implique µ|4Bn(Bn−Am), mais µ 6= 2 alors µ|Bn ou µ|(Bn−
Am).

** G-1-1-1- Si µ|Bn =⇒ c’est la contradiction avec (3.133).

** G-1-1-2- Si µ|(Bn −Am) et en utilisant µ|(Am + 2Bn), nous avons :

µ|3Bn =⇒

 µ|Bn
ou
µ = 3

(3.137)

** G-1-1-2-1- Si µ|Bn c’est contradictoire avec 3.133.

** G-1-1-2-2- Si µ = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copre-
miers.

** G-2- Nous assumons maintenant que k3 = 1, d’où :

A2m + 2AmBn = k1 (3.138)
p = k2 (3.139)

2
√

3
3 sin

2θ
3 = k1

p
(3.140)

Prenons le carré de la dernière équation, nous obtenons :

4
3sin

2 2θ
3 = k2

1
p2

16
3 sin

2 θ

3cos
2 θ

3 = k2
1
p2

16
3 sin

2 θ

3 .
3a′

b
= k2

1
p2

Finalement :
a′(4p− 3a′) = k2

1 (3.141)

mais a′ = a”2 alors 4p− 3a′ est un carré. Soit :

λ2 = 4p− 3a′ = 4p− a = b− a (3.142)

L’équation (3.141) devient :

a”2λ2 = k2
1 =⇒ k1 = a”λ (3.143)

en prenant la racine carrée positive. Utilisant (3.138), nous obtenons :

k1 = a”λ (3.144)
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mais k1 = Am(Am + 2Bn) = a”(Am + 2Bn), par suite :

(Am + 2Bn) = λ (3.145)

** G-2-1- Supposons λ1 = 2 un diviseur de λ. Soit 2|λ =⇒ 2|(λ2 = b− a). Comme
2|(b = 4p) =⇒ 2|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.

** G-2-2- Supposons λ1 un entier premier 6= 2 un diviseur de λ, et :

λ1|λ =⇒ λ1|(Am + 2Bn) (3.146)
=⇒ λ1 - Am si non λ1|2Bn (3.147)

mais λ1 6= 2 d’où λ1|Bn =⇒ λ1|B, par suite :

λ1|(b = 4p) et λ1|Am =⇒ λ1|2a” =⇒ λ1|a (3.148)

d’où la contradiction avec a, b copremiers. Nous assumons maintenant que λ1 - Am.
λ1|(Am + 2Bn) =⇒ λ1|(Am + 2Bn)2 c’est-à-dire λ1|(A2m + 4AmBn + 4B2n), nous
écrivons cela comme λ1|(p+ 3AmBn+ 3B2n) =⇒ λ1|(p+ 3Bn(Am+ 2Bn)− 3B2n).
Mais λ1|(Am+2Bn) =⇒ λ1|(p−3B2n), comme λ1|(4p−a) d’où par différence, nous
obtenons λ1|(a− 3(B2n + p)) ou λ1|(3a′ − 3(B2n + p)) =⇒ λ1|3(a′ −B2n − p) =⇒
λ1 = 3 ou λ1|(a′ − (B2n + p)).

** G-2-2-1- Si λ1 = 3|λ⇒ 3|λ2 ⇒ 3|(b− a) mais 3|a =⇒ 3|b par suite la contradic-
tion avec a, b copremiers.

** G-2-2-2- Si λ1 6= 3 et λ1|(a′ −B2n − p) =⇒ λ1|(AmBn +B2n) =⇒ λ1|Bn(Am +
2Bn) =⇒ λ1|Bn ou λ1|(Am + 2Bn).

** G-2-2-2-1- Si λ1|Bn. Ce cas a été étudié ci-dessus.

** G-2-2-2-2- Si λ1|(An + 2Bn), nous retrouvons la condition (3.146).

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

3.2.2.7. Cas 3|a et b = 2p′ b 6= 2 avec p′|p : 3|a =⇒ a = 3a′, b = 2p′ avec
p = k.p′, d’où :

A2m = 4.p
3 .

a

b
= 4.k.p′.3.a′

6p′ = 2.k.a′ (3.149)

Calculons BnCl :

BnCl = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3 − cos
2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
(3.150)

mais 3
√
ρ2 = p

3 d’où en utilisant cos2 θ

3 = 3.a′

b
:

BnCl = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
= p

3

(
3− 43.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= k(p′ − 2a′)

(3.151)
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Comme p = b.p′, et p′ > 1, nous avons alors :

BnCl = k(p′ − 2a′) (3.152)
et A2m = 2k.a′ (3.153)

** H-1- Nous supposons que k est premier.

** H-1-1- Si k = 2, nous avons donc p = 2p′ = b, nous retrouvons le cas 3.2.3.3.

** H-1-2- Nous supposons k 6= 2. De A2m = 2k.a′ = (Am)2 =⇒ k|a′ et 2|a′, d’où
a′ = 2.k.a”2 =⇒ Am = 2.k.a”. Par suite k|Am =⇒ k|A =⇒ A = ki.A1 avec
i ≥ 1 et k - A1. kimAm1 = 2ka” =⇒ 2a” = kim−1Am1 . De BnCl = k(p′ − 2a′) =⇒
k|(BnCl) =⇒ k|Bn ou k|Cl.

** H-1-2-1- Supposons que k|Bn =⇒ k|B =⇒ B = kj .B1 avec j ≥ 1 et k - B1. Par
suite knj−1Bn1C

l = p′ − 2a′ = p′ − 4ka”2. Comme n ≥ 3 =⇒ nj − 1 ≥ 2, d’où k|p′
mais k 6= 2 =⇒ k|(2p′ = b), or k|a′ =⇒ k|(3a′ = a). Il s’ensuit la contradiction avec
a, b copremiers.

** H-1-2-2- Si k|Cl Nous obtenons le même résultat.

** H-2- Nous supposons k est non premier. Soit ω un nombre premier tel que
k = ωs.k1, avec s ≥ 1, ω - k1. Les équations (3.152-3.153) deviennent :

BnCl = ωs.k1(p′ − 2a′) (3.154)
et A2m = 2ωs.k1.a

′ (3.155)

** H-2-1- Supposons que ω = 2, nous avons alors les équations :

A2m = 2s+1.k1.a
′ (3.156)

BnCl = 2s.k1(p′ − 2a′) (3.157)

** H-2-1-1- Cas : 2|a′ =⇒ 2|a, mais 2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** H-2-1-2- Cas : 2 - a′. Comme 2 - k1, l’équation (3.156) donne 2|A2m =⇒ A =
2iA1, avec i ≥ 1 et 2 - A1. Nous déduisons que 2im = s+ 1.

** H-2-1-2-1- Nous supposons que 2 - (p′ − 2a′) =⇒ 2 - p′. De l’équation (3.157),
nous obtenons que 2|BnCl =⇒ 2|Bn ou 2|Cl :

** H-2-1-2-1-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1 et
j ≥ 1, par suite Bn1Cl = 2s−jnk1(p′ − 2a′) :

- Si s − jn ≥ 1, alors 2|Cl =⇒ 2|C, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +
2jnBn1 , et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s− jn ≤ 0, de Bn1Cl = 2s−jnk1(p′ − 2a′) =⇒ 2 - Cl, d’où la contradiction
avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 =⇒ 2|Cl.

** H-2-1-2-1-2- Nous obtenons les mêmes résultats si 2|Cl.
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** H-2-1-2-2- Nous supposons maintenant que 2|(p′−2a′) =⇒ p′−2a′ = 2µ.Ω, avec
µ ≥ 1 et 2 - Ω. Nous rappelons que 2 - a′. L’équation (3.157) s’écrit :

BnCl = 2s+µ.k1.Ω (3.158)

Cette dernière équation implique que 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** H-2-1-2-2-1- Supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec j ≥ 1 et 2 - B1.
Par suite : Bn1Cl = 2s+µ−jn.k1.Ω :

- Si s + µ − jn ≥ 1, alors 2|Cl =⇒ 2|C, pas de contradiction avec Cl =
2imAm1 + 2jnBn1 , et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s + µ − jn ≤ 0, de Bn1Cl = 2s+µ−jnk1.Ω =⇒ 2 - Cl, d’où la contradiction
avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 =⇒ 2|Cl.

** H-2-1-2-2-2- Nous obtenons les mêmes résultats si 2|Cl.

** H-2-2- Nous supposons que ω 6= 2. Nous avons alors les équations :

A2m = 2ωs.k1.a
′ (3.159)

BnCl = ωs.k1.(p′ − 2a′) (3.160)

Comme ω 6= 2, de l’équation (3.159), nous avons 2|(k1.a
′). Si 2|a′ =⇒ 2|a, mais 2|b

par suite la contradiction avec a, b copremiers.

** H-2-2-1- 2 - a′ et 2|k1 =⇒ k1 = 2µ.Ω avec µ ≥ 1 et 2 - Ω. De l’équation (3.159),
nous avons 2|A2m =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1 avec i ≥ 1 et 2 - A1, par suite 2im = 1+µ.
L’équation (3.160) devient :

BnCl = ωs.2µ.Ω.(p′ − 2a′) (3.161)

De l’équation (3.161), nous obtenons 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** H-2-2-1-1- Supposons 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec j ∈ N∗ et 2 - B1.

** H-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2 - (p′ − 2a′), alors nous avons Bn1Cl =
ωs2µ−jnΩ(p′ − 2a′) :

- Si µ−jn ≥ 1 =⇒ 2|Cl =⇒ 2|C, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +2jnBn1
et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si µ− jn ≤ 0 =⇒ 2 - Cl d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 .

** H-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|(p′ − 2a′) =⇒ p′ − 2a′ = 2α.P , avec α ∈ N∗
et 2 - P . Il s’ensuit que Bn1Cl = ωs2µ+α−jnΩ.P :

- Si µ+α− jn ≥ 1 =⇒ 2|Cl =⇒ 2|C, pas de contradiction avec Cl = 2imAm1 +
2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si µ+α− jn ≤ 0 =⇒ 2 - Cl d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 .

** H-2-2-1-2- Nous supposons maintenant que 2|Cn =⇒ 2|C. En utilisant la même
méthode décrite ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.
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3.2.2.8. Cas 3|a et b = 4p′ b 6= 2 avec p′|p : 3|a =⇒ a = 3a′, b = 4p′ avec
p = k.p′, k 6= 1 si non b = 4p ce cas a été étudié (voir paragraphe 3.2.2.6), alors
nous avons :

A2m = 4.p
3 .

a

b
= 4.k.p′.3.a′

12p′ = k.a′ (3.162)

Calculons BnCl :

BnCl = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3 − cos
2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
(3.163)

mais 3
√
ρ2 = p

3 , d’où en utilisant cos2 θ
3 = 3.a′

b
:

BnCl = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2 θ

3

)
= p

3

(
3− 43.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= k(p′ − a′)

(3.164)
Comme p = b.p′, et p′ > 1, nous avons :

BnCl = k(p′ − a′) (3.165)
et A2m = k.a′ (3.166)

** I-1- Nous supposons que k est premier. De A2m = k.a′ = (Am)2 =⇒ k|a′ et a′ =
k.a”2 =⇒ Am = k.a”. Par suite k|Am =⇒ k|A =⇒ A = ki.A1 avec i ≥ 1 et k - A1.
kmiAm1 = ka” =⇒ a” = kmi−1Am1 . De BnCl = k(p′ − a′) =⇒ k|(BnCl) =⇒ k|Bn
ou k|Cl.

** I-1-1- Supposons que k|Bn =⇒ k|B =⇒ B = kj .B1 avec j ≥ 1 et k - B1. Par
suite kn.j−1Bn1C

l = p′ − a′. Comme n.j − 1 ≥ 2 =⇒ k|(p′ − a′). Or k|a′ =⇒ k|a,
d’où k|p′ =⇒ k|(4p′ = b) et on arrive à la contradiction que a, b sont copremiers.

** I-1-2- Supposons que k|Cl, nous obtenons le même résultat que si k|Bn.

** I-2- Nous supposons k est non premier.

** I-2-1- Supposons que k = 4 =⇒ p = 4p′ = b, c’est le cas 3.2.2.3. déjà étudié
ci-dessus.

** I-2-2- Nous supposons que k ≥ 6 non premier. Soit ω un nombre premier tel que
k = ωs.k1, avec s ≥ 1, ω - k1. Les équations (3.165-3.166) deviennent :

BnCl = ωs.k1(p′ − a′) (3.167)
et A2m = ωs.k1.a

′ (3.168)

** I-2-2-1- Nous supposons que ω = 2.

** I-2-2-1-1- Si 2|a′ =⇒ 2|(3a′ = a), mais 2|(4p′ = b), par suite la contradiction
avec a, b copremiers.

** I-2-2-1-2- Nous avons 2 - a′. De l’équation (3.168), il s’ensuit que 2|A2m =⇒
2|A =⇒ A = 2iA1 avec 2 - A1 et :

BnCl = 2sk1(p′ − a′)
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** I-2-2-1-2-1- Supposons que 2 - (p′ − a′), de l’expression ci-dessus, nous avons
2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** I-2-2-1-2-1-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1. Par suite Bn1Cl =
22im−jnk1(p′ − a′) :

- Si 2im − jn ≥ 1 =⇒ 2|Cl =⇒ 2|C, il n’a pas de contradiction avec Cl =
2imAm1 + 2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im−jn ≤ 0 =⇒ 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 +2jnBn1 =⇒
2|Cl.

** I-2-2-1-2-1-2- Si 2|Cl =⇒ 2|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mêmes résultats.

** I-2-2-1-2-2- Supposons que 2|(p′ − a′). Comme 2 - a′ =⇒ 2 - p′. 2|(p′ − a′) =⇒
p′ − a′ = 2α.P avec α ≥ 1 et 2 - P . L’équation (3.167) s’écrit :

BnCl = 2s+αk1.P = 22im+αk1.P (3.169)

d’où 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** I-2-2-1-2-2-1- Nous supposons que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec 2 - B1.
L’équation (3.169) s’écrit Bn1Cl = 22im+α−jnk1P :

- Si 2im + α − jn ≥ 1 =⇒ 2|Cl =⇒ 2|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = 2imAm1 + 2jnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im + α − jn ≤ 0 =⇒ 2 - Cl, d’où la contradiction avec Cl = 2imAm1 +
2jnBn1 =⇒ 2|Cl.

** I-2-2-1-2-2-2- Nous supposons que 2|Cl =⇒ 2|C. Utilisant la même méthode
décrite ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** I-2-2-2- Nous supposons que ω 6= 2. Rappelons les équations :

A2m = ωs.k1.a
′ (3.170)

BnCl = ωs.k1(p′ − a′) (3.171)

** I-2-2-2-1- Nous supposons que ω, a′ sont copremiers, donc ω - a′. De l’équation
(3.170), nous avons ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1 avec ω - A1 et s = 2im.

** I-2-2-2-1-1- Supposons que ω - (p′−a′). De l’équation (3.171) ci-dessus, nous
avons ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** I-2-2-2-1-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1. Par suite Bn1Cl =
22im−jnk1(p′ − a′) :

- Si 2im − jn ≥ 1 =⇒ ω|Cl =⇒ ω|C, il n’a pas de contradiction avec Cl =
ωimAm1 + ωjnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im − jn ≤ 0 =⇒ ω - Cl, d’où la contradiction avec Cl = ωimAm1 +
ωjnBn1 =⇒ ω|Cl.

** I-2-2-2-1-1-2- Si ω|Cl =⇒ ω|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mêmes résultats.
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** I-2-2-2-1-2- Supposons que ω|(p′ − a′) =⇒ ω - p′ sinon ω|a′. ω|(p′ − a′) =⇒
p′ − a′ = ωα.P avec α ≥ 1 et ω - P . L’équation (3.171) s’écrit :

BnCl = ωs+αk1.P = ω2im+αk1.P (3.172)

d’où ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** I-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1, avec ω - B1.
L’équation (3.172) s’écrit Bn1Cl = 22im+α−jnk1P :

- Si 2im + α − jn ≥ 1 =⇒ ω|Cl =⇒ ω|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = ωimAm1 + ωjnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im + α − jn ≤ 0 =⇒ ω - Cl, d’où la contradiction avec Cl = ωimAm1 +
ωjnBn1 =⇒ ω|Cl.

** I-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que ω|Cl =⇒ ω|C. Utilisant la même méthode
décrite ci-dessus, nous obtenons les mêmes résultats.

** I-2-2-2-2- Nous supposons que ω, a′ ne sont pas copremiers, donc a′ = ωβ .a”
avec ω - a”. L’équation (3.170) devient :

A2m = ωsk1a
′ = ωs+βk1.a” (3.173)

Nous avons ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1 avec ω - A1 et s+ β = 2im.

** I-2-2-2-2-1- Supposons que ω - (p′−a′) =⇒ ω - p′ =⇒ ω - (b = 4p′). De l’équation
(3.171), nous avons ω|(BnCl) =⇒ ω|Bn ou ω|Cl.

** I-2-2-2-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1. Par suite Bn1Cl =
2s−jnk1(p′ − a′) :

- Si s − jn ≥ 1 =⇒ ω|Cl =⇒ ω|C, il n’a pas de contradiction avec Cl =
ωimAm1 + ωjnBn1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s−jn ≤ 0 =⇒ ω - Cl, d’où la contradiction avec Cl = ωimAm1 +ωjnBn1 =⇒
ω|Cl.

** I-2-2-2-2-1-2- Si ω|Cl =⇒ ω|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mêmes résultats.

** I-2-2-2-2-2- Supposons que ω|(p′ − a′ = p′ − ωβ .a”) =⇒ ω|p′ =⇒ ω|(4p′ = b),
mais ω|a′ =⇒ ω|a. D’où la contradiction avec a, b copremiers.

L’étude des cas du 3.2.2.9. est achevée.

3.2.2.9. Cas 3|a et b|4p : a = 3a′ et 4p = k1b. Comme A2m = 4p
3 cos

2 θ

3 =
4p
3

3a′

b
= k1a

′ et BnCl :

BnCl = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3 − cos
2 θ

3

)
= p

3

(
3− 4cos2 θ

3

)
= p

3

(
3− 43a′

b

)
= k1

4 (b−4a′)

(3.174)
Comme BnCl est un entier, on doit avoir 4|k1, ou 4|(b−4a′) ou (2|k1 et 2|(b−4a′)).
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** J-1- Si k1 = 1⇒ b = 4p : c’est le cas 3.2.2.6.

** J-2- Si k1 = 4⇒ p = b : c’est le cas 3.2.2.3.

** J-3- Si k1 = 2 et 2|(b−4a′) : Dans ce cas, nous avons A2m = 2a′ =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a.
2|(b − 4a′) =⇒ 2|b d’où la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est im-
possible.

** J-4- Si 2|k1 et 2|(b − 4a′) : 2|(b − 4a′) =⇒ 2|b =⇒ b = 2b′ et 2|k1 =⇒ k1 = 2k′1
avec k′1 > 2 et nous avons A2m = 2k′1a′, BnCl = k′1(b′ − 2a′) :

** J-4-1- Si k′1 est premier >2, alors A2m = 2k′1a′ =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a, or 2|b d’où la
contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible.

** J-4-2- Si k′1 est non premier. De A2m = 2k′1a′ =⇒ 2|(k′1.a′). Si 2|a′ =⇒ 2|a d’où
la contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible. Nous supposons que
2|k′1 et 2 - a′, de BnCl = k′1(b′ − 2a′) =⇒ 2|(BnCl) =⇒ 2|Bn ou 2|Cl.

** J-4-2-1- Supposons que 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A par suite 2|Cl =⇒ 2|C. Alors
la conjecture (1.1) est vérifiée.

** J-4-2-2- De même, si 2|Cl, nous arrivons à 2|Bn =⇒ 2|B et nous obtenons que
la conjecture (1.1) est vérifiée.

** J-5- Nous supposons que 4|k1 avec k1 > 4⇒ k1 = 4k′2, on a donc :

A2m = 4k′2a′ (3.175)
BnCl = k′2(b− 4a′) (3.176)

** J-5-1- Nous supposons k′2 est premier, de (3.175), nous avons k′2|a′. De (3.176),
k′2|(BnCl) =⇒ k′2|Bn ou k′2|Cl.

** J-5-1-1- Supposons k′2|Bn =⇒ k′2|B =⇒ B = k′β2 .B1 avec β ≥ 1 et k′2 - B1.
Par suite, nous avons k′nβ−1

2 Bn1 = b − 4a′ =⇒ k′2|b d’où la contradiction avec a, b
copremiers. Donc ce cas est impossible.

** J-5-1-2- Même résultat si nous supposons que k′2|Cl.

** J-5-2- Nous supposons que k′2 est non premier.

** J-5-2-1- Nous supposons que k′2 et a′ sont copremiers. De (3.175), k′2 s’écrit sous
la forme k′2 = q2j

1 .q
2
2 et q1 - q2 et q1 premier. BnCl = q2j

1 .q
2
2(b− 4a′) =⇒ q1|Bn ou

q1|Cl.

** J-5-2-1-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qf1 .B1 avec q1 - B1. Nous
obtenons Bn1Cl = q2j−fn

1 q2
2(b− 4a′) :

- Si 2j − f.n ≥ 1 =⇒ q1|Cl =⇒ q1|C mais Cl = Am +Bn donne aussi q1|C.
- Si 2j − f.n = 0, nous avons Bn1Cl = q2

2(b− 4a′), mais Cl = Am +Bn donne q1|C
par suite q1|(b− 4a′). Comme q1 et a′ sont premiers alors q1 - b.
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- Si 2j − f.n < 0 =⇒ q1|(b− 4a′) =⇒ q1 - b et Cl = Am +Bn donne q1|C.
Dans les 3 cas précédents, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** J-5-2-1-2- Nous obtenons les mêmes résultats si q1|Cl.

** J-5-2-2- Nous supposons que k′2 et a′ non copremiers. Soit q1 premier tel que
q1|k′2 et q1|a′. Ecrivons k′2 sous la forme qj1.q2 avec q1 - q2. De A2m = 2k′2a′ =⇒
q1|A2m =⇒ q1|A. Par suite de BnCl = qj1q2(b − 4a′) il s’ensuit que q1|(BnCl) =⇒
q1|Bn ou q1|Cl.

** J-5-2-2-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qβ1 .B1 avec β ≥ 1 et q1 - B1.
Par suite, nous avons qnβ1 Bn1C

l = qj1q2(b− 4a′) =⇒ B1C
l = qj−nβ1 q2(b− 4a′).

- Si j − nβ ≥ 1, alors q1|Cl =⇒ q1|C, mais Cl = Am + Bn donne q1|C, donc la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si j − nβ = 0, nous obtenons B1C

l = q2(b − 4a′), et q1|(b − 4a′) =⇒ q1|b car
q1|a′ =⇒ q1|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si j − nβ < 0 =⇒ q2|(b− 4a′) =⇒ q2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** J-5-2-2-2- Nous obtenons les mêmes résultats si nous supposons que q1|Cl.

** J-6- Si 4 - |(b − 4a′) et 4 - k1 c’est impossible. Nous supposons maintenant que
4|(b− 4a′)⇒ 4|b, et b− 4a′ = 4t.g avec 4 - g, alors nous avons :

A2m = k1a
′

BnCl = k1.4t−1.g

**-6-1- Nous supposons que k1 est premier. De A2m = k1a
′ il s’ensuit facilement

que k1|a′. De BnCl = k1.4t−1.g nous obtenons que k1|(BnCl) =⇒ k1|Bn ou k1|Cl.

** J-6-1-1- Supposons que k1|Bn =⇒ k1|B =⇒ B = kj1.B1 avec j > 0 et k1 - B1.
D’où kn.j1 Bn1C

l = k1.4t−1.g =⇒ kn.j−1
1 Bn1C

l = 4t−1.g. Or n ≥ 3 et j ≥ 1 donc
n.j−1 ≥ 2. Par suite comme k1 6= 2 alors k1|g =⇒ k1|(b−4a′) mais k1−a′ =⇒ k1|b
d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** J-6-1-2- Nous obtenons le même résultat si k1|Cl.

** J-6-2- Nous supposons que k1 est non premier, différent de 4 (cas dejà vu), avec
4 - k1.

** J-6-2-1- Si k1 = 2k′ avec k′ impair>1. D’où A2m = 2k′a′ =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a mais
4|b par suite la contradiction avec a, b copremiers.

** J-6-2-2- Nous supposons que k1 est impair avec k1 et a′ copremiers. Ecri-
vons k1 s’écrit sous la forme k1 = qj1.q2 avec q1 - q2 et q1 premier et j ≥ 1.
BnCl = qj1.q24t−1g =⇒ q1|Bn ou q1|Cl.

** J-6-2-2-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qf1 .B1 avec q1 - B1. Nous
obtenons Bn1Cl = qj−f.n1 q24t−1g.
- Si j − f.n ≥ 1 =⇒ q1|Cl =⇒ q1|C mais Cl = Am +Bn donne aussi q1|C.
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- Si j − f.n = 0, nous avons Bn1Cl = q24t−1g, mais Cl = Am +Bn donne q1|C par
suite q1|(b− 4a′). Comme q1 et a′ sont copremiers alors q1 - b.
- Si j − f.n < 0 =⇒ q1|(b− 4a′) =⇒ q1 - b et Cl = Am +Bn donne q1|C.
Dans les 3 cas précédents, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** J-6-2-2-2- Nous obtenons le même résultat si q1|Cl.

** J-6-2-3- Nous supposons que k1 et a′ non copremiers. Soit q1 premier tel que q1|k1
et q1|a′. Ecrivons k1 sous la forme qj1.q2 avec q1 - q2. De A2m = k1a

′ =⇒ q1|A2m =⇒
q1|A. Par suite deBnCl = qj1q2(b−4a′) il s’ensuit que q1|(BnCl) =⇒ q1|Bn ou q1|Cl.

** J-6-2-3-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qβ1 .B1 avec β ≥ 1 et q1 - B1.
Par suite, nous avons qnβ1 Bn1C

l = qj1q2(b− 4a′) =⇒ B1C
l = qj−nβ1 q2(b− 4a′) :

- Si j − nβ ≥ 1, alors q1|Cl =⇒ q1|C, mais Cl = Am +Bn donne q1|C, donc la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si j − nβ = 0, nous obtenons B1C
l = q2(b − 4a′), or q1|A et q1|B donc q1|C

et par suite q1|(b − 4a′) =⇒ q1|b car q1|a′ =⇒ q1|a d’où la contradiction avec a, b
copremiers.

- Si j − nβ < 0 =⇒ q1|(b− 4a′) =⇒ q1|b, d’où la contradiction avec a, b copre-
miers.

** J-6-2-3-2- Nous obtenons les mêmes résultats si nous supposons que q1|Cl.

Le Principal Théorème est démontré.

4 Exemples Numériques

4.1 Example 1 :
Soit l’exemple : 63 + 33 = 35 avec Am = 63, Bn = 33 et Cl = 35. Avec les

notations utilisées dans le papier, nous obtenons :

p = 36 × 73, q = 8× 311, ∆̄ = 4× 318(37 × 42 − 733) < 0 (4.1)

ρ = 38 × 73
√

73√
3

, cosθ = −4× 33 ×
√

3
73
√

73
(4.2)

Comme A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 =⇒ cos2 θ

3 = 3A2m

4p = 3× 24

73 = a

b
=⇒ a = 3 × 24, b =

73 ; alors :

cos
θ

3 = 4
√

3√
73
, p = 36.b (4.3)

On vérifie facilement l’équation (4.2) utilisant (4.3). Pour cet exemple, nous pouvons
utiliser les deux conditions de (3.9) comme 3|p ,b|4p et 3|a. Les cas 3.2.1.3 et 3.2.2.4
sont respectivement utilisés. Concernant le cas 3.2.1.3 c’est le sous cas A-2-2-1- qui
a été appliqué et la conjecture (1.1) est vérifiée. Pour le cas 3.2.2.4, c’est le sous-cas
F-2-2-1- qui est a été utilisé et la conjecture (1.1) est vérifiée. Nous trouvons pour
les deux cas que Am, Bn et Cl de l’exemple 1 ont un facteur commun ce qui est
vrai.
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4.2 Exemple 2 :
Soit le deuxième exemple : 74 + 73 = 143. Nous prenons Am = 74 , Bn = 73

et Cl = 143. Nous obtenons p = 57 × 76 = 3 × 19 × 76 , q = 8 × 710 , ∆ =
27q2 − 4p3 = 27 × 4 × 718(16 × 49 − 193) = −27 × 4 × 718 × 6075 < 0 , ρ =

19× 79×
√

19 , cosθ = − 4× 7
19
√

19
. Comme A2m = 4p

3 .cos
2 θ

3 =⇒ cos2 θ

3 = 3A2m

4p =

72

4× 19 = a

b
=⇒ a = 72, b = 4 × 19, alors cosθ3 = 7

2
√

19
et nous avons le cas

3|p et b|(4p). Le calcul de cosθ à partir de l’expression de cosθ3 confirme la valeur
ci-dessous :

cosθ = cos3(θ/3) = 4cos3 θ

3 − 3cosθ3 = 4
(

7
2
√

19

)3
− 3 7

2
√

19
= − 4× 7

19
√

19
Nous obtenons donc 3|p ⇒ p = 3p′, b|(4p) avec b 6= 2, 4 alors 12p′ = k1b =
3 × 76b. Ceci concerne le paragraphe 3.2.1.9. de la première hypothèse. Comme
k1 = 3 × 76 = 3k′1 avec k′1 = 76 6= 1. C’est le sous-cas D-4-1-2-4-2-2- avec la
condition 4|(3b− 4a). Vérifions alors :

3b− 4a = 3× 4× 19− 4× 72 = 32 =⇒ 4|(3b− 4a) (4.4)

avec A2m = 78 = 76 × 72 = k′1.a et k′1 non premier, avec a et k′1 non copremiers
avec ω = 7 - Ω(= 2). Nous retrouvons bien que la conjecture (1.1) est vérifiée avec
un facteur commun à savoir le nombre premier 7 un diviseur de k′1 = 76.

4.3 Exemple 3 :
Soit le troisième exemple : 194+383 = 573. Nous prenonsAm = 194,Bn = 383 et

Cl = 573. Nous obtenons p = 196×577 , q = 8×27×1910 , ∆ = 27q2−4p3 = 4×

1918(273×16×192−5773) < 0 , ρ = 199 × 577
√

577
3
√

3
, cosθ = −4× 34 × 19

√
3

577
√

577
.

Comme A2m = 4p
3 .cos

2 θ

3 =⇒ cos2 θ

3 = 3A2m

4p = 3× 192

4× 577 = a

b
=⇒ a = 3× 192, b =

4× 577, alors cosθ3 = 19
√

3
2
√

577
et nous avons le cas 3|a et b|(4p). Le calcul de cosθ à

partir de l’expression de cosθ3 confirme la valeur ci-dessus :

cosθ = cos3(θ/3) = 4cos3 θ

3 − 3cosθ3 = 4
(

19
√

3
2
√

577

)3

− 3 19
√

3
2
√

577
= −4× 34 × 19

√
3

577
√

577

Nous obtenons donc 3|a ⇒ a = 3a′ = 3 × 192, b|(4p) avec b 6= 2, 4 et b = 4p′
avec p = kp′ soit p′ = 577 et k = 196. Ceci concerne le paragraphe 3.2.2.8. de la
deuxième hypothèse. C’est le sous-cas I-2-2-2-2-1- avec ω = 19, a′, ω non copremiers
et ω = 19 - (p′ − a′) = (577− 192) avec s− jn = 6− 1× 3 = 3 ≥ 1, et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

4.4 Example 4 :
Enfin soit l’exemple 72 + 25 = 34, avec Am = 72;Bn = 25;Cl = 34. Nous

obtenons p = 4999 un nombre premier, q = 25 × 72 × 34 = 127008 � p. Par
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suite, nous trouvons que ∆ = 27q2 − 4p3 > 0. Alors, nous ne pouvons appliquer les
conditions du papier à cet exemple, car nous avons un exposant égal à 2. Alors la
condition que m,n, l > 2 est importante dans l’énoncé de la conjecture de Beal.

5 Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est vraie est certe
du niveau du premier cycle scientifique universitaire, a demandé l’étude de plusieurs
cas possibles. Nous avons confirmé la méthode par les quatre exemples numériques
présentés. En conclusion, nous annoncerions le théorème :

Theorem 5.1. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2016) : Soient A,B,C,m, n,
et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = Cl (5.1)

alors A,B, et C ont un facteur en commun.
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