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Résumé

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A, B,C,m,n,
et 1 des entiers positifs avec m,n,l > 2. §i A™ + B" = C' alors A, B, et C' ont un
facteur en commun. Nous considérons le polynéme P(z) = (x — A™)(z — B™)(z +
CY) = 23 — pr+q avec p, ¢ des entiers qui dépendent de A™, B™ et C'. La résolution
de 2% — px 4+ ¢ = 0 nous donne les trois racines 1, x2, £3 comme fonctions de p, ¢ et
d’un parameétre . Comme A™, B®, —C" sont les seules racines de 2° — pz + ¢ = 0,
nous discutons les conditions pour que 1, x2, x3 soient des entiers. Quatre exemples
numériques sont présentés.

Abstract

In 1997, Andrew Beal [I] announced the following conjecture : Let A, B, C, m,n,
and | be positive integers with m,n,l > 2. If A™ + B" = C' then A, B, and C have
a common factor. We begin to construct the polynomial P(x) = (z — A™)(z —
B™)(z + C') = 2% — px + ¢ with p,q integers depending of A™, B™ and C!. We
resolve 2 — px + ¢ = 0 and we obtain the three roots z1, 2,3 as functions of
p,q and a parameter . Since A™, B", —C' are the only roots of 2*> — px 4+ ¢ = 0,
we discuss the conditions that =1, xo, x5 are integers. Four numerical examples are
given.
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1 Introduction

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante :

Congjecture 1.1. Soient A, B,C,m,n, et [ des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™ 4 B" = ! (1.1)

alors A, B, et C' ont un facteur commun.

Dans ce papier, nous allons donner une démonstration complete de la conjecture
de Beal. Notre idée est de considérer un polynoéme P(z) de troisieme degré ayant
comme racines les nombres A™, B" et —C' en tenant compte de la condition .
Le papier est organisé comme suit : dans la section 2, nous exprimons les racines
de P(x) = 2® — px + ¢ = 0 en fonction de deux parametres p,f qui dépendent de
A™_ B™ et C'. La section 3 représente la partie importante du papier, nous obtenons
que A?™ = 4Epcosgg. Comime A2?™ est un entier, il s’ensuit que cos2§ doit étre écrit

. a . . . .
comme une fraction 3 ou a, b sont deux entiers positifs non nuls copremiers. Nous

discutons alors les conditions de divisibilité de p, a, b telles que 'expression de A2™
soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant les cas étudiés, nous obtenons
que A, B,C aient ou non un facteur commun. Dans la section 4, quatre exemples
numériques sont présentés et nous finissons par la conclusion en section 5.

1.1 Cas trivial

Nous commencons avec le cas trivial ou A™ = B"™. L’équation (|1.1)) devient :
24™ = (! (1.2)

Comme [ > 2, nous déduisons facilement que 2 est un facteur commun. La conjec-

ture (1.1]) est vérifiée.

Nous supposons dans la suite que A™ > B™.
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2 Calculs Préliminaires
Nous supposons la donnée de m,n,l € N* > 2 et A, B,C € N* tels que :
A™ 4 B" =" (2.1)

Nous appelerons :
P(z) = (z — A™)(x — B")(z + CY) (2.2)

Utilisant ’équation , P(z) peut s’écrire :
P(x) = 2° + 2[A™B" — (A™ + B")?] + A™B"(A™ + B") (2.3)
Nous introduisons les notations :
p=(A"+B")? - A™B";, ¢q= A"B"(A™ + B") (2.4)
Comme A™ # B", nous obtenons p > 0. L’équation devient :
P(z) =2’ —pr+q (2.5)

en utilisant ’équation (2.2)), P(xz) = 0 a trois racines réelles différentes : A™, B" et
—C'. Maintenant, résolvons I'équation :

Px)=2®—pr+q=0 (2.6)
Pour résoudre ([2.6]), posons :
r=u+v; a=A"B">0; B=(A"+ B")? (2.7

Alors P(x) = 0 donne les deux conditions sur u et v :
ud i =—q; ww=p/3>0 (2.8)
Alors u? et v® sont solutions de I’équation du second degré :
X?4+qgX +p*/271=0 (2.9)
Son descriminant A s’écrit :

27¢> —4p> A

A= q* —4p®/27 = 5 =5

avec :

A =27¢% —4p® = 27028 — 4(B — a)?®

Comme «a # 0, nous pouvons aussi re-écrire ’équation précédente comme :

3
A:a3<27ﬁ—4<ﬁ—1> )
Q «

Nous appelons t le parametre é, A devient :
e

A = a3 (27t — 4(t — 1))
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Notons :
y=y(t) =27t — 4(t — 1)3 (2.10)

Comme a > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la
fonction y montre que y < 0 pour ¢t > 4. Dans notre cas, nous sommes intéressés
at > 0. Pour ¢ = 4 nous obtenons y(4) = 0 et pour ¢ €]0,4[ y > 0. Comme nous
avons t = g > 4 parce que A™ # B" :

(A™ —B")? > 0= = (A" + B")? > 4a = 4A™B" (2.11)

Alors y < 0 = A < 0= A < 0. Alors I'équation (2.9) n’a pas de racines réelles
u® et v3. Retrouvons les solutions u et v avec x = u + v un réel positif ou négatif
et u.v =p/3.

2.1 Démonstration
Démonstration. Les solutions de I’équation (2.9)) sont :

_ —q+iv—A Xy = X — —q—iv—A

X
! 2 ’ 2

Nous devons résoudre :
u377q+z'\/fA_ USf*qfi‘/*A
N 2 ’ n 2

Ecrivons X sous la forme X; = pe' avec :

VI A _ VD, V-4 q (2.12)

= ;o sind = ——>0; cos=——<0
r 2 3V3 2p 2p

alors 0 [27] €] + g, +m], soit :

T T 6 =« 1 0 V3
— <46 —<-< = =< — 2.1
5 < <+7r:>6<3<3:>2<6053<2 (2.13)
et :
1 0 3
1< 00825 <3 (2.14)

d’olt 'expression de X5 : Xy = pe~ . Posons :

—14+ivV3

u=re; etjzi2 =e

oy

(2.15)
avec j est une racine complexe cubique de 1'unité, alors les solutions u et v sont :

up = re¥r = {’/ﬁeig
Uy = ret? — \B/Ejei% — W@i 3 (216)
O+4m

. . -0 -S4 -6 .
us =T€lw3 — \3/5]2613 _ \3/562 3 e+13 — Wel 5
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et similairement :

. e
vy = re” W1 = Ype '3
i 2 ;8 jAm 0 jAm—6
vy =re 2 = YpjleT's = Ype'TeTs = Ype' T3
. . Y] - 27 —6
V3 = re~ s — wje '3 — 3/’5@1 3
Nous devons choisir uy et vy tels que ug + vy, soit réel. Dans ce cas, nous avons
nécessairement :

(2.17)

V1 =Up; U2 = Uy U3 = U3

Nous obtenons comme solutions réelles de I’équation (2.6]) :

r1=ul +v] = Q%COSQ >0
To = U + Vg = 2%005%2” =—3p (cos% + \/gsmg) <0 (2.18)
T3 = us+ vy = 2%005%% = p (—cos% + \/gsmg) >0

Comparant les expressions de x7 et x3, nous obtenons facilement x; > x3. Comme

A™ B" et —C' sont les seules solutions réelles de (2.6)), nous considérons, comme
A™ est supposé supérieur a B", les expressions :

0
A" =21 =u; +v1 = 2\3/56085

0+ 4r

0 0
B™ =23 = u3 + v3 = 2{/pcos = 3p (—0083 + \/§sin3> (2.19)

042 0 0
—Cl=2y =us + vy = 2 pcos +3 T _ —p <0053 + \/gsmg)

3 La Démonstration du Principal Théoréeme
Theorem 3.1. Soient A, B,C,m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™ 4+ B" = C! (3.1)

alors A, B, et C ont un facteur commun.

0 . 0
Démonstration. A™ = 2{”/[30085 est un entier = A?™ = 44/ p20032§ est un entier.
Mais : »
V2 =75 3.2
P=3 (3.2)
Alors :
2m 3 0 4
A" = 4~/ p2cos 3= 4= .cos* = =p.3-c08°3 (3.3)

0
Comme A%™ est un entier, et p est un entier, alors 00525 doit étre écrit sous la

forme :

1
cos’~ =~ ou COS2§ =9 (3.4)

w
o
S
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avec b € N*, pour la derniére condition a € N* et a, b copremiers.

Notations : dans la suite du papier les scalaires a, b, ..., z, a, 5, ..., A, B, C, ... et
A, ®, ... représentent des entiers positifs sauf les parametres 6, p, ou ceux mentionnés
dans le texte, sont des réels.

1
3.1 Cas 00322 = i

Nous obtenons :

4 0 4.
A%m = p.g.cos2§ = —Zg (3.5)
1 20 3 1 1 3
- — << = 4 =1,2,3.
Comme4<6033<4:>4<b<4:>b< <3b=5b ,2,3

311 b=1

b=1= 4 < 3 ce qui est impossible.

3.1.2 b=2

41 2.
b=2= A" =p35= ?p = 3|p = p = 3p’ avec p’ # 1 parce que 3 < p, nous

obtenons :

AP = (A™)2 = %p =2p =2 = p =273
avec 2tp;, a+1=28
A™ = 26p, (3.6)

0
B"Cl = {/p? (3 - 400523> =p =272 (3.7)

De I'équation (3.6)), il s’ensuit que 2|A™ = A = 2°A;, i > 1 et 2 1 A;. Par suite,
nous avons 3 = i.m = im. L’équation (3.7) entraine que 2|(B"C!) = 2|B"™ ou
2|C!.

Cas 2|B" :Si 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec 2 { B;. L’expression de B"C!
devient : 4 4

B?Cl _ 221m—1—]np1
- Si 2im — 1 —jn > 1, 2|C! = 2|C en accord avec C! = 2imA™ 4+ 2I" BT et la
conjecture ([1.1)) est vérifiée.
-Si2im —1—jn < 0= 2{C!, d’oi la contradiction avec C! = 2™ AT + 2i"B7.

Cas 2|C' :Si2|C!: dela méme maniére traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes
résultats.



3 La Démonstration du Principal Théoreme 7

313 b=3

4p

41
b:3:>A2m=p.§.§:§:>9|p:>p:9p'avecp’7é1comm69<<p

alors A?™ = 4p’. Si p’ est premier c’est impossible. Nous supposons que p’ est non
premier, comme m > 3, il s’ensuit que 2|p’, d’ott 2|A™. Or B"C! = 5p’ et 2|(B"C").
En utilisant la maniere traitée du cas b = 2, nous obtenons les mémes résultats.

0 a
3.2 Casa>1, cos’= =~
’ 3 b
Nous avons donc :
0 a 0 4.p.a
27 _ 2. A2m — . 27 — .
cos" 3 = 35 p.=.co8 b (3.8)
ou a, b vérifient 'une des deux conditions :
({3lp et bl4p}| ou|{3la et bl4p}] (3.9)

et en utilisant ’équation (2.14]), nous obtenons une troisitme condition :

10)

0
Pour ces conditions, A%™ =43/ p20052% = 4§.COS2§ est un entier.
Etudions alors les conditions données par 1’équation ([3.9).

3.2.1 Hypothese : {3|p et bldp}

3.211. Casb=2et 3]p 3|p=p=23p avec p’ # 1 parce que 3 < p, et b = 2,

nous obtenons :
_4pa  43p'a  4p.a

AP — = = =27. 11
3b 3b 2 pa (3.11)
Comme : ) 9 5
9 a a
- === — 2 =1 12
g <cosg=r =< ;=a<2=a (3.12)

mais a > 1 alors le cas b = 2 et 3|p est impossible.

3.2.1.2. Cas b=4 et 3|p Nous avons 3|p = p = 3p’ avec p’ € N*, il s’ensuit :

4p.a  4.3p.a
AP o= 22— =9 3.13
3 3xa P (3.13)

et :
1 o0 a a 3
Z<005§f6—1<1é1<a<3¢af2 (3.14)

mais a,b sont copremiers. Alors le cas b = 4 et 3|p est impossible.
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3.21.3. Cas: b#£2,b#4, blp et 3|p Comme 3|p alors p = 3p’ et :

3373773 b b

aem = 2l _dpa_Ax e dpa (3.15)
Nous considérons le cas : blp’ = p’ =bp” et p” # 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir
paragraphe 3.2.1.8. Cas k¥’ = 1). Finalement, nous obtenons :
4b ”
A= =22 —dap”; B"C' = p".(3b — 4a) (3.16)
** A-1- Supposons que p” est premier, d’ou A?™ = dap” = (A™)? = p”|a. Or
B"C! = p”(3b — 4a) = p”|B™ ou p”|C".

** A-1-1- Si p”|B" = p”|B = B = p”B; with B; € N*. Par suite : p"" ! BC! =
3b—4a. Orn>2alors (n — 1) > 1 et p”|a, d’ot p”|3b = p” = 3 ou p”|b.

** A-1-1-1- Si p” = 3 = 3la, avec a s’écrit sous la forme a = 3a’2. Or A™ =
60’ = 3|A™ = 3|A = A = 3A4;. Dot 3" AT = 24’ = 3|d’ = d’ = 3a”.
Mais p""~1BrC! = 3" 1BrC! = 3b — 4a = 3" 2BPC! = b — 36a”?. Comme

n>2=n-—22>1, donc 3|b d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

** A-1-1-2- Nous supposons maintenant que p”|b, mais p”|a, d’ot la contradiction
avec a, b copremiers.

#* A-1-2- De la méme facon si p”|C! nous arrivons & des contradictions.
** A-2- Nous considérons que p” n’est pas premier.

** A-2-1- p”, a copremiers : A?™ = 4ap” => A™ = 2a’.p; avec a = a/? et p” = p?,
donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.

4 A-2-1-1- 2|d/, alors 2|a’ = 21 p;. Or p” = p3.
** A-2-1-1-1- Si p; est premier c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

** A-2-1-1-2- Donc p; est non premier et il s’écrit p; = w™ = p” = w?™. Par
suite B"C! = w?™(3b — 4a).

#¥ A-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B"™ ou
w|Ct.

% A-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { By, d'ot B}.C! =
W2 (3b — 4a).

#* A-2-1-1-2-1-1-1 Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B}.C' = 3b — 4a. Comme
Cl= A™ + B" = w|C! = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec
a’ donc premier avec a, par suite w { (3b), donc w # 3 et w 1 b. La conjecture ([1.1)
est vérifiée.
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** A-2-1-1-2-1-1-2 Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons
w|C!' = w|C et w|(3b—4a) et w t a et w # 3 et w 1 b. La conjecture (1.1 est vérifiée.

¥ A-2-1-1-2-1-1-3 Si 2m —nj < 0 = w"I~2mBr.Cl = 3b — 4a. Comme w|C
utilisant C! = A™ + B" d'ot C = wh.C; = wnI=2m+hipn Ol = 3b — 4a. Si
n.j —2m + h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w t Cj.
Donc n.j —2m + h. > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a,b copremiers et la conjecture est
vérifiée.

% A-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C!.

*k A-2-1-1-2-2- Maintenant, p” = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{.Q
avec wy premier f Q et f > 1 un entier, et wy |A. D’ott B"C! = w ™ Q2™ (3b—4a) =
w1 |(B"CY) = wy|B™ ou wy|CL.

ok A—2—1—1—2—2—1— Si wi|B" = w|B = B = w{Bl avec w; { By, d'ott BP.C! =
w2 (3h — 4a) :

% A-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m—n.j = 0, nous obtenons B}.C! = Q%™ (3b—4a). Comme
Cl = A™ 4+ B" = w;|C! = w,|C, et w1|(3b — 4a). Or w; # 2 et w; est premier
avec o’ donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc wy # 3 et wy 1 b. La conjecture
(1.1) est vérifiée.

*OA-2-1-1-2-2-1-2 Si 2f.m — n.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, nous
avons w|C! = w;|C et wq|(3b— 4a) et wy fa et wy # 3 et wy 1 b. La conjecture
(1.1)) est vérifiée.

Rk A-2-1-1-2-2-1-3 Si 2f.m —n.j < 0 = w72 Br O = 02M(3b — 4a). Comme
w1|C utilisant C! = A™ + B™ d’ott C' = w}.Cy = @I —2m-f+hipn ol = O2m(3p—
4a). Si n.j — 2m.f + h.l < 0 = w;|BPC! par suite la contradiction avec w; { By
et wy 1 Cy. Donc n.j —2m.f + h.d > 0 et w1|(3b — 4a) avec wi,a, b copremiers et la
conjecture (|1.1)) est vérifiée.

% A-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w; |CL.
¥ A-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 24a’ = 2{a. Or p” = p?.

** A-2-1-2-1- Si py est premier égal & 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|d’, d’oti la
contradiction avec a, b copremiers.

** A-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’py, py s’écrit sous la
forme p; = 2m~1w™ = p” = 22m724,2™ Par suite B"C! = 22m~2?™ (3b—4a) =
2|B™ ou 2|C".

¥ A-2-1-2-2-1- Si 2| B® = 2|B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22m~24,2m(3p—
4a) s’ensuit que si 2|(3b—4a) = 2|b mais comme 2 { a, il n’y aura de contradiction

avec a, b copremiers et la conjecture (1.1]) est vérifiée.

¥ A-2-1-2-2-2- Si 2|C!, nous obtenons les mémes résultats.
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** A-2-2- p”, a non copremiers : Soit w un nombre premier tel que w|a et w|p”.

** A-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?™ = 4dap” = 3|A, or 3|p, comme
p= A?" 4 B 4 AmB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous écrivons
A =3'A,, B =3By, C = 3"C; avec 3 est copremier avec A;,B; et Ci et p =
32mAm 4 32nipin 4 gimtin gmpn — 3k g avec k = min(2im, 2jn,im + jn) et
3 1 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|p” ce qui donne a = 3%ay, 31 a;y et
p” = 3kpy, 31 p avec A%™ = dap” = 3ZMAIM = 4 x 3T ay.p) = a + p = 2im.
Comme p = 3p’ = 3b.p” = 3b.3*p; = 3#T1.b.p;. L’exposant du facteur 3 de p est
k, Vexposant du facteur 3 du membre & gauche de I’équation précédente est p + 1
ajouté de 'exposant 5 de 3 du facteur b,avec 5 > 0, soit min(2im, 2jn,im + jn) =
g+ 1+ 3 en rappelant que o + p = 2im. Mais B"C' = p”(4b — 3a) ce qui donne
3th) prot = 36t p) (h—4x 3@ Vay) = 34+ p; (3%h) —4x 3@~ Vay), 31 b;. Nous
avons aussi A™+B" = C! donne 3™ AT +3/" B = 3" CL. Posons € = min(im, jn),
nous avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) = p+ 1+ (3.17)
a+p=2im (3.18)
€ = hl = min(im, jn) (3.19)
3athi gt — 3utly (38h) — 4 x 3(eVg,) (3.20)

** A-2-2-1-1- a =1 = a = 3ay et 31 aq, 'équation (3.18]) devient :
14 p = 2im (3.21)

et la premiére équation (3.17)) s’écrit :

k = min(2im,2jn,im + jn) = 2im + S (3.22)

-Si k = 2im = 8 = 0 soit 3 1 b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et
2im < im + jn = im < jn. La troisieme équation donne hl = ¢m. La derniere
équation donne nj + hl = p+ 1 = 2im = im = nj, par suite im = nj = hl et
BPC! = py(b—4ay). Si a,b sont copremiers, la conjecture (1.1)) est vérifiée.

- Si k = 2in ou k = im + in, nous obtenons § = 0,im = jn = hl et
BPCt = py(b—4ay). Si a,b sont copremiers, la conjecture (1.1)) est vérifie.

*HA22-1-2-a>1=a>2.

-Sik=2im=2im=p+14+p,0r p=2im—acequidonnea=1+p >
2 = 8 # 0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a,b copremiers.

-Sik=2n=p+1+8<2im=p+1+8<put+a=1+<a= =0
ou 3 =1.5168=1= 3|bor 3la, dou la contradiction avec a,b copremiers. Si
B =0 = 31b. Nous obtenons jn = hl < im car o > 1, par suite la conjecture
(1.1) est vérifiée.

-Sik =im+jn = im+jn < 2im = jn <im, et im+jn < 2jn = im < jn,
par suite im = jn. Comme k = im + jn =2im =14+ pu+ [ et a4+ pu = 2im qui
donne o« =1+ >2= > 1= 3|b, d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

** A-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w®a; avec w { ay et
p” = whpy avec w { p1. Comme A%™ = dap” = 4w H.a;.p) = wW|A = A = w'A,
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w{ Ay, Or B"C' = p”(3b — 4a) = whp;(3b — 4a) = w|B"C! = w|B" ou w|C".

% A-2-2-2-1- w|B" = w|B => B = w/B; et w{ By. De A" 4+ B" = ! =
w|C' = w|C. Comme p = bp’ = 3bp” = 3whbp; = Wk (WHMFAIM 4 W2n—kp2n 4
wimtin=k Am By avec k = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si =k, alors w{ b et la conjecture est vraie.

- Si k > p, alors wlb, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

- Si k < p, il s’ensuit de :

3w“bp1 — wk(w%mka%m + w2jn7kan + wierjnkarlnB?)
que w|A; ou w|B; ce qui en contradiction avec les hypotheses.

A-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = WwhC; avec w{ Cy. De A™ + B" = C! =
w|(C! — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de A-3-2-1-
ci-dessus.

Vérifions la condition (3.10)) donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition
devient :
p < 3A*™ <3p avec p= A"+ B>" + A™B" (3.23)

et 3A2™ < 3p = A?™ < p est donc vérifié. Si :
?

p < 3A?" = 24?™ — A™B™ — B> 70

En étudiant le signe du polynéme Q(Y) = 2Y?2 — B"Y — B?" et en prenant
Y = A™ > B", la condition 24%™ — A™B"™ — B2 > ( est vérifiée, par suite,
la condition b < 4a < 3b est vraie.

Dans la suite du papier, nous vérifions facilement que la condition b < 4a < 3b
implique a vérifier A™ > B"™ ce qu’est vrai.

3.214. Casb=3et 3|p: comme 3|p = p=3p’, nous écrivons :

A2m24p 29_47]99_4><3p’g:4p’a

3 3 3b 3 3 3

(3.24)

2

0
Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et cos 3 ne peut pas

prendre la valeur 1 en référence a ’équation (2.13)), alors nous avons nécessairement
3lp) = p' = 3p” avec p” # 1,sinon p = 3p' =3 x3p” = 9 mais 9 € (p =
A?m 4 B2 4 AmB") I'hypothése p” = 1 est impossible, alors p” > 1. D’ot :

_4p'a 4 x3pTa

Azm 3 5 — =47 B"C' = p”.(9 — 4a) (3.25)
1 0 3
Commez<c032§:%:%<Z:>3<4a<92commea>1,a:2etn0us
obtenons : 3079 — 4
A2m _ 4p77a — 8p”; Bncl — u — pn (326)

3
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Les 2 derniéres équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit 1’écri-
ture de p” en facteurs premiers : p” = [[,; pi* ol les p; sont des entiers premiers
et I un ensemble fini d’indices. Nous pouvons écrire p” = p{*.q1 avec p1  ¢1. De
(3.26)), nous avons p;|A et p;|B"C' = p;|B™ ou p;|CL.

** B-1- Supposons que p1|B" = B = pfl.Bl avec p1 1 By et 81 > 1. Par suite,
nous obtenons B} C! = pf‘l_"ﬁl.ql avec les cas suivants :

-Siap —np > 1= pi|C" = p,|C, il s’ensuit que la conjecture est
vraie.

-Siap —nB =0 = a; = nB = BC' = ¢ = p; 1 C! ce qui en
contradiction avec p;|(A™ — B™) soit p;|C!. Donc ce cas est impossible.

- Si a; —npB; < 0, nous obtenons p?ﬁl_alB{LCl = q1 = p1|q1 ce qui en contra-

diction avec p; { ¢1. Donc ce cas est impossible.

% B-2- Supposons maintenant que p;|C! = p;|C = C = p]*.Cy avec p; { Oy et
1 > 1. Par suite nous obtenons B"CL = p{ 7' ¢, avec les cas suivants :

-Sia; —ly; > 1 = p1|B™ = p1|B, il s’ensuit que la conjecture est
vraie.

-Siap—lyp =0= oy =1lyy = B"C; = ¢ = p1 1 B" ce qui en
contradiction avec p;|(C! — A™) soit p;|B™. Donc ce cas est impossible.

- Si ay — ly1 < 0, nous obtenons p"* ~** B"C! = q; = p1|q1 ce qui en contra-
diction avec p;  ¢1. Donc ce cas est impossible.

0
3.2.1.5. Cas 3|]pet b=p: Nous avons 0052§ = % = % et :
4p 0 4p a 4a
A = L2l =222 3.27
373 p 3 (8:27)

Comme A?™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p = 3|b. Comme a et b
sont copremiers, d’oti la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

3.216. Cas 3jpetb=4p 3lp=p=3p,p' #1 car 3 < p, par suite b = 4p =
12p'.
4p 0 4pa a
A= Lol P2y 3.28
33730 3 la (3.28)
car A?™ est un entier. Mais 3|p = 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec 'hy-
pothese a, b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

3.21.7.Cas 3jpetb=2p 3p=p=3p',p  #1car 3K p, dou b=2p=6p.

1 2
PL_2 g (3.29)

AP = 4—pcos2€ = =
3 3 3b 3

car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3|b, ce qui en contradiction avec
I’hypothese a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.
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3.2.1.8. Cas 3|p et b # 3 est un diviseur de p Nous avons b = p’ # 3, et p s’écrit
p=kp avec 3lk=k=23ket:

4 4
AP = gpcoszg = ?p% = 4ak’ (3.30)
0

B"Cl = g. (3 - 400523) =K' (3p' — 4a) = k' (3b — 4a) (3.31)

C-1-K #£1:

** (-1-1- Nous supposons que k' est premier, d’ott A?™ = 4ak’ = (A™)? = k/|a.
Or B"C! = k'(3b — 4a) = k'|B" ou k'|C".

#* C-1-1-1- Si k'|B" = k'|B = B = k' B; with B; € N*. Par suite K"~ !BpC! =
3b—4a. Or n > 2 alors (n — 1) > 1 et k'|a, d’ott ¥'|3b = k' = 3 ou k’|b.

#* C-1-1-1-1- Si k¥’ = 3 = 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a2. Or A™ =
6/ = 3|A™ = 3|A = A = 3A; with A; € N*. D’ou 3™ AP = 2d =
3la’ = a’ = 3a”. Mais ¥"""!B}C! = 3" 1BIC! = 3b — 4a = 3" 2BPC! =
b — 36a”%. Comme n > 2 => n — 2 > 1, donc 3|b d’ou la contradiction avec a,b
copremiers.

** (C-1-1-1-2- Nous supposons maintenant que k’|b, mais k’|a, d’ol la contradiction
avec a,b copremiers.

#* (C-1-1-2- De la méme fagon si k’|C!, nous arrivons & des contradictions.
** (C-1-2-On considere que k' n’est pas premier.

*%k (-1-2-1- Nous supposons que k', a copremiers : A?™ = 4ok’ = A™ = 2d'.p;
avec a = a’? et k' = p?, donc a’,p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p;
alors 2|a’ ou 2|p;.

¥ (C-1-2-1-1- 2|d’, alors 2|a’ = 2{p;. Or k' = p3.
** (0-1-2-1-1-1- Si p; est premier c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#% (-1-2-1-1-2- Donc p; est supposé non premier et il s’écrit p; = w™ = k' = w?™.
Par suite B"C! = w?™(3b — 4a).

% (C-1-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B"
ou w|C.

¥ (0-1-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { By, d'ot B}.C! =
w?m=n (3b — 4a).

- Si 2m —n.j = 0, nous obtenons B?.C! = 3b — 4a Comme C! = A™ 4 B" —
w|C' = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc premier avec
a, par suite w 1 (3b), donc w # 3 et w t b. La conjecture est vérifiée.

- Si 2m—nj > 1, 14 aussi, avec le méme raisonnement, nous avons w|C! = w|C
et w|(3b—4a) et wia et w# 3 et wib. La conjecture est vérifiée.
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-Si2m —nj < 0 = wI=2mBr.C! = 3b — 4a. Comme w|C utilisant C! =
Am+B" d’'ot C = wh.Cy = wi=2mthipn O = 3b—4a. Sin.j—2m+h.l <0 =
w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w { Cy. Donc n.j — 2m + h.l > 0
et w|(3b — 4a) avec w, a,b copremiers et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

¥ (C-1-2-1-1-2-1-2- Si w|C?, nous obtenons les mémes résultats.

#¥ (0-1-2-1-1-2-2- Maintenant, k' = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{.Q
avec wy premier f Q et f > 1 un entier, et wi|A. D’ott B"C! = w3 ™02 (3b—4a) =
wi|(B"CY) = w1|B™ ou wy|C!.

% (-1-2-1-1-2-2-1- Si w1 |B" = w;|B = B = w) B avec w; { By, d’ot B}.C! =
w02 (3D — 4a).

- Si 2f.m — n.j = 0, nous obtenons BP.C! = Q?™(3b — 4a). Comme C! =
A™ 4 B" = w;|C! = w1 |C, et wi|(3b— 4a). Or w; # 2 et w; est premier avec a’
donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc wy # 3 et wy {1 b. La conjecture
est vérifiée.

- Si2f.m—n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous avons wy |C! =
w1|C et wi|(3b—4a) et wy fa et wy # 3 et wy tb. La conjecture est vérifiée.

-Si2fm—nj < 0= WM IBr Ol = 02(3b — 4a). Comme w;|C' uti-
lisant C! = A™ + B", d’'ou C = wi.Cy = wni=2m-Jthipn O = O2m(3ph — 4a).
Sin.j —2m.f + hl < 0 = w|BPC!, par suite la contradiction avec w; t By et
w1 1 Cy. Donc n.j —2m.f + hd > 0 et wi|(3b — 4a) avec wi,a,b copremiers et la
conjecture est vérifiée.

% (0-1-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w;|C’.
¥ (0-1-2-1-2- Si 2|py : alors 2|p; = 2t a’ = 2{a. Or k/ = p?.

** (C-1-2-1-2-1- Si p; est premier égal a 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’olt
la contradiction.

** (-1-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a’p;, p1 s'écrit
sous la forme p; = 2m~1w™ = p” = 22m~22M Par suite B"C! = 22m 20,2 (3b—
4a) = 2|B™ ou 2|C".

% (0-1-2-1-2-2-1- Si 2| B® = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22m~2,2™ (3p—
4a) s’ensuit que si 2|(3b—4a) = 2|b mais comme 2 1 a, il n’y aura de contradiction
avec a, b copremiers et la conjecture (1.1 est vérifiée.

¥ (C-1-2-1-2-2-2- Méme résultat Si 2|C”.

** (-1-2-2- Nous supposons k’,a non copremiers : soit w un nombre premier tel
que wla et w|p”.

¥ (0-1-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A%*™ = 4ak’ = 3|A, or 3|p, comme
p= A* + B 4+ AmB" = 3| B?>" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. Nous écrivons
A =3'A;, B =3By, C = 3"C; avec 3 est copremier avec A1,B; et C; et p =
32im A2m 4 32njpin 4 gimtin gmpr — 35 g avec s = min(2im, 2jn,im + jn) et
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3 1 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)|k’ ce qui donne a = 3%y, 31 a; et
k' = 3Hp1, 31 p; avec A?™ = dak’ = 32 A2 = 4 x 3°TH q).p; = a + p = 2im.
Comme p = 3p’ = 3b.k' = 3b.3"p; = 3#*1.b.p;. L’exposant du facteur 3 de p est
s, exposant du facteur 3 du membre a gauche de ’équation précédente est u + 1
ajouté de 'exposant 8 de 3 du facteur b,avec 5 > 0, soit min(2im, 2jn,im + jn) =
p+ 1+ B en rappelant que a 4 p = 2im. Mais B"C' = k'(4b — 3a) ce qui donne
3uth) prot = 36t p) (h—4x 3@ Vay) = 34+ p; (3%h) —4x 3@ Vay), 31 b;. Nous
avons aussi A™+ B" = C! donne 3™ AT +3/" B} = 3" Cl. Posons € = min(im, jn),
nous avons € = hl = min(im, jn). Nous avons les conditions :

s =min(2im,2jn,im + jn) =pu+1+4 (3.32)
o+ p=2im (3.33)
€ = hl = min(im, jn) (3.34)
3thli gt — gutly (38h) — 4 x 3@ Vg,) (3.35)

* (C-1-2-2-1-1- « = 1 = a = 3ay et 31 aq, I'équation (3.33) devient :
1+p=2im (3.36)

et la premieére équation (3.32]) s’écrit :

s = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + 8 (3.37)

- Si s = 2im = B = 0 soit 3 1b. Nous obtenons 2im < 2jn = im < jn, et
2im < im + jn = im < jn. La troisieme équation donne hl = im. La
derniére équation donne nj + hl = p+ 1 = 2im = im = jn, par suite
im = jn = hl et B'C} = p1(b — 4a1). Si a,b sont copremiers, la conjecture
est vérifiée.

-Si s = 2jn ou s = im + jn, nous obtenons S = 0,im = jn = hl et
BPCt = py(b—4ay). La aussi, si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

** C-1-2-2-1-2-a> 1= a > 2.

-Sis=2im=2im=p+1+ 6, 0or p=2im— «a ce qui donne a =1+ >
2 = 8 # 0 = 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a,b copremiers.

-Sis=2n=p+1+B8<2im=pu+1+8<pta=1+8<a=B=0
ou 3 =1.5i8=1= 3Jbor 3|a, dou la contradiction avec a,b copremiers et la
conjecture est non vérifiée. Si 8 = 0 = 3 1 b. Nous obtenons jn = hl < im
car o > 1, par suite la conjecture est vérifiée.

-Sis =im+jn = im+jn < 2im = jn < im, et im+jn < 2jn = im < jn,
par suite im = jn. Comme s =im+jn=2im =1+ pu+ 0 et a + p = 2im qui
donne a =143 > 2= 3 > 1= 3|b, d’out la contradiction avec a,b copremiers.

** (-1-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w%a; avec w { a; et
k' = whp; avec w t p1. Comme A%™ = dak’ = 4wt .a1.p) = w|A = A = wW'A;,
wt A Or B"C' = K'(3b — 4a) = whp; (3b — 4a) = w|B"C' = w|B™ ou w|C".

¥ (C-1-2-2-2-1- w|B" = w|B == w/B; et w { B;. De A™ + B" = C! =
w|C!' = w|C. Comme p = bp’ = 3bk’ = 3whbp; = w®(WHM=5AIM 4 H2In—spIn 4
wimtin=s AmBn) avec s = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si p = s, alors w1 b et la conjecture est vraie.
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- Si s > p, alors w|b, or w|a d’ott la contradiction avec a, b copremiers.
- Si s < u, il s’ensuit de :

3w,ubp1 — ws(w%mfsA%m + w2jnfsBl2n + wierjnfsA;nB?)
que w|A; ou w|B; ce qui en contradiction avec les hypotheses.

i (0-1-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"C avec w{ Cy. De A™ + B" = C! =
w|(C! — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de 2-2-1- ci-
dessus.

*k C-2- k' =1 : par suite k¥’ = 1 = p = 3b, alors nous avons A?™ = 4a, par suite
a est pair et :

A"B" = Z\fcosf p smf - cose M — —2a
3 3 3
ou encore :
2
A2M 4o Am B — p\[ 2 ob/BsinZ (3.38)

20
Le membre a gauche de (3.38)) est un entier et b aussi, alors 2\/§sm§ peut étre

écrit sous la forme :

2
2\fsm o Zl (3.39)
2

ol k1, ko sont deux entiers copremiers et k;2|b = b= ko.ks.

4 C-2-1- k' =1 et k3 # 1 : alors A?™ +2A™B"™ = k3.k;. Soit p un entier premier
tel que plks. Si p = 2 = 2|b mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a,b copre-
miers. Nous supposons donc p # 2 et plks, alors u|A™(A™ + 2B™) = p|A™ ou
p[(A™ +2B™).

B C-2-1-1- p|A™ @ Si p|A™ = p|A?™ = plda = pla. Comme plky = plb et
que a, b sont copremiers d’ou la contradiction.

5 C-2-1-2- p|(A™ +2B™) : Si p|(A™ +2B™) = put A™ et pt2B™ alors p # 2 et
wt B™. u|(A™ + 2B™), nous pouvons écrire A™ + 2B™ = p.t'. 1l s’ensuit :

A™ 4 B" = ut' — B" = A*™ 4 B> 4 2A™B" = i*t"* — 2t'uB" + B*"
En utilisant ’expression de p, nous obtenons :
=t?u? -2t B"u + B"(B" — A™)
Comme p = 3b = 3ko.k3 et pulks d’ott ulp = p = ', alors nous avons :
W= p(pt'? = 2t'B") + B"(B" — A™)
et u|B™(B™ — A™) = u|B™ ou u|(B™ — A™).

* (C-2-1-2-1- p|B™ = Si p|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec C-2-1-2-.
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4 C-2-1-2-2- p|(B™ — A™) @ Si pu|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B™), nous
obtenons :
p|B™ = p|B
u|3B" = ¢ ou (3.40)
nw=3
** C-2-1-2-2-1- pu|B™ : Si p|B™ = u|B ce qui est en contradiction avec C-2-1-2-
ci-dessus.

K C-2-1-2-2-2- 4 = 3 : Si p = 3 = 3|ks = k3 = 3k}, et nous avons b = koks =
3kok}, il s’ensuit p = 3b = 9kak} alors 9|p, mais p = (A™ — B™)? + 3A™B™ alors :

okl —3A™B™ = (A™ — B™)?

que nous écrivons :

3(3kokl — A™B") = (A™ — B")? (3.41)

d’ot :
3|(3kakl — A B") = 3|A™B" = 3|A™ ou 3|B"

¥ (C-2-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A et nous avons aussi 3|A?™, mais A?™ =
40 = 3|4a = 3Ja. Comme b = 3kzk% alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’ou la
contradiction. Alors 3 1 A.

¥ (0-2-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3|B" = 3|B, or I'équation implique 3|(A™ —
B")? = 3|(A™ — B") = 3|A™ = 3|A. Mais en utilisant le résultat du cas
précédent, nous obtenons 3 { A.

Alors I’hypothese ks # 1 est impossible.

** (-2-2- Maintenant, nous supposons que k3 = 1 = b = ko et p = 3b = 3ko.

Nous avons alors : 0k
2\/§sm§ = ?1 (3.42)

avec ki, b copremiers, nous écrivons (3.42)) comme :

0 0 k
4\/§5in§cosg = ?1

, 50 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant cos 3 par 7 nous obtenons :

3x4%a(b—a)=k? (3.43)
ce qui implique que :
3la ou 3|(b—a)

¥ (0-2-2-1- 3|a : Si 3|a, comme A?™ = 4a = 3|A™, mais p = (A™—B")?>+3A™B"
et que 3|p = 3|(A™ — B")? = 9|(A™ — B™)2. D’ou 9|(p = 3b) = 3|b, il s’ensuit
la contradiction avec a, b copremiers.

*4 (C-2-2-2- 3|(b—a) : Considérons maintenant que 3|(b—a). Comme k; = A™(A™+
2B™) d’apres léquation (3.38) et que 3|k; = 3|A™(A™ + 2B™) = 3|A™ ou
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3|(A™ + 2B™).

¥ (C-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A = 3|A®™ alors 3|4a = 3|a, mais 3|(b —
a) = 3|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% (0-2:2-2-2- 3|(A™ 4+ 2B") : Si :
3|(A™ + 2B™) = 3|(A™ — B") (3.44)

mais p = A?™ + B 4 AmB" = (A™ — B")? + 3A™B" alors p — 3A™B" =
(A™ — B")? = 9|(p — 3A™B") ou 9|(3b — 3A™B"), d’ou 3|(b — A™B") mais
3|/(b —a) = 3|(a — A™B"™). Comme A*™ = 4a = (A™)? = 3Ja’ € N* et
a=a? = A™ = 2d'. Nous arrivons a 3|(a’? — 2a’B") = 3|da’(a’ — 2B™) :

*(0-2-2-2-2-1- 3|a’ : Si 3la’ = 3|a’> = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b, dou la
contradiction avec a, b copremiers.

** (0-2-2-2-2-2- 3|(a’—2B") : Si 3|(a’—2B™) = 3|(2d' —4B") = 3|(A™—4B") =
3|(A™ — B™), nous retrouvons ’hypothése de départ (3.44]) ci-dessus.

L’étude du cas 3.2.1.8. est donc achevée.

3.2.1.9 Cas 3|p et b|dp : Les cas suivants ont été déja étudiés :
*3|p, b=2 = bldp : cas 3.2.1.1.

*3|p, b=4 = bldp : cas 3.2.1.2.

*Bp=p=3p,bjp) = p =bp”, p” #1: cas 3.2.1.3.

*3|p, b=3 = b|dp : cas 3.2.1.4.

*3lp=p=3p,b=p' = b|4dp : cas 3.2.1.8.

** D-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p = p = 3p’ et 4p = 12p’. En prenant
b = 12, nous avons b|dp. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 = 3 < a < 9.
Comme 2|b et 3|b, les valeurs possibles de a sont 5 et 7.

50p"  5p

4p a
# Dol-loag =5 et b=12 = 4p = 12/ = bp/. Or A2m — -2 & _ -
a=0¢ p=2tep = op- Ut 35 3 3

3|p' = p’ = 3p” avec p” € N*, alors p = 9p”. Nous avons :

A% = 5p” (3.45)

4
B"C! = ?p (3 - 400522) =4p” (3.46)

Si p” est premier : ¢’est impossible. Nous supposons que p” est non premier, il s’écrit
p”’ = wp1,s > 1, st p1. L’équation devient A?™ = 5wp; = w|A*™ —
w|A. L’équation donne B"C! = 4w®p; = w|B" ou w|C!. Si w|B" = w|B.
Comme C! = A™ + B"| par suite w|C' = w|C. a,b sont copremiers, par suite, la
conjecture (|1.1)) est vérifiée.

De méme, si w|C! = w|B, et la conjecture (|1.1)) est vérifiée.
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4p a 120" 7
¥ PD1-2-g=Tetb=12 = 4p = 12p' = bp’. Or A?" = = — = — =
. “ ¢ b P P g 3 b 3 12
g = 3|p’ = p = 9p”. Nous avons :
AP = Tp” (3.47)
4 50
BC! = zf (3 4cos? 3) = 8p” (3.48)

En utilisant la méme méthode utilisée en D-1-1- ci-dessus, nous obtenons que la

conjecture (|1.1) est vérifiée.
Comme 3|p = p = 3p’ et b|dp = Tk1 € N* et 4p = 12p’ = k1b.

4 D-2-ky =1:Sik; = 1donch = 12p/, (p' # 1sinonp = 3 < A>™ B2+ AmB").
4 0 12p 4p'.
Mais A%™ = §.0052§ = Tp% = 1};]; = % = 3la car A?™ est un entier, d’ou la

contradiction avec a, b copremiers.

4 0 k.
* D3-ky =3:Sik =3, dot b=4p et A2 = L 0527 = 0 | 16 caleul

3 3 3
pV3 . 20

e
3 3 2,bO .
J

de A™B™ donne A™B" =

20
A?™ 4 2A™B" = neg = 2p ! 3sin— (3.49)

20
Le membre & gauche de ([3.49)) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sm§ peut étre

écrit sous la forme :

2
2V/3 Bsiny o ZQ (3.50)
3

ou ko, k3 sont deux entiers copremiers et k3|p = p’ = k3.ky.
** D-3-1- k4 # 1 : Nous supposons k4 # 1, alors :
AP L 2AM BT = kg ky (3.51)

Soit p un entier premier tel que plks. Alors p|A™(A™ + 2B™) = u|A™ ou
pl(A™ 4+ 2B"™).

¥ D-3-1-1- p|A™ : Si p|A™ = p|A?™ = pla. Comme plky = plp’ = p|(4p’ =
b). Or a, b sont copremiers d’ou la contradiction.

% D-3-1-2- p|(A™ +2B™) : Si p|(A™ +2B™) = pt A™ et p42B™ alors p # 2 et
wt B™. u|(A™ + 2B™), nous pouvons écrire A™ + 2B™ = p.t'. 1l s’ensuit :

Am+Bn :/Ltl—Bn :>A2m+32n+2AmBn :,U/Qtlg _2t/MBn+B2n

Utilisant I'expression de p, nous obtenons p = t"?u? — 2¢/B™y + B"( B" — A™).
Comme p = 3p’ et ulp’ = u|(3p’) = plp, on peut écrire :Ip’ et p = pp’, alors nous
avons :

W= p(pt'? = 2t'B") + B"(B" — A™)
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et u|B™"(B™ — A™) = u|B" ou p|(B™ — A™).
** D-3-1-2-1- p|B™ : Si p|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec D-3-1-2-.

5 D-3-1-2-2- pl(B™ — A™) : Si pl(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B™), nous
obtenons :
pul|B"
wl3B" = ¢ ou (3.52)
nw=3
* D-3-1-2-2-1- pu|B™ : Si pu|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec D-3-1-2-.

** D-3-1-2-2-2- p =3 : Si p =3 = 3|ky = k4 = 3k}, et nous avons p’ = kzks =
3kskl, il s’ensuit p = 3p’ = 9k3zk/, alors 9|p, mais p = (A™ — B™)2 +3A™B" alors :

kKl — 3A™B"™ = (A™ — B")?

que nous écrivons : 3(3k4kl — A™B") = (A™ — B™)2 d’ou : 3|(3k4kl — AT B") =
3|A™B"™ = 3|A™ ou 3|B™.

¥ D-3-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A*™ = 3|a, mais 3|p’ = 3|(4p’) soit 3|b
d’oti la contradiction avec a, b copremiers. Alors 3 1 A.

** D-3-1-2-2-2-2- 3|B™ : Si 3|B™ or A™ = ut' — 2B™ = 3t — 2B™ = 3|A™, ce qui
est contradictoire. Alors I’hypotheése ky # 1 est impossible.

** D-3-2- k4 = 1 : Maintenant, nous supposons que ky = 1 = p’ = ksks = k.
Nous avons alors :

20 ko
2v3sin— = — 3.53
V3sinz = (3.53)
avec ko, p’ copremiers, nous écrivons ([3.53)) comme :

0 0 k
4\/§sin§cos§ = i

0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant 0052§ par 3 et b = 4p’, nous
obtenons :

3.a(b—a) = k3 (3.54)
ce qui implique que :
3la ou 3|(b—a)
#* D-3-2-1- 3|a : Si 3|a = 3|A?™ = 3|A, comme p = (A™ — B")2 + 3A™B" et
que 3|p = 3|(A™ — B")? = 3|(A™ — B"). Or 3|A d’ou 3|B" = 3|B, il s’ensuit
9p = 3|p’ = 3|(4p’ = b). D’ou la contradiction avec a,b copremiers.

** D-3-2-2- 3|(b—a) : Si 3|(b—a). Comme ko = A™(A™ 4 2B™) d’aprés 1’équation
B51) et que 3|ky = 3|A™(A™ + 2B™) = 3|A™ ou 3|(A™ + 2B™).

¥ D-3-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?’™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’out la
contradiction avec a, b copremiers.
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% D-3-2-2-2- 3|(A™ + 2B") :
3|(A™ + 2B") = 3|(A™ — B") (3.55)

mais p = A2™ 4 B2 { AMBn — (A™ — B")2 4 3AMB" alors p — 3A™B" =
(A™ — B")? = 9|(p — 3A™B") ou 9|(3p’ — 3A™B"), d’ou 3|(p) — A™B") =
3|4(p) — 4A™B"™) = 3|(b — 4A™B") mais 3|(b — a) = 3|(a — A™B"). Comme
3|(A%™ — 4A™B") = 3|A™(A™ — 4B™).

#* D-3-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ott la
contradiction avec a, b copremiers.

%% ).3.2.2.2.2 3|(A™ —4B") : Maintenant si 3|(A™ — 4B") = 3|(A™ — B"), nous
retrouvons ’hypothése de départ (3.55]) ci-dessus.

** D-4- Nous supposons k; # 3 et 3|ky = k1 = 3k} avec k] # 1, alors 4p =

dp L0 KD
12 = kb = 3K\b = dp/ = kb, A?™ gécrit A2 = Leos? = Z0L g et

337 3%

0 ki
B"C! = g 3 — 400525 = Zl(?)b —4a). Comme B"C! est un entier, on doit avoir

4|(3b — 4a) ou 4|k] ou [2|k] et 2|(3b — 4a)].

o D41 4/(3b — 4a)

** D-4-1-1- On suppose que 3b — 4a = 4 = 4|b = 2|b. Nous avons alors :
A2m — k'la
B"C' =k}

** D-4-1-1-1- Si k| est premier, de B"C! = k!, c’est impossible.

** D-4-1-1-2- Nous supposons que &} > 1 est non premier. Soit w un nombre pre-
mier tel que w|k].

** D-4-1-1-2-1- Nous supposons que k] = w®, avec s > 6. Nous avons donc :

AP = o (3.56)
B"C!' = w* (3.57)

** D-4-1-1-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k] sont non copremiers alors 2|a, comme
2|b, c’est la contradiction avec a,b copremiers.

** D-4-1-1-2-1-2- Supposons w = 2 et a, k] sont copremiers donc 2 1 a. De ,
nous en déduisons que B = C' = 2 et n+l = s, et A?™ = 2°.a, mais A™ = 2! 2" —
A2m — (21 _ 2n)2 — 221 +22n _ 2(21+n) — 22[ +22n — 2% 925 =95 _— 22l + 2277, —
2%(a + 2). Si I = n, nous obtenons a = 0 d’ou la contradiction. Si [ # n, comme
Am =2l — 2" > 0= n <= 2n < s, dou 227(1 + 2220 _ 2s+1=2n) — 9ongl 4
Posons | = n+4+mn; = 1422727 _25+1=2n — 91 o7 le terme & gauche est impair
et le membre a droite est pair d’ou la contradiction. Donc le cas w = 2 est impossible.

** D-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k] = w® avec w # 2 :
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** D-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k] sont non copremiers, alors wla = a =
wt.ay et tfay. Nous avons donc :

A% = 5t gy (3.58)
B"C! = w* (3.59)

De , nous déduisons que B® =w™, C" =wlet s=n+1. Bt A =w! —w" >
0 = [ > n. De plus, A?™ = wtt.q; = (W —w")? = W + W — 2 x w*. Comme
w # 2 = w est impair, par suite 42" = w*tt.a; = (W' — w")? est pair, donc
2|a; = 2|a ce qui est en contradiction avec a, b copremiers, alors ce cas est impos-
sible.

** D-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k] sont copremiers, avec :

AP =S (3.60)
B"C! = w* (3.61)

De (3.69)), nous déduisons que B” = w" et C' = w! et s = n+1. Comme w # 2 = w
est impair et A2™ = w*.a = (w! —w™)? est pair, d’olt 2|a. Par suite la contradiction
avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2- Nous supposons que k] = w®.ko, avec s > 6, w { ky. Nous avons
donc :

A% = % ko.a (3.62)
B"C' = w® ko (3.63)

** D-4-1-1-2-2-1- Si ko est premier, de la derniére équation ci-dessus, w = ko, c’est
en contradiction avec w { ka. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2- Nous supposons que kj = w®.ky, avec s > 6, w { ko et ko non
premier. Nous avons donc :

AP = % kg.a (3.64)
B"C! = w® ko (3.65)

** D-4-1-1-2-2-2-1- Nous supposons w, a copremiers

** D-4-1-1-2-2-2-1-1- Supposons w = 2, si a, ks sont non copremiers alors 2|a,
comme 2|b, ¢’est la contradiction avec a, b copremiers. Si a, ko sont copremiers donc
2ta. De , nous en déduisons que B = C' = 2 et n+1 = s, et A>™ = 2°.a, mais
A™ = 2l —on — A2m — (2l _ 2n)2 —_ 22[ +22n _ 2(2l+n) — 22[ +22n 2% 925 =
2%.a = 2% 4+ 22" = 2%(a + 2). Si I = n, nous obtenons a = 0 d’ott la contra-
diction. Si [ # n, comme A™ = 20 —2" > 0 = n < | = 2n < s, do
220 (1 4 2220 _9s+1-2n) — 9n9l ¢ Posons | = n +ny = 1 2220 _gs+1-2n —
2™ .a, or le terme a gauche est impair et le membre a droite est pair d’ou la contra-
diction. Donc le cas w = 2 est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2-1-2- Supposons maintenant que w # 2.
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** D-4-1-1-2-2-2-1-2-1- Supposons que a, k] sont non copremiers, alors wla = a =
wt.ay et tfay. Nous avons donc :

A% = 5t gy (3.66)
B"C! = w* (3.67)

De , nous déduisons que B =w™, C" =wlet s=n+1. Bt A =w! —w" >
0 = [ > n. De plus, A?" = w*tt.q; = (W' —w")? = W + w?" — 2 x w*. Comme
w # 2 = w est impair, par suite A2 = w*tt.a; = (W' — w")? est pair, donc
2|a; = 2|a ce qui est en contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible.

** D-4-1-1-2-2-2-1-2-2- Supposons que «a, k] non copremiers, avec :

AP = wfa (3.68)
B"C! = w* (3.69)

De (3.69)), nous déduisons que B" = w" etC! = w! et s = n+1. Comme w # 2 = w
est impair et A2™ = w*.a = (w! —w™)? est pair, d’olt 2|a. Par suite la contradiction
avec a, b copremiers, donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2- 3b — 4a # 4 et 4](3b — 4a) = 3b — 4a = 4°Q avec s > 1 et 41 Q. Nous
avons :

AP = Ela (3.70)
B"C' = 4571k1Q (3.71)

** D-4-1-2-1- Supposons kj = 2, de (3.70) nous déduisons que 2|a. Comme 4|(3b —
4a) = 2|b, d’ot1 la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-2- Supposons que k] = 3, de (3.70) nous déduisons que 3%|4%™. De
, nous déduisons que 3%|B™ ou 3%|C'. Dans les deux cas précédents, nous au-
rons 3%|p. Mais 4p = 3k}b = 9b, or 27|p ce qui donne 3|b, d’olt la contradiction avec
a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-3- Supposons que kj est un nombre premier > 5 :

#* D-4-1-2-3-1- Supposons k} et a copremiers. L’équation (3.70)) donne (A™)? =
k{.a ce qui est impossible avec kf { a. Donc ce cas est impossible.

** D-4-1-2-3-2- Supposons kj et a sont non copremiers, soit kj|a = a = ki{*ay
avec a > 1 et K t ay. L’équation (3.70]) s’écrit :

AP = kla =Koy (3.72)

La derni¢re équation donne kj|A?™ = K{|A = A = k{’. Ay, avec Kk} { A;. Si
2i.m # (a + 1) c’est impossible. Nous supposons que 2i.m = « + 1, par suite
k{|A™. Revenons a I'équation (3.71)). Si k] et € sont copremiers, c’est impossible.
Nous supposons donc que kj et  ne sont pas copremiers c’est-a-dire que k7|
et que l'exposant de k] dans Q est tel que I’équation soit satisfaite. Nous
déduisons facilement que kj|B™. Par suite k7?|(p = A®™ + B?" + A™B"), mais
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4p = 3k1b = k| |b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
** D-4-1-2-4- Supposons que k7 > 4 non premier.

#* D-4-1-2-4-1- Supposons que k} = 4. Nous avons alors : A2™ = 4a et B"C! =
3b — 4a = 3p’ — 4a. Ce cas a été traité dans le paragraphe 3.2.1.8. cas ** C-2-.

** D-4-1-2-4-2- Nous supposons que k7 > 4 non premier.

#* D-4-1-2-4-2-1- Nous supposons que a, k} sont copremiers. De I'expression A?™ =
K} .a nous déduisons que a = a? et k} = k2. Ce qui donne :

A™ = ay k", (3.73)
B"C! = 4571720 (3.74)

Soit w un nombre premier tel que w|k”, soit k"1 = wt.k”y avec w | k”2. Les deux
équations précédentes deviennent :

A™ = ay.w' k7 (3.75)
B"C' = 4571 k2.0 (3.76)

De (3.75) w|A™ = w|A = A = w'.A; avec w { A1 et im = t. De (3.76]), nous
avons w|B"C! = w|B" ou w|C".

¥ D-4-1-2-4-2-1-1 w|B" = w|B = B = w’.By, avec w { By. De (3.75), nous
avons BIC! = w?t=im4s=1 k72 O Siw = 2 et 21 Q, nous avons B Ol = 22+2s—in=2p72 .
- Si 2t 4+ 2s — jn —2 < 0 alors 2 1 C! ce qui est en contradiction avec C! =
WIMAT + wIn BT,
-Si 2t +2s —jn — 2 > 1 = 2|C' = 2|C et la conjecture est vérifiée.

(Mémes résultats si 2|0 = Q = 2*.Q;, on remplace 2t + 2s — jn — 2 par
2t + 25+ p — jn — 2). Si w # 2, nous avons BPC! = w2 —in4s—1k72. Q.

La aussi, si w1 Q :

-Si 2t—jn < 0 = w { C' ce qui est en contradiction avec C! = w™ A" 4w BT

-Si 2t — jn > 1 = w|C! et la conjecture est vérifiée.

Mémes résultats si 2|2 = Q = 2".€Q), on remplace 2t — jn par 2t + u — jn.

¥ D-4-1-2-4-2-1-2 w|C! = w|C = C = w".Cy, avec w { Cy. En utilisant les
meémes méthodes en D-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats
suivants les cas.

** D-4-1-2-4-2-2- Nous supposons que a, k] sont non copremiers. Soit w un nombre
premier tel que w|a et w|k}. Nous écrivons :

a=w".ay (3.77)

K= wh k7 (3.78)

avec a1, k71 copremiers. L’expression de A?™ devient A2™ = w*t*.a,.k”;. Le terme
B"C! devient :

B"C! = 4L wh k7.0 (3.79)
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** D-4-1-2-4-2-2-1- Si w = 2 = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a,b co-
premiers. Ce cas est donc impossible.

** D-4-1-2-4-2-2-2- Si w > 3. Nous avons wl|a. Si w|b c’est la contradiction avec
a,b copremiers. Nous supposons que w { b. De I'expression de A2™, nous obtenons
WA = w|A = A =w'. A; avec w{ Ay, i > 1 et 2i.m = o+ u. De , nous
déduisons que w|B™ ou w|C.

¥ D-4-1-2-4-2-2-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w’ B avec w { B;
et j > 1. Par suite, BPC! = 45~ 1wt k7 .Q)

*wtQ:

- Si p— jn > 1 nous avons w|C! = w|C, pas de contradiction avec C! =
WM AT 4+ wIn BT et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

-Sip—jn < 0avec w  Q, alors w t C! et c’est la contradiction avec
C! = W™ AT + wI"BP. Donc ce cas est impossible.

* Wl osoit Q = W avec B > 1 et wf Q. Comme 3b — 4a = 45.Q =
40P Q0 = 3b = da + 4°.WP.Q = dw¥.a; +4°.0WP.Q = 3b = dw(w* Ly +
4571 wP=1.0y). Siw = 3 et B = 1, nous obtenons b = 4(3* la; + 4°71Q) et
B?CZ — 45—13#—&-1—]’71.]{;77191.

-Sip—jn+1>1, alors 3|C! et la conjecture est vérifiée.

-Si g —jn+1><0,alors 31 C! et c’est la contradiction avec C! = 3m AT +
31" BT

Maintenant, si 3 > 2 et @ = im > 3, nous aurons 3b = 4w?(W* 2a; +

4571wP=2Qy). Si w = 3 ou mnon, alors w|b, mais wla, d’ott la contradiction avec
a, b copremiers.

% D-4-1-2-4-2-2-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C = C = w"C avec w | C}
et h > 1. Par suite, B"C! = 4571wt~ P k7.Q. En utilisant la méthodologie ci-
dessus, nous obtenons les résultats analogues.

¥ D-4-2- 4|k

** D-4-2-1- k) =4 = 4p = 3k1b = 12b = p = 3b = 3p/, cest le cas déja étudié
3.2.1.8., C2.

** D-4-2-2- k7 > 4 avec 4|k} = k] =4°k”1 et s > 1 4t k”;. Nous avons donc :

AP = 4°k" 0 = 2%k 10 (3.80)
B"C! = 457k (3b — 4a) = 22572k, (3b — 4a) (3.81)

** D-4-2-2-1- Nous supposons s = 1 et k] = 4k”; avec k”; > 1, soit p = 3p’ et
p' = k”1b c’est le cas 3.2.1.3. déja étudié.

** D-4-2-2-2- Nous supposons s > 1, par suite k] = 4°k”; = 4p = 3 x 4°k”"1b et
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nous avons :

A% = 4K 1a (3.82)
B"C' = 4°71k”(3b — 4a) (3.83)

** D-4-2-2-2-1- Nous supposons que 2 { (k”1.a) = 2 1 k71 et 2 { a. Comme
(A™)2 = (2°)2.(k”1.a), posons d*> = k”j.a, par suite A™ = 25.d = 2|A" =
214 = A = 2/A; avec 2 Ay et i > 1. Dot : 2/MmAT = 25.d = s = im. De
Péquation 7 nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* D-4-2-2-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/. By, avec j > 1 et
2 ¢ By. L’équation (3.83]) devient :

BIC! = 2%7In72E  (3b — 4a) = 2227 (3b — 4a) (3.84)

* Nous supposons que 2t (3b — 4a) :

- Si 2im—jn—2 > 1, alors 2|C?, pas de contradiction avec C! = 2™ AT 42/ B
et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2 C!, d’ot1 la contradiction avec C! = 2im AT +
9inpn.

* Nous supposons que 2¥|(3b — 4a), 1 > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im 4 p — jn —2 > 1, alors 2|C', pas de contradiction avec C! = 2™ AT +
2/m BT et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im+ p—jn—2 <0, alors 2 { C!, d’ou la contradiction avec C! =
9im Am 4 2inpn.

% D-4-2-2-2-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1 et
2t C;. De la méme maniére traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** D-4-2-2-2-2- Nous supposons que 2|(k”;.a) :
** D-4-2-2-2-2-1- Nous supposons que k”; et a sont copremiers :

¥ D-4-2-2-2-2-1-1- Nous supposons que 21 a et 2|k"; = k"1 = 224.k"2 et a = a3.

Alors les équations (3.82H3.83]) deviennent :
AP = 48 230 — A™ = 25K k7 a4 (3.85)
B"C! = 457122172 (3b — 4a) = 2220 7272(3b — 4a) (3.86)

L’équation (3.85) donne 2|A™ = 2|A = A = 20.4; avec 2 1 A;, i > 1 et
im = s + p. De I'équation (3.86), nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* D-4-2-2-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.B;, 21 B et
j > 1. Par suite B}C! = 225+21=in=272(3h — 4q) :

* Nous supposons que 21 (3b — 4a) :

- Si 2im+2u —jn—2 > 1, alors 2|C?, pas de contradiction avec C! = 2i™ AT +
2/" BT et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im + 2u — jn — 2 < 0, alors 2 { C!, d’ou la contradiction avec C! =
2im AT 4+ 2IM BT
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* Nous supposons que 2%|(3b — 4a), o > 1 et que a, b restent copremiers :

- Si 2im +2u + a — jn — 2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! =
2im Am 4 2J" BT et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

- Si 2im+2u+a—jn—2 <0, alors 2 { C!, d’ou la contradiction avec
Cl=2Mm AP 4 2i" By,

¥ D-4-2-2-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1
et 21 C;. De la méme maniére traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

¥ D-4-2-2-2-2-1-2- Nous supposons que 21 k"1 et 2ja = a = 2%#.a? et k"1 = k”3.

Alors les équations (3.8213.83)) deviennent :

AP = 43 2202 — A™ = 25TH a4y k7, (3.87)
B"C! = 457 1k72(3b — 4a) = 2257 2k72(3b — 4a) (3.88)

L’équation (3.87) donne 2|A™ = 2|A = A = 20.4; avec 2 1 Ay, i > 1 et
im = s + p. De Iéquation (3.88), nous avons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* D-4-2-2-2-2-1-2-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/.B;, 21 B et
j > 1. Par suite BPC! = 22579n=2k72(3b — 4a) :

* Nous supposons que 21 (3b —4a) = 21{b:

- Si 2im—jn—2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2i™ A7 420" B,

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2 1 C!, d’ot1 la contradiction avec C! = 2imA™ 4
2in By

* Nous supposons que 2°%|(3b—4a), a > 1, dans ce cas a, b sont non copremiers,
c’est la contradiction.

¥ D-4-2-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1
et 21 C;. De la méme maniére traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** D-4-2-2-2-2-2- Nous supposons k”; et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”;.
Soit a = 2%.a; et k71 = 2k75 et 2{ ay et 21 k”5. De (3.82), nous avons p + t = 2\

et a;.k”y = w?. Les équations (3.82113.83)) deviennent :

AP = A3k a = 225 2M k7 20 = 2T W2 — A" = 25T (3.89)
B"C! = 457121k (3b — da) = 2°°TH k75 (3b — 4a) (3.90)

De (3.89) nous avons 2|A™ = 2|4 = A = 2'A;,i > 1 et 2 1 A;. De (3.90),
25+ p1 — 2 > 1, nous déduisons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* D-4-2-2-2-2-2-1- Nous supposons 2|B" = 2|B = B =2/.B;, 2t By et j > 1.
Par suite BIC! = 22sT1r=in=2E72(3h — 4a) :

* Nous supposons que 21 (3b — 4a) :

- Si 2s+p—jn—2 > 1, alors 2|C!, pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4-2/" Bn
et la conjecture est vérifiée.

-Si 25+ pu—jn—2 < 0, alors 2 1 C!, d'out la contradiction avec C! =
2im AT 4+ 2IM BT
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* Nous supposons que 2°|(3b — 4a), pour une valeur @ > 1. Comme 2|a, alors
2%(3b — 4a) = 2|(3b — 4a) = 2|(3b) = 2|b, d’ou la contradiction avec a,b
copremiers.

¥ D-4-2-2-2-2-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C = C = 2".Cy, avec h > 1
et 21 C;. De la méme manieére traitée ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** D-4-3- 2|k} et 2|(3b — 4a) : Alors nous obtenons 2|k} = k| = 2*.k”"; avec t > 1
et 21 k7. 2|(3b — 4a) = 3b — 4a = 2*.d avec u > 1 et 21 d. Nous avons aussi 2|b.
Si 2|a, c’est la contradition avec a,b copremiers. Nous supposons dans la suite de
cette section que 2 { a. Les équations ((3.82}{3.83)) deviennent :

AP =2' k7 0= (A™)? (3.91)

B"Cl =2t g 2r g = 2t e d (3.92)

De ([3.91), nous déduisons que ¢ est un exposant pair, soit ¢ = 2. Par suite, nous

posons w? = k”j.a ce qui donne A™ = 2w = 2|A™ = 2|A = A = 2*. A; avec

i>1et 2t A De (3.92), nous avons 2\ + pu — 2 > 1, par suite 2|(B"C!) = 2|B"
ou 2|C! :

#* D-4-3-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B =2/B;, avec j > 1 et 21 B;.
Il s’ensuit que BPC! = 222 Tr—in=2 p» 4.
- Si 2\ + p—jn —2 > 1, nous avons 2|C* = 2|C, il n’y a pas de contradiction
avec O = 21m AT + 29" B et la conjecture est vérifiée.
-Si2s+t+pu—jn—2<0,il sensuit que 2 t C, d’out la contradiction avec
Cl =2 AP 42/ B,

*¥ D-4-3-2- Nous supposons que 2|C' = 2|C. En utilisant la méme méthode ci-
dessus, nous obtenons les mémes résultats.

3.2.2 Hypothese : {3|la et bldp}

Nous avons donc :
3la = Ja’ eN* / a = 3d (3.93)

3.22.1. Casb=2et 3la: A?™ écrit :

4p 0 4pa 4p a 2.pa
At = Lo - = 2 - = 2 — = .94
33730 327 3 (3.94)
En utilisant 1’équation (3.93]), A?™ devient :
2.p.3a’
AP — p3 ¢ _ 2.p.a’ (3.95)
. 29 a ! . . . o
mais cos 33" % > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.
3.2.22. Casb=4et 3la: A* gécrit :
4.p 0 4pa 4pa pa p3d
P O LD S R =pd 3.96
3373 34 3 g (3.96)
2
0 a 3.4 V3 3
27 _ Ve _ 2 /
et cos”3 =3 1 <(2) 10 <1 (3.97)
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ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.

3.2.23. Cas b=pet 3la: Nous avons :

0 !/
0052§ = % = 37? (3.98)
et :
4 0 4 !
A2m — §p 6032g B gp% = 4(1’ = (Am)2 (399)
Ja” / ' = a™? (3.100)

Le calcul A™B" donne :

26
AMB" = p.?sing —2d’

3 .20
ou A™B"+2d = p%smg (3.101)

3 20
Le membre a gauche de (3.101)) est un entier et p aussi, alors 2%3272,? s’écrit sous

la forme : Ao
25sinT = 1?; (3.102)
ol k1, ko sont deux entiers copremiers et kqo|p = p = b = ka.ks, ks € N*.
** E-1- Nous supposons que k3 # 1, nous obtenons :
AT (A™ 4+ 2B™) = ky.ks3 (3.103)

Soit p un entier premier avec ulks, alors plb et u|A™(A™ + 2B™) = ulA™ ou
ul(A™ + 2B")

E-1-1- Si p|A™ = plA et p|A?™, mais A?™ = 4d’ = pldd’ = (p = 2 mais
2|a’) ou (p|a’). Alors pja d’oti la contradiction avec a, b copremiers.

¥ E-1-2- Si p|(A™ 4+ 2B") = put A™ et p 1 2B™ alors p # 2 et u t B™. Nous
écrivons p|(A™ + 2B™) comme :

A™ +2B" = p.t’ (3.104)
Il s’ensuit :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A*™ 4 B*" + 2A"B" = 1*t"* — 2t uB" + B*"
En utilisant ’expression de p :
p=1t?p* —2¢/B"u+ B"(B" — A™) (3.105)
Comme p = b = ko.ks et p|ks alors u|lb = Iy’ et b = py', ainsi nous pouvons

écrire :

= p(ut’ — 2t/ B") + B"(B™ — A™) (3.106)



3 La Démonstration du Principal Théoreme 30

De la derniére équation, nous obtenons pu|B™(B™ — A™) = u|B" ou p|(B™— A™).
** E-1-2-1- Si p|B™ ce qui en contradiction avec p { B™.
** E-1-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant u|(A™ + 2B™), nous arrivons & :
nlB"
ul3B"™ ¢ ou (3.107)
p=3
** E-1-2-2-1- Si p|B™ = p|B c’est la contradiction avec pt B citée ci-dessus.

** E-1-2-2-2- Si p = 3, alors 3|, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.

** E-2- Nous assumons maintenant k3 = 1, alors :

AP L 2A™ B = |y (3.108)
b=k (3.109)
2T\/gsin¥ = % (3.110)

Prenons le carré de la derniére équation, nous obtenons :

Finalement :
420/ (p —a) = k? (3.111)

mais a’ = a”? alors p — a est un carré. Soit :
M=p-ua (3.112)
L’équation (3.111)) devient :

4207\ =k = ky = 4a”\ (3.113)
en prenant la racine carrée positive, mais k; = A™(A™ 4 2B™) = 2a”(A™ + 2B"),
par suite :

A™ 4 2B™ = 2) (3.114)

* E-2-1- Soit A1 = 2 tel que \{|A = 2|\? = 2|(p — a) mais a est pair, alors
2|p = 2|b ce qui en contradiction avec a, b copremiers).

** E-2-2- Nous considérons A\ # 2 et :

MIA = M |A\? et \|(A™+2B") (3.115)
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** E-2-2-1- Supposons A1 |A™ = A\1|(2B™), mais Ay # 2 alors A\;|B" = \|B, il
s’ensuit :
Ml(p=1b) et M|A™ = \|2a” = \i]a (3.116)

d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

#* E-2-2-2- Nous assumons maintenant Ay 1 A™. A1 |(A™+2B") = \{|(A™+2B")?
c’est-a-dire A; |(A%™ +4A™B"™ 4+ 4B?") que nous écrivons comme 1 |(p+3A™B™ +
3B2M) = \y|(p+3B"™(A™ +2B") —3B%"). Mais A|(A™ +2B") = \;|(p—3B2"),
comme \i|(p — a) d’ott par différence, nous obtenons \1|(a — 3B%") ou \{|(3a’ —
3B%") = \|3(a’ — B®") = \; = 3 ou \|(a’ — B?").

4 E-2-2-2-1- Si Ay = 3 mais 3|a = 3|(p = b) d’ou la contradiction avec a, b copre-
miers.

B E-2-2-2-2- Si A\{|(¢/ — B?") = \{|(a”? — B®") = \{|(a” — B")(a” + B") =
A1|(a”+ B™) ou A\|(a” — B™), car (a” — B™) # 1 si non nous obtenons a”? — B?" =
a”+ B" = a”? —a” = B" — B?". Le membre & gauche est positif et celui & droite
est négatif, d’ou la contradiction.

© F.92.2221- Si Ai|(a” — B") = Ai|2(a” — B") => A\{|(A™ — 2B") mais
A|(A™ + 2B™) d’ott A1|2A™ = M|A™, A # 2, il s'ensuit \|A™, par suite la
contradiction avec (E43.2.2)).

B E-2-2-2-2-2- Si Ai|(a” + B™) = M\|2(a” + B") < A\|(A™ + 2B™). Nous
retrouvons la condition ([3.115f). Alors le cas k3 = 1 est impossible.

3224.Casblp= p=bp',p>1,b#2, b#4 et 3|a:

4bp 3.4
= 20Dy (3.117)

4.p a
2m had
A ) 3.b

Calculons B"C! :
n el 3 . 20 20 3 28
B"C" = /p? | 3sin g s )= VvV p? | 3 —4cos 3 (3.118)

3.a’
o

I p N -
mais v/ p? = 3 d’ol en utilisant coszg =

/ !/
B"C' = {/p? (3 - 400322) = g (3 — 43; ) =Dp. (1 - 4; ) =p'(b—4d’)

(3.119)
Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :
B"C' =p/(b—4d") (3.120)
et A =4p'.d (3.121)
** F-1- Supposons que p’ est premier, d’ou A*™ = 4ap’ = (A™)? = p'la. Or

B"C! = p/(b— 4d') = p'|B™ ou p”|C".
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¥ F-1-1- Si p/|B" = p'|B = B = p/ By with B; € N*. Par suite : p"~!B?C! =
b—4a'. Or n > 2 alors (n — 1) > 1 et p'|a’, d’ott p'|b => a et b non copremiers,
d’otu la contradiction.

#* F-1-2- Si p/|C! = p/|C. La méme méthode utilisée ci-dessus, nous obtenons le
méme résultat.

** I-2- Nous considérons que p’ n’est pas un nombre premier.

*k F2-1- p/, a sont supposés copremiers : A2 = dap’ = A™ = 2a’.p, avec a = a'?

et p’ = p?, donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.
** F-2-1-1- 2|d/, alors 2|a’ => 2 { p;. Mais p’ = p3.
** F-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

** F-2-1-1-2- Supposons que p; est non premier, il 8’écrit sous la forme p; = W™ —>
p' = w?™. Par suite B"C! = w?™(b — 4d’).

% F-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B™ ou
w|C.

¥ F-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { By, d'ot BP.C! =
w2m=ni(h — 4a).

#* F-2-1-1-2-1-1-1 Si 2m — n.j = 0, nous obtenons B}.C! = b — 4a’ Comme
C'l = A™ 4 B" = w|C! = w|C, et w|(b—4ad). Or w # 2 et w est premier
avec o' donc premier avec a, par suite w 1 b. La conjecture (1.1]) est vérifiée.

** F-2-1-1-2-1-1-2 Si 2m —nj > 1, 14 aussi, avec le méme raisonnement, nous avons
w|C' = w|C et w|(b—4a’) et wta et w{b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

B F-2-1-1-2-1-1-3 Si 2m — nj < 0 = wI72mBn.Cl = b — 4a’. Comme w|C
utilisant C! = A™ + B" d'ou C = wh.0; = wi=2mthipn Ol = b — 4a’. Si
n.j —2m + h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w { Cj.
Donc si n.j — 2m + h.l > 0 et w|(b — 4a’) avec w,a,b copremiers et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

#* F-2-1-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si w|C!.
*k F_2-1-1-2-2- Maintenant, p’ = w?™ et w non premier, nous écrivons w = w{.Q
avec wy premier { Q et f > 1 un entier, et wi|A. D’ou B"C! = wff'mQZm(bféla’) =

w1|(B"CY) = w;|B™ ou w;|C".

% F-2-1-1-2-2-1- Si w1|B" = wi|B = B = w! By avec w; { By, d'ou B}.C! =
wW2mfTmig2m (p — 44')

¥ F-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m —n.j = 0, nous obtenons B}.C! = Q2™ (b—4a’). Comme
Cl = A™ 4+ B" = w|C! = w,|C, et wi|(b —4a’). Or wy # 2 et wy est premier
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avec a’ donc premier avec a, par suite wy 1 b, donc wy { b. La conjecture (|1.1)) est
vérifiée.

** F-2-1-1-2-2-1-2 Si 2f.m — n.j > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, nous
avons w;|C! = w;|C et wq|(b—4a’) et wy { a et wy tb. La conjecture ((1.1)) est
vérifiée.

#F-2-1-1-2-2-1-3 Si 2f.m — n.j < 0 = W2 B O = 2 (b — 4a/). Comme
w1|C utilisant C!' = A™ + B"™ d’ou C = w}.Cy = wni—2m-f+hipn ol = Q2m(p —
4a’). Sin.j — 2m.f + h.l < 0 = w;|BPC! par suite la contradiction avec wy { By
et wy 1 Cy. Done si n.j —2m.f + h.l > 0 et wy|(b — 4a’) avec wy, a,b copremiers et
la conjecture est vérifiée.

% F-2-1-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si w; |C'.
** F-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|py = 2{a’ = 2{a. Or p/ = pi.

** F-2-1-2-1- Si py est premier égal a 2, nous obtenons A™ = 4a’ = 2|a’, d’ol la
contradiction avec a, b copremiers.

** F-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;, Comme A™ = 2a’py, py s’écrit sous la
forme p; = 21w = p’ = 22" 2w?™, Par suite B"C! = 22m 722" (b—4ad/) =
2|B™ ou 2|C".

% F2-1-2-2-1- Si 2| B® == 2|B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22m~22m (h—
4a’) s’ensuit que si 2|(b — 4a’) = 2|b mais comme 2 1 a, il n’y aura pas de contra-
diction avec a,b copremiers et la conjecture (|1.1)) est vérifiée.

¥ F-2-1-2-2-2- Si 2|C?, de la méme maniére ci-dessus, nous obtenons les mémes
résultats.

** F-2-2- p’,a sont supposés non copremiers : Soit w un nombre premier tel que
wla et wlp'.

¥ F-2-2-1- Supposons que w = 3. Comme A?™ = 4ap’ = 3|A, or 3|p = 3|p,
comme p = A?™ + B  AMB" = 3|B?" = 3|B, par suite 3|C! = 3|C. Nous
écrivons A = 3°A;, B = 3By, C = 3"C; avec 3 est copremier avec Ay, By et Cy et
p = 32mA2m 4 gnip2n 4 gimtin gmpn — 3k g avec k = min(2im, 2jn, im + jn)
et 3 1 g. Nous avons aussi (w = 3)|a et (w = 3)[p’ ce qui donne a = 3%, =
3/ = a’ = 3% tay, 31 ay et p' = 3#py, 31 p1 avec A?™ = da'p’ = 3FMmAIM =
4x 3 g p = a+p—1= 2im. Comme p = bp' = b.3p; = 3*.b.p;.
L’exposant du facteur 3 de p est k, 'exposant du facteur 3 du membre a gauche de
Péquation précédente est p. Si 3|b c’est la contradiction avec a, b copremiers. Donc,
nous supposons que 3 1 b, et nous avons I’égalité des exposants : min(2im, 2jn,im+
jn) = p en rappelant que a + pu — 1 = 2im. Mais B"C' = p/(b — 4a’) ce qui
donne 3+ BrCl = 3#p, (b — 4 x 3(®"Va,). Nous avons aussi A™ + B" = C!
donne 3™ AT + 39mBP = 3M (L. Posons € = min(im,jn), nous avons € = hl =
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min(im, jn). Nous avons les conditions :
k = min(2im,2jn,im + jn) = u ( )
a+p—1=2im ( )
e = hl = min(im, jn) (3.124)
3 BICY = 3ipy (b — 4 x 31 Vay) (3.125)
¥ F-2-2-1-1- a = 1 = a = 3a; = 3d’ et 31 ay, 'équation (3.123) devient :

= 2im (3.126)
et la premiere équation (3.122f) s’écrit :
k = min(2im,2jn,im + jn) = 2im (3.127)

- Si k = 2im, par suite 2im < 2jn <im < jn = hl =im, et p = 2im =nj+hl =
im 4+ nj = im = jn = hl. Par suite 3|4, 3|B et 3|C et la conjecture est
vérifiée.

-Si k =2jn = 2jn = 2im — 1 c’est impossible, un nombre pair ne peut étre
impair.

-Sik=im+jn <2im = jn <imet k=1im+ jn < 2jn = im < jn =
im = jn = k = 2¢m = 2jn qui a donné des contradictions.

Il s’ensuit que le cas a = 1 est impossible.

¥k F2.21-2-a>1=a>2eta =3 la.

- Si k = 2im = 2im = pu, or p = 2im — « ce qui impossible.

-Si k= 2jn = p = 2jn = 2im — «a. Nous obtenons 2jn < 2im = jn <
im = 2jn < im + jn, k = 2jn est bien le mininimum de (2im, 2jn,im + jn).
Nous obtenons jn = hl < im et I’équation devient :

BICL = pi(b— 4 x 3(e7Vqy) (3.128)

La conjecture (1.1]) est vérifiée.
-Sik=im+jn < 2im = jn <imet k =im+ jn < 2jn = im < jn =
im = jn = k = 2¢m ou k = 2jn cas déja étudiés ci-dessus.

** F-2-2-2- Nous supposons que w # 3. Nous écrivons a = w%a; avec w { ay et
p = whp; avec w1 p;. Comme A?™ = dap’ = 4w H.a1.p; = WA = A = w'A,
wi Ay Or B"C!' = p/(b—4a’) = w'py (b — 4a') = w|B"C' = w|B" ou w|C".

¥ F-2-2-2-1- w|B" = w|B = B = w/B; et w1t B;. De A™ + B" = C! =
w|C! = w|C. Comme p = bp’ = whbp; = wh(wW2m—kA2m 4 2in—k g2n g im+jn—k gmpn)
avec k = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si p =k, alors w1 b et la conjecture (1.1)) est vraie.

- Si k > p, alors w|b, or w|a d’oui la contradiction avec a, b copremiers.

- Si k < p, il s’ensuit de :

w#bpl — wk(w%m—k:A%m + w2jn—kB%n + wim+jn_kATB?)
que w|A; ou w|B; ce qui en contradiction avec les hypothéses.
o F-2-2-2-2- Si w|0! = w|C = C = w"C} avec w{ Cy. De A™ + B" = C! =

w|(C! — A™) = w|B. Par suite, nous obtenons les mémes résultats de F-2-2-2-1-
ci-dessus.
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3.2.2.5. Cas b=2p et 3|a : nous avons :

0 a 3&’ 4p.a 4p 3@’
2 2m / my\2 /
0. _ = = = — A —7—77—261—14 :>2a:>2a

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a,b copremiers.

3.2.2.6. Cas b=4p et 3|a : nous avons :

20 a _ 3a’ _4pa _4p 3a’ ,

2m

OSITY T ap 3 3 4p ¢
Calculons A™B"™, nous obtenons :
mm PV3 20 2p L0 pV3 20 d
A"B" = —— sin— — — —=——.8in— — —
3 3 3 3 3 3 2
AZm 3 20
A"B" + - = p\Tf.smg (3.129)
soit :
2pv/'3 260
A2 4 9A™ BT = pT‘[smE (3.130)
2v/3 20
Le membre & gauche de (3.130) est un entier et p est un entier, alors T\fsmg
sera écrit : 73
2v/3 20 Kk
—sin— = — 3.131
3 sin 3 s ( )
ou k1, ko sont deux entiers copremiers et ko|p = p = ko.k3.
** G-1- Premiérement, nous supposons que k3 # 1. D’ot :
AP L 2AM B = k3. ky (3.132)

Soit p un entier premier et u|ks, alors u|A™(A™+2B") = p|A™ ou p|(A™+2B™).

#* G-1-1- Si p|A™ = p|A. Comme p|ks = pulp et que p = A>™+B?"+ AMB" =
w|B?", alors p|B, il s’ensuit p|C!, par suite la conjecture (1.1)) est vraie.

** G-1-2- Si p|(A™ +2B™) = pt A™ et pt2B™ alors :
w#2 et ptB" (3.133)
w|(A™ + 2B™), nous écrivons :
A™ 4+ 2B" = pt’ (3.134)
Alors :
A™ 4 B" = ut' — B" = A*™ 4 B> 4 2A™B" = i*t"* — 2t'uB"™ + B*"

— p=t?p* - 2¢/B"u+ B"(B" — A™) (3.135)
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Comme b = 4p = 4ky.k3 et plks alors u|b = I’ tel que b = p.u’, nous obtenons :
W= p(4ut'® — 8t'B™) 4+ 4B™(B™ — A™) (3.136)

La derniére équation implique p|4B™(B™ — A™), mais p # 2 alors u|B™ ou p|(B™ —
A?n).

** G-1-1-1- Si p|B™ = c’est la contradiction avec ((3.133)).
** G-1-1-2- Si p|(B™ — A™) et en utilisant p|(A™ 4 2B™), nous avons :
nlB"
wl3B™" = ¢ ou (3.137)
p=3
** G-1-1-2-1- Si p|B™ c’est contradictoire avec [3.133

** G-1-1-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a,b copre-
miers.

** (G-2- Nous assumons maintenant que k3 = 1, d’ou :

A% L 2A™B" = Ky (3.138)
p =k (3.139)
2V3 20
&y _M 14
3 Sing ) (3.140)

Prenons le carré de la derniére équation, nous obtenons :

Finalement :
a'(4p — 3ad’) = k? (3.141)

"2 alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :

mais a’ = a
MN=4p—-3d =4p—-a=b—a (3.142)
L’équation devient :
a”\ =k =k =a”\ (3.143)
en prenant la racine carrée positive. Utilisant (3.138), nous obtenons :

ky = a”) (3.144)
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mais ky = A™(A™ 4 2B") = a”(A™ + 2B"™), par suite :
(A" +2B") =\ (3.145)

#* G-2-1- Supposons A\; = 2 un diviseur de . Soit 2|\ = 2|(A\?> = b — a). Comme
2|(b = 4p) = 2|a ce qui en contradiction avec a,b copremiers.

** (3-2-2- Supposons A; un entier premier # 2 un diviseur de A, et :

)\1|>\ — )\1‘(Am + QBn) (3146)
= M1 A™ sinon A\|2B" (3.147)

mais A; # 2 d’out A1|B™ = A\{|B, par suite :
)\1‘([) = 4p) et /\1|Am - /\1|2a” - )\1|a (3148)

d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Nous assumons maintenant que Ay 4 A™.
A[(A™ +2B") = \{|(A™ + 2B™)? c’est-a-dire A1 |(A%™ + 4A™B™ 4+ 4B?"), nous
écrivons cela comme A1 |(p+3A™B" + 3B*") = \{|(p+ 3B"(A™ +2B") — 3B2").
Mais A1 [(A™+2B") = A\ |(p—3B?"), comme \|(4p—a) d’ot par différence, nous
obtenons A1 |(a — 3(B?" + p)) ou A|(3a’ — 3(B?" +p)) = \1|3(a/ — B?" — p) =
A1 =3 ou \|(a’ — (B®" +p)).

4 G-2-2-1- Si A1 = 3|\ = 3|A? = 3|(b — a) mais 3|a = 3|b par suite la contradic-
tion avec a, b copremiers.

** G-2-2-2- Si A1 7£ 3 et )\1|(a' — B —p) — )\1|(AmBn + an) — >\1|Bn(Am
2B") = A |B" ou A;|(A™ + 2B").

** (G-2-2-2-1- Si A\{|B™. Ce cas a été étudié ci-dessus.
* (3-2-2-2-2- Si A|(A™ 4 2B™), nous retrouvons la condition (3.146]).

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

3.22.7. Cas 3laet b =2p' b # 2 avec p'lp: 3la = a = 3d/, b = 2p’ avec
p=kyp, dou:

4pa  4kp 3.d

Al = 20 - = T 9k 3.149

30 6 “ (3.149)

Calculons B*"C" :

B"C' = {/p? <3sm2§ - cosze) = /p? (3 - 40032§> (3.150)

3

mais v/ p = d ou en utilisant cos

Q 3.a’ )
3 :

B"Cl = {/p2 (3 4cos? ) §(3 43
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Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :

B"C' = k(p' —2d’) (3.152)
et A?™ =2k.d (3.153)

** H-1- Nous supposons que k est premier.
** H-1-1- Si k = 2, nous avons donc p = 2p’ = b, nous retrouvons le cas 3.2.3.3.

** H-1-2- Nous supposons k # 2. De A*™ = 2k.a’ = (A™)? = k|d’ et 2|d/, d'ot
a = 2ka? = A™ = 2.k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A = k'.A; avec
i>1etkf Ay K™MAT = 2ka” = 2a” = k"™~ 1AT. De B"C! = k(p' — 2d') =
k|(B"C') = Kk|B" ou k|C".

** H-1-2-1- Supposons que k|B" = k|B = B = k’.By avec j > 1 et k { B;. Par
suite K ~1BrC! = p' — 2a’ = p' — 4ka”?. Comme n > 3 = nj — 1 > 2, d’ou k|p’
mais k # 2 = k|(2p' =), or kla’ = k|(3a’ = a). Il s’ensuit la contradiction avec
a, b copremiers.

#* H-1-2-2- Si k|C! Nous obtenons le méme résultat.

** H-2- Nous supposons k est non premier. Soit w un nombre premier tel que

k =w®.ky, avec s > 1, w{ ky. Les équations (3.152{3.153|) deviennent :

B"C!' = w¥ ki (p' — 2d) (3.154)
et A?™ = 2w° ky.d (3.155)

** H-2-1- Supposons que w = 2, nous avons alors les équations :

AP = 95t ) o/ (3.156)
B"C' = 25 k1 (p' — 2d)) (3.157)

** H-2-1-1- Cas : 2|a’ = 2|a, mais 2|b, d’ol la contradiction avec a,b copremiers.

** H-2-1-2- Cas : 2 f @’. Comme 2 { kq, I'équation (3.156)) donne 2|A?™ = A =
2tAy, avec i > 1 et 21 A;. Nous déduisons que 2im = s + 1.

** H-2-1-2-1- Nous supposons que 2 1 (p' — 2a’) = 2 { p’. De P'équation (3.157)),
nous obtenons que 2|B"C! = 2|B™ ou 2|C" :

#* H-2-1-2-1-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec 2 { B; et
j > 1, par suite BPC! = 25797 (p' — 2d’) :

- Si s —jn > 1, alors 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ AT +
2/n B et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

-Sis—jn <0,de BPC! = 25797 (p' — 2a') = 21 C!, d’ott la contradiction
avec O = 2im A1 4 2in B — 2|CL.

% H-2-1-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".
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** H-2-1-2-2- Nous supposons maintenant que 2|(p’ —2a’) = p’ —2d’ = 2¥.Q), avec
w>1et 2+, Nous rappelons que 2t a’. L'équation ([3.157)) s’écrit :

BC! = 250 iy O (3.158)
Cette derniére équation implique que 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#* H-2-1-2-2-1- Supposons que 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec j > 1 et 2 { B.
Par suite : BPC! = 25Tr=in ;.

- Si s+ p—gn > 1, alors 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! =
2im Am 4 2in B1 et la conjecture est vérifiée.

-Sis+pu—jn<0,de BIC! = 25Tr=Ink Q) = 21 C!, d’ot1 la contradiction
avec O = 2im A 4 2in B — 2|CL.

% H-2-1-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si 2|C".

** H-2-2- Nous supposons que w # 2. Nous avons alors les équations :

A% = 20° Ky .d/ (3.159)
B"C!' = w®.k1.(p) — 2d) (3.160)

Comme w # 2, de Péquation (3.159)), nous avons 2|(k1.a’). Si 2|a’ = 2|a, mais 2|b
par suite la contradiction avec a,b copremiers.

¥ H-2-2-1- 2 a’ et 2|k; = k1 = 2*.Q avec u > 1 et 21 Q. De Péquation (3.159),
nous avons 2|A*™ = 2|4 = A = 21A; aveci > 1 et 21 Ay, par suite 2im = 1+p.

L’équation devient :

B"C' = w* 2L.0.(p — 2d") (3.161)
De I'équation (3.161)), nous obtenons 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
** H-2-2-1-1- Supposons 2|B" = 2|B = B = 2/ By, avec j € N* et 2} B.

#* H-2-2-1-1-1- Nous supposons que 2 { (p' — 2a’), alors nous avons B}C! =
wS2H=InQO)(p' — 2d') :

-Sip—jn > 1 = 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2m A 4-2i" B0
et la conjecture ([1.1)) est vérifiée.

-Sip—jn <0 = 2+C! dou la contradiction avec C! = 2™ AT + 2/" B,

** H-2-2-1-1-2- Nous supposons que 2|(p’ — 2a’) = p' — 2a’ = 2*.P, avec o € N*
et 21 P. Il s’ensuit que BPC! = ws2rta=inQ) p .

-Sip+a—jn> 1= 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A" 4
2/" B et la conjecture est vérifiée.

-Sip+a—jn <0=2tC!dou la contradiction avec C! = 2™ AT 4 2i" B7.

** H-2-2-1-2- Nous supposons maintenant que 2|C™ = 2|C. En utilisant la méme
méthode décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.
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3.2.28. Cas 3la et b = 4p' b # 2 avec p'lp : 3la = a = 3d/, b = 4p’ avec
p=kp,k+#1sinonb=4p ce cas a été étudié (voir paragraphe 3.2.2.6), alors
nous avons :

_ 4k.p'3.d

A2m 4p ﬂ —
b 12p/

3

=k.ad (3.162)
Calculons B*"C" :

B"C! = {/p? (35@'1129 - 00529) = /p? (3 - 40052§> (3.163)

3 3
: 3 D PR o1 20 3.@’
mais v/p? = 3’ d’ott en utilisant cos*3 = b,
0 3.d 4.a'
B"C' = 3/p? (3—460823> = g (3—4 ba ) =p. (1— ba ) =k(p' —d)
(3.164)
Comme p = b.p’, et p’ > 1, nous avons :
B"C' =k(p —d) (3.165)
et A =k.d/ (3.166)

** I-1- Nous supposons que k est premier. De A?™ = k.a’ = (A™)? = k|a' et @’ =
k.a”? = A™ = k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A=k A; aveci > 1 et k| A;.
EMAT = ka” = a” = k™ LAP. De B"C! = k(p' — /) = k|(B"C') = k|B"
ou k|C".

** 1-1-1- Supposons que k|B" = k|B = B = k?.By avec j > 1 et k { By. Par
suite k"7 "1BPC! = p' —a’. Comme n.j — 1 > 2 = k|(p' — a'). Or kla' = kla,
d’ott k|p’ = k|(4p’ = b) et on arrive & la contradiction que a, b sont copremiers.

#* 1-1-2- Supposons que k|C!, nous obtenons le méme résultat que si k|B".
** I-2- Nous supposons k est non premier.

** 1-2-1- Supposons que k = 4 = p = 4p’ = b, c’est le cas 3.2.2.3. déja étudié
ci-dessus.

** [-2-2- Nous supposons que k > 6 non premier. Soit w un nombre premier tel que

k =w®.ky, avec s > 1, w{ k1. Les équations (3.165[{3.166]) deviennent :
B"C' = w ki (p' — d) (3.167)
et A = wki.d (3.168)

** 1-2-2-1- Nous supposons que w = 2.

** 1-2-2-1-1- Si 2|a’ = 2|(3¢’ = a), mais 2|(4p’ = b), par suite la contradiction
avec a, b copremiers.

#¥ 1-2-2-1-2- Nous avons 2 { a’. De I'équation (3.168)), il s’ensuit que 2|4*™ =
2]A = A=2'A; avec 2} A; et :

Bncl _ 2sk1(pl _ a/)
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** 1-2-2-1-2-1- Supposons que 2 1 (p’ — a’), de Pexpression ci-dessus, nous avons
2|(B"C") = 2|B™ ou 2|C".

% 1.2-2-1-2-1-1- Si 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec 2 { By. Par suite BfC! =
22im—jnk1(p/ _ a/) .

- Si 2im — jn > 1 = 2|C! = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C! =
2im AT 4 2i" BR et la conjecture ([1.1)) est vérifiée. A ‘

- Si 2im—jn < 0 = 21 C!, d’ou la contradiction avec C! = 2™ A7 20" BN —
2|Ct.

¥ [-2-2-1-2-1-2- Si 2|C! = 2|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mémes résultats.

** 1-2-2-1-2-2- Supposons que 2|(p’ — a’). Comme 2t d’ = 21 p". 2|(p/ — o) =
p —a =2%Pavec o >1et 24 P. L’équation 3.167: s'écrit :

B"Cl = 25%%k, P = 9¥mtap, p (3.169)
d’on 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".

#¥ 1.2-2-1-2-2-1- Nous supposons que 2|B" = 2|B = B = 2By, avec 2 { Bj.
L’équation s'écrit BRC! = 2%imta—ing, p .

-Si 2im+a—jn > 1 = 2|C' = 2|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = 2imA™ 4 2InB? et la conjecture ([1.1)) est vérifiée.

- Si 2im+a—jn < 0= 21 C! dou la contradiction avec C! = 2™ AT +
2in Bl = 2|C".

¥ [-2-2-1-2-2-2- Nous supposons que 2|C! = 2|C. Utilisant la méme méthode
décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

** 1-2-2-2- Nous supposons que w # 2. Rappelons les équations :

AP = W% ky.a (3.170)
B"C' = w ki (p) — d) (3.171)

** 1-2-2-2-1- Nous supposons que w,a’ sont copremiers, donc w 1 a’. De I"équation

(3.170)), nous avons w|A*™ = w|A = A = w'A; avec w1l A et s = 2im.

** 1-2-2-2-1-1- Supposons que w 1 (p’ —a’). De équation (3.171)) ci-dessus, nous
avons w|(B"C') = w|B™ ou w|C".

#* 1.2-2-2-1-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’ B avec w { B;. Par suite B?Cl =
22im7jnk1(p' _ a/) .

- Si 2im — jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! =
WM AT 4+ wIn BT et la conjecture (1.1 est vérifiée.

- Si 2im — jn < 0 = w { C', d’ou la contradiction avec C! = wi™AP +
winBY = w|C".

¥ [-2-2-2-1-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mémes résultats.
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#* 1-2-2-2-1-2- Supposons que w|(p’ — a’) = w { P’ sinon wld'. w|(p — o) =
p —a =w*.P avec a > 1 et wt P. L’équation (3.171]) ’écrit :

B"C' = w*t %k P = w¥™MTL, P (3.172)
d’ott w|(B"CY) = w|B" ou w|C".

¥ 1.2-2-2-1-2-1- Nous supposons que w|B" = w|B = B = w/ By, avec w | Bj.
L’équation s'écrit BRC! = 22imta—ing, p .

- Si 2im 4+ a —jn > 1 = w|C! = w|C, il n’a pas de contradiction avec
Cl = WM AT + wI"BY et la conjecture est vérifide.

- Si2im+a—jn < 0= wtC! dou la contradiction avec C! = w™ AT +
wInBY = w|C!.

¥ 1-2-2-2-1-2-2- Nous supposons que w|C! = w|C. Utilisant la méme méthode
décrite ci-dessus, nous obtenons les mémes résultats.

% 1-2-2-2-2- Nous supposons que w,a’ ne sont pas copremiers, donc ¢’ = w?.a”

avec w f a”. L’équation (3.170) devient :
AP = W'kd = w PRy a” (3.173)

Nous avons w|A?™ = w|A = A = w'A; avec w{ A et s+ [ = 2im.

#* 1-2-2-2-2-1- Supposons que w { (p' —a’') = w1t p’ = w { (b = 4p’). De I’équation
(3.171), nous avons w|(B"C') = w|B" ou w|C".

% [.2-2-2-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’B; avec w { B;. Par suite BIC! =
2579k (p' — d’) :

-Sis—jn >1 = wlC' = w|C, il n’a pas de contradiction avec C! =
WMAT + wIm BT et la conjecture (1.1 est vérifiée.

-Sis—jn <0 = w{C! doi la contradiction avec C! = w"™ A" +wi" B} =—>
w|Ct.

¥ [-2-2-2-2-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons les mémes résultats.

% 1-2-2-2-2-2- Supposons que w|(p’ —a’ = p' —w’.a”) = wlp’ = w|(4p’ = b),
mais w|a’ = w|a. D’oti la contradiction avec a, b copremiers.

L’étude des cas du 3.2.2.9. est achevée.

6
3.2.2.9. Cas 3|a et bldp : a = 3a’ et 4p = ki;b. Comme A?™ = Epcofg =
4p 3a’

Ep% = kya' et B"C!:
C 50 0 P 0 P 3a’ k1
Bl — /2 2V 2\ _ P ~4eos2Z ) = £ — 47 ) = = (b—4d’
C'=+/p (3sm 3 ~ cos 3) 3 <3 cos 3> 3 (3 2 > 4( a)
(3.174)

Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|k;, ou 4|(b—4a’) ou (2|k; et 2|(b—4a’)).
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*¥*J-1-Si ki =1=b=14p: C’est le cas 3.2.2.6.
*¥* J-2-Sik; =4=p=>b: clest le cas 3.2.2.3.

#* J-3- Si ky = 2 et 2|(b—4a’) : Dans ce cas, nous avons A?>™ = 24’ = 2|a’ = 2|a.
2|(b —4a’) = 2|b d’ott la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est im-
possible.

% J 4 Si 2k et 2|(b—4d’) : 2|(b— da’) = 2Jb=> b= 2V et 2/k; => k; = 2K
avec kj > 2 et nous avons A?™ = 2kia/, B"C! =kt —2d') :

** J-4-1- Si k] est premier >2, alors A*™ = 2k}a’ = 2|a’ = 2|a, or 2|b d’ol la
contradiction avec a, b copremiers, ce cas est impossible.

#* J-4-2- Si k] est non premier. De A?™ = 2kja’ = 2|(k}.a’). Si 2|a’ = 2|a d’ott
la contradiction avec a,b copremiers, ce cas est impossible. Nous supposons que
2|k} et 21 a’, de B"C! =k} (b — 2a') = 2|(B"C') = 2|B™ ou 2|C".

% J-4-2-1- Supposons que 2|B" = 2| B, comme 2|A par suite 2|C! = 2|C. Alors
la conjecture (1.1)) est vérifiée.

#¥ J-4-2-2- De méme, si 2|C!, nous arrivons & 2|B™ = 2| B et nous obtenons que
la conjecture ([1.1]) est vérifiée.

** J-5- Nous supposons que 4|k; avec k1 > 4 = ky = 4k}, on a donc :

A%™ = Akhd (3.175)
B"C' = k(b — 4d’) (3.176)

** J-5-1- Nous supposons kb est premier, de (3.175)), nous avons kj|a’. De (3.176]),
kb|(B"CY) = k4| B™ ou kb|C.

*% J-5-1-1- Supposons k4|B" = k4|B = B = kéﬁ.Bl avec > 1 et kb 1 By.
Par suite, nous avons ki’ "'B? = b — 4a’ = k}|b d’ot la contradiction avec a, b
copremiers. Donc ce cas est impossible.

#% J-5-1-2- Méme résultat si nous supposons que kj|C".
** J-5-2- Nous supposons que kj est non premier.

** J-5-2-1- Nous supposons que k5 et a’ sont copremiers. De (3.175|), k5 s’écrit sous
la forme kb = ¢}7.q3 et q1 f g2 et ¢ premier. B"C! = ¢/ .¢2(b — 4a') = ¢1|B" ou
ql|Cl.

** J-5-2-1-1- Supposons que ¢;|B" = ¢:|B = B = q{.Bl avec q1 1 By. Nous
obtenons BC! = ¢2 I ¢2(b — 4d’) :

-Si2j — fn>1= q¢|C' = ¢1|C mais C' = A™ + B" donne aussi ¢ |C.

- Si 2§ — f.n =0, nous avons BP'C! = ¢2(b — 4a’), mais C' = A™ 4+ B™ donne ¢;|C
par suite ¢1|(b — 4a’). Comme ¢; et a’ sont premiers alors ¢ 1 b.
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-Si2j— fn<0= q|(b—4d’) = q1 fbet C' = A™ + B™ donne ¢;|C.
Dans les 3 cas précédents, la conjecture (|1.1]) est vérifiée.

#* J-5-2-1-2- Nous obtenons les mémes résultats si ¢ |C".

** J-5-2-2- Nous supposons que kj et a’ non copremiers. Soit q; premier tel que
q1|kb et qi|a’. Ecrivons kb sous la forme qf.qa avec g1 { q2. De A?™ = 2kha’ =
q1|A%2™ = q1|A. Par suite de B"C' = q]ga2(b — 4a’) il s’ensuit que ¢;|(B"C!) =
q1|B™ ou ¢ |C".

** J-5-2-2-1- Supposons que q;|B" = q1|B = B = qf.Bl avec 8 > 1et ¢ 1 B.
Par suite, nous avons ¢’ BI'C! = ¢l o (b — 4a') = B,C' = ¢ "o (b — 4d').
-Sij—np > 1, alors ¢1|C' = ¢;|C, mais C' = A™ + B"™ donne ¢;|C, donc la
conjecture est vérifiée.

- Si j —nB = 0, nous obtenons B;C! = qo(b — 4a’), et q1|(b — 4a’) = q1|b car
q1]a’ = g1|a d’ott la contradiction avec a,b copremiers.

-Sij—nf < 0= q2|(b—4a’) = g2|b, d’on la contradiction avec a,b copremiers.

#% J-5-2-2-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que q; |C".

** J-6- Si 41 |(b—4da’) et 41k c’est impossible. Nous supposons maintenant que
4| (b — 4a’) = 4|b, et b — 4a’ = 4*.g avec 4 1 g, alors nous avons :

AQm = kl a’

B"C!' =k .4t g

**_6-1- Nous supposons que k; est premier. De A%?™ = k;a’ il s’ensuit facilement
que ki|a’. De B"C! = k;.4~1.g nous obtenons que ki|(B"C') = ki|B™ ou k;|C".

** J-6-1-1- Supposons que k1|B™ = k|B = B = k{.Bl avec j > 0 et k1 1 By.
D'ou kT BpC! = k4t g = ETIBPC = 41719 Or n > 3 et j > 1 donc
n.j—1 > 2. Par suite comme k1 # 2 alors k1|g = k1|(b—4a’) mais k1 —a’ = kq|b
d’ott la contradiction avec a, b copremiers.

#* J-6-1-2- Nous obtenons le méme résultat si ky|C".

** J-6-2- Nous supposons que k7 est non premier, différent de 4 (cas deja vu), avec
41 k.

** J-6-2-1- Si ki = 2k’ avec k' impair>1. Dot A*™ = 2k'a’ = 2|a’ = 2|a mais
4|b par suite la contradiction avec a, b copremiers.

#* J-6-2-2- Nous supposons que ki est impair avec ki et a’ copremiers. Ecri-
vons ky s’écrit sous la forme k1 = ¢].q2 avec ¢1 f g2 et g1 premier et j > 1.
B"C! = qf 24" g = q1|B" ou 1 |C".

** J-6-2-2-1- Supposons que ¢;|B" = ¢1|B = B = q{.Bl avec q; 1 By. Nous
obtenons BI'C! = q{ff'”qgélt*lg.
-Sij—fn>1= ¢|C' = ¢|C mais C' = A™ + B™ donne aussi q;|C.
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-Sij— f.n =0, nous avons B} C! = ¢24'~1g, mais C' = A™ + B™ donne ¢|C par
suite ¢1|(b — 4a’). Comme g; et o’ sont copremiers alors g; 1 b.
-Sij—fn<0= q|(b—4d") = q 1 b et C' = A™ + B" donne ¢,|C.

Dans les 3 cas précédents, la conjecture ([1.1)) est vérifiée.

#* J-6-2-2-2- Nous obtenons le méme résultat si g;|C".

¥ J-6-2-3- Nous supposons que & et a’ non copremiers. Soit ¢, premier tel que ¢ |k;
et gi|a’. Ecrivons k; sous la forme g7.g2 avec g1 { ga. De AP =k = | AP =
q1|A. Par suite de B"C! = ¢} g2(b—4a’) il s’ensuit que q;|(B"C!) = ¢1|B"™ ou ¢;|C".

** J-6-2-3-1- Supposons que ¢;|B" = q1|B = B = qlﬁ.Bl avec 8 > 1et ¢1 1 By.
Par suite, nous avons q?ﬁB{LCZ = ¢lq2(b—4d') = B,C! = qf"ﬁqg(b —4ad’) :

-Sij—nB>1,alors q;|C' = ¢;|C, mais C' = A™ + B™ donne ¢|C, donc la
conjecture (|1.1]) est vérifiée.

- Si j — nfB = 0, nous obtenons B;C! = qo(b — 4a’), or q;|A et q;|B donc ¢;|C
et par suite ¢q1|(b — 4a’) = q1|b car ¢1]a’ = q1|a d’ou la contradiction avec a, b
copremiers.

-Sij—nB < 0= q|(b—4d’) = ¢|b, d’ou la contradiction avec a,b copre-
miers.

#* J-6-2-3-2- Nous obtenons les mémes résultats si nous supposons que ¢q;|C'. [

Le Principal Théoréme est démontré.

4 Exemples Numériques

4.1 Example 1 :

Soit I'exemple : 63 + 33 = 35 avec A™ = 63, B” = 3% et C! = 35. Avec les
notations utilisées dans le papier, nous obtenons :

p=3x73, q=8x3"1, A=4x383Tx42_73¥) <0 (41
3% x 7373 _4><33 x /3

, cost = (4.2)

V3 73V73

4 6 34>  3x2¢
Comme A%*™ = ;.0082§z0052§ = ™ = >7<3 = % —a=3x2 b=
73; alors :
0 43
cos= = —\[ p=3%D (4.3)

3 V73

On vérifie facilement I’équation (4.2]) utilisant (4.3)). Pour cet exemple, nous pouvons
utiliser les deux conditions de (3.9)) comme 3|p ,b|4p et 3|a. Les cas 3.2.1.3 et 3.2.2.4

sont respectivement utilisés. Concernant le cas 3.2.1.3 c’est le sous cas A-2-2-1- qui
a été appliqué et la conjecture est vérifiée. Pour le cas 3.2.2.4, c’est le sous-cas
F-2-2-1- qui est a été utilisé et la conjecture est vérifiée. Nous trouvons pour
les deux cas que A™, B" et C' de I'exemple 1 ont un facteur commun ce qui est
vrai.
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4.2 Exemple 2 :

Soit le deuxiéme exemple : 74 + 73 = 143, Nous prenons A™ = 74, B" =
et C' = 143. Nous obtenons p = 57 x 70 =3 x 19x 7, ¢=8x70, A=
27¢2 — 4p® = 27 x 4 x T18(16 x 49 — 193) = —27 x 4 x 718 x 6075 < 0, p

4x7 4p 0 0 334%™
19x 77 x /19, cosf = — . Comme A?™ = = cos?~ = cos’= = =
19v/19 3 3 3 4p
v = ¢ = a =T b=4x19, alors cosQ = ——— et nous avons le cas
4%x19 b T ’ 3 219

0
3|p et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de I'expression de cos confirme la valeur

ci-dessous :

0 0 7\’ 7 47
cosh = cos3(0/3) = 4cos®~ — 3cos= = 4 -3 =—

(0/3) 3 3 <2\/ 19) 2v/19 19v/19
Nous obtenons done 3|p = p = 3p/, b|(4p) avec b # 2,4 alors 12p' = kb =
3 x 75b. Ceci concerne le paragraphe 3.2.1.9. de la premiére hypothése. Comme
ki = 3 x 7% = 3k} avec k| = 7% # 1. Clest le sous-cas D-4-1-2-4-2-2- avec la
condition 4|(3b — 4a). Vérifions alors :

3b—4a=3x4x19—4x 7% =32 = 4/(3b — 4a) (4.4)

avec A?™ = 78 = 76 x 7?2 = k{.a et k] non premier, avec a et k] non copremiers
avec w = 71 Q(= 2). Nous retrouvons bien que la conjecture ([1.1]) est vérifiée avec
un facteur commun & savoir le nombre premier 7 un diviseur de kf = 7°.

4.3 Exemple 3 :

Soit le troisieme exemple : 194383 = 573. Nous prenons AT = 194, B" = 383 et
C' = 57%. Nous obtenons p = 195 x 577, ¢ =8x27x19'0 A =27¢°>—4p® = 4x

1 9 4 4 1
108279 x 16 x 19— 577%) < 0, p— S XOTIVETT -y 4x 3 x19V3
3v3 5TTVETT
4p ,0 34  3x19% aq

0
CommeAzm:?.cos2§:>cos 3= ™ —4)(577:g:>a:3><1927 b=

19v/3
W57

0
partir de I'expression de cosg confirme la valeur ci-dessus :

0
4 x 577, alors cosz = et nous avons le cas 3|a et b|(4p). Le calcul de cosf a

04(19\/§>3319\/§  4x3'x19v3
3 24577 24577 577577
Nous obtenons donc 3la = a = 3a’ = 3 x 192, b|(4p) avec b # 2,4 et b = 4p’
avec p = kp' soit p’ = 577 et k = 195. Ceci concerne le paragraphe 3.2.2.8. de la
deuxieéme hypothese. C’est le sous-cas I-2-2-2-2-1- avec w = 19, a’, w non copremiers
et w=191(p —a') = (577 —19%) avec s — jn =6 — 1 x 3 =3 > 1, et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

0
cost = cos3(6/3) = 40053§ — 3cos

4.4 Example 4 :

Enfin soit exemple 72 + 2° = 3% avec A™ = 7%;B" = 2°,C! = 3*. Nous
obtenons p = 4999 un nombre premier, ¢ = 2° x 72 x 3* = 127008 > p. Par
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suite, nous trouvons que A = 27¢> — 4p> > 0. Alors, nous ne pouvons appliquer les
conditions du papier a cet exemple, car nous avons un exposant égal & 2. Alors la
condition que m,n,l > 2 est importante dans 1’énoncé de la conjecture de Beal.

5 Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est vraie est certe
du niveau du premier cycle scientifique universitaire, a demandé I’étude de plusieurs
cas possibles. Nous avons confirmé la méthode par les quatre exemples numériques
présentés. En conclusion, nous annoncerions le théoreme :

Theorem 5.1. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2016) : Soient A, B,C,m,n,
et | des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :

A™ 4+ B = (C! (5.1)

alors A, B, et C ont un facteur en commun.
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