Loop Quantum Gravity (LQG): Sektor Kinematik dan Aplikasinya
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(Sumber: Special Edition Scientific American — A Matter of Time, 2006, pg. 82-92)

ABSTRAK

Sebagai salah satu syarat dalam penelitian dalam studi S3 mengenai Loop Quantum Gravity
(LQG), Penulis mereview beberapa buku dan jurnal ilmiah terkait topik penelitian tersebut dalam
artikel ini. Dalam artikel ini, direview formulasi kanonik LQG secara detail untuk sektor kinematik
([2]1-1[12]), dimulai dari review singkat mengenai LQG, dilanjutkan dengan formulasi Relativitas
Umum dalam formulasi ADM serta masalah yang muncul ketika medan gravitasi dikuantitasi
dalam formulasi ini. Kemudian dilanjutkan dengan review formulasi Palatini, hingga formulasi
tetrad dalam variabel baru Ashtekar. Formulasi aksi Relativitas Umum dalam berbasis variabel
Ashtekar menjadi jalan kuantisasi medan gravitasi dilakukan berdasarkan program kuantisasi
Dirac. Hasilnya adalah formulasi kanonik LQG untuk sektor kinematik yang terbukti well defined.
Prediksi yang diperoleh dari LQG adalah ruang pada skala Planck tidak lagi bersifat mulus dan
kontinu tetapi diskrit dan chaotic, yang dicirikan dengan nilai eigen operator geometri yaitu
operator luas dan operator volume yang bernilai diskrit dalam skala Planck. Bahasan terakhir
dalam artikel ini adalah perhitungan Entropi Lubang Hitam berbasis LQG yang sesuai secara eksak
dengan perhitungan Entropi Lubang Hitam berdasarkan pendekatan semiklasik ([4] — [5], [7]).
Selain itu, direview pula penerapan teknik perhitungan LQG pada level toy model yang dikenal
sebagai Loop Quantum Cosmology (LQC) ([14] — [16]) untuk model kosmologi Friedman-
Robertson-Walker (FRW). Hasilnya diperoleh modifikasi persamaan Friedmann untuk model
FRW dengan hadirnya suku koreksi dari sifat kuantum untuk medan gravitasi kuantum, dimana
diprediksikan bahwa awal alam semesta berupa Big-Bang digantikan dengan Big Bounce yang
berasal dari keruntuhan alam semesta sebelumnya ([9], [14], [39] - [41]).
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1. Review Loop Quantum Gravity (LQG)
Permasalahan utama yang luar biasa dalam pencarian kita untuk fisika di luar Einstein adalah
penyatuan relativitas umum dan teori kuantum. Einstein menekankan kebutuhan akan perluasan
quantum untuk relativitas umum pada tahun 1916 di papernya mengenai gelombang gravitasi [1],
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dimana ia menyatakan: “... it appears that quantum theory would have to modify not only

Maxwellian electrodynamics, but also the new theory of gravitation.”

Secara umum, kurangnya data eksperimental yang secara langsung berkaitan dengan aspek
kuantum gravitasi. Ini tentu saja merupakan hambatan besar. Namun, ini tidak bisa menjadi cerita
keseluruhan. Jika itu saja, kurangnya batasan observasional seharusnya telah mengarah pada
banyak teori dan masalah seharusnya adalah mempersempit pilihan. Namun, situasinya justru
sebaliknya: Sampai saat ini, kita tidak memiliki satu pun kandidat yang memuaskan. Menurut
Abhay Ashtekar [2], hal ini disebabkan karena dalam Relativitas Umum (GR), gravitasi

digambarkan dengan sangat memuaskan dalam geometri ruang-waktu itu sendiri.

Untuk membangun relativitas umum, Einstein harus mulai dengan memperkenalkan sintaks baru
untuk menjelaskan seluruh fisika klasik: yaitu geometri Riemannian. Dengan demikian, ruang-
waktu direpresentasikan sebagai manifold 4-dimensi (M*) dilengkapi dengan metrik pseudo-

Riemannian g,p dan materi direpresentasikan oleh medan tensor. Sehingga dalam membangun

teori gravitasi kuantum, diperlukan sintak baru, yaitu versi kuantum geometri Riemannian. Loop

Quantum Gravity (LQG) adalah salah satu pendekatan terkemuka menuju hal tersebut.

LQG dirancang secara sistematis membangun suatu teori spesifik mengenai kuantum geometri
Riemann Riemannian dan rampung hingga tahun 1990-an (lihat [3]-[8]). Sintaks baru ini muncul
dari dua ide pokok: (i) Reformulasi relativitas umum (+ materi) dalam bahasa teori gauge yang
berhasil menjelaskan tiga gaya dasar lainnya di Alam, tetapi sekarang tanpa merujuk pada medan
latar belakang apa pun, bahkan metrik ruang-waktu itu sendiri; dan, (ii)) Langkah selanjutnya
menuju teori kuantum untuk gravitasi yaitu menggunakan teknik/pendekatan non-perturbatif dari
teori gauge, seperti Wilson loop tanpa merujuk pada latar belakang ruang-waktu apapun (without
any space-time background). Sekarang ini, pendekatan perturbatif dalam gravitasi kuantum mulai
ditinggalkan karena sifat ketidaknormal ulangkan medan gravitasi berdasarkan pendekatan

perturbatif ini [10].



Jika suatu teori tidak memiliki medan latar belakang seperti ruang-waktu, itu hanya berarti teori
tersebut memiliki akses ke manifold yang mendasarinya dan oleh karena itu harus bersifat kovarian
terhadap transfomasi diffeomorfisme (suatu transformasi yang mempertahankan struktur
manifold). Seperti yang akan dijelaskan, kovariansi dalam transformasi diffeomorfisme bersama
dengan metode non-perturbatif secara alami menghasilkan diskritisasi mendasar dalam geometri
yang menghilangkan keterbatasan ultraviolet yang muncul pendekatan perturbatif. Kontinum
ruang-waktu muncul hanya sebagai perkiraan kasar. Kontinum ruang-waktu a la Einstein ini
muncul dalam dua definisi. Pertama, dibangun dari beberapa medan yang secara alami muncul
dalam teori gauge, tanpa merujuk pada metrik ruang-waktu. Kedua, muncul secara kasar dari
struktur diskrit mendasar geometri ruang-waktu yang merupakan kerangka kerja kuantum
geometri Riemannian. Sebagai salah kandidat gravitasi kuantum diluar Teori String, LQG
didasarkan pada metode kuantisasi Dirac yang diterapkan pada Hamiltonian ruang-waktu dalam

relativitas umum.

1.1 Formulasi ADM dalam Relativitas Umum
1.1.1 Metrik ADM
Formulasi ADM untuk relativitas umum dipelopori oleh Arnowitt, Deser, dan Misner (ADM) serta
juga oleh Dirac, Wheeler, dan De Witt, dan lainnya. Formulasi ini bermula dari formulasi kanonik
berdasarkan ide dalam kuantisasi kedua (second quantization) atau kuantisasi kuantum pada
medan. Dalam formulasi ini teori kuantum digambarkan oleh medan kuantum Y [¢] (dengan ¢
dapat berupa medan skalar dan medan kuantum lainnya), yang dinamika memenuhi persamaan
Schrodinger:
(1

-~

i) = A (6.5 wlo]
Untuk kasus gravitasi, formulasi ADM bekerja pada aksi Einstein-Hilbert dengan mengasumsikan
bahwa ruang-waktu merupakan manifold M dengan bentuk topologi yang memenuhi M =
R X !, dengan ). adalah manifold ruang 3 dimensi dan memiliki tanda spacelike (spacelike
signature). Manifold ruang-waktu M yang digambarkan oleh topologi di atas memiliki sifat

globally hyperbolic atau memiliki kausalitas yang kuat.

Manifold ruang-waktu M difoliasi menjadi 1 parameter Y; = X;(3)) di hypersurface yang

ditanamkan (embedding) pada )’ di M. Foliasi ini memberikan kita 1 parameter waktu t € R.



Perlu diperhatikan disini bahwa t dalam foliasi ruang-waktu ini bukan berarti adanya “waktu
absolut” karena keinvarianan diffeomorfisme akan memetakan ((p ediff(m )) kembali X
menuju X' = X o ¢ dengan parameter waktu t’. Dan sebaliknya diffeomorfisme ¢ € dif f (M)
akan memenuhi ¢ = X' o X1, schingga kita dapat memilih foliasi di koordinat apapun di ruang-
waktu secara bebas tetapi kuantitas fisis akan selalu bernilai tetap karena keinvarianan
diffeomorfisme akan menjaganya (the diffeomorfism invariance will guarantee that physical
quantities are independent of the foliation choice). Hal ini merupakan keunikan dari relativitas

umum dibandingkan teori ruang-waktu lainnya.

Diberikan foliasi X; dan disesuaikan untuk koordinat dalam formulasi ADM (t, x), dapat

didefinisikan laju vektor waktu (yang dapat diuraikan menjadi bagian normal dan tangensial):

aX{ (x) )
th = Fram N(x)n*(x) + N*(x) = (1,0,0,0)

Dengan n* adalah unit vektor normal di hyperspace ). yang memenuhi n# = (%, - NVa), s# adalah

vektor singgung, N adalah fungsi selang (lapse function) dan N* memenuhi N* = (0, N%) dengan
N adalah vektor pergeseran (shift vector). Dimana a, b = 1,2,3 adalah indeks spasial. Selain itu,

vektor t* memenuhi:
guvtutv =Yoo 3)
gwn”n" =-1 4)

Foliasi ruang-waktu berdasarkan formulasi ADM dapat digambarkan sebagai berikut:

i N
T XH 4 5XH )
< » Lt 45t

o e —

L ) | Nntét

/"J e _____,/\
\H s 3.
A N Z |
'L/// e ___/

(Sumber: [11])



Untuk setiap lapisan ), terdapat struktur Riemannian dengan metrik yang memenuhi: h,, =
Gap + Ngnp, dan K = g% + nnP dengan hg,,, adalah metrik spasial dari g,;,. Metrik ini dikenal

sebagai induced metric yang memenuhi 2 kondisi: (1) A ,n® = 0 dan (2) hgpS® = gaps®.

Dengan menggunakan induced metric ini maka fungsi selang dan fungsi geser menjadi: N? =

h%t, dan N = —n,t® serta Nn* = t* — h*’t,, (n, = —NN?hg,). Evolusi vektor waktu t¢
memenuhi: t*V,t = 1 sehingga tV,= % dan juga n%V,= %%. Selanjutnya dapat dituliskan

metrik ruang waktu untuk untuk formulasi ADM, yaitu:
ds* = gdxtdx’ = goodt? + 2goqdtdx® + gapdx®dx®

Pertama-tama kita tinjau kontravarian metrik:

11 1 (5)
00 — 00 _ 0,0 — g —__ = _
g nn NN N2
1 N¢ N@ (6)
0a — poa _ ,00a —_ —(_* |\
gr=h"-nnt=0 N( N) N2
N¢ NP NANP (7)
ab _ pab _ pa,b _ pab _ [ _ __ | = pab _
g h nn h ( N < N) h e
Menggunakan sifat metrik: gwg"ﬁ = Sf , sehingga:
DHu=p=0
9009%° + gopg®° =1
1 NP (8)
Joo (‘ﬁ) + Job 3z = 1
@Qu=0p=a
9009°% + gopg”* =0
a b NaNb (9)
goom‘h%b h%® — Nz =0
Bu=p=a
9a09°* + gapg”* =1 (10)



Dapat kita eliminasi 2 persamaan (1) dan (2) di atas dengan pengalikan persamaan (1) dengan N¢

lalu dijumlahkan, sehingga didapatkan:

gObhab =N% - gObhabhac = Nahac - gOb5g = thba = Goa = Ng (11)

Relasi (11) di atas bila disubstitusikan ke persamaan (8), maka:

1\ NN@
Joo (— ) + =1

N2) N2
N, N¢
Yoo ( ;,2 - 1) N?
Joo = —(N? - NoN*%) (12)

Untuk mencari g,;, maka substitusikan g,, = N, ke persamaan (10), maka:

9209°* + gapg™ =1

N NeNP
Nam-l'gab <hab - NE ) =1
N N*®
_1-=Nz  NZ-N,N®
b =, NN~ NZhab — NeNP (13)
N2

Dapat kita tuliskan metrik ruang-waktu ADM adalah:

N? — N,N¢
Nzhab _ NaNb

(14)

ds? = —(N? — N,N%)dt? + 2N, dtdx* + ( )dxadxb

1.1.2 Aksi Einstein Hilbert dalam Formulasi ADM
Seperti telah diketahui bahwa manifold ruang-waktu M telah difoliasi menjadi lembaran-
lembaran permukaan spasial ), sehingga ini berakibat kuantitas geometri seperti kurvatur akan

memiliki definis sebagai berikut: kurvatur intrinsik di manifold M (Rj,;), kurvatur intrinsik di
spacelike hypersurface ) ((3)Rgcd), dan kurvatur ekstrinsik dari ), dengan memandangnya

sebagai submanifold M (K,;,). Hubungan ketiga kurvatur tersebut dapat dituliskan dalam

persamaan Gauss:

(3)Rgcd = hghghcthngh + (Kg Kpec — K&Kpa) (15)



Penurunan persamaan Gauss dan berbagai relasi persamaan kurvatur yang dibutuhkan dapat dilihat

pada Lampiran A.
Sekarang kita tuliskan skalar Ricci, yaitu:
R = gabgbCRabcd = (hab - nanb)(th - ncnd)Rabcd

R = habthRade — habncndRabcd — thnaanade — nanbncndRabcd (16)
Suku terakhir akan lenyap karena sifat antisimetrik tensor Riemann dan menggunakan sifat simetri

tensor Riemann, maka:
R = h*hPRopeq — h*nn?Rapcq — h®nnRpeq
R = h*PhP°R pca — 2Rpnn? (17)
Dengan h*’hPRp.q dapat dituliskan menjadi: h®hP°R,p.q = h"hGhEhERE,;, maka: R =

heThGhEhERE, 4 — 2Rapn®n®. Menggunakan persamaan Gauss (15) dan persamaan Riccei (17,

maka :
R = habthRabcd - 2Rabnanb (17)

R = hef ((3)Rgaf — KfKoq + KgKef) — 2(K9)? + 2KPKE — 2V, (nPV,yn® — nV,n?)
R = PR - KJKE + (K))? — 2(K)? + 2KLZKE — 2V, (nPV,n® — n®V,n?)

R = PR — (K92 + KLK§ — 2V,(n?V,n® — nV,n?) (18)

Sehingga menggunakan persamaan (18) di atas, kita dapat tuliskan aksi Einstein-Hilbert, yaitu:

1 19
167G f d'xy-gR = j At Lgraviey )

1 .
Dengan Lgyqpity = mf d3x ,/—gR, menjadi:

S =

Nvh

Lgravity = %

- (20)
d3x [ R — (K®)? + KPK® — 2V,(n’V,yn® — naVbnb)]

Akibat teorema Stokes, maka suku yang mengandung turunan/derivatif pada permukaan

(boundary) atau disebut suku-suku boundary akan lenyap, maka:



NvVh

Lgravity = %

21
dx |PR - (K9)? + KUK |

Dalam beberapa kasus suku permukaan (boundary), yaitu suku-suku yang mengandung turunan
dapat diabaikan akibat berlakunya teorema Stokes. Namun berdasarkan relativitas umum, suku-
suku boundary ini tidak sepenuhnya dihilangkan. Salah satunya dikenal sebagai suku Gibbons-

Hawking yang berasal dari variasi Lagrangian §Lg,qpity:

1 (22)
SLgravity = m] d3x [R(&/—g) +—99" Ry, + 1/—ng&g‘“’]

Dengan §,/—g = §g"" = 0, sehingga yang memberikan kontribusi adalah suku g#"8R,,,,. Suku

ini dikenal suku Gibbons-Hawking. Namun untuk formulasi ADM akan digunakan asumsi bahwa

suku-suku boundary tidak berkontribusi langsung pada dinamika ruang-waktu dalam relativitas

umum, sehingga Lagrangian yang digunakan persamaan (20).

Bila diamati suku-suku pada persamaan di atas hanya bergantung pada variabel spasial, seperti
yang telah diharapkan. Dengan demikian kini variabel dinamik yang dimiliki ialah metrik proyeksi
hg;, dan turunannya terhadap waktu h,;, yang telah dibuktikan berhubungan langsung dengan K,

seperti ditunjukkan pada lampiran A.

1.1.3 Hamiltonian dan Kendala dalam Relativitas Umum
Menggunakan transformasi Legendre pada Lagrangian gravitasi di atas, maka dapat diperoleh
Hamiltonian untuk relativitas umum:

: 23
ngavity = f d3x (habpab + Apy + :uapa) - Lgravity 23)

Dengan py dan p, masing-masing adalah konjugat momentum dari fungsi lapse (lapse function)
N dan vektor pergeseran (shift vector) N¢. Dan A dan u® sebagai pengali Lagrange (Lagrange
multiplier). Karena N dan N merupakan variabel non-dinamik, makak turunan terhadap waktu
akan bernilai nol, sehingga py dan p, yang didefinisikan sebagai momentum konjugat kedua akan

bernilai nol:

oL ravity (24)
pn(x) = —I2 =0
ON(x)
8Ly avi (25)
_ gravity
pa(x) - 5Na(X) - 0



Kedua konjugat di atas dikenala sebagai 2 kendala utama (primary contraint) dalam relativitas
umum. Kedua momentum konjugat di atas dapat dirumuskan dalam momentum konjugat, sebagai

berikut:

aLgravity _ aLgravity 5ch (x) (26)
(Shab (X) aKCd(x) 6hab(x)

p*(x) =

Dengan K ; = % (hcd —D.N; — DdNC), maka:

SKa() _ 1 27)

Shap(x) 2N

Dan

5Lgravity — _ N\/E 9
6K q(x) 167G 5K, 4(x)

[P - (k&) + Ko Kg]

SLgravi NVR 6§ (28)
gravity (3) cd acpdiyre
= - R—K“K.; + h*“hSK;K,
8K qq(x) 167G 6K 4(x) [ cd eta Cd]
Bila indeks e = a, maka:
SLgravi NVR &
gravity (3) cd cda
= — R — K““K h““K;K
5K.,(x) 167G 5ch(x)[ ca + hKGKq
5Lgravity _ N\/ﬁ (ch _ thKa) (29)
0K.4(x) 8nG @
Maka momentum konjugat didapatkan:
vh (30)
ab — Kab _ hach
P00 = I &)
Dan sebaliknya:
Vh
ab — Kab _ hach
PP = )
Vh
ab _ ab __ jab dc
p - 167G (K h hch )



Vh

pab — TenC (Kab _ habhcdthhabKab)
vh
pab — TenC (1 _ habhcdthhab)Kab
l16mG
\/ﬁ pab — (1 _ habhcdthhab)Kab
atau
l6mG
Kab — \/ﬁ pab(l _ hathdhcdhab)
l16mG l16mG
K === 0% = hheap™) = —7— @ = h®pc)
Maka menggunakan hasil tersebut: K.; = % (ﬁcd —D.N; — DdNC) = 2omd (pcd

persamaan konjugat momentum yaitu h,;, dapat diperoleh, sebagai berikut:

\/E
pab( ) (Kab abK(f)
. 16mGN
hab = \/E

16nGN 4 16nGN (
\/E pab \/E pab

Pab + NhabKCC + DaNb + DbNa

hab =

habpg) + DaNb + DbNa

. 16mTGN
hap = N ——— (2pap — happé) + DNy + DN,

Menggunakan hasil di atas dalam formulasi Hamiltonian relativitas umum:
ngavity = f d*x (habpab + Apy + .uapa) - Lgravity

H

Vh

NVh
167G

fd%{®R—(mﬁz+Kﬂ¢]
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€1y

(32)

heapg), maka

(33)

3 lenGN c,,ab ab ab a
gravity — d x( (zpabp — happcp )+ P DgNp + p*° Dy Ny + Apy + 14 pa)



H

p h + p*D, Ny, + p**D, N,

3 32nGN ab 16mGN . ab (34)
ravity = jd X Tpabp _T abPcP

N+vVh N+vVh
' ®p ay2 bra 3 a
o R+ Jong 0600 - k2G4 [ @x Gy + wpa
Sekarang kita akan tinjau suku: (K&? — KP K, menggunakan

161G

N
Pap = TonG (Kab - hachC) dan K, = (pab abpg)a maka:

NVh _ 16nGN (35)

m[(K”‘)2 KZK{ = T ——— (Pap — hapP&)p®®

_ _lenGN b )
\/E pabp abPcP

Sehingga Hamilton relativitas umum menjadi:

32nGN 16mGN NVh
Hgraviey = f | = Parp® = hawpEp® + pDaly + p DNy — T “r
16mGN o , .
- Papp®® — happép™) +fd x (Apy + upq)
VR
16nGN 1 NvVh
ngavity = .]- d*x <T <pabpab 5 habpgpab) + pabDaNb + pabDb Ry (3)R)
+ [ @x o + 19
16mGN (36)
Hyravicy = jd3x< 7 (pabp — —(pc) ) + p*D, Ny, + p**D, N,
NVh
16 G (3)R> f d3x (APN + ﬂapa)

Menggunakan kendala utama dan persamaan Poisson, maka:

11



Spn 6Hg7’am'fy _ Spn (Sngavity (37)

0=py = {erngavity} =

ON ot ot ON
16nGN 1 Nvh .
_ ab c\2 B)p ._ ravit
=— - —_¥p = _pygravity
N (pabp 5 (e ) tec
Sppa angavity _ Spya 5ngam‘ty (38)

0 =pye= {pNa, ngavity} = SNa St ot ON?

J 5
= — SNa [pab(DaNb + DbNa)] = W(NbDapab + Nanpab)

= SN@ (thNbDapg + hadNanpg)

(NbDapg + Nanpg) — Dapg + Dbpé’ — —Hgmvity

~ 5Ne

Kita dapatkan 2 kendala sekunder (secondary constraint):

Hgravity — 16nGN (p pab _ l(p0)2> _ N\/ﬁ (B)R =0 (39)
NN 2 ¢ 167G
HI™™ = —(Dap + Dpp2) = 0 (40)

Masing-mading disebut sebagai kendala Hamiltonian (H gravity ) dan kendalan diffomerfisme

(Hg ravity ) Hasil ini menunjukkan bahwa Hmiltonian relativitas umum dapat dituliskan sebagai

komninasi linier berbagai kendala (tanpa baoundary):

(41)

Hyravity = f d3x (Nngavity + NaHgm”ity + Apy + Mapa)

Kendala sekunder masing-masing bernilai nol, hasil ini membatasi ruang fasa dalam relativitas
umum pada permukaan/boundary yang dikenal sebagai on shell. Dari hasil terdapat total 8 kendala

dalam koordinat 4 dimensi ruang-waktu, yaitu 4 kendala primer dan 4 kendala primer:

1. Kendala primer: 1 dari py dan 3 dari pya

2. Kendala sekunder: 1 HI™*Y dan 3 dari Hfmvity

Kondisi on shell dalam formulasi Hamiltonian relativitas umum mengakibatkan tidak ada
dinamika dan evolusi fisik dalam waktu t. Kehadiran yang membingungkan dari Hamiltonian fisik
sebenarnya adalah konsekuensi dari apa yang telah kita diskusikan sebelumnya: invariansi
diffeomorfisme dari teori memberi tahu kita bahwa t hanya merupakan parameter semata tanpa

makna fisik mutlak, sehingga tidak ada dinamika fisik dalam t. Oleh karena seluruh dinamika
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ruang-waktu dalam relativitas umum di gambarkan oleh Hamiltonian di atas, maka ini menjadi
masalah. Hamiltonian dalam relativitas umum merupakan kendala dan ini adalah akar masalah

waktu dalam relativitas umum, yaitu masalah waktu (problem of time).

1.1.4 Struktur Simpletik dalam Relativitas Umum
Berdasarkan formulasi Hamiltonian di atas kita dapat mempelajari ruang fasa dalam relativitas
umum. Ini diparameterisasi oleh (hg,, p*?) yang memenuhi kurung Poisson:

{hea, P} = 68.85,8(x — x") (2)
Dari hubungan hg,, dan p®? di atas, dapat kita evaluasi hubungan kurung Poisson untuk kendala

sekunder sebagai berikut:

5Ha(x) 5Hb()’) _ 5Hb(3’) 5Ha(x)
Shh  Opp Shy  6pl

{Ha(x), Hy(¥)} =

§(hbH,) 8(2Daps))  8(hgH,) (2D wpa))

{Ho(x), Hp(y)} =

Sht 5pd Shp 5pa
{Ha(x), Hy(¥)} = Ha ()56 (x — ¥) — Hyp(x)0,6(x — y) (43)
Dan hubungan lainnya:
{Ha(x)r H(y)} = H(x)aa(s(x _Y) (44)
{H(x), HY)} = H*(y)0,6(x —y) — H*(x)0,6(x — y) (45)

Dapat diperhatikan bahwa sisi sebelah kanan persamaan (43) — (45) adalah kendala permukaan
yang artinya sisi sebelah kanan akan lenyap/bernilai nol di permukaan hypersurface. Sehingga
hubungan Poisson yang dibangun ini mempertahankan kendala pada kendala permukaan
(constraint surface). Kendala seperti ini dikenal sebagai kendala jenis pertama (first class
constraint), sebagai pembeda dengan kendala jenis kedua (second class constraint) yang tidak
lenyap di hypersurface atau tidak lenyap di on-shell. Kendala jenis pertama inilah yang men-

generate transformasi gauge pada kendala permukaan.
Berbagai jenis kendala dalam pembahasan kita ini dapat dirangkumkan sebagai berikut:

(1) Kendala utama (primary constraint) merupakan kendala yang tidak bergantung dengan
persamaan dinamika, dan kendala selain definisi ini dikenal sebagai kendala sekunder

(secondary constraint).
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(2) Kendala jenis pertama (first class constrainst) merupakan kendala yang komut dengan
dengan kendala lainnya yang eksis di hypersurface, selain definisi kendala tersebut dikenal

sebagai kendala jenis kedua (second class constraint).

Berdasarkan klasifikasi tersebut kendala dalam relativitas umum yang ditunjukkan merupakan
jenis kendala utama dan kendala jenis pertama. Hal ini akan memberikan transformasi gauge,

karena kendala jenis pertama sajalah yang dapat men-generate transformasi gauge.

Untuk melihat bagaimana transformasi gauge bekerja pada kendala permukaan ini, pertama-tama

definisikan smearing dari kendala permukaan:

H(N) = L HAGON, (x) d°x (46)

H(N) = j HOON(x) dx (47)

>

Dapat ditunjukkan bahwa:

{H(N), hap} = 6H(N) Ohay _ Shap SH(N) = —fd"’x (N 6H;(x) + H%(x )51\21))

p ab S hab 629 ab

6H*(x) 1)
{H(N), hap} = — f dix No =5 a5 = f d*x No 325 (2D ™)

(48)

R é
() has} = [ a5 25 (2% Diooy) = 2Diale
Karena turunan Lie dari h,;, adalah:

Lﬁhab = hcb(DaNC) + hac(DbNC) - NC(Dchab) = hcb(DaNC) + hac(Dch) (49)

== ZD(aNb)
Sehingga
(H(V), hav} = Liyha (50)
Dengan cara yang sama untuk:
{H(N),p®} = Lyp® (51)
{H(N), hqp} = Lyp®® (52)
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1
{(H(N),p**} = Lyp® + 5 h*"NH — 2NVhhelepPlAR (53)

Persamaan Poisson pertama di atas untuk diffeomorfisme waktu pada h,;, dan yang kedua untuk
diffeomorfisme waktu pada p®?, tetapi terdapat suku tambahan pada persamaan Poisson untuk p%?
di atas. Suku tambahan akan lenyap jika H = R.; = 0 yang dikenal sebagai kendala Hamiltonian
di permukaan dan solusi fisis persamaan vakum persamaan Einstein. Sehingga dapat dikatakan
bahwa kendala H, = H + H, adalah generator group diffeomorfisme ruang-waktu Diff (M)

dalam konfigurasi fisis.

Hubungan Poisson untuk kendala Hamiltonian dan Diffeomorfisme di atas ({H,(x), H,(y)}, etc)
dikenal sebagai aljabar Dirac atau aljabar Bargmann-Komar. Karakteristik dari aljabar tersebut
adalah tidak membentuk aljabar Lie dan sifatnya tertutup. Jika aljabar tersebut dituliskan dalam

bentuk smearing-nya, maka:

8H(Ny) 6H(N;)  6H(N,) 6H(Ny) (54)

(HN), HN,)} = =~ 5p®  bhg, 6pah

Dengan H(N;) = f): H(x)N, (x) d3x adalah smearing dari kendala Hamiltonian dan untuk variasi

terhadap h,, kita akan tinjau kendala Hamiltonian sebagai berikut:

H(.X') = H1 + HZ (55)
Dengan:
16nGN 1 (55)
H, = ( ab _ c 2)
1= (ParP™ =3 €29
NVR 3 (56)
=———"R
27 16mG
Sehingga variasi terhadap hg;, untuk kendala Hamiltonian dituliskan sebagia berikut:
6H(x) 6H, ©&H, (57)

Sha, _ 8ha,  Shy,

Untuk masing-masing bagian ditinjau sebagai berikut:
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6H,  16nG o) N ( ( )2 )
ahab - s 5hab ‘\/E pabp pC

6 (N ab,cd L ab ., cd
=16nG6hab \/_ﬁ(hachbdp p _Ehabhcdp p )

5H1 _ 16mGN ( pacpbd _ lpabpc) _ 16TGN hab (p pcd B l(pc 2) (58)
Shab \/E cd 2 ¢ \/E cd 2 c
Dan bagian lainnya:
oM @ . e (59)
Shgp, 167G Shy, (N\/ﬁ R) 167G 6hy, (N‘/_(D Gd. — DaG¢ ))

Dengan G, pada persamaan (59) adalah koneksi untuk turunan kovarian D, sehingga variasi H,
terhadap h,j, adalah

d d
6H2 = M (3)R N\/— hab (3)R + N\/ﬁ Dc SGdC _ 5GC ¢ (60)
Shy, 161G 321G 167G Shyy, % 6hy,

Kita evaluasi suku berikut pada persamaan (60):

NvVh [ 5G4, 5Gac
D¢ —Dj—
16mG 6hab 6hab

= 33 V|0 (e (pu( 022 + 8252)601,))

+ D, (6382 + 5868)5(x,y)) — De (6352 + 5¢68)5(x, ;v))))

+ D, (hdehcf (Dc (5782 +6862)5(x,)) + Dy (6282 + 85862)6(x, )
— D, (8867 + 8782)8(x, y))))l

Nvh Dcacgc b 5Ga°
16nG \~ &8hy  *6hy,

= o VE[-0) (0® (5280 ») + h*Deb(x, ) - D@ (825, )

+(0°N) (D@ (625x,1) + D@ (825(x,y)) = h®De8(x, ) )|
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NvVh < . 8Gg. SG§C> _ 1
3

-D VR(h*® D .DEN — 2D%DPN + h*D_D¢N
6hab d Shab G ( C e )

16nG 2
NVR [ 6GE 5Ga¢ Vh (61)
pe—%_p,— )= (h% D.D°N — D%DYN)
167G\~ Shy, Shy,) 161G

Sehingga kita dapatkan persamaan (57) menjadi:

6H (x 16nGN 1 16mGN 1 62
( ) — <h ac.,bd __ ab c) _ hab (pcded _ E(pg)z) ( )

Shay VR VP TP P TR
Vvh
- (hab cCN — papb
+16nG(h D.D°N — D“D”N)

Selanjutnya untuk variasi terhadap p®? untuk kendala Hamiltonian adalah:

SH(x) 6H, &H, (63)
5pab =5pab 5pab

Untuk masing-masing bagian ditinjau sebagai berikut:

SH, § (N, 1
W=16EGW ﬁ(PabP _E(pc))

g N ab.,cd 1 ab.,cd
= lé6nG 5pb ﬁ(hachbdp b - Ehabhcdp p )
6H, 16mGN 1 16nGN 1 (64)
i =~ (hachnap™ = 3 havheap™ ) = == (pan — 5 vt
Dan untuk bagian selanjutnya:
SH, 1 6 3) (65)
5p® ~ 161G 6p (MVRR) =0
Sehingga kita dapatkan persamaan (63) menjadi:
6H(x) 16mGN 1 c (66)
Spab = N (pab _Ehabpc)

Sehingga hubungan dalam persamaan Poisson dapat kita tuliskan sebagai berikut:

17



0H(N;) SH(N,) JSH(N,) 8H(N;)
Shy, Opab Shy, Opdb
167G N, 1 167G N, 1
== ( cap™pPt — Ep“”pé) - he? (pcap“d — E(pé)z)
vh 16mGN 1
+ TenC (h**D.D*N; — D*DPNy) N 2 (’Pab - Ehabpg)
167G N, 1 167G N, 1
— (T (pab - 5%195)) 7 (hcdp“p”d — Ep“”pﬁ)
16mGN. 1 Vvh
e (peap™ =5 (PE)? ) + g (DD Ny = DUDPy)
SH(N,) SH(N,)  SH(N,) SH(N,) 67)
5hab 5?9 ab 5hab 5}9 ab
167G N, 1
=\—7 (hcdp“p”d - Ep“”pé)
167G N,

Vh

Vh
+——(h**D.D°N, — D*D"N,)

lénG

16mGN, 1
- (pab - E habpc

Vh

1
h?P (pcded -5 (pé)z)

16mGN, 1
\/E (pab - E hach)

16mGN,
)) (hcdpacpbd

Vh

1 161G N, 1

- Ep“”pé) 7 ab (pcap“d - E(pé)z)
vh

t o= (h*D,D°N, — D*DPN,)

Dalam bentuk hubungan persamaan Poisson:
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6H(N,) 6H(N;)  6H(N,) 6H(Ny) (68)
— 3 —
{H(Nl):H(NZ)} _fd .X'< 5hab apab ahab 5pab
Maka didapatkan:
(H(N), H(N)Y = H( g% (Ny0, N, = N,0pNy)) (69)
Dan hubungan persamaan Poisson untuk kendala lainnya (kendala diffeomorfisme), sebagai
berikut:
(H(N,), H(F,)} = H[g, V) (70)
{H(N,), H(N,)} = H[L N, ] (71

Dengan £ adalah turunan Lie.

Dapat dilihat ketika menggunakan bentuk smearing yang berarti formulasi persamaan Poisson
berada di luar permukaan kendala (off shell), hubungan Poisson untuk {H (N, ), H(N,)} bergantung
pada metrik g® sehingga tidak bersifat konstan sama sekali. Ini berbeda sekali dengan struktur
aljabar Lie. Seluruh persamaan aljabar di atas dikenal sebagai persamaan aljabar Bargmann-Komar

tidak dikategorikan sebagai aljabar Lie.

1.1.5 Program Kuantisasi Dirac dan Persamaan Wheeler-De Witt
Dalam relativitas umum seluruh dinamika ruang-waktu dirangkumkan oleh persamaan kendala di
atas, oleh karena prosedur kuantisasi yang sesuai untuk relativitas umum harus mampu
mengkuantisasi persamaan kendala tersebut. Program kuantisasi untuk sistem kuantum yang
memiliki kendala pertama kali diajukan oleh Dirac. Dalam program kuantitasi Dirac, keadaan
kuantum dari dinamika sistem akan lenyap ketika dikenakan pada persamaan kendala, dalam
konteks relativitas umum ini berarti keadaan kuantum akan lenyap ketika dikenakan pada
persamaan kendala Hamiltonian (dan persamaan diffeomorfisme) di atas. Secara umum terdapat 3
langkah dalam program kuantitasi Dirac:

(1) Menentukan variabel ruang fase dari teori sebagai operator dalam ruang Hilbert kinematik

Hyin, yang memenuhi hubungan komutasi:

1 (72)
O B S
(2) Promosikan operator kendala H# dalam ruang Hilbert kinematik H};,,;

(3) Karakterisasikan ruang solusi dari kendala di ruang Hilbert fisis } s,
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Hip =0 VY € Hypys (73)
3 langkah di atas dilengkapi dengan pemahaman mengenai skalar produk di #{;,p,,,s dan interpretasi

fisis dari observabel kuantum.

Program kuantisasi Dirac akan lebih umum pada kasus gravitasi, yaitu dapat digunakan untuk
sistem yang sepenuhnya terkendala. Sekarang akan kita cobakan program kuantisasi Dirac ini pada
formulasi ADM untuk relativitas umum. Hubungan Poisson yang telah dipromosikan dalam
representasi hubungan komutasi dalam teori kuantum untuk kasus relativitas umum dituliskan

sebagai berikut:

[hap, 5] = ih8E,)8% (x, ) (74)
[Eab;iicd] =0 (75)
[pﬂab,p'\cd] =0 (76)

Dari hubungan komutasi diatas maka dalam representasi Schrodinger masing-masing variabel

operator tersebut memenuhi:

P (%) = gy (X) (77)
a _. 6 (78)
PP =~

Yang bekerja pada fungsi gelombang Y [hg;, (x)] pada 3-metrik. Prosedur diatas sangat cocok pada
kasus medan skalar, tetapi dalam konteks gravitasi sulit dilakukan. Hal ini disebabkan karena ruang

Hilbert kinematik yang secara umum memiliki skalar produk:

[ andtaiw i = Wiy (79)

Pada kasus gravitasi tidak terdapat pengukuran Lebesque untuk ruang metrik moduli
diffeomorfisme yang dapat mendefinisikan dh. Tanpa ini kita tidak dapat menentukan apakah

hgp(x) dan $ (x) bersifat hermitian atau selalu memiliki spektrum positif untuk A, (x), seperti

yang dibutuhkan pada sign untuk metrik spacelike di hypersurface.

Selain masalah pada level ruang Hilbert kinematik, bila kita beralih ke ruang Hilbert

diffeomorfisme Fy4;rr, yang maka kaitan antara ruang Hilbert kinematik, ruang Hilbert

diffeomorfisme dan ruang Hilbert fisis memenubhi:
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Ae = A = 80
H'=0 g H=0 g (80)

Hyin
Yang artinya fungsi gelombang 1[h,,(x)] yang cocok untuk menggambarkan dinamika dari
gravitasi haruslah merupakan solusi yang memenuhi kendala operator diffeomorfisme (ﬁ = 0)
sehingga dikatakan memenuhi sebagai anggota dari ruang Hilbert diffeomorfisme begitu juga

untuk ruang Hilbert fisis maka harus memenuhi kendala Hamiltonian (ﬁ = 0). Namun setelan

dikaji, pada level ruang Hilbert diffeomorfisme terdapat masalah, yaitu:

_ 1) 81
Halp[hab] = Zlh-]- d?’x DbNa lp =0 ( )
5 Shap
Yang berimplikasi bahwa
Ylhay] = w[hab + 2D(bNa)] (82)

Yang merupakan solusi untuk operator kendala diffeomorfisme. Solusi ini masih ill-defined
walaupun memenuhi operator kendala diffeomorfisme karena tidak adanya pengukuran dh di level

ruang Hilbert kinematik.

Masalah menjadi serius untuk kasus ruang Hilbert fisis karena selain masalah tidak adanya
pengukuran Lebesque untuk ruang metrik moduli diffeomorfisme, persamaan operator kendala
Hamiltonian lebih rumit dibandingkan operator kendala diffeomorfisme. Solusi ¥[h,,] yang
merupakan solusi untuk kasus operator kendala diffeomorfisme bukanlah solusi untuk operator

kendala Hamiltonian. Operator kendala Hamiltonian relativitas umum dapat dituliskan sebagai

berikut:
_ 16wGN 1 (83)
H¢[hab]=[ 7 (Pab™ 5 29?) - 1o G“) ()] hav) = 0
Atau
_ 16nGN o NvVh (84)
Hw[hab]z \/E Gabcdpaprd 161 6(3) (h)llp ab _0
2
Dengan Ggpeq = hachpa + haahpe — haphcq dan  p pCd——ha—. Persamaan

Shap(x)Sheq(x)
operator kendala Hamiltonian di atas bersama dengan fungsi gelombang y[hg; ] dikenal sebagai

persamaan Wheeler-deWitt atau persamaan Einstein-Schrodinger. Yang perlu diperhatikan dari
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persamaan di atas adalah bahwa solusi Y [h,;,] yang cocok untuk persamaan operator kendala
diffeomorfisme tidak cocok sebagai solusi persamaan Wheeler-deWitt ini. Sehingga hubungan
ruang Hilbert diffeomorfisme dan ruang Hilbert fisis masih menjadi kajian penelitian dalam

kuantisasi gravitasi berdasarkan persamaan Wheeler-deWitt.

Persamaan Wheeler-deWitt merupakan persamaan yang menggambarkan dinamika ruang-waktu
dalam relativitas umum untuk level kuantum, tetapi karena persamaan tersebut merupakan
persamaan yang berasal dari kendala Hamiltonian, maka Hy[h,,] = 0, yang artinya dinamika
ruang-waktu “membeku” atau dikenal sebagai masalah waktu (time problem) dalam gravitasi
kuantum. Hal ini disebabkan dalam relativitas umum, waktu (t) merupakan koordinat yang dapat
digantikan variabel lainnya asalkan memenuhi keinvarianan diffeomorfisme, tetapi dalam teori

kuantum, waktu merupakan variabel eksternal yang evolusinya menggambarkan dinamika sistem.

Untuk menyelesasaikan berbagai masalah dalam kuantitasi gravitasi pada formulasi ADM untuk
relativitas umum ini, fisikawan memikirkan ulang bagaimana menuliskan relativitas umum dalam
variabel lainnya selain h,, dan p%’, yaitu menggunakan variabel yang berhubungan dengan
koneksi dalam relativitas umum. Variabel koneksi ini dikenal sebagai variabel Ashtekar-Barbero
dan program kuantitasi berdasarkan variabel Ashtekar-Barbero dengan basis program kuantisasi
Dirac di atas melahirkan teori yang dikenal sebagai Loop Quantum Gravity. Dalam loop quantum
gravity masalah-masalah yang dihadapi dalam mengkuantitasi gravitasi berdasarkan formulasi
ADM dapat dijawab dan secara signifikan memberikan kemajuan dalam memahami gravitasi dan

ruang-waktu pada level kuantum.

1.2 Aksi Palatini, Formulasi Tetrad, Aksi Holst dan Teori BF dalam Relativitas Umum
1.2.1 Aksi Palatini
Setelah Einstein merampungkan persamaan medan untuk gravitasi, Hilbert menuliskan persamaan
medan yang serupa menggunakan prinsip aksi. Aksi ini dikenal sebagai aksi Einstein-Hilbert, yang
dituliskan sebagai berikut:

1
Slgl = TG d*x[—gRlg] (83)

Formulasi ini dikenal sebagai formulisme orde kedua. Beberapa tahun kemudian, Palatini
merealisasikan cara lain dalam menuliskan aksi Einstein-Hilbert di atas. Aksi Einstein-Hilbert

merupakan fungsional dari metrik S[g] dengan terdapat hubungan langsung antara metrik g,
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dengan koneksi I}, tetapi Palatini meninjau metrik g,,, dan koneksi I'{;, sebagai 2 variabel yang

independen. Aksi yang diajukan Palatini adalah:

86
1911 = 1o [ 4% =" Riw 1] (%)

Yang mana bila divariasikan terhadap I}j;, maka akan didapat hubungan antara metrik g,, dan

koneksi ['%

- sebagai berikut:

5(5[91 ]) =0= mj d*x S(J_guvRuav )

87
619, TD = - j d*x [(6)=9)g" R%[T] + V=g (6g"™ )R, 1] &7
+/=99" (8Ra [TT)]
Dengan meninjau masing-masing suku di atas, maka:
a. Untuk variasi §,/—g, maka:

§-g9 6J-g &g 1 1 (88)

Sghv &g Oghv = 2\/—991“/ = TV T99w

Maka

(89)

1
(6J=9) = —5V-99w89""

b. Untuk variasi §g*¥ secara langsung mendapatkan

V=9(89" )Ry [T] = \[=g (89" )Ry [T] (0)

c. Untuk variasi SR%, [I'], maka:
SR [T] = 8R, [T = 6(0.58) — 8(3,18,) + 6 (T Th,) — 8(T%rs,)
SRy = 6(0aT%) — 8(0,T%,) + (8TE)Th, + T (8T, ) — (8T%)Th, — T (612,
SRy = |8(0aT%) — (6T%)T8, — 15(8T5,)| - [8(3,18) - (618)r8, — 1 (674, )]

SR,y = 8(V, %) — 6(V,IE) C2))

Yang dikenal sebagai identitas Palatini, sehingga didapat:

\/_gw(‘SRuav [F]) = \/—_gg‘“’ (5(Vartﬁ/) - S(VHF&”V))
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J=59" (6 lT1) = =3 (Valg"'8T8) = Va (95T ))
J—99" (6RE[T1) = /—gV, A% (92)

Dengan A% = gHVéT7, — g“VSF[fv,

Setelah didapat seluruhnya suku di atas maka:

5(5[9' FD =0= m d4x [(5\/_)guvRuav + \/_(5guv)Ruav + \/_guv(6Ruav)]

1 1
~ 161G f d*x [(_EV —ggw(sgw> 9" Ry +[=9(69" )Ry, + ,/—gvaAa]

4 (93)
16ntd X\ — [ 6g“V+VaA“]

Persamaan terakhir ini menghubungkan metrik g,, dengan koneksi I),. Bila diperhatikan suku
pertama dalam persamaan di atas merupakan tensor Einstein: G, = R, — % 9JuvR dan suku kedua

karena mengandung suku derivatif kovarian akan lenyap berdasarkan teorema Stokes.

Adapun aksi Palatini di atas akan menghasilkan persamaan medan Einstein bila yang divariasikan
hanya terhadap metrik saja. Formulasi Palatini dikenal ini dikenal sebagai formulasi orde pertama
untuk membedakan dengan formulasi aksi Einstein-Hilbert. Kita akan gunakan formulasi Palatini
ini dalam meninjau relativitas umum tetapi variabel metrik dan koneksi digantikan oleh tetrad

(pengganti metrik) dan spin koneksi (pengganti koneksi) dalam formulasi tetrad.

1.2.2 Formulasi Tetrad Orde Pertama

Dalam formulasi tetrad yang ditinjau disini (membedakan dengan formulasi tetrad yang original
diajukan oleh Cartan dan Weyl disingkat formulasi tetrad) akan digunakan langkah-langkah yang
serupa dalam formulasi Palatini. Dibandingkan menggunakan metrik g,, yang menggambarkan
dinamika ruang-waktu, justru dalam fomulasi tetrad digunakan medan tetrad e[l (x) dengan indeks
yang berjalan memiliki: I, u = 0,1,2,3, tetapi indeks 7/ adalah indeks untuk ruang datar dalam ruang
datar Minkowski: n = (1,—1,—1,—1). Formulasi tetrad ini menganggap ruang-waktu secara
lokal merupakan ruang Minkowski sesuai prinsip ekivalensi sehingga secara lokal ruang-waktu
merupakan ruang inersia. Hubungan antara metrik g,,,, dan medan tetrad e[l (x) dituliskan sebagai

berikut:
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guv(x) = nljeﬁ(x)eé(x) (%94)

Medan tetrad juga memenuhi transformasi Lorentz:

e,(x) - A (x)el{(x) (95)
Dengan A§ (x) merupakan elemen dari grup Lorentz orthocronous: Aﬁ (x) € SO (3,1) dan ||A§ || >
1. Disini istilah grup Lorentz orthocronous disingkat menjadi grup Lorentz saja. Oleh karena itu,
dalam formulasi tetrad terdapat tambahan simetri gauge yaitu local gauge invariance yang berasal
dari grup Lorentz. Kita dapat merotasikan setiap titik di ruang-waktu ke dalam kerangka inersial
4D. Hal ini lebih mendasar dibandingkan formulasi relativitas umum menggunakan aksi Einstein-

Hilbert, karena dengan formulasi ini kopling dengam materi fermionik dapat dilakukan.

Selanjutnya dapat diproyeksikan vektor pada tangen space M ke ruang internal dan sebaliknya dari

vektor dari ruang internal ke manifold M dengan menggunakan medan tetrad:

e,V =Vl ; efvVi=VH (96)
Sehingga V bertransformasi dalam grup Lorentz. Hal sama dapat pula berlaku untuk tensor dan
dual vektor. Seperti halnya turunan kovarian di manifold M yang didefinisikan menggunakan
koneksi I', maka pada tangen space M yang bersifat inersial ini untuk mendefinisikan turunan

kovarian diperkenalkan koneksi yang dikenal sebagai koneksi spin (spin connection) w:

DV =09,V + wL]V] (97)
Dan dapat bercampur dengan turunan kovarian di manifold jika indeks yang digunakan adalah

indeks ruang-waktu di manifold (u, @ = 0,1,2,3):

— I yJ B 1
D,V = 0,V4 + w/;Vy — Ty, Vg (98)

Selain itu, koneksi spin bersifat antisimetrik atau kondisi metriksiti (metricity condition):

w{/ = —wlfl (99)

Spin koneksi merupakan koneksi di spinor bundle tangen space M yang dapat didefinisikan seperti

halnya koneksi I, yaitu:
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y_ 1 (100)

W, Ee“’(aueé — aaej +ePlefopeqx)

1
— Ee“](aue[x — gel + ePlefopeqy)

Dan hubungan koneksi spin dan koneksi, dituliskan sebagai berikut (yang memenuhi kondisi

torsion free/torsionless):

w] =—eYoel + ey T5 Pl = el (9,6 + g, ePl) = e,V e (101)
Karena sifat kompabilitas: Dye; = 0 dan 9,(e,e®) = 0, maka berimplikasi pada: e*/d,e; =
—el 6ue“] dan menjadi syarat untuk medan koneksi spin yang bersifat torsion free/torsionless yang
menyerupai geometri ruang-waktu relativitas umum. Dengan demikian, formulasi tetrad dapat

tereduksi menjadi geometri ruang-waktu (pseudo) Riemannian relativitas umum dengan adanya

tambahan simetri gauge, yaitu local gauge invariance.

Sekarang dapat kita bangun tensor kelengkungan seperti halnya di relativitas umum dalam
formulasi tetrad. Tensor kelengkungan ini disebut kurvatur 2-form F/ yang didefinisikan sebagai

berikut:

FU =dw" + vk A 0™ (102)
Persaman di atas dikenal sebagai persamaan struktur Cartan jenis pertama, dengan d adalah

turunan eksterior dan A adlaah wedge product. Kurvatur 2-form FY dapat diuraikan dalam

komponennya sebagai berikut:

FU = do + wh A ¥ = (8,0 + wlxwl’) dxt Adx (103)

FU = EJ dx# Adx¥ = (0,07 — 0,0, + wlw,) — o) dxt ndx  (104)

Dimana E,} = 4,0, — 9,0, + oy, — wlyw,’. Dalam teori medan kuantum FY dikenal
sebagai strenght gauge field yang merupakan tensor kuat medan interaksi. Hal ini
mengidentifikasin bahwa relativitas umum dapat dituliskan dalam formulasi yang serupa dengan

teori medan gauge, seperti halnya medan elektromagnetik.

Kemudian, jika kita menggunakan w(e) yang didefinisikan pada persamaan (101) pada definisi

FlJ

wv-> dapat kita tunjukkan bahwa kurvatur 2-form Fﬂ diatas berhubungan langsung dengan tensor

kelengkungan Riemann via tetrad:
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Flw(e)] = e'*ePRyyqple] (105)
Persamaan di atas dikenal juga sebagai persamaan struktur Cartan jenis kedua. Pembuktian

hubungan di atas dapat dilihat pada Lampiran B.

Sehingga dapat kita aksi Einstein-Hilbert dalam formulasi tetrad dapat dituliskan sebagai berikut

(digunakan unit alami: 16mG = 1 dan hubungan determinan metrik dan determinan tetrad):

S[e] = j d*x[—gR[e] = f d*x\[=99"" 9% Ruavp e

Sle, ] fd‘* J—(—eDef'efe" ePIR, g p = jd“x ee; ef FU(w(e)) (107)

1 1
Sle,w] = 4fd x e gL ePeke LFU(a)(e)) ——e,]KLfd4x e nel AFU(w) (107)

Persamaan aksi Einstein-Hilbert di atas menyatakan bahwa spin koneksi dan tetrad masing-masing

merupakan variabel bebas seperti hanya formulasi Palatini:

1

Sle,w] = EEUKLJ-d‘*x el Nel AFU(w) (108)

Menggunakan formulasi di atas kemudian divariasikan terhadap tetrad (e), maka diperoleh
persamaan gerak atau persamaan medan Einstein untuk kasus vakum seperti yang diperoleh pula
dari aksi Einstein-Hilbert dalam formulasi metrik (Lihat lampiran B). Hal ini disebabkan karena
variasi terhadap medan tetrad tidak menambahkan medan baru karena medan tetrad sendiri yang
merupakan spinor dari tangen space manifold M. Dalam formulasi ini relativitas umum memiliki

formulasi yang lebih umum dan dapat kembali pula kebentuk originalnya.

1.2.3 Aksi Holst dan Teori BF

Ashtekar pertama kali menemukan transformasi kanonik yang sangat menarik dan membuat
penasaran untuk ruang fasa dalam relativitas umum. Transformasi kanonik biasanya berhubungan
dengan penjumlahan suatu suku tertentu dalam aksi, salah satunya yang diperkenalkan oleh Holst,
yaitu:

1 1
Sle,w] = s,]KLfd“xeK/\eL/\F”(a)) +Z5UKLfd4xeK/\eL/\F”(w) (109)
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Dengan y merupakan konstanta yang dikenal sebagai konstanta Barbero-Immirzi dan &y, =

81k01); = 61kb1) — 67,6k, dengan formulasi ini maka berlaku:

SykLen N eé A Iﬁi(w(e)) = e““vﬁRﬂavﬁ(e) =0 (110)

Ketika spin koneksi memenuhi definisi w

= e,V,e® atau disebut sebagai kondisi non-

degenerate (non-degenerate pada tetrad berarti tetrad memiliki invers dan sebaliknya jika tidak
memiliki invers ketika tetrad tidak memiliki invers). Menggunakan syarat di atas, aksi Holst akan
dapat menghasilkan persamaan medan Einstein (Lihat Lampiran B). Selain itu, pada level vakum
aksi Holst ekivalen dengan relativitas umum dan menghasilkan struktur ruang fasa dalam teori
gauge SU(2), sehingga kuantitasi teori Yang-Mills sesuai prosedur Dirac dapat dilakukan. Gauge
SU(2) akan menjadi basis dalam memkontruksi ruang Hilbert dalam formulasi loop quantum

gravity.
Kembali ke aksi Holst (109), dapat kita tuliskan:

1 1
Sle,w] = (ESUKL +55UKL)J‘ d*xef nel AFU(w)

Dalam buku Rovelli [4] didefinisikan dual Hodge untuk kurvatur 2-form F!/ di ruang Minkowski,

(111)

yaitu: * Fy; = %s, sk F" sehingga aksi Holst kembali dituliskan menjadi:

1 1

S[e; 0)] = (ESI]KL +Z§I]KL)fd4‘x eK/\eL/\FI](CU) (112)
1

Sle,w] = jd‘tx(* eK A el +;6K/\6L>AFU((U) (113)

Bila dilakukan variasi terhadap aksi Holst S pada persamaan (113) terhadap de dan dw, maka

masing-masing akan diperoleh persamaan berikut:

1 1 114

(ESI]KL +55I]KL> e] /\FKL((U) =0 ( )

1 1 (115)
<§£I]KL +§61]KL> eI N dDe] =0

Persamaan (114) dan (115) dikenal sebagai persamaan dinamik dari aksi Holst dan persamaan
(114) setara dengan persamaan medan Einstein (lihat di Lampiran B) ketika medan tetrad tidak

bersifat non-degenerate atau memiliki invers atau e’ # 0.
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Dan didefinisikan medan 2-form BXL, yaitu: BXE =« eX A el + ;eK A el, maka:

Sle, w] = f d%x BKL A FU (116)

Dalam notasi tanpa komponen (116) dituliskan sebagai berikut:

Skmﬂ=fd%BAF (117)

Teori relativitas umum yang dituliskan dalam aksi ini dikenal sebagai teori BF. Rumusan covariant
atau spin foam dari loop quantum gravity akan berfokus pada teori ini dimana medan B akan
berperan penting dalam kuantitasi medan gravitasi dalam formulasi kuantum versi path integral

yang diperkenalkan oleh Feynman.

1.3 Kendala Simplisiti Linier (Linear Simplicity Constraint)
Berdasarkan formulasi dalam teori BF, dapat kita konstruksi amplitudo transisi dinamik dalam
loop quantum gravity. Amplitudo transisi dinamik merupakan probabilitas peluang terjadi transisi
dari 1 keadaan (state) ke keadaan lainnya (anoter state). Amplitudo ini terkadang disebut juga
sebagai lintasan kuantum dalam formulasi kuantum path integral Feynman. Dalam konteks loop
quantum gravity, amplitudo transisi dinamik akan menggambarkan amplitudo probabilitas transisi
dari evolusi state spin network ke state spin network lainnya, sehingga amplitudo probabilitas

transisi ini menjelaskan dinamika dari spin network atau yang dikenala sebagai spin foam.

Menggunakan teori BF, akan kita perlihatkan terdapat suatu persamaan mendasar bagi relativitas

umum yang dikenal sebagai kendala simplisiti linier, yang dituliskan sebagai berikut:

R=yL (118)

Persamaan kendala di atas (118), mirip sekali dengan persamaan yang menghubungkan medan
listrik dan medan magnet dalam elektromagnetik: E= CE, sehingga untuk kuantitas K dan Z,
masing-masing akan disebut sebagai medan listrik gravitasi dan medan magnet gravitasi serta y

merupakan konstanta Barbero-Immirzi yang penting dalam loop quantum gravity.

Sekarang kita menurunkan hubungan kendala di atas dari relativitas umum berdasarkan teori BF.
Dalam formulasi tetrad, kita memiliki suatu wilayah ruang-waktu kompak 4D yang dibatasi oleh

permukaan hypersurface 3 dimensi ). Formulasi tetrad menyatakan bahwa setiap tetrad memiliki
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batas bawah dan batas atas dalam wilayah ruang-waktu kompak tersebut, masing-masing adalah

eli" (batas bawah) dan eéf in (batas atas). Dalam formalisme metrik dapat dipilih hypersurface
dengan nilai waktu t yang berbeda-beda (tetapi menggambarkan peristiwa fisika yang tetap sama)

atau dikenal sebagai time gauge dan untuk formulasi tetrad kita tuliskan sebagai berikut:
I _ (1 0 ) (119)
a 0 e}
Dengan a,i = 1,2,3 dan e/ adalah medan tetrad yang berhubungan dengan induced metrik g, di
permukaan hypersurface untuk metrik 4D. time gauge dalam formulasi tetrad lebih baik
dibandingkan formulasi ADM yang menggunakan fungsi lapse dan vektor pergeseran (shift vector)
karena disini fungsi lapse bernilai 1 dan vektor pergeseran bernilai O tetapi tetap memiliki orientasi

dalam kerangka Lorentzian.

Selain itu, karena yang ditinjau adalah permukaan hypersurface 3D, dimana diambil nilai t yang
tetap, maka setiap titik o di hypersurface ). terpetakan dengan tangen space di M yaitu di titik o
yang merupakan titik di sub ruang 3 dimensi spacelike Minkowski. Hal ini menjadikan
keinvarianan grup Lorentz SO(3,1) di hypersurface rusak (breaking) menjadi keinvarianan sub
grupnya yaitu grup rotasi SO(3):

S0(3,1) » S0(3) (120)

Dan secara aljabar menjadi:

SL(2,C) - SU(2) (121)
Pengrusakan simetri ini merupakan karakteristik ketika yang kita tinjau adalah hypersurface dari

wilayah ruang-waktu 4D.

Jika di ruang-waktu 4D, kita memiliki permukaan 3 dimensi yang digambarkan dalam koordinat
(01,02, 03), maka dapat kita tuliskan covektor normal n,, untuk setiap titik di permukaan tersebut:

dx¥ dx® dxP (122)
T = SwvaB o1 062 g3

Dengan x#(ol,02,03) adalah hasil pemetaan dari permukaan 3 dimensi dengan permukaan 3
dimensi lain di ruang-waktu. Jika kita ambil waktu t konstan, maka (x1,x2,x3) = (¢1,02, 03),

sehingga covektor normal menjadi n,, = (1,0,0,0) dan dalam formulasi tetrad dapat kita petakan
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via tetrad antara titik ¢ di hypersurface ), dengan x*(o) yang merupakan suatu permukaan 3
dimensi di hypersurface )., yang dituliskan sebagai berikut:

u J ok dxY dx® dxP (123)
Tlu - n; = eI nﬂ = SI]KLevea eﬁ do’lﬁﬁ

Sehingga kita dapat gunakan n; untuk mempertahankan gauge fixing dari grup Lorentz SO(3,1)
menjadi sub grupnya SO(3) dan orientasi kerangka Lorentz di permukaan ruang-waktu secara

lokal ditinjau sebagai waktu tetap (fixed-time surface), serta berlaku n; = (1,0,0,0).

Kembali kita tinjau medan 2-form BY yang didefinisikan sebagai berikut:

B =xel Nel +le’ Nel (124)
)4

Yang mana dapat didekomposisi menjadi suku medan listrik (K I'= n]B” ) dan medan magnet
(L' = n;(» B)") seperti yang telah disampaikan di awal dan hal ini mirip dengan dekomposisi
tensor kuat medan elektromagnetik F!/ menjadi medan listrik dan medan magnet. Karena sifat
medan 2-form BY yang bersifat antisimetrik, maka K’ dan L'tidak memiliki komponen normal di
Y, sehingga: n;K! = n;L' = 0 dan akan didapat vektor di 3D. Secara geometri dapat kita

interpretasikan sebagai berikut:

ein(z) qip(x)

Gambar 1: Interpretasi Geometri (Sumber: [5])

Medan 2-form di hypersurface ), dapat dituliskan sebagai berikut:

a1l nBY = K! (125)
= Tl](* B)U =I!
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Menggunakan koordinat n; = (1,0,0,0) dan time gauge, dengan koordinat (x!,x2, x3) =
(a1, 02, 02), maka kita dapatkan:

KO =0 (126)
K' = &fel ne*
L°=0 (127)

1. .
=—gpel Ne”
Y

K’=B’°=(o,1?)={

I''=(xB)° = %EII{LOBKL =(0,L) =1,
Disini K = {K'} dan L = {L'} dan B" merupakan matrik 4 x 4 yang dituliskan dalam K dan L, hal
yang sama dilakukan dalam kasus tensor medan elektromagnetik F#V dituliskan medan magnet
listrik E dan medan magnet B. Sehingga ketika rusak simetri Lorentz rusak maka, medan 2-form
B/ akan menjadi bagian listrik K dan bagian magnet L. Rusaknya simetri Lorentz karena kita
memilih kerangka acuan di permukaan hypersurface 3 dimensi. Di kerangka lainnya, 2 bagian ini

bergabung secara umum.

Ekspresi B A F dengan F = dw + w A w, sehingga konjugat untuk w berhubungan dengan medan
B. Dalam teori Yang-Mills, variabel konjugat terhadap koneksi berada dalam aljabar. Kurung
Poisson-nya memberikan aljabar tersebut, sehingga BY menghasilkan transformasi SL(2,C). Oleh
karena itu, dalam teori kanonik, medan B!/ akan menjadi generator transformasi SL(2,C),
sementara K dan L berperan sebagai generator rotasi dan boost. Perlu diingat sekali lagi bahwa ini

terjadi dalam suatu kerangka yang telah ditentukan karena umumnya tidak mungkin untuk

memisahkan rotasi dari boost.

Selanjutnya kita akan memperoleh hasil yang sangat penting untuk teori kuantum bagi gravitasi

berdasarkan definisi medan 2-form B!/, sebagai berikut:

1 1 128
K'=nBY =n; <* el Nel +—el A e]) =n <6UKLeK Nel +—el /\e1> (128)

14 Y

Di hypersurface ),, maka n]e] g =0 untuk setiap definisi n, oleh karena itu:
K'=nxe' nel =nje' ef nel (129)

Dengan cara yang sama, maka:
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1 1 130
I'=n(+B) =n (* (* el Nel +;e’ /\e])) = ;n] xel Nel (130)
1 1j K L
=—-ne ,,e" Ne
Y J< KL
Maka kita dapatkan persamaan yang dikenal sebagai kendala simplisitas linier (118):
K'=ylL! (118)

Dapat dilihat bahwa bagian medan listrik dan medan magnet: K’ dan L' dari medan 2-form BY
yang sebanding satu dengan lainnya, dan kesebandingan ini dihubungkan oleh konstan Barbero-
Immirzi (y). Hubungan ini adalah hubungan terpenting dalam rumusan covariant loop quantum

gravity.

1.4 Variabel Ashtekar-Barbero dan Triad dalam Formulasi Holst

Menuju kuantitasi gravitasi, langkah selanjutnya adalah memformulasikan rumusan Hamiltonian
relativitas umum dalam bentuk koneksi yang dikenal sebagai koneksi Ashtekar kemudian prosedur
kuantitasi yang diajukan oleh Dirac. Salah satu keunggulan dari variabel Ashtekar adalah dapat
kita tuliskan formulasi relativitas umum yang mirip dengan teori Yang-Mills, sehingga program
kuantisasi Yang-Mills dapat dilakukan pada teori relativitas umum. Aksi Holst dapat kita tuliskan
dalam komponen spasial (indeks a,b = 1,2,3 dan indeks 1,) = 1,2,3 serta L] = 0,1,2,3) sebagai
berikut:

1 1
Sle,w] = (ESUKL +Z5UKL>fd4xeK/\eL/\F”(a))

1 1
Sle, w] = E_[ d*x [ee,ae]bFé{, +;ee,ae]b£,1(]LFc’be]

1 1 131
Sle,w] = Ef d*x eefef [Fcll{, +;SII(JLF£,L] (131)

Dengan ef* adalah bagian spasial dari tetrad ruang-waktu atau dikenal sebagai triad dan F;{, =
ZO[awéﬂ + anwag w,f]] adalah tensor kurvatur dimana w," ; adalah koneksi 1-form di grup

SO(1,3). Menggunakan formulasi Palatini antara medan gravitasi (metrik/tetrad) dan koneksi,

maka dalam formulasi Holst ini terdapat ketidakbergantungan antara e dan w," ; disini.
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Dalam formulasi kanonik atau ADM, kita telah melalukan foliasi ruang-waktu dengan
memperkenalkan metrik spasial hg;,, sekarang kita perkenalkan medan tensor baru (dengan

menggunakan skala alami: 8nG = 1):

- Ef 132
E,a:=71=e,a+nan, (132)

Dengan n; = efn, dan n® adalah unit normal dari spasial “slice” foliasi. Medan tensor Ef* ini
memenuhi: Efn, = En' = 0 yang didapat didefinisikan sebagai spasial triad. Cara paling
sederhana dengan menggunakan kondisi gauge fixing pada transformasil SO(3,1) yang disebut
time gauge, dengan pemilihan vektor waktu internal: n! = §). Sehingga e® menjadi kerangka
inersial lokal dan transformasi pada ruang Minkowski (transformasi Lorentz) direduksi menjadi

rotasi 3 dimensi.

Dalam komponen unit normal n® = %(t“ — N%) dan t® adalah vektor alir waktu (t* = Nn® +

N%) dalam formulasi ADM, dapat kita dekomposisi aksi Holst sebagai berikut:

1
fd‘*x eef'e; [FU +— U L FX ](NE, + 2N%n; — Ztan,)E] (133)
Dengan menggunakan e = ,/—g = Nvh, sehingga aksi Holst menjadi:
1
S[e, w] = gf d*x NvVh (F;{, + 58’“ ) (NE® + 2N%n, — 2t%n,)EP
(134)

Sle,w] = f d*x NVRE (NEf + 2N%n; — 2t%n,)EP

Dengan F,;, FIJ = =F, I + EKLF . Bentuk aksi diatas dapat dijabarkan seperti halnya aksi Einstein-

Hilbert dalam formulasi ADM: suku pertama menunjukkan kendala Hamiltonian, suku kedua
adalah kendalam diffeomorfisme, dan suku ketiga adalah tambahan akibat formulasi tetrad. Suku
ketiga ini menghasilkan simetri baru dalam aksi, yaitu keinvarianan gauge lokal (local gauge

invariance)
Sekarang kita akan tinjau masing-masing suku di atas:
(1) Suku ketiga (menggunakan time gauge: n; = n;;n/ = ;0 = —67)
——jd‘*xNx/_ztan,F;{,E, = yfd‘*xN\/_taa, (FaOb’ +%e FX )E
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-! j d*x NVR2t9n, F EP

= )/f d*x NVht®E? <6ang — dpwd + 201g w0

1 .
+ Zs]kl(aaw — Oyl + 20w M)>

—gf d*x NVh2tn F EP

=yfd4xN\/Eta <Ejb6aw2] EbawaJ +Ebwa°kwbk — Ewp,%w,,’
1 J (@b b

+ﬁ€ kl(Ej A it — E; dpwkt +E W™ wppt — E w,* a)aM)

-! j d*x NVR2tn, F) B

—yfd4xN\/_ta (Eba w + Ew, ]wb] —E']-b(abng+wb°kwakj)

1 . /. -
+—£’kl(Ejb6aw’,§l+Ejbwa wppt — EP (0,08 + w),*M aﬁ)))

2y
—gfd“xN\/EZtan,F;{,E]b (135)
—yfd‘*xN\/_ta (Eba wY + Elw, ]wb]k
1 &b kM, 1
—ﬂs ,dE (aba) + w, aM)
1 i (pb b b 0j J
+ﬂ£ kl(Ej 0wkt — E; w,* waM) E; (aba) + w, % Wy ))
Menggunakan turunan kovarian:
Opwf + wp ™M wapt = wpo'wy (136)
oy + w,%w,’ = w,, 0 (137)

sehingga
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-! f d*x NVR2tn, FJ B (138)

= yf d*x NVht? (E]-baang + E,?waojwbjk

1 . 1 . -
— ﬂsjklEjbwbolwaOk + Zejkl(Ejbaaw'gl — EPw, ™ wgph)

_Fb J . ok
Ef wy, " wq )

~ 0 1 O i ~
Dengan menggunakan: Ejb 6awb1 = w,’ abE}’ , maka:

-! f d*x NVR2ten, F) B (139)

L . 1 .
= j d*x NVht® [ywaoj <6bEjb + wbj"E,? - Eg]klwbolEjb)

1 - 1 - -

b b
+ Eejklwakl (a,,E]. — Eejnmenpqwbqu,?l —yen w, " E] )]
Menggunakan = &, e Jw PEP = —@_ JEP. maka kita dapatkan:

gL 2 €kj €qp %a n ak ~J p

—gf d*x NVh2t*n F EP

; - - 1 -
= f d*x NVht® [a)a(” (y(abEjb + wy,;“EP) —ﬁs]klwbolEjb>

1 ; - - -
+ Ee’klwa"l(abE]” + wy,  E) - yen]-mwa"Ejb)]

14

_Ef d*x NVh2ton Fil EP (140)

1 - -
= f d*x NVht® [(ywaoj +§51klwakl) (0pEP + w,;“ER)

y - 1 -
— (E SjklwaklgnjmwanE]p + ﬂgjklwbolE]pﬂ

Diperkenalkan suatu variabel yang dikenal sebagai variabel kanonik Ashtekar-Barbero:

. o1 141
AL =yl + Egljkwék (141)
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Dimana didefiniskan: I} = Esljka)é sebagai spin koneksi dan K. := Q' yang

berhubungan dengan kurvatur ekstrinsik: K, := K.E;;,, sehingga variabel Ashtekar-

Barbero dapat dituliskan menjadi:
AL = yKL+T¢ (142)
Selanjutnya didefiniskan turunan kovarian menggunakan spin koneksi I} yaitu:
Dbgjb = abgjb + (Ub]'kgllg = abE']b — El]kf'lfglb (143)
Sehingga

-! f d*x NVR2ten, F B (144)
Co 1 : _
= f d*x NVh [A{l DpE} — S+ ¥ enm 0o ™ w), " Ef

Dimana indeks a =t = 0 (time gauge) dan bagian snmj we "™ w bO"E']-b , dapat didefinisikan:

S, = — % SnmiwaOmwanE]p _ _%SnmjwanE]p = -3 gnmjKl;lE]p (145)
Dengan KJ'F,,, merupakan kurvatur ekstrinsik: K, == KJ'E,,,, maka:
Yang mana karena sifat simetrik K,;, = K}, maka tentunya S,,, = 0.
(147)

- f d*x NVR2t4n, P EP = j d*x NVR[A D,E? + (1 +72)5,]

Dengan AL = A/ dan dapat diperhatikan bahwa A{l dan w,°™ bukan merupakan turunan
terhadap waktu sehingga mereka dapat didefinikan sebagai momenta/pengali Lagrange

dari kendala sekunder. Kendaa sekunder ini dikenal sebagai kendala Gauss:

Gy = DyE? = 0yEP + w0, EY = 0,EP — &1, TEED = 0, + Al FP =0 (148)
Akan dilihat bahwa kendala Gauss ini memiliki peranan dalam membangun ruang Hilbert
kinematik untuk loop quantum gravity. Hasil di atas menunjukkan bahwa terdapat

transformasi variabel ruang fasa relativitas umum dari (w, e) — (A, E ) Dengan demikian,
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karena terdapat konjugat sama lain, maka dapat dibangun hubungan Poisson untuk kedua

variabel baru ini (A, E )

(2) Suku kesatu: Kendala Hamiltonian

Pertama kita definisikan komponen spasial dari kurvatur Fal],,

yang dapat dituliskan dalam
koneksi spin (I') sebagai berikut:

. 1. . S . S 149
ab = 5 € jiFay = 20(alh) + &' & e nl (G T) = 20(aly) = &' e 7T (149)

Telah kita kenalkan variabel Ashtker-Barbero (Aﬁl) di persamaan (142), sehingga kurvatur

di atas dapat dituliskan menjadi:
op = 201(Th + vKL) — €' (r[fa + yK[’a) (T8 + vK) = 20,4}, — &' kAl AL

L, = Fly + 2yDyoKi) — v2el KKK (150)
Selanjutnya kita tinjau kendala Hamiltonian dalam bentuk variabel Ashtekar-Barbero:

ngavity — —)/inaE Fv

cu\.
I
I
§<
N
I
Q

o L. 1 ..
B (Pl + 25 = )
. o iy iy . : 151
Hgravity — _yinanb (aawzl)] _ abwclz] + zw[aleb]L]nKL ( )

2 .
+ ;e”k(aaw — 0wl + 20, M w 0))

Menggunakan definisi ekstrinsik kurvatur (K} = w@"), kurvatur (Fab) dan turunan dalam

koneksi spin, yaitu:

6awli,j — 6bwflj + Zw[;wa]LjnKL = Fail’; (152)
2 2
— & (005 — 0w + 20, M wpy) = 2K Kf Ze D[aKg‘] (153)

Sehingga:

. - . . L 2 . 154
HOTw = —y2ELEy (Fii+2K[laKzf]_;£”kD[aK§]) Y

Kemudian menggunakan definisi kurvatur F., di atas, maka:
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, o iy , 2 .
poresty =~y B Epel e (Bl + 2Kl — 2, Diok) =

[a

| o 2y
Haravity — _VZEianbSUk (Fclz(b + Skin(;Klg - ;Skijsl]lD[aKlg])

HOTvity = _y2Fafbell (?}fb — 2y DiaKY + v2e¥ KiK] + € KiK] (155)
2
k
=3 Pla b])
Sehingga kita peroleh persamaan kendala Hmiltonian dalam variabel Ashtekar-Barbero,
yaitu:
. Y i C o 21+ 92 156
ngamty — _yinaE]pSl]k (:F(Ilcb + (1 + )/Z)SkinéK; _ ( y Y )D[aKéc]> ( )

(3) Suku kedua: Kendala Diffeomorfisme
Kendala diffeomorfisme dapat dituliskan dalam bentuk variabel Ashtekar-Barbero, sebagai

berikut:

. ~ =~ ~ j 1 ]
Hagravlty — —anNaE]bFé{, = yNaE]-b (Faob] + EEOJHF(;(;)

. ~ . . 1 o
HI™ ™Y = 2yNaEp (aaw;’f — ) + Zw[aOkwb]{( + 5(20[(;,;] +e o b]Ll)>

. . . . . 1 . 157
H = = B (0,4 - 0,8 - yelartrh - ety — i)
Sehingga kita dapatkan kendala diffeomorfisme, sebagai berikut:
ity _ nagb(xi |k el
HI™" = NOEP(F], + (1 +v®)e) K[ Kp) (158)

Dapat kita tuliskan kembali Hamiltonian relativitas umum sebagai jumlah dari kendala-kendala

yang didapatkan: Persamaan (148), (155), (158):
ngavity [Afz' Ela] (159)
= f d®x (—A DLER — (1 +¥2)S, + NOHI™ ™™ + NHgITaviey)

Dengan:
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DaEla = aaﬁla + Ei]'kA{lEak (148)

Hag‘ravity — Ta]bEv]b + (1 + )/Z)Ejle[lleé]E]P (155)
. oy 21 +93) (158)
HI™ovity = —y2E2EP et <Tc’fb + (1 +y?)ek KiK] — TD[aKzf]

Seluruh kendala di atas dapat diklasifikasikan sebagai kendala kelas pertama. Oleh karena S, = 0,
maka Hamiltonian di atas akan terdiri atas 3 kendala utama: (1) kendala Gauss yang men-generate
transformasi gauge dimana variabel (A{l, Ejb) masing-masing akan bertransformasi sebagai vektor

dan koneksi dalam grup SU(2) atau memenuhi hubungan aljabar grup SU(2), (2) dan kendala

diffeomorfisme serta kendala Hamiltonian akan men-generate diffeomorfisme.

Dari kendala Gauss di atas kita akan ketahui bahwa hubungan variabel ruang fasa (A{l, E jb ) akan

saling berkonjugat mirip dengan hubungan antara (h,p) dan membentuk struktur grup gauge
SU(2):
1

AL = Egijkwc{" +ywl € SU(2)

(160)

Dengan %ei ik wik adalah dual Hodge dual dari wQ® dan turunan terhadapt “waktu: untuk koneksi:

S j ,
Al =4l = % = A/ berhubungan dengan konjugat momentum yang tepat dibuktikan sebagai

densitas triad:

5S[e,w] - 1 ; (l61)
5L =Ef =eel = Eeijksabceéeé‘
Hubungan simplektik antara koneksi dan konjugat momentum/densitas triad dimana Ef* = ETL
dituliskan melalui hubungan Poisson:
{AL (), EP )} = 6]626°%(x,y) (162)
(B (0, Ef )} = {400, 4,0} = 0 (163)

Bila kita ambil konstanta Immirzi y = +i atau dikenal sebagai formulasi selfdual, maka masing-

masing kendala (148), (155), (158)dituliskan menjadi:

DyE) = 0,EP + &, ALEY! (164)
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Hagravity — Tajbgjp (165)

Horevity = _FaEbel K (166)
Kendala di atas regulasi melalui smearing, namun smearing yang dilakukan tidak seperti smearing
dalam standar teori medan kuantum, yang mana menggunakan 3-dimensional smearing pada
manifold M. Hal ini disebabkan menggunakan regulasi smearing seperti diperlukan kerangka
khusus sebagai latar belakang metrik, biasanya ruang Minkowski. Untuk kasus relativitas umum
kita akan menggunakan regulasi smearing yang berbeda, yang secara memperhatikan sifat
ketidakbergantungan terhadap setiap metrik latar belakang dan memandu pada variabel dasar yang

mirip dengan teori gauge lattice.

Kendala Gauss melalui smearing akan men-generate hubungan aljabar grup SU(2). Didefinisikan

regulasi smearing untuk kendala Gauss sebagai berikut:

G(A) = f & G, (O () (167)

Dengan kendala Gauss: G; = D Ef = 9,Ef + ¢; ]-kA{lE' 2k dan A! adalah medan smearing dari grup
Lie. Menggunakan hubungan Poisson untuk smearing kendala Gauss di atas dengan variabel

kanonik (A{l, E']-b ), maka:

(G, B} = { f dx Gi(x)Ai(x),E'jb} _ f 3 N CO{0,ES + emmAT B, EP)

SATSEP  SEP 5Agl>

6. B) = [ @ n e (a7 B2} = [ ax N G0 E( E} _ OE} 84

(G(N),EPY = &/ N EESRET = & AT (X)ED (168)
Dan

{G(n), 4]} = { f d3x Gi(x)Ai(x),A{;} = f d3x AL () {0, EF + emnATE™, AL}

(6,4} = [ @x NO[(0E7, AL} + {eumn? B, AL} (169)

. j P [{E20,A(x), A)) + {eimni () AT E™, AT)]
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(G, 4l} = fd3 Ao | (9,000 L 54y i )5,4{; SE (170)
o RN\ s sEy T %t say SE;
i m5E"an 5A£ ; . 5A£ SEan
* SimnA (X)Aa 5142’1 6_[7:"? - SimnA (X)Aa (SA_Zl (SE,?

{G(A),A{;} = _[_aa/\i(x)(gg5ij _ EjmnAi(x)AES?cS{"] (171)

= 9, A (x) + &', A™(x)AD
Sehingga:

{G), 0, (x) + ™ AR (O ER ()} = {G(A), 0, EF ()} + {G(A), €™ A ()ER (%)}

{GN), 0,EP (x) + €™ AR () ED, ()}
= &, (0 A" () ER () — £, AL ()™ o A" () By
+ s"}nE,?l(abA"(x) + ™ AT () AF)
{GWN), 0, (x) + €™ AR () EL ()}
= —&™ ED ()0, A (x) + ™, AN (X)0p ED (x) — €5j,™ 1 A" (0) EF AL (%)
+ ™ ER O, AT (x) + €™ e ERA™ (x) AR
{GWN), 0,E] (x) + €™ AR (0 EL (1)}
= En;'nAn(x)abE#L(x) + (Ekklgmjn - Ekjlfmkn)An(x)Er%Aé (x)
{G(A), 0,EP (x) + €™ AR () ED, ()} = €™ A (x)0p ED, () + €™ A (X)X 1, ER A (x)

= eMn A" ()0, B () + €M A" (x) "y B AL (%)

{6(0), 0,EP () + e AR (O EL ()} = e™ A () (9, BB (x) + &* B AL () (171
= &M A (X) Gy (x)

Dengan G,, (x) adalah kendala Gauss dan Ef = ETi, sehingga dapatkan hubungan komutasi antara

2 smearing kendala Gauss, yaitu:

{G(A),G(A2)} = yG([A,Az)]) (172)
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Struktur aljabar di atas merupakan struktur aljabar untuk grup SU(2). Hal ini menunjukkan bahwa
kendala Gauss di atas men-generate grup SU(2) untuk gravitasi, sehingga gravitasi dapat

dikuantitasi seperti halnya medan kuantum lainnya.

Adapun bentuk smearing untuk kendala diffeomorfisme dan kendala Hamiltonian dituliskan

sebagai berikut:

H(ﬁ) _ jd3x Nangavity (173)

H(N) = j d3x NHIT ity (174)

Dengan N% dan N masing-masing adalah vektor lapse dan vektor pergeseran (shift vector). Maka
dapat kita tuliskan seluruh aljabar kendala (constraint algebra) untuk seluruh kendala dala

relativitas umum (termasuk kendala Gauss di atas) sebagai berikut:

{G(A1),G(A2)} = vG([Ay, AzD (175)
(H(N,), H(N,)} = H(LzN,) (176)
{H(N,), H(N,)} = H(S) — H(ALS?) (177)
{G(W),H(N)} = —=G(LzA) (178)
{GW),H(N)}=0 (179)

Dengan S¢ := Ef‘E]pnij(Nlasz — N,0p,N;) = yizEf‘L?jbnij(Nlasz — N,0,,N;). Struktur aljabar

di atas, tidak membentuk aljabar Lie karena disisi kanan persamaan tidak hadir struktur konstan.
Oleh karena itu, dengan pembatasan oleh kendala di hypersurface (on shell), dimana G(A) =
0,H (IV ) ~ 0,dan H(N) =~ 0, yang mana seluruhnya adalah kendala utama, maka seluruhnya akan
komut di hypersurface. Ini berarti seluruh kendala dalam formulasi variabel Ashtekar-Barbero
adalah kendala utama kelas utama (primary first class constraint). Konsekuensinya adalah: kendala
Gauss men-generate transformasi gauge SU(2), kendala diffeomorfisme men-generate evolusi
dalam ruang, dan kendala Hamiltonian men-generate evolusi dalam waktu. Namun karena kendala
ini lenyap di hypersurcafe, maka yang dimaksud evolusi bukanlah evolusi secara fisis tetapi

menunjukkan bahwa seluruh kendala di atas diinterpretasikan sebagai transformasi gauge [8].

Pada bagian selanjutnya di bahas LQG untuk sektor kinemati melalui regulasi kedua variabel baru

di atas berbasis smearing dilanjutkan program kuantisasi Dirac.
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2. Loop Quantum Gravity (LQG)
2.1 Persamaan Hamilton-Jacobi untuk Relativitas Umum
Formulisme Hamilton-Jacobi itu elegan dan general karena formalisme ini terhubung langsung
dengan teori kuantum (karena limit klasik persamaan Schrodinger adalah persamaan Hamilton-
Jacobi) dan secara konsep sangat jelas. Bentuk persamaan Hamilton-Jacobi versi non-relativistik
dituliskan sebagai berikut:
i i
as(;,t,t) +H, <qi’asgcc,l { t)) _ 0 (180)

Dengan S (qi, t) memiliki bentuk:

S(q',t) = Et —w(q', Q") (181)
Dan
0w (qt, 0t (182)
Hy (ql' gi,l i )> =E

Yang mana p',q%, P' dan Q! adalah variabel kanonik lama (p', q%) dan variabel kanonik baru
(P}, Q%) melalui transformasi koordinat. Dan fungsi S (qi, t) dikenal sebagai fungsi Hamilton-

Jacobi dan W (qi, Q i) fungsi karakteristik Hamilton-Jacobi

Untuk kasus relativistik, formalisme Hamilton-Jacobi memiliki bentuk yang lebih sederhana
dibandingkan versi non-relativistik-nya. Hal ini mengindikasikan bahwa formulasi relativistik
lebih alami dan memiliki struktur yang lebih umum ketika diterapkan pada sistem mekanik.
Formalisme relativistik untuk persamaan Hamilton-Jacobi diberikan oleh persamaan diferensial
berikut:

Formalisme Hamilton-Jacobi dapat pula dituliskan untuk kasus teori medan, yaitu dengan

menuliskan persamaan dengan syarat batas yang sesuai yang ditentukan oleh fungsi Hamilton.

Untuk kasus gravitasi, persamaan Hamilton-Jacobi dapat diekspresikan dalam variabel Ashterkar-
Barbero yang telah diperkenalkan sebelumnya A% dan “momentum konjugatnya” Ef yang

didefinisikan di permukaan 3 dimensi dan memenuhi kondisi berikut:
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Ay + Ay = T4[E] (184)
Dengan A}, adalah selfdual dari A%, ketika variabel Immirzi definisikan sebagai bilangan imaginer:
y = xi (yang merupakan formulasi awal yang diajukan oleh Ashtekar karena akan sangat

menyederhanakan bentuk Hamiltonian relativitas umum ketika diambil y = +i), sehingga

. P ; . 1. ; _ 185
AL = ywg! +E£l]-kwék - A, = tind +E£l]-kwék dan A (185)

_ 1. ;
= +lwgl + E Sljk(l)c]lk
Dalam kajian terbaru untuk LQG untuk sektor semiklasik variabel Immirzi akan lebih sesuai ketika

didefinisikan bernilai riil. Dan T} adalah spin koneksi, yang didefiniskan sebagai:

. 1 ) ) . 186
L= Eeé (0q¢f — 0jel + elegq0;ed) (186)

Bentuk persamaan Hamilton-Jacobi dalam formulasi selfdual ini menggunakan bentuk persamaan

Hamilton-Jacobi relativistik dimana Hamiltoniannya adalah kendala Hamiltonian:

H <qa, ag(qqaa)> — fgravity <Af1, aifl‘fl)> (187)
a

Kendala Hamiltonian (187) dituliskan dalam bentuk selfdual (y = i) menjadi lebih sederhana,

yaitu:

HIrvity = ¢V EApbFl = (188)
Dengan 2-form kurvatur: F¥ = 26[aA',§] — &k jA‘taA{;] dan densiti triad Ef* yang didefinisikan
sebagai:

0S(4 oL 1 :
— ( ) _ H — eeia — Egijkgabcei),e({‘c

. (189)

POSAL T SAL

Sehingga adalah persamaan Hamilton-Jacobi untuk gravitasi dalam bentuk variabel Ashtekar-

Barbero adalah sebagai berikut:

ygravity < s 05(121)) _ 65(?) 554 _ (190)
0Aq 64q  SA)
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Dimana S(A) merupakan fungsi Hamilton dan Fai{; =V k?—"é‘b. Persamaan Hamilton-Jacobi diatas

dikenal pula sebagai persamaan Wheeler-de Witt ketika dituliskan dalam formulasi ADM. Seluruh

dinamika ruang-waktu dalam relativitas umum ditentukan persamaan ini.

2.2 Kuantisasi via Representasi Koneksi
Mengikuti program kuantitasi Dirac yang telah ditelaah sebelumnya, maka variabel konjugat baru
(A{l, Ejb ) yang telah dikenalkan sebelumnya, selanjutnya kita promosikan variabel kanonik ini
menjadi operator dan mengkuantisasi ruang fasa melalui hubungan hubungan komutasi yang
sebelumnya adalah persamaan Poisson:

(L), EP (0} = 6/606%(x,y) — [AL(0), Ef ()] = ihd[ 6563 (x — y) (191)

Promosi variabel konjugat menjadi operator:

Al — AL = AL (193)
- . é 193
Eia N Eia = - ( )
64,
Dengan sji adalah turunan fungsional terhadap koneksi A%, . Langkah terakhir adalah mendapatkan

representasi ruang. Secara umum, dalam mekanika kuantum untuk mendapatkan representasi
ruang diperlukan sifat square integrable dari state ({[A]) sepanjang ruang konfigurasi dari sistem.
Pada kasus gravitasi dalam variabel Ashtekar ini, ruang konfigurasi adalah ruang koneksi A =
SU(2), oleh karena itu representasi ruang haruslah sebuah ruang fungsional C®[A] = L,[A].
Lebih jauh ruang fungsional ini harus memiliki sifat well defined inner product dan syarat

kelengkapan; dalam kasus gravitasi kuantum, ruang fungsional ini adalah ruang Hilbert.

Masalah yang muncul dalam gravitasi kuantum kanonik berdasarkan variabel Ashtekar ini adalah
sifat representasi ruang tidak well defined inner product, yaitu C*[A] 3 Y[A] memiliki tak
berhingga dimensi sehingga pengukuran dan inner product tak terdefinisikan. Dalam formulasi
LQG hal ini dapat diselesaikan dengan mengajukan metode regulasi untuk koneksi dan densitas

triad atau yang dikenal sebagai holonomy-flux algebra.
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Triads on the right: Wilson Loops:
Selanjutnya kita tuliskan kembali kendala dalam relativitas umum pada (164) — (166) dalam
variabel Ashtekar yang telah dipromosikan dalam bentuk operator (diambil kondisi selfdual: y =

+i):

o . ~ (194)
Gi =D.Ef - GYlA] = 5Al
~ - 1
ngamty leEb N HagraVLtyw[A] — : ll)[ ] ( 95)
5A
(196)

. 1)
ngamty — gl] T EaEb N I’_'I‘gramty =¢ ij g:k
b ylal = kaleM,w[]

Solusi dari kendala Gauss yang telah dipromosikan menjadi operator di atas akan menjadi
fungsional yang invarian terhadap transformasi grup SU(2), sehingga terdapat kandidat paling

sederhana yaitu:

Y[A] = konstan (197)

Keadaan ini akan lenyap untuk seluruh kendala relativitas umum yang telah dipromosikan sebagai
operator di atas. Tetapi keadaan ini bersifat trivial [8]. Jacobson dan Smolin mengajukan solusi
lainnya untuk solusi dari kendala di atas (khususnya solusi untuk kendala Gauss), yaitu solusi

Wilson loop (W[A, y]) yang merupakan jumlah dari holonomi untuk teori gauge grup SU(2) (h,):

(198)
Y[A] = W[A,y] =Trh,[Ay], h, = P exp (jg A>
14

Dengan P adalah operator path ordering dan y adalah lintasan di hypersurface serta gﬁy A=

fol ds AZ(x(t))%r". Faktanya, Wilson loop merupakan solusi dari seluruh fungsi yang

invarian untuk teori gauge berbasis koneksi. Kata loop dalam LQG merujuk pada Wilson loop.
Selain itu Wilson loop juga merupakan solusi dari kendala Hamiltonian. Secara detail ditunjukkan

sebagai berikut:

Dengan mengenakan holonomi untuk lintasan terbuka yool pada operator densitas triad:

dx (), 199
=5L 4y xdt()hv(%? )7 (%

Ef i hy (Vo ) (Vo

5Al V
Dengan d— = §3(x —y) dan hy(yo )T = y(yo )T hy(yy ) dengan 7! = —i?a", sehingga:
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) / ; ' (200)
B, (1) = 5 i 08) = § dy® 5°G =)y (2 )y ()
14
Dipilihnya lintasan terbuka karena untuk menghindari ambiguitas ketika dikenakan pada turunan
kedua. Ekspresi Wilson dapat diperoleh ketika didapatkan limit o dan o’ saling bertemu.

Selanjutnya turunan kedua dari densitas triad:

o 5 8 : (201)
EE V( )_6141514] y(]/oo)

:f dyb }5 dz* §(x — )5(x—Z)h (Voz)flhy(yzy)r hy(]/y )
Y yo

+ % dy? % dz® §(x —y)8(x — Z)hy(yg)rjhy(yf)rihy(yz‘")
14 Yy
Sekarang kita dapatkan bentuk kendala Hamiltonian dalam basis trace matriks:

6 O 202
—. Tr hy [A, ]/] ( )

1)
— k =
ngavltylp[A] & kT _1/)[ 1= k ab 5Al SA ]

ab6Al

YlA] = e F (¢ dy z% 8(x —y)6(x
Y

174

—2)Tr (Tihy(yg)fjhy(yjo))

+ fy dy® f,;'dza 6(x—y)6(x —2) Tr (Tjhy(yyz)fi(]’zyo))

Dengan h, (yj 0) dan h, (yZy 0) merupakan bagian holonomi yang menunjukkan loop dari y ke z
melewati basepoint o. Jika loop tidak memiliki kink atau intersection, maka y,’ akan mengecil
menuju sebuah titik yang menghasilkan fungsi delta Dirac (yj =0 (O)), sehingga kita dapatkan

kendala Hamiltonian:

) | B 204
ngamtyw[A] — glfkg:'(’;b [§ dyb -% dz* §(x —y)d(x .
Y Y

—2) Tr (T'8(0) by (v5,) )

+ 56 dy 56 dz® 8(x - y)8(x — 2) Tr (V8(0)7! (v}, o))l
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ﬁgra”itylp[A] _ Ei];cTéfb bg dyb 3§ dz® §(x —y)6(x —z) Tr (Ti'[fhy()/yzo)) (205)
Y Y

+j€/ dy? 3€ dz® §(x —y)6(x —2z) Tr (iji(YZyO))l

Y
= gi];(TC’l"‘b [}5 dyb f dz® 5(36 - y)5(x - Z) Tr (5ijhy(yzyo))l
Y 14

Sehingga kita dapatkan perluasan pada integral kedua untuk seluruh loop dan sifat loop yang halus

(smooth).

Hal yang perlu diperhatikan bahwa kuantitas si];(}" k. bersifat antisimetrik untuk pertukatan indeks
a, b dan 1, j tetapi dari integral terdapat sifat simetrik antara indeks a, b (dari integral) dan 1, j dari
matrik identitas 6% = §/t. Hal ini menghasilkan kendala Hamiltonian yang sama dengan nol
(Hgmv"ty Y[A] = O). Hasil ini menunjukkan bahwa Wilson dalam bentuk variabel Ashtekar
merupakan solusi dari kendala Hamiltonian atau juga dikenal sebagai persamaan Wheeler-de Witt
untuk gravitasi kuantum. Ini merupakan hasil yang luar biasa. Walaupun hasil ini belum bersifat

umum karena belum memasukan pendekatan mini-surface.

Disisi lain, (1) Wilson loop (W[4, y]) bukanlah solusi kendala Hamiltonian sepenuhnya solusi ini
gagal ketika pada loop terjadi kink dan intersection antar loop. Hal ini disebabkan oleh sifat alami
dari Wilson loop yang merupakan smooth loop. (2) Selain itu, Wilson loop (W|[A,y]) bukan
merupapkan solusi dari kendala diffeomorfisme karena ketika W[4, y] dikenakan pada kendala
diffeomorfisme maka kendala tersebut tidak lenyap. (3) Dan terakhir, ketika keadaan [A]
dikenakan pada metrik operator, maka representasi fungsi gelombang/keadaan yang dihasilkan
adalah representasi ruang dengan metrik yang merosot (degenerate). Hal ini menyebabkan keadaan
YP[A] akan lenyap ketika dikenakan pada kendala Hamiltonian dan determinan three metric, ini

berarti akan diperoleh nilai arbitrary untuk konstanta kosmologi. That spells serious trouble [8].

Triads on the left: Chern-Simon Forms in Kodama state

Salah satu isu utama dalam menentukan dinamika dari medan gravitasi adalah diperlukannya
observabel yaitu fungsional ruang fasa yang mana komut melalui kurung Poisson dengan seluruh
set kendala relativitas umum. Dengan hadirnya konstanta kosmologis dan mengambil kasus

selfdual y = i, maka diperoleh kendala Hamiltonian yaitu:
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ngamty — Sl] :F' EaEb %Sabcsijkgiagjbgl(é (206)

Sehingga ketika dipromosikan menjadi operator melalui promosi densitas triad, maka diperoleh:

. 207
ATy, (4] = (”T" 5§ & A .88 5) (207)

SN 5 a6 e AL 5] O

Bersama dengan kendala lainnya:

~ 0

Gi‘/’K [A] = Daﬁ‘/’l{ [A] (208)
sgravi 208
AIT ™, 4] = abM PelAl (208)

Pada tahun 1990, Kodama mengajukan solusi untuk 3 kendala di atas, yaitu suatu fungsional

keadaan k[A] yang dikenal sebagai keadaan Kodama (Kodama state):

WwilA] = e%fz d3x Ycs[AWh (209)
Dengan Y.s[A] dikenal sebagai bentu koneksi dari Chern-Simon form:
1 .. 2 i, 210
YCS[A] = Egl]k5abA?vjA2 + § gabcsl]kA?A]l')Ai ( )
Yang memenuhi identitas [42]:
(211)

<j d3x YCS[A]\/_) = 2eeFL

Fungsi keadaan [A] ini invarian terhadap transformasi diffeomorfisme dan transformasi SU(2),

04,

sehingga melalui aksi kurung Poisson untuk kendala-kendala lainnya lenyap. Ini berarti keadaan
Kodama merupakan solusi klasik/semiklasik dari 3 kendala dalam relativitas umum: kendala
Gauss, kendala diffeomorfisme, dan kendala Hamiltonian tetapi dengan bayaran hadirnya
konstanta kosmologis positif. Ini menjadikan fungsi keadaan Y[A] sebagai observabel berupa

fungsi keadaan dasar untuk ruang de-Sitter.

Selanjutnya dapat kita tunjukkan bahwa keadaan Kodama memenuhi salah satu kendala, yaitu

kendala Hamiltonian: (cek paper Lee Smolin)

ngamtwa[ A] = (EUT § 6 A ik 6 6 O > (212)

—— 4+ —¢ & —_—
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. . 5 6 (213)
AR puld] = g =
a“p

YAl

3K

Dengan 3, merupakan operator yang memiliki sifat selfdual, yaitu:

o~ A g (214)
Ihp = Fop + g Sabe sk
C
Dan menggunakan identitas untuk keadaan kodama berikut [42]:
5 3 , (215)
5Ail 1% [A] = KgabCTl;clpK [A]

Maka suku 3¥, dapat dievaluasi sebagai berikut:

o~k k A 4
Sab K[A] = Tablpk' [A] + — €apc k lpK [A]
6 P 5Ak

A 3
SeowilAl = FlpulAl + 2 X = X eapce, T FlrplA]

1
ShowrlAl = FiswilAl + 5 x [~2(856) — 856])|FérprclA]

Dengan mengkontraksi indeks e = a dan f = b, maka: 3¥,1,[A] = 0. Hasil membuktikan

bahwa
Ay [4] = 0 (216)
Yang menunjukkan bahwa keadaan Kodama memenuhi kendala Hamiltonian begitu juga untuk

kendala Gauss dan kendala diffeomorfisme.

Selain itu, keadaan Kodama dapat dilihat sebagai keadaan kuantum, seperti halnya pendekatan
WKB namun kasus kuantisasi kanonik gravitasi dalam variabel Ashtekar. Ini menggambarkan pula
kondisi semiklasik dari ruang-waktu de-Sitter. Walaupun begitu penelitian dalam kajian masih
dalam progress. Dalam lingkup kajian LQG, fungsional Kodama belum secara eksak dapat
diturunkan. Hal ini disebabkan karena dalam LQG variabel Ashtekar/koneksi dan densitas triad
diregulasi melalui smearing kemudian dilanjutkan dengan promosi menjadi operator dan
formulasinya dikenal sebagai holonomy flux-algebra, dimana formulasi ini berbeda dengan
pembahasan sebelumnya, dimana kita secara langsung mempromosikan variabel kanonik baru
menjadi operator tanpa melakukan regulasi smearing. Holonomy flux-algebra ini yang

membedakan pendekatan LQG dengan pendekatan gravitasi kuantum lainnya.
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2.3 Regulasi Variabel Baru Ashtekar-Barbero
Sebelum melakukan kuantitasi, variabel konjugat baru (Afl,E'la) yang dikenalkan sebelumnya
dalam memformulasikan relativitas umum sehingga lebih dekat dengan teori gauge Yang-Mills.
Proses ini lebih lanjut dilakukan melalui regulasi smearing sehingga variabel kanonik Ashtekar
tidak bergantung pada posisi dalam ruang. Regulasi smearing dilakukan karena variabel konjugat
(Afl, E f‘) masih bersifat singular, selain itu agar formulasi tetap sesuai dengan prinsip background
independent dalam relativitas umum dan tetap mempertahankan hubungan komutasi yang
membentuk struktur aljabar oleh variabel konjugat (Ail, Ela), maka dalam LQG diperkenalkan
struktur aljabar yang dikenal sebagai holonomy flux algebra. Holonomy flux-algebra ini yang
membedakan formulasi kuantitasi gravitasi untuk LQG dibandingkan formulasi lainnya.
(1) Regulasi Densitas Triad
Bentuk regulasi eksplisit densitas triad E{* dapat ditinjau dengan meninjau terlebih dahulu

definisi luas dalam dalam bentuk metrik, yaitu:

0x% dxb
A = L do, dao, |det| gap 392 357 a,f =12

a

. dox
a .
Menggunakan notasi d;x¢ = T maka:

(217)

dx® oxP
det = Gab9cal01x%0,x0,x¢0,x% — 9;x%0,xP0,x¢0,x%]

gab ao_a 60'/3
—axa _axb a [b c] d (218)
det Yap do® ao.ﬁ = zgabgcdalx alx azx azx
= Zga[bgc]dalxaa1xbazxcazxd
Didefinisikan
! of 9x® 9x” (219)
dapYcla = _Egacegbdfgg Ne = Eeabﬁm
Sehingga

dx® dxP 1 of 0x% dxP 9x€ dx?
det| gas 90 95P ) 2 (Egacegbdfg‘g )601 dolda? do?
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ox% axP of 0x® 0x€ ox? ax® (220)
det| Gab 5,0 558 ) = ~99 (S““ﬁﬁ) £baf 351 g2

Dan didapat:

dx® dxb of (221)
det Jab 5 a5 ) = ~997 Neny

Substitusikan ke dalam persamaan luas kemudian menggunakan definisi tetrad dan

6S(A) 6Ly g 1 abc J k.
SaT = sar = el = e eper

A =j do, do, /—ggefnenf =j doy dazJ—(—eZ)nifefe]fnenf
s s
) e . 222
A =j do, dazJeZefe]fnllnenf =j do, do, /EieEjfnUnenf (222)
s s

Maka kita dapatkan:

densitas triad: g = —e?, g¢/ = Tlijefejf dan £ =

’~ o 223
AS == f d0'1 dO-Z EleEflTleTlf ( )
S

Bentuk terakhir di atas memperluas untuk sembarag permukaan dengan normal n,. Dengan

mengenalkan:

.. 1 o .
Et = EeabCE‘”dxbdxC (224)

Maka definisi luas permukaan menjadi:

~ (225)
4 = L IE|

Berdasarkan hal tersebut, dapat kita tinjau interpretasi dari magnitude densitas triad per

komponen, sebagai berikut:

. . o . 226
EX(S) =f E =f Eape EPdxPdx® (226)
s s

Yang artinya menberikan definisi fluks densitas triad E yang melewati permukaan S.
Bentuk terakhir dari £ di atas merupakan bentuk regulasi untuk densitas triad, yaitu sebagai

fluks medan yang melewati permukaan 3 dimensi S.
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(2) Regulasi Koneksi (Regulasi Variabel Ashtekar)
Koneksi yang diperkenalkan Ashtekar (Afl) merupakan elemen 1-form dari grup SU(2)
berdasarkan kendala Gauss dalam Hamiltonian relativitas umum yang telah dipaparkan
sebelumnya. Oleh karena berbentuk 1-form, maka A% dapat direpresentasikan sebagai
matrik dan regulasinya melalui proses smearing secara alami berupa integral garis. Integral

garis ini dikenal sebagai holomi.

Sekarang kita definisikan gagasan mengenai paralel transpor sepanjang permukaan
manifold dengan lintasan y dan diparameterisasi pada x%(t) : [0,1] — ), diilustrasikan

sebagai berikut:

(Sumber: [11])
Koneksi A%, sebagai element grup SU(2), yaitu A, = A4 7;, dengan 7' adalah generator

SU(2) atau 7t = f o' dimana o' merupakan matrik Pauli. Dapat kita intergrasikan A,

sepanjang lintasan y sebagai integral garis, yaitu:

A j j ds 4L (x(0)) dx“(t) (227)

Holonomi dalam representasi koneksi A%, dituliskan sebagai berikut:

h, = P exp (j A) (228)
Y

Untuk kasus Wilson loop, intergral garis menjadi integral tertutup:
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h, = P exp (’(ﬁ A) (229)
Y

Dengan P adalah operator path ordering untuk memastikan urutan iterasi dari 0 hingga t

(ty = t, = t3 = -+ = t,). Sehingga holonomi dapat dituliskan:

hy=i [ a0e-are) a-a, =Y

n=0 1>t,-->t,;>0

Dengan parameter garis ¢ yaitu t € [0,1]. Lebih detail mengenai holonomi dapat dapat

dilihat pada Lampiran C.

Selain itu, terdapat sifat-sifat yang dimiliki oleh holonomi, yaitu:

(1) Komposisi dari 2 holonomi adalah produk dari masing-masing holonomi:

(11) Terhadap transformasi gauge lokal U(x) € SU(2), holonomi bertransformasi:

h)l/l = Ushy Ut_()lf) (232)

Dengan s(y) dan t(y) adalah titik sumber dan target sepanjang lintasan y

(ii1))  Terhadap aksi diffeomorfisme, holonomi bertransformasi sebagai:

hy(¢ * A) = h¢ oy(A) (233)

(iv)  Fungsional turunan terhadap koneksi (A4) diberikan oleh:

1
( =x283(y (1), x)t;hy jika x adalah sumber di lintasan y (234)

Shy(A) | 2
SAL (x) - Ea'ca63 (y(©), x)h,T; jika x adalah target di lintasan y

X283 (y(t), x)h, (0,t)7;h, (t, 1) jika x terdapat di lintasan y

Pembuktian sifat-sifat holonomi di atas dapat dilihat pada Lampiran D.
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Apabila kita lakukan trace terhadap holonomi h, (A) sepanjang lintasan tertutup y (artinya

titik awal dan akhir akan saling bertemu) maka kita akan peroleh definisi Wilson loop:

WI[A] = Trh, [A] (235)

Dan bila ditransformasikan terhadap grup SU(2), maka kuantitas ini akan invariant:

WI[A'] = Trh,[A'] = Tr (A(f)hy[A]A‘l(i)) = Tr(A(F)AL ()R, [A])

WIA'] = Tr(h,[A]) = W[A] (236)

Why a reformulation in terms of holonomies?

Penggunaan Wilson loop pertama kali diperkenalkan dalam formulasi path integral untuk QCD
pada lattice. Fitur utama dari pendekatan ini adalah didapatkannya potensial statik antara 2 quark
berdasarkan nilai ekpekstasi dari hubungan Wilson loop antara 2 quark tersebut. Hasilnya adalah
potensial linier yang menghasilkan formulasi kurungan (confinement). Selanjutnya Wilson loop
dan generalisasinya digunakan untuk mengkuantisasi dalam basis bebas latar belakang
(background independent) melalui definisi holonomi pada keadaan-knots yang ekivalen dengan
kelas loop terhadap diffeomorfisme. Rovelli dan Smolin memperkenalkan kuantisasi via
holonomy-flux algebra berdasarkan pendekatan holonomi dibandingkan pendekatan hubungan
komutasi kanonik antara variabel kanonik (p,q) yang diperkenalkan C.J Isham. Melalui
pendekatan Rovelli dan Smolin inilah lahirnya LQG, walaupun holonomi sendiri tidak selalu
berhubungan dengan LQG, seperti halnya kuantisasi cacat topologi (fopological defect) untuk

kasus gravitasi di 3 dimensi dan lebih jauh diperluas ke kasus 4 dimensi.

2.4 Kuantisasi via Holonomi-Flux Algebra (Aljabar Holonomi-Densitas Triad)

Untuk mempersiapkan relativitas umum dalam program kuantitasi LQG, terdapat 2 langkah
utama: Langkah pertama, mereformulasi teori dalam medan tetrad dan koneksi yang merupakan
elemen grup SU(2), yaitu koneksi variabel Ashtekar-Barbero. Langkah kedua, melakukan regulasi
variabel (smearing koneksi dan densitas triad) tersebut, kemudian menyusun hubungan/aljabar
Poisson dari variebl tersebut berdasarkan lintasan dan permukaan. Hal ini berbeda dengan proses
smearing yang telah dibahas dalam formulasi ADM. Langkah kedua ini menghasilkan hubungan

aljabar untuk smearing variabel kanonik baru: h,[A] dan E'(S). Hubungan aljabar ini dikenal
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sebagai holonomi-flux algebra atau aljabar holonomi-densitas triad. Aljabar ini merupakan bentuk
paling alami dari aljabar Poisson karena tidak hadirnya fungsi delta yang merupakan fungsi dari
ruang dan telah dibuktikan oleh teorema yang dibuktikan oleh Lewandowski et.al [7,8,9,10].

Holonomi-flux algebra menjadi kunci memformulasikan versi kinematik LQG.

Sekarang kita tuliskan kembali variabel kanonik yang sudah melalui smearing, yaitu: E;(S) =
I S E,danh, =P exp( fl A) dengan indeks [ mengindikasikan infinitesimal dari permukaan S di
3D hypersurface. Selain itu indeks [ menunjukkan pula jumlah link yang melewati suatu
permukaan/fluks, disebut sebagai lattice dual dari definisi sebelumnya. Sekarang kita memiliki
variabel kanonik baru dengan indeks [ yaitu (hl,El), dimana holonomi h; adalah smearing
sepanjang link dan E; adalah smearing sepanjang permukaan/lattice yang merupakan dual dari

link. Dengan menuliskan kembali h; dan E}, yaitu:

- - - 237

E, =f Eape EftdSPC =f ng Efdudv 237
S s

dx®(t 238

h, —Pexp(f dsA‘(x(t)) ()T> (238)

Dengan n, adalah vektor normal dari permukaan S dan u dan v adalah koordinat di permukaan S.
Untuk membangun hubungan Poisson atau struktur simplektik antara h; dan E;, pertama-tama kita

tuliskan variasikan h; terhadap koneksi A, yaitu:

Sh 1 239

5T = fo de §3(x x(t)) )h y TRy () )
SE(S) S .y (240)
6Ei(xfl) = -]-5 n; 62 (x’ — X/ (u; v))(S dudv

Dengan h, (yy) adalah holonomi koneksi A sepanjang y = y(t) dari t = a menuju t = b dan

hubungan Poisson antara keduanya adalah:

_; sh,  SE} SE}  6h sh;  8E}
{h,Ei} = fd3x — = jd3x ——
0AF (x) 8Eq(x)  6A7(x) 8Eg(x) SA} (%) 8Eq (x)
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(241)

{n,E}} = fd3 U dt63(x—x(t)) h ,(¥6)h, (yg)l U n; 52
— X/ (u; v)) 6aidudvl

Karena kita tinjau titik dimana: x = x(t) dan x/ = X/, maka integral di atas akan lenyap bersama

delta Dirac ( [d3x83(x —x(0) = 1; [ 82 (x1 X (u; v)) dudv = 8, dan [} den; “)
sign =), sehingga diperoleh:
(ho B} = 805N, (242)
Dan hubungan komutasi lainnya memenuhi juga:
{hy, hy} =0 (243)
(ELE)} = 6,pe" Ef (244)

Seluruh hubungan aljabar simplektik di atas dikenal sebagai aljabar holonom — densitas triad
(holonomy flux-algebra) yang dilabeli Jr dengan ' adalah kumpulan link dan node yang
membentuk grup SU(2) dengan &' adalah matrik Pauli. Dapat diperhatikan bahwa h; adalah
elemen dari SU(2) karena ia memetakan secara eksponensial A? € SU(2), sedangkan E li, adalah
komponen dari E; merupakan elemen SU(2) dan memenuhi hubungan aljabar SU(2). Oleh karena
itu, keduanya (hl, E ll,) adalah variabel berkonjugat satu dengan lainnya dan membangun elemen
ruang-fasa (hl,E'li,) € SU(2) x SU(2). Secara sederhana definisi holonomy flux-algebra,
dituliskan sebagai [9]:

e Hubungan aljabar Poisson yang mendasari loop quantum gravity adalah struktur aljabar
Lie berbentuk Cyl X V(Cyl) yang dihasilkan oleh fungsi silindrikal halus (smooth) dan
medan vektor fluks (Ef) pada Cyl. Involusi pada aljabar ini tentunya berupa konjugasi
kompleks. Aljabar ini disebut aljabar holonomi-fluks dan akan disimbolkan dengan A. [9]

Dimana ruang Cyl dan fungsi silindrikal akan dijelaskan di pembahasan selanjutnya.

o - E
Untuk melakukan kuantitasi, maka kedua variabel konjugat ini (hl, E ll,) dengan E; = 71 dapat

dipromosikan menjadi operator yang memenuhi hubungan komutasi yang sebelumnya memenuhi

hubunganPoisson({---,---} - [’D
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[h, hy] =0 (245)

[h, E] = iyep®8,5th, (246)
Dengan £p = fcl—g adalah panjang Planck. Hal yang perlu dicatat disini kita gunakan E}

. . ~ i ~i E} . - .
dibandingkan Ej, karena E} = 71, sehingga disisi kanan hubungan komutasi muncul parameter

Immirzi. Dengan mempromosikan 2 variabel sebagai operator, kita dapatkan:
hy = hylA] = hyplA] (248)
B~  EglAl =julA] (249)
Dengan h; adalah holonomi dan fl adalah medan vektor yang bersifat left invariant yang memenuhi

grup SU(2) karena men-generate matrik Pauli (') jika orientasi titik di link keluar dari node dan

bersifat right invariant jika menuju node di link:

(250)

Li(g) = i%(eaifgz)
Ri'(g) = i%(gzeai’)

Fluk didefinisikan sebagai vektor medan yang invariant ketika ditransformasikan oleh gauge grup

7=0

jl:g - g, fligl —’fl(gl) =

=0

SU(2) yang berhubungan dengan kendala Gauss. Ruang fasa variabel secara otomatis merupakan

operator yang mana kendala dapat dituliskan dalam operator ini.

Dalam konteks mekanika kuantum, kita dapat peroleh hubungan komutasi berdasarkan hubungan
antar variabel dalam hubungan Poisson. Ruang Hilbert yang berhubungan adalah ruang yang
berbentuk L,(R3, d3x), yang merupakan ruang yang untuk fungsi-fungsi square integrable di R>
dengan standar pengukuran adalah pengukuran Lebesque d3x di R3. Tetapi untuk kasus relativitas
umum yang merupakan teori medan klasik dan digambarkan oleh koneksi A} yang merupakan
koneksi halus (smooth connections), dibutuhkan bentuk ruang Hilbert yang lebih besar
dibandingkan ruang Hilbert untuk mekanika kuantum umumnya. Ruang Hilbert ini harus memuat
tidak hanya fungsi-fungsi halus atau ruang konfigurasi klasik A¢ tetapi juga ruang konfigurasi

kuantum A{.
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Dalam LQG, dapat dibangun pengukuran di ruang konfigurasi kuantum dengan cara memilih
hubungan Poisson dari ruang konfigurasi klasik A yang diperluas ke ruang konfigurasi kuantum
A%. Untuk itu maka kita memperkenalkan suatu fungsi yang dikenal sebagai fungsi silindrikal
(cilindrical function) untuk koneksi A yang memiliki sifat square integrable. Langkah terakhir
membangun ruang Hilbert berbasis grup SU(2) sesuai dengan regulasi variabel konjugat baru
(hl, E l‘,) untuk fungsi silindrikal ini. Oleh karena itu sifat square integrable untuk fungsi silindrikal
grup SU(2) yang membangun ruang Hilbert dapat dituliskan: C*[SU(2)] = L,[SU(2)].
Selanjutnya kita akan membahas yang dimaksud sebagai fungsi silindrical dan mengkontruksi

sektor kinematik untuk LQG.

2.5 Sektor Kinematik dari Loop Quantum Gravity (LQG)

2.5.1 Ruang Hilbert Kinematik (H;,) dan Fungsi Silindrikal (Cilindrical Functions)
Representasi ruang Hilbert untuk koneksi <4 memiliki masalah, yaitu tidak terdefinisikan inner
produk, pengukuran dan completeness yang mana sangat penting dalam membangun ruang
Hilbert. Oleh karena itu menggunakan representasi koneksi A tidak dapat dibangun ruang Hilbert

untuk LQG. Dalam LQG digunakan representasi holonomi dibandingkan representasi koneksi.

Suatu fungsional yang meliputi koneksi y dituliskan sebagai berikut:

Y[A] = (Al) € C*[A] (251)
Subset dari C*[A], yang disebut Cyl[A] yang terdiri dari fungsi silindrikal. Fungsi silindrikal ini
fungsi kontinu yang terdiri dari holonomi h, = P exp( fe A) sepanjang berhingga lintasan e.

Tinjau sebuah grap I' yang merupakan kumpulan dari lintasan e terorientasi e C ), (kita sebut
lintasan selanjutnya sebagai link dari grap). Sebuah grap I' € )’ memiliki L jumlah total link dan
fungsi silindrikal merupakan fungsi dengan sepasang (T, 1) yaitu sebuah grap dan sebuah fungsi

halus f:SU(2)! — C. Fungsi f ini dapat dituliskan sebagai fungsi dari koneksi:

(A1) = Y plA]l = Y(he, [A], -+, he, [A]) € Cylr (252)
Dengan e; dan i = 1, -+, L adalah link yang merupakan bagian dari grap I'.
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(Sumber: [11])

Representasi ruang untuk fungsi 1 dapat menjadi ruang Hilbert jika fungsi tersebut memiliki scalar
product. Peralihan dari koneksi A ke holonomi h, menjadi sangat penting karena holonomi
merupakan element grup SU(2) dan integrasi meliputi SU(2) bersifat well defined. Secara khusus
terdapat keinvarianan yang unik dan pengukuran yang ternormalisasi dh yang disebut pengukuran

Haar. Menggunakan L salinan untuk pengukuran Haar, maka scalar product ruang Cyl adalah:

<¢(F,f)|zp(nf,)> = f 1_[dhetp(hel[A],...,heL[A])zp’(hel[A],...’ hota)) 25

Ini mengubah Cyl sebagai ruang Hilbert H yang berhubungan dengan grap I'.

Selanjutnya kita definisikan ruang Hilbert dari fungsi-fungsi silindrikal untuk seluruh grap sebagai
penjumlahan langsung dari masing-masing ruang Hilbert untuk grap. Ruang ini dikenal sebagai

ruang Hilbert kinematik:

D (254)
rcy Hr

Hiin =
Produk skalar di ruang Hilbert kinemarik H};, adalah persamaan <¢(F.¢)|¢(F,¢’)> yang mana
memiliki arti: jika 1 dan Y’ memiliki grap yang sama, maka produk <1/J(F'¢)|1/)(F,¢:)> dapat

dilakukan. Sedangkan jika memiliki grap yang berbeda, katakan I} dan I}, dapat didefinisikan
[3 =T UT,, jika kita perluas untuk ¥; dan 1, secara trivial di I';, maka dapat kita definisikan

skalar produk untuk I3, yaitu:

(W V) = Vel Vawn) = eurwo [ @urws)) (255)
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Ini merupakan hasil kunci yang telah ditunjukkan oleh Ashtekar dan Lewandowski, yaitu ruang

Hilbert kinematik yang meliputi koneksi gauge A di ), setara dengan ruang Cy! untuk grap:

Hiin = L2[A, dpar] (256)
Integrasi terhadap dpu,; meliputi ruang koneksi A disebut pengukuran Ashtekar-Lewandowski.

Kembali ke formulasi holonomy flux-algebra:

[h, E] = iyep®8,5th, (257)
Dimana variabel kanonik adalah (hl, E l‘,) dengan h; adalah elemen grup SU(2) dan E li, yang
memenuhi struktur aljabar su(2), sehingga ruang fasa kedua adalah SU(2) X su(2), maka untuk
setiap lintasan/link L, maka ruang konfigurasinya menjadi SU(2)% = SU(2) x SU(2) x SU(2) X
... dan kita dapatkan ruang Hilbertnya kinematiknya adalah

Hiin = Lo[A, duar] = L,[SU2)", dpar] (258)
Seluruh representasi ini dikenal sebagai representasi Ashtekar-Lewandowski dan merupakan satu-
satunya representasi yang sesuai untuk formulasi LQG dalam hal ini representasi untuk holonomy

flux-algebra. Hal ini telah dibuktikan oleh Lewadowski, Okolow, Sahlmann, dan Thiemann yang

dikenal sebagai teorema LOST untuk LQG. Teorema LOST dituliskan sebagai berikut:

LOST Theorem: Hanya ada satu representasi siklik dari aljabar holonomi-fluks A dengan vektor

siklik yang invarian terhadap difeomorfisme, yaitu representasi Ashtekar—Lewandowski.

Karakteristik dari representasi Ashtekar-Lewandowski, antara lain:

e Dalam representasi Ashtekar-Lewandowski terdapat operator geometris yang terkait
dengan panjang, volume, dan luas memiliki spektrum yang sepenuhnya diskrit,
memberikan gagasan bahwa geometri kuantum dapat menghasilkan gambaran
fundamental baru tentang geometri.

e Meskipun terdapat operator untuk holonomi h,, akan tetapi tidak terdapat operator yang
mewakili koneksi AL secara langsung dalam representasi ini. Hal ini berbeda dengan
operator densitas triad Ef* yang secara langsung dipromosikan sebagai operator.

e Begitu pula, untuk difeomorfisme (spasial), tidak adanya generator infinitesimal untuk
kendala tersebut. Akan tetapi setidaknya terdapat representasi difeomorfisme terbatas yang

diimplementasikan sebagai operator unitary.
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Representasi Ashtekar-Lewandowski atau representasi holonomy flux-algebra untuk #;,, bersifat
unik dimana keunikannya dapat dibandingkan dengan teorema Von Neumann untuk mekanika

kuantum mengenai keunikan representasi Schrodinger.

Sehingga produk skalar untuk fungsi silindrikal dari konenski dapat dituliskan kembali dalam

representasi Ashtekar-Lewandowski:

(Warrpo [rpwn) = f dptar Yryp0) (AP, 1, (4) (259)

Sekarang telah didapat kandidat ruang Hilbert kinematik yang tidak harus memiliki
ketergantungan terhadap latar belakang karena digunakan formulasi holonomy-flux algebra.
Selanjutnya kita akan perkenalkan basis ortogonal basis untuk ruang Hilbert ini. Ini dapat
dilakukan berdasarkan teorema Peter-Weyl dengan basis ruang Hilbert L, [G, d ity 44, ] untuk fungsi
pada grup kompak G. Dimana fungsi tersebut direpsentasikan sebagai matrik elemen dari
representasi unitary irreducible grup kompak tersebut, dalam hal ini G adalah grup kompak SU(2),

dituliskan sebagai berikut:

(260)

1
~j j [ =0,=,1,..
Y(g) = Z PrnDim(9) /=2
7 m=—j,..,j
Dengan D,(T{,)l (g) adalah matrik Wigner yang merupakan representasi matrik spin-j irreducible dari
elemen grup g dan j adalah bilangan kuantum spin serta m dan n adalah bilangan kuantum

magnetik dalam grup SU(2). Selain itu, matrik Wigner untuk SU(2) memiliki sifat:

. y 1 . (261)
f dh D (DY), (h) = 27710 St S

Atau

. j i) o , 262
Z(z] +1) f dh DI, (DY), (h) = 5(h - 1) (262)
jmn
Dengan h adalah holonomi dan merupakan h € SU(2). Untuk selanjutnya mengenai grup SU(2)
dan representasinya, seperti matrik Wigner dan koefisien Clebs-Gordon dapat dilihat pada Apendik

C.

Selanjutnya, untuk membangun ruang Hilbert grap Ht, pertama-tama kita tinjau ruang Hilbert

untuk sebuah link H; yaitu [ = (n,n") yang menghubungkan 2 buah node n dan n' dari grap yang
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dilengkapi dengan ruang fasa di boundary (h;, E;) € T*SU(2). Ruang Hilbert link #; ini yang
nantinya akan membangun ruang Hilbert grap Hy. Representasi ruang Hilbert link H; masing-

masing dibangun dalam grup SU(2), yaitu:
Ji (263)
#, = LISU@, diaar) = ) (96, Q) 25), 26, ~ L2[R", dul
Sehingga basis H; =~ L,[SU(2)] adalah:
Ji (264)

ljvmy ) = ljpmy) Gl € 3y = @ (}[n ®}L}j)

Dengan masing-masing basis spin berhubungan dengan titik akhir sebuah link:

|7, m) {4, m’|

e / sy

n v n
{(-"'rm"? Jun"}

(Sumber: [10])

Yang menggambarkan sebuah link dari sebuah grap dengan variabel dan bilangan spin kuantum

Untuk sebuah grap dengan L link, ruang Hilbert grap tersebut adalah produk dari H;, yaitu:

Ji (265)

L L
#y = LISV diaar) = Q) %= Q) €D (%6 X))
l l

Dan basis dapat pula direprsentasikan untuk n yang tidak terhubung (n non-connected), yaitu:

n
= i mu,m)
=1

o

(Sumber: [])
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® |j, m;, ;) menunjukkan basis dari representasi matrik untuk fungsi gelombang ¥ r)[A] €

Hr. Bila diuraikan basis elemen |j;, m;, n;) pada grap, yaitu:

(AT jy, my,mg) = DY, (hy) -+ Dty (hy) (266)

Dan fungsi ¥ (ry)[A] € Hr untuk grap ' dengan sejumlah V' node dan £ link dapat diuraikan

menjadi dalam representasi holonomi:

YawlAl = Y p(halAl - MAD = Z Yo D, (Ra[AD) -+ DI, (hyA])

Jimpny
ARSIV NE S I D ON () (@67)
Jimpny l

Dan dalam representasi basis |y, f)) € M dituliskan:
) = | [ dhi (@', [411) @y, [4]) (268)
!

= | [4n v @ulal - helaDI@ R, A1)
l

Menggunakan syarat completeness dan orthogonalitas |j;, m;, n;) = |j;, m;) (j;, ny|, kita dapat
tuliskan ¥,y (hy[A], -+, h [A]) sebagai kombinasi linier dari representasi irreducible SU(2),

yaitu:

Yy (h[A], -, he[A]) = Z (®lh11 [A1|® )i, my, @y, My, | f) (269)

Jumpny

Dengan bentuk basis di atas sama dengan formulasi yang telah didapat sebelumnya:

baptldl - hela) = Yl ] [0 tlay @70
Jpmyng l
Yang merupakan basis keadaan (state basis) untuk variabel konjugat (hl,Eli,) dalam formulasi

holonomy flux-algebra. Dapat kita ambil contoh untuk representasi paling sedeerhana holonomi

1
dalam bentuk matrik Wigner: h; = D(E) (he) dan ketika dikenakan pada operator holonomi

(generasilasi dari operator koneksi), maka didapat:

h, [AIl[A] = h, [All[A] (271)

65



Untuk selanjutnya basis keadaan 1 s)[A] ini akan kita gunakan dalam mendefinisikan operator-

operator geometri di level kuantum, seperti operator panjang, volume, dan luas yang memiliki

spektrum yang sepenuhnya diskrit.

Loop States and the loop transform
Sekarang kita akan ambil contoh dari berhingganya norm keadaan (state) dari grap dan fungsi
silindrikal halus SU(2) (T, f) = (a, tr). Dimana grap I' membentuk kurva tertutup a atau sebuah
loop dan f adalah trace function dari grup SU(2). Keadaan dapat dituliskan sebagai ¥, atau
dituliskan |a):

W,[A] = Wi [A] = (Ala) = tr h(4, @) = tr Pe%e 4 (272)
Bentuk di atas merupakan kasus paling khusus dari keadaan yang terjadi pada quantum gravity

dan merupakan basis yang memotivasi lahirnya LQG dan asal nama Loop di awalnya. Norm dari

keadaan di atas, kita gunakan <‘/’(F,f)|¢(r,f’)> sebelumnya, sehingga

Wl = [ dhy BERTADY (halAD = [ die Il = 1 e73)

Untuk loop lebih dari satu/multiloop: [a] = (a4, ..., a,) dari berhingga n yang me mungkinkan

loop “tumpang tindih”, maka keadaan dapat dituliskan:

W, [A] = Wy [A] .. Wy [A] = tr h(4, ay) ...tr h(4, ay) (274)
Fungsional untuk basis loop space:
Pla] = (¥ |'¥) (275)
Yang dikenal sebagai loop transform dari keadaan 1[A]. Fungsional W[a] merepresentasikan

keadaan kuantum sebagai fungsional dari ruang loop. Menggunakan pengukuran Haar/Ashtekar-

Lewandowski: du,;, maka loop space dapat dituliskan:

Y[a] = jduAL tr Peda A[A] (276)

Secara intuitif ini mirip dengan transformasi Fourier dari ruang fasa A ke ruang fase «a.
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2.5.2 Ruang Hilbert Kinematik (#y;,) dan Kendala Gauss: Gauge-invariant Hilbert space

Ruang Hilbert sebelumnya (H};,) yang merupakan ruang Hilbert dengan anggota/states (y[A])
yang invariant terhadap grup SU(2). Selanjutnya disini kita akan membangun ruang Hilbert baru
yang memasukkan pula kendala Gauss yang telah dipromosikan menjadi kendala kuantum Gauss,
dimana kendala yang dikenai kendala kuantum Gauss akan memenuhi: G;[A] = 0. Hal ini
memberikan simetri baru bagi ruang Hilbert H;,., yaitu local gauge invariance kendala. Ruang
Hilbert baru ini dikenal sebagai H};,, dimana subindeks kin menunjukkan bahwa ruang Hilbert
ini belum lengkap dan agar diingat bahwa masih ada kendala yang perlu dipecahkan sebelum
mencapai. Akan tetapi apakah ruang Hilbert ;% dengan kendala Gauss ini beririsan dengan
ruang Hilbert yang memasukan kendala Hamiltonian dan diffeomorfisme masih merupakan open

problem.

Dalam ruang Hilbert Hy;,, basis state dikenal sebagai spin-network. Aksi kendala Gauss
direpresentasikan pada ruang Hilbert sbelumnya #};, adalah dengan cara mentransformasikan

holonomi terhadap transformasi gauge (local gauge invariance):

hy - h = Ughy = gs(l)hlgt_(%) (277)
Sama pula reprsentasi j, maka:
DD (h) » DYV () = D(j)(gs(l)hlgt_(%)) = D(j)(gs(l))D(j)(hl)D(j)(gt_(}) (278)
Darisini transformasi gauge yang bekerja pada sumber dan target pada link dikenal sebagai node

dari sebuah grap. Dengan mensyaratkan keinvarianan gauge ini pada fungsi silindrikal maka

keinvarianan ini bekerja pula pada nodes, yaitu:

l/’(l“,zp) (hl [A]r Ty hl [A]) = lp(r,l/)) (gsl hl [A]gt_lll ) gslhl [A]gt—ll) (279)
Sifat di atas dapat pula diimplementasikan secara langsung dalam formulasi group averaging:

Dimana Y1) € Cylr, yaitu:

b aldl - hla) = [ [ [dgntban (gatulalgst - g lalge?) @0

Untuk melengkapi pemabahasan disini, kita akan tunjukkan bahwa dengan mensyaratkan kendala

Gauss: G;3[A] = 0 atau dalam bentuk differensial form, yaitu:
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G, =DEf =0 (281)

Dengan D, Ef, berdasarkan teorema Stokes adalah

f@aﬁia=j E,=0
) a3,

Untuk kasus 4 dimensi Lorentzian maka untuk fZ D, Ef menyatakan integrasi terhadap permukaan

(282)

spasial 3 dimensi dan | o3 E; menyatakan integrasi terhadap boundary sehingga merupakan

integrasi 2 dimensi. Dalam bentuk diskrit integral di atas dapat digantikan menjadi penjumlahan,
yaitu:

. . . 283
Gizf E; = lim Z Els)=0 (283)
oy

a;—0
a;coy

Dengan a; merupakan luas tiap potongan di bidang permukaan. Karena a; bernilai sembarang dan
dapat didefinisikan sebagai regulator sehingga untuk mencegah sifat singular maka a; dilarang

a; — 0, sehingga regulasi kendala Gauss menjadi:

G, = Z Bl =0 (284)
1
Dan menggunakan E;y[A] = J;[A] sebelumnya, maka:
G E 7 2
Cilbn) = ) B lbaw) = ) St bayy) = 0 (285)
l l

Dengan indeks [ menggambarkan link dari area a;. Persamaan terakhir di atas dapat
diintepretasikan sebagai operator kuantum dari kendala Gauss untuk suatu polihedron, dimana J
berhubungan dengan yang tertutup a; dalam polihedron, seperti ditunjukkan oleh gambar di

bawah:

Sebuah tetrahedron kuantum (Sumber: [5])
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Dapat kita pilih sebuah graf |£|-valen sederhana, yaitu, graf yang hanya berisi satu simpul n dengan

|L|-link [ =1, .., |£|, yang menunjuk keluar dari n, sehingga persamaan sebelumnya menjadi:

. o . (286)
GilYry) = Z]i W) =" W) =0
1
Dengan nilai eigen dapat ditentukan, yaitu:
JE ™M ag) = 0 (287)

Dimana total spin dan bilangan kuantu magnetik j; , = 0 danm,_, = 0 (m,_, = 0 dapat terjadi
karena —j < m < j. Dengan keadaan |1/)(1~,f)) € Hr yang memenuhi j}"'"hp(r,f)) = 0 dan secara

automatis memenuhi kendala kuantum Gauss. Sehingga dapat kita tuliskan ruang Hilbert

kinematik:

Hin © Hiiny  Hioin ~ Lo[SUW)H/sSUWUHM (288)
Yang merupakan subruang invariant H yang memenuhi kendala kuantum Gauss di setiap node
dan menjadi ruang dengan anggota basis yang memenuhi Hj;,. Basis ini disebut basis spin

network, yang akan bahas lebih detail sebagai berikut:

2.5.3 Kendala Kuantum Gauss dalam basis Holonomi: Group averaging procedure

Kontruksi operator kuantum Gauss terbukti memiliki interpretasi geometri yang jelas. Meskipun
demikian, suatu deduksi formal pada keadaan/state yang memenuhi kendala Gauss menggunakan
prosedur dari Lattice Gauge Theory, yaitu, group averaging procedure. Berdasarkan formulasi
klasik untuk kendala Gauss: D Ef = 0,Ef + ¢ jkAflE' ak (148), yang merupakan generator

infinitesimal transformasi gauge SU(2).

Transformasi gauge yang bekerja pada holonomi mengikuti:

hy=1[A] > hyo [A] = U (v () ) hy = [AIUT (v (©)) (289)
Dengan s menyatakan sumber dari lintasan y = [ dan t adalah target/titik akhir dari lintasan y (s
dan t secara jelas merupakan node dari grap I'). Dalam representasi matrik, maka transformasi

gauge di atas menjadi:

DiL (R[] — DL (RIAD = DY (Ui(v(s))) DS (DD (U (v(1)))  90)
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Untuk setiap fungsi gelombang ¥, f)(hy [A]) € H dapat dituliskan sebagai kombinasi linier dari

produk representasi matrik irreducible SU(2) seperti ditunjukkan sebelumnya:

Yy (hy, [A] -+, by [A]) = Z <®lhll[A]|®ljlrml'nl>(®ljl;ml;nllf) (291)

Jimyng
292
Ve (L4 b la)) = it ] oo, utay 392
Jimyng l

Dapat kita peroleh fungsi gelombang ¥, (F,f)(hy [A]) € Hy, € Hyin dan mengikuti kondisi

berikut:

Yoy (he, [4] -, hy [A]) (293)

=¥ (U (r())hy, [AUE (1 (©), -+, Uy, (v (), [AIUZ (v (1)) )

Yang berarti fungsi gelombang invariant terhadap transformasi gauge SU(2). Selanjutnya kita

tinjau:
Jirdi Uo (294)
lpl'Tl‘U (F,'l/)) (hll [ hlL [A]) - Z 110 ., Mmpnq,..,Ng n Dmlnl (hl
Jumpny inv
Kita fokus pada bagian:
[ [ps,uian =] [ ] oS, cuiap (295)
l ner ( lel“~)
nni=A

Transformasi gauge bekerja pada node. Oleh karena itu, jika untuk sebuah node dimana seluruh
link keluar darinya, maka transformasi gauge di sumber node s sebagai setengah rotasi matriknya,

yaitu pada indeks pertama holonomi:

]_[Df,{;%l(hl =[] pda () pd>oulan (296)
(nrlsiﬁ)

Karena sifat keinvarianan di node, maka transformasi gauge memberikan:
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(297)

=[] % (1)) DG Gutan
" (nrls:rf;ﬁ)

Uo
1_[ Dn{llnl (hl

( lel‘~) e
nni=A n

Dengan menggunakan group average procedure atau prosedur perataan matrik dengan pengukuran

= [ [ p¥,0utan

i berupa matrik, maka hasil di atas dituliskan kembali menjadi:

(298)
HD(JI) (hI[AD _ 1_[ D(]l) (h [AD
min; l - mn; l
ler
: " inw (nrﬁiﬁ) n/ .
inv
_ Z iglllgllmalﬁl 1_[ Dc(z]ll[gl(hl [A])
aif ( IEFN)
nni=A n

Dengan cara yang sama untuk transformasi gauge pada node target, digambarkan oleh aksi

U Z_Ll (y(£)). Sehingga kita dapatkan hasil sebagai berikut:

(299)
D(]l) hIA _ D(]l) h. A
mlnl( [LAD - mlnl( 1[AD)
lel
! Vi 1\ (ML) J
mnmv
N [ Gl [ Az
aB; ner ( lerN)
nni=A n
Dengan memasukkan hasi di atas ke dalam state/keadaan spin network, diperoleh:
Winv g (R, [A] -+, by [A]) (300)
= > W )| [l || 085 utan
]lmlnl alﬁl ner ( rl]Eer)
nnil+ n
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Dengan kuantitas i dikenal sebagai intertwinner yang didefinisikan sebagai kontraksi koefisien
Clebsh-Gordan ternormalisasi atau 3j Wigner symbol. Dapat diilustrasikan sebagai berikut dalam

4 valent graph:

(Sumber: [10])

Dimana spin intertwiner memenuhi i € {max(|j; — j2|, lj3 — jal), ..., min(j; + j,,j3 + js)} yang

diparameterisasi oleh basis intertwiner:

N I (301)
N AHiaq(J1r Jz2 J3  Ja :
|]>12 - Z 2] +1 <m1 m, ms m4> ® |]k1 mk)
mq,M2,M3,My k=1

i J2 T3 1'4)

Dengan j € {max(|j; — j2l,ljz — jal), ..., min(jy + jz,j3 + ju)} dan (m1 m, ms; m,

merupakan matrik 4- jm Wigner. Lebih detail akan ditunjukkan pada Lampiran E. State/keadaan

spin network yang memenuhi kendala kuantum Gauss secara kompak dapat dituliskan:

Y (P [AL -, by [A]) = % in Glg’ pUv (302)
Atau dalam bentuk basis:

n

Yinw (0 jyiy (i, [AL -y [A]) = <® im|® DUV

l > (304)
r

Dengan indeks n dan [ menunjukkan jumlah node dan link dalam grap I'. Spin network dapat

diilustrasikan sebagai hubungan antara grap dengan colouring j; digambarkan sebagai berikut:
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Keadaan spin network membentuk basis bagi ruang Hilbert kinematik 7£,. (Sumber: [11])

Example: The theta graph
Sebagai contoh untuk menentukan state spin network kita ambil kasus sederhana yaitu: The theta

graph. Tinjaulah sebuah grap berikut yang merupakan kopling 3 buah link dengan 2 buah node:

Karena penjumlahan 3 buah link adalah nol maka resultan merea adalah sebuah node. Sehingga
ruang Hilbert 7, merupakan bagian singlet dari ruang Hilber . Sehingga apabila dilakukan
kopling 3 link tersebut, maka didapatkan ruang Hilbert:

Jiz *tJ3 (305)
H=#,8%,8%,= (1 %,
lj = Jjiz — Jsl
Ruang Hilbert di atas yang diambil hanya bagian dengan j = 0, yakni agar j;, = j3. Sebagai
contoh bila j; = % dan j, = % maka 0 < j;, < 1. Agar state memenuhi kendala kuantum Gauss
maka nilai j; yang diperbolehkan juga berada pada rentang tersebut. Tetapi karena nilai j ini

merepresentasikan panjang segmen dari segitiga maka nilai j; # 0 sehingga untuk kasus di atas

hanya nilai j; = 1 yang diperbolehkan.
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Bila ketiga link bertemu pada ujung m,, m,, dan m5; maka kita dapat tuliskan state kopling ketiga

link adalah @, yaitu:

|¢(r,zp)) = |12, J3iJ12 = J3.J = 0,m = 0; 1y, 15, n3) (306)
Basis di atas dapat dituliskan ulang sebagai basis @ oleh koefisien Clebsh-Gordan:

b)) (307)
= Z U1 J2,J3s mumamsljy, j2,j3,j12,J = 0,m = 0) |j, my, ny) @ |jz, My, n2) @ |j3,m3, n3)

mpmzms

Dimana didefinisikan intertwinner i"t2™s dalam representasi koefisien Clebsch-Gordan atau

Wigner 3j-symbol, yaitu:

jMamzMsz MMy M3

= (1 J2,J3s Mumymsljs, j2, J3,j12,J = 0,m = 0) (308)
:(j1 J2 J3 )( Ji J2 I3 )
my m, mz/\m;y m, ms
Sehingga state di atas menjadi:

|1/’(1",1P)> = Z (MiM2Ms (Mm2M3|j, my,ny) @ |jz, Mp, Np) ® |j3, M3, n3)

mimzms

1Y) (309)

_ Ji Jz J3 Ji J2 I3\ ,. ] ]
= Z (m1 m, m3)(n1 n, n3)|]1,m1,n1)®|]2,m2,n2)®|]3,m3,n3)

mimpms

Atau

Yy = i1"1mzm3 121712713 nyﬁgll (hy [A])DT(,{;%Z (h, [A])D,E,{:zls (h3[AD (310)
Interwinner menyatakan sebuah node, sehingga untuk basis |1/)(1~,¢)) di atas merupakan state kasus

theta grap memiliki 2 buah node dan memiliki 3 buah link.

Bila terdapat V' buah node dan £ buah link, maka didapatkan state total untuk kasus trivalen seperti

ditunjukkan sebelumnya yaitu merupakan produk dari masing-masing individu state:

n

_ (311)
Yy =\® im

ny.ng 1 YN ming * mpng

l
Q D(iz)> — ofyJ1ic jMmems l-mL—sz—ﬂnLD(h) . D(]'L)
r
Dan untuk kasus four-valent yang merupakan kasus 4 dimensi Lorentzian, maka:
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noop1 (312)
Vi) =(® im|®@ DU
r
= ppr-dL pamemata | mesmezieamep(h) | pUe

Jika kasus yang ditinjau adalah 4 dimensi Lorentzian, maka yang digunakan 6 Wigner symbol.
Untuk lebih detail mengenai teori kopling SU(2) dan representasi Wigner simbol dapat dilihat pada

Lampiran E.

Selain itu, intertwiners dapat direpresentasikan sebagai penjumlahan minimal 2 representasi
irreducible, sehingga minimal n = 2, seperti saat ini ditelaah. Untuk kasus n = 4 dann = 5, maka

grap digambarkan:

Dengan virtual spin k; menunjukkan intertwiners. (Sumber: [11])

Dapat dirangkumkan bahwa state spin network:

n

lp(l“n,b) = <® i(n) ® p U

l > (313)
r

Membentuk basis untuk ruang Hilbert sebagai solusi dari kendala kuantum Gauss, yaitu: .,
Struktur dari ruang ini dibentuk oleh basis spin network: grap yang berbeda I' akan memiliki
subruang orthogonal yang berbeda pula, sehingga Hy;, dapat diuraikan sebagai penjumlahan

langsung ruang untuk grap yang telah tetap:

(314)
7-[I?in c }[kinl }[I?in = ® %F
rcy;
Dengan H merupakan ruang Hilbert untuk grap yang telah tetap merupakan penjumlahan ruang

untuk intertwiner:
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L (315)
Hr = LZ[SU(U)|L|/SU(U)|N|rdﬂHaar] = ® H,
l
Ji

= (E? P (6.X))

2 persamaan di atas (314) — (315) merupakan analogi dari loop gravity yang setara dengan
formulasi dekomposisi ruang Fock yang tersusun dari ruang Hilbert untuk medan bebas yang
terdiri dari n-partikel state di ruang Minkowski. Kedua merupakan formulasi yang secara

fundamental setara.

2.5.4 Spin-network states: Membangun state untuk spin-network

Interpretasi grafik untuk spin network lebih jelas dalam basis representasi matrik |j;, my, n;)

dibandingkan basis holonomi |h;(A)). Langkah-langkah untuk membangun states bagi spin

network adalah sebagai berikut:

(i)  Jikaterdapat grap yang saling terhubung I', dengan sejumlah link | £| dan sejumlah node | V|,
maka ruang Hilbert dalam representasi Ashtekar-Lewandowski dibangun sebagai

penjumlahan langsung (direct product) dari ruang Hilbert untuk link yang memenuhi:

L (316)
Hy = L[SUWH /SUMNDM, dtaer] = (X) 7
l

- @ 6]9 CRED

Fungsional basis dari ruang di atas adalah ®|j;, m;, n;) berdasarkan teorema Peter-Weyl. Kita
sebut ini basis perkalian-&.

(ii) Pada masing-masing node, setengah bagian basis dapat dituliskan: |j;, m;,n;) =
i, m){j,n;|, dengan |j, m;) atau (j;,n;| bergantung pada grap yang ditinjau dan
bertransformasi sebagai basis penjumlahan-@ dan ini berarti menjumlahkan setengah spin

pada node. Ruang Hilbert yang memenuhi adalah &’ H; =69]]1’n"l‘:‘ H. Transformasi

komponen matrik adalah koefisien Clebsh-Gordan atau secara umum koefisien kopling yang

disebut i.;. Ini merupakan basis penjumlahan-@ untuk ruang Hilbert di (i).
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(i11)) Implementasi kendala kuantum Gauss terjadi pada masing-masing node, oleh karena itu ini

mensyaratkan total spin untuk masing-masing node memenuhi:

~ t N . (317)
Gilbryp) = Z]i [Yary) =" ) =0

!
Ruang Hilbert yang dipilih biasanya adalah sebuah singlet H; = #, (jika mereka eksis).
Ini memberikan kondisi koefisien kopling yang setara dengan intertwiner: io; = i. Basis

singlet dari penjumlahan-& basis adalah basis spin network.

(iv) Setiap state/keadaan spin network secara umum merupakan kombinasi linier dari basis spin

network:
Winv ey (A, [A] -+, by [A]) (318)
, )
= > W )| [t [ ] 085l
jumpmny a;B; ner ( ler‘~)
nnl=A n

Atau secara kompak dituliskan:

Ve jyin) (hay [AL -+, by, [A]) = %in Q? pU» (319)

Dan dalam bentuk basis:

n L (320)
Yinw @i (A, [AL -+, by, [A]) = (® imy|®@ DUY
r
Mengacu referensi [36], state spin network atau fungsional spin network dapat dirumuskan sebagai
berikut:
(1) Untuk setiap lintasan dengan link [ yang direpresentasikan oleh matrik Wigner

n : my
Ji ~ NJ
\9—’/ o Janum

Dengan indeks m; atau n;, bergantung dengan orientasi dan variable h; € SU(2).
(i1) Untuk setiap node terkait intertwiner, representasikan ke dlaam matrik 4- jm Wigner,

yaitu:
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Ry o (_l-}_“---n_l (Jl ;".3 .l‘l:’u ,jl )

my ma m3 —nyg

Dengan indeks —n dan fase (—1)’~™ menunjukkan link yang keluar (outgoing links)

(ii1))  Terakhir, kalikan semua bersama-sama, dan jumlahkan atas semua indeks magnetik.

Dan diperoleh fungsi gelombang spin-network tp(p,jbl-n)(hll [A], -, hy, [A]) dan ruang Hilbert
Hr = Ly[SUW)H /SUWI™, dptyaar| dan dapat digambarkan salah satunya sebagai berikut:

" ~ J2
. 7
Ly Y K
L “ I8 :
w
J4

(Sumber: [36])

Dengan fungsi gelombang/state spin-network untuk kasus ini menggunakan formulasi:

n l . (321)
Yinw @jpi) (A, [AL -+, by, [A]) = (® imy|®@ DUY
r

Maka diperoleh:

w(r,jl,in) (h‘ll’ h‘lz’ h‘l3’ hl4,) (322)
VPR S N N NNCH A A A AN =

= — iJi—n; i

z( 1) <—n1 —n, —ng —n4> <m1 m, m; m4> anini(hli)

m;,n; i=1
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2.5.5 Operator Geometri dalam Loop Quantum Gravity (LQGQG)

Goal kita dalam LQG adalah menyusun teori gravitasi kuantum yang tidak bergantung struktur
latar belakang ruang-waktu (background independent). Oleh karena itu, observabel-observabel
dalam gravitasi kuantum haruslah merupakan observabel yang tidak bergantung latar belakang
ruang-waktu, dalam konteks ini obsevabel yang dimaksud adalah observabel geometri, seperti

panjang, luas, dan volume.

Pada bagian sebelumnya telah dibangun basis state untuk LQG dan basis ini memiliki representasi
geometris. Keadaan/state spin-network ini digambarkan oleh keadaan/state dari grap, yang
tertanam di hypersurface spasial ). State ini berisi informasi mengenai struktur sypersurface ).
Karena tersusun atas nodes dan link, ini menggambarkan struktur diskrit dari ruang, Dimana nodes
merepresentasikan sebuah polihedra dan link merepresentasikan permukaan yang melingkupi

polihedra tersebut. Seperti ditunjukkan gambar sebelumnya:

Sebuah tetrahedron kuantum (Sumber: [5])

Oleh karena itu, langkah berikutnya seperti yang ditunjukkan dalam program kuantisasi Dirac,
yaitu ialah membangun operator berupa operator geometris yang bekerja pada basis state spin-
network. Operator geometris tersebut dibangun dari definisi klasik untuk kuantitas geometrisnya.
Agar operator ini dapat bekerja pada state spin-network maka perlu dilakukan regularisasi ekspresi
klasik dari kuantitas geometri tersebut melalui proses smearing. Pada bagian akan ditinjau operator

geometri yang berupa operator luas dan volume untuk kasus 4d Lorentzian.

(a) Operator Luas
Operator geometrik paling sederhana yang dapat dibangun dalam LQG adalah operator luas.

Dimulai dari definisi geometri klasik seperti yang telah ditunjukkan pada pembahasan regulasi
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densitas triad. Kita ulangi kembali, pertama-tama untuk kuantitas luas dapat dituliskan sebagai

berikut:

9x@ dxb (323)
A(S) = L d0'1d0'2 det (gab Wﬁ) , a,ﬁ =1,2

ax% ox

Dengan d;x¢ sehmgga bagian det (gab Pyl ﬁ) dapat dievaluasi sebagai berikut:

_ Ox
~ 9o’

det 9x” ox” = [0,x%0,xP0,x¢0,x% — 0,x%0,xP 0, x€0,x%]
Yab 90% 0oF YabYcalo1 1 2X7 02 1 2 1X703

0x% 0x a b q d (324)
det g“”ﬁﬁ = 29ap9ca01X%01x'°0,x0,x

= Zga[bgc]dalxaa1xbazxcazxd

x% 0x°¢ dxb ax4

1
Karena gq(pgcja = — 5 €ace€par9g ef dan 501 5,2 ace = Me SCIA —— == &pqr = Ny, maka kita

peroleh

9x® oxP 1 of c
det gaba 237 -2 X zsacesbdfgg 0,x%0;xP0,x¢0,x4

dx® ox? of (325)
det Jab Goa g8 ) = 99 Mely

Definisi luas menjadi:

326
A(S)=f do,do, ’—ggefnenf (326)
s

Menggunakan definisi tetrad: g¢/ = ef ejf nY = efeft dan g = —e?, maka (dengan indeks i,j =

1,2,3; dimensi hypersurface 4D Lorentzian)

. 327
A(S) =f do,do, /ezefef‘nenf (327)
s

Menggunakan definisi densitas triad Ef = eef dan E/! = ee/!, maka:

. 328
A(S) =f do,do, /EieEf‘nenf (328)
s
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Selanjutnya kita regulasi definisi luas di atas, dimana permukaan S dapat diuraikan sebagai

sejumlah N sel berdimensi 2, sehingga:
A(S) = Allim An(S) (329)
Dimana jumlahan Riemann dapat diekspresikan:

(330)

N
An(S) = ) VEGSIES,)

Dengan N adalah jumlah sel dan E;(S,) adalah fluks E; yang melewati permukaan sel S,, (partisi

Sn), seperti ditunjukkan gambar di bawah:

tn

277
AN
7T s,

)

Partisi dari S,, (Sumber: [5])

L

Bila kita evaluasi lebih lanjut untuk E;(S,,), maka:

331
d*c Efn, =f Efn, =~ Efn,S, (331)
Sn

Ei(Sp) = f

Sn

Sehingga

N N N
Ay(S) = Z VE;(S)ES,) =~ Z JEfneSnEifnfsn = Z S, /EfneEifnf
n=1 n=1 n=1

Kita substitusikan ke definisi: A(S) = Allim Ay (S), maka:

N (333)
A(S) = I\II%AN(S) = 1\111—{202 Sn /EieneEifnf = f do,do, /EfEf"nenf
s
n=1

Yang mana menunjukkan kesetaraan antara definisi limit dan integral. Sekarang kita akan gunakan

(332)

definisi limit di atas:
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(334)

N N
AS) = lim an /EfneEifnf = lim z\/Ei(Sn)E"(Sn)
n=1

n=1
Selanjutnya kita beralih ke level kuantum, dimana densitas triad dipromosikan sebagai fungsional

koneksi (konstanta Planck, konstanta gravitasi, kelajuan cahaya dan parameter Immirzi dituliskan

secara eksplisit):

ihGy & (335)

£(8) 3 §AL(S)

L

Dalam representasi regulasi densitas triad dituliskan:

) _ ihG 5 336
E, :f d%g Efn, = — 3’/] 20 ny — (336)
S c” Js SAL(S)

Sehingga aksi regulasi densitas triad terhadap holonomi yang merupakan basis state spin-network,

yaitu: [lihat Lampiran C]

Ei(S)he [A] = -

i8ThGy 6h.[A] i8mhGy (337)
), e~ e Al

Dengan e, dan e, adalah ujung-ujung lintasan/link dan +1 adalah sign yang bergantung pada

c3

koordinat. Dengan meninjau produk skalar 2 operator densitas triad/flux yang bekerja pada link:

o (87)2h2G2y? .
E;(SYE'(S)h.[A] = _Thel [A]TiThe, [A]

(338)

(8m)2h%G%y?% .
= —————uth[4]
Dengan 7; merupakan generator grup SU(2) dan t;7° = C? dikenal sebagai operator Casimir.

Untuk grup SU(2), operator Casimir yang bekerja dalam representasi tak tereduksi, yaitu: C? =

_](] + 1)12j+1, sehingga:

. (8m)2h%G%y? . (8m)2h2G2%y? (339)
Ei(S)E(S)he[A] = — T tizthy[A] = === Ch 4]
o (8m)2h2G*y? . (340)
E((SE (he[Al = ——5——j( + Dhel4]
Dengan j adalah spin yang bernilai pecahan setengah (j = %, %, )
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Kembali operator luas, yaitu: A(S) = Allim N VEi(S,)ELS,), dengan mempromosikan

densitas sebagai triad, maka:

X N " " (341)
A®) = lim > |E(S)E (S,

n=1
Dengan aksi dari basis state spin-network (Y(r ,i)) pada operator luas di atas dan hasil dari

produk skalar 2 operator densitas triad (dalam repsentasi regulasi densitas triad), maka:
N N
APy = 1\1,1_1}010 Z Ei(SDES) Y i) = 1\1]1_{{}0 z VIS S Wiy
n=1 n=1

. . (342)
ASY(r,jyi) = 81yl Z ,/Jp Up + DY jin)

peSur

Dengan [p = \/fcl:g merupakan panjang Planck. Disini pada relasi operator luas di atas konstanta

8rylp’ = sn;ha dikenal sebagai luas pada skala Planck dari LQG dan parameter Barbero-Immirzi

y yang berperan penting dalam teori kuantum untuk gravitasi.

Terdapat 2 hal ini yang perlid dicatat: Pertama, hasil terakhir di atas merupakan hasil yang luar
biasa. Hal ini menunjukkan bahwa seluruh spektrum operator luas terkuantisasi: luas permukaan

ruang memiliki nilai yang diskrit dengan luas yang sebanding dengan pangkat kuadrad nanjang
Planck [,° = i—g Hasil ini dapat diserupakan dengan kuantitasi orbit lintasan elektron dalam atom

berdasarkan persamaan Schrodinger. Kedua, operator memiliki aksi diagonal terhadap basis state

spin-network. Oleh karena itu, state spin-network merupakan keadaan eigen dari operator luas ini.

Nilai terkecil dari nilai eigen operator luas di atas terjadi ketika di ambil y =1 dan j; = %,

sehingga:

4/3myhG 1066 o2 (343)
c3

Ap(S) = cm

Hasil ini menunjukkan bahwa LQG memprediksikan pada skala Planck ruang berbentuk diskrit
seperti yang telah disangka sebelumnya bahwa gravitasi kuantum akan memberikan struktur luas

terkecil pada skala Planck.
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Sebuah irisan antara polihedra kuantum dan gambaran grap mereka (Sumber: [5])

(b) Operator Volume

Operator geometris selanjutnya adalah operator volume. Dimulai dari definisi volume dalam

geometris klasik, yaitu suatu daerah R yang merupakan bagian dari hypersurface ) :

344
V(R) = j d3x./[—g (344
R
Dengan g = —e? dan menggunakan Ef = eef = %eijkeabceéef, maka e = —eabce”kela efep,
sehingga:
(345)

V(R)—j d3x . [—g jd3 \j|—eabcs kefele

fd3 \/|—eabcsl KEZE]Ej;
R

Secara sederhana dengan mempromosikan densitas triad menjadi operator seperti kasus operator

luas dan mengenakan dengan basis state spin-network ¥ ;,; y, maka diperoleh operator volume

sebagai berikut (dengan menuliskan secara eksplisit dimensi dalam skala Planck):

(346)
V(R) - V(R)ll)(r]l in) — (87-[)/)3/21 3 j d3 \/|_ Eabcgl EaEbEk lp(F]l in)

Namun terdapat 2 bentuk lain dari representasi operator volume yang masing-masing
menggunakan regulasi yang spesfifik: representasi Rovelli-Smolin (RS) dan representasi

Ashtekar-Lewandowski (AL). Masing-masing representasi ditunjukkan sebagai berikut:
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(1) Representasi Rovelli-Smolin (RS)
Regulasi operator volume dalam representasi RS diformulasikan secara non-trivial pada node

yang digambarkan basis spin-network. Tinjau suatu daerah R; kubus dalam koordinat volume
e* dari manifold 3 dimensi [, d*x. Berdasarkan penjumlahan Rieman [, d*x dapat didekati

dengan penjumlahan Y}; volume(C;). Partisi ini membuat V(R) dalam bentuk fluks/densitas

triad. Kita perkenalkan suatu kuantitas:

1 1 1 1

347
W, ==X=X=X— dzalf dzagf d?o; |detE| (347)
' acy acy

= 48 d201 d203 d203 |€ijkEia(<71)na(U1)E]p (Uz)nb(Uz)Eﬁ(%)nc(Us)l
ac; ac; ac;

Kuantitas W; ini merupakan kuantitas non-lokal sebagai pendekatan untuk elemen volume
untuk €. Untuk setiap €, partisi daerah R menjadi kubus R;. Untuk limit kontinu dimana € —

0 dan kita dapatkan daerah R; menjadi suatu titik, kita dapatkan:

1 1 :
Efabcnanbnc det E% €6 ~ Ty det E* = volume?(C;) (348)

Menggunakan teorema Riemann seperti pada kasus operator luas, maka hubungan volume

WI=

V(R) untuk daerah R dapat dituliskan sebagai berikut:
V(R) = lim Z 3 W, (349)
€
1
Dengan mensubstitusikan persamaan di atas dengan definisi W, kita dapatkan:

. . (350)
_ 3 _ 3 al — 1 - a
V(R) = lel_rgZe VW = lel_r%Ze 1866 |detEl- | = lel_r}gZ 48|detEl |

Sehingga di dapat:

1 (351)
V(R) = 161_% I \/E zﬁ: |5ijkEia(<71)na(U1)E]P(Uz)nb(az)Eﬁ(Us)nc(Us)|
aBy

Dalam representasi regulasi densitas triad: E; = |, s d*o E{'ng, maka:
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v® = ]% > Jeubi (595 (57)(s7) o
1

€—0
apBy
Selanjutnya kita promosikan definisi di atas menjadi operator volume (menuliskan secara

eksplisit parameter Immirzi dan volumen Planck):

~ . 1 o N o
VRW(r,j,i = (Bmy)?/21,° lel_rgz \/E Z |5ijkEi(Sf)E}'(5f)Ek(S}/)| Y jpin)
7

a,py

. _ 1 (353)
VR, i, = (81)3/21p° 1613;2]@ Z e TR Wi
1

a,fy

Relasi di atas dikenal sebagai operator volume dalam representasi RS.

(i1)) Representasi Ashtekar-Lewandowski (AL)
Repsentasi lainnya untuk operator volume adalah representasi Ashtekar-Lewandowski.
Alternatif operator volume yang diajukan oleh Ashtekar dan Lewandowski memiliki sifat
tambahan yang sensitif terhadap struktur diferensial pada grap di node. Pembagian wilayah R
menjadi beberapa kubik sel seperti pada representasi RS, kuncinya adalah bagaimana memilih
permukaan untuk melakukan smearing medan densitas triad. Dibandingkan pembagian batas
kubik dC; menuju sel S7*, sekarang kita tinjau C; untuk 3 permukaan (karena kubik 3 dimensi).
Kita tandai koordinatnya dengan x¢ (a = 1,2,3) dan permukaan Sf* yang saling ortogonal
(tegak lurus) satu sama lain. Kemudian dengan menggunakan relasi operator volume yang

dipromosikan dari bentuk klasik volume, yaitu (dalam representasi limit):

) (354)
VR i1y = (8my)3/21,° lim — EapcEVKECEPES Wir 1
(Tjvin) 14 p €50 31 abc i ~j "k (Tjuin)
Cr

Dan dalam bentuk representasi regulasi densitas triad: E; = . S d*o Efn,, maka operator

volume AL dituliskan sebagai:

VR, j i) (355)

Y(r,jin)

1 o A A
= (8my)*/?lp” lim Z J |§ei,-ksabcEl(5ﬂ)Ef (SP)E*(SP)
C; '
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Tidak seperti representasi RS, dalam representasi AL tidak digunakan manupulasi ekspresi
seperti penggunaan ekspresi W, tetapi secara langsung menggunakan definisi flux atau

operator densitas triad:

E'i(S)he[A] - — = + hel[A]Tlhez [4]

i8ThGy f 2, OhelAl _  iBnhGy . (356)
. G BE

Menggunakan relasi di atas, maka dapat kita evaluasi secara langsung bentuk

% &ijkEapcE (SPET(SP)E*(SF), sebagai berikut:

NESENE (357)

1 1
El]kgabcE (SIa)E](SIb)Ek(SIC) = E 2 X E 3! El]kgabc’c K KC]l]]]k

31
1
~ 18

Dengan J' adalah generator SU(2) dalam representasi spin j dan k¢ adalah orientasi relatif

k
gl]kgabc’c K KC]l]]]

antara sel Sf* dan ujung lintasan e, yang didefinisikan sebagai:

1  jika e beradadiatas S (358)
k(e) =1—1 jika e berada di bawah S
0 selain di atas dan di bawah

Bentuk operator — sl jk€abcK K bieJiJiJk bergantung pada pilihan permukaan sel S&. Oleh

karena itu mendefiniskan operator volume yang tidak bergantung pilihan regulator ini, maka
kita perlu rata-ratakan (averaging) seluruh pilihan ortogonal sel Sf*. Hasilnya adalah
penjumlahan seluruhnya untuk seluruh node dalam grap, sehingga operator volume dituliskan

sebagai:

VR i) (359)

= (87T)/)3/21P3 Z

ner

:_soaeuk Z e(ee’,e)JH(e)]/ (eN] (e Yirjpin)

I,
,e

e.e

Relasi di atas dikenal sebagai operator volume dalam representasi AL. Dengan k, merupakan
parameter averaging yang diperkenalkan agar background independent tetap terjaga, seperti

yang ditunjukkan oleh Ashtekar dan Lewandowski dalam papernya [38]. Sifat-sifat dari x
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dapat dilihat lebih jauh dalam [38]. Selain itu, untuk lintasan/link e, e’, dan e’ berjalan keluar
dari edge melewati node n dan € sebagai fungsi orientasi yang memenubhi:

(1) e(e,e’,e") bernilai +1 jika arah yang bersinggungan dengan 3 edge secara linier tidak
bergantung dan terorientasi dengan (+) atau ( - ) bergantung orientasi dari hypersurface
>

(2) €e(e,e’,e") bernilai 0 jika arah yang bersinggungan dengan 3 edge secara linier

bergantung.

Dari representasi RS dan AL dapat kita telaah 2 perbedaan:
(1) Dalam representasi AL parameter k dipilih bernilai konstan sedangkan dalam representasi
RS muncul secara unik
(2) Dalam representasi AL, nilai mutlak berada diluar dari penjumlahan internal, sedangkan
dalam representasi RS sebaliknya nilai mutlak berada di dalam. Hal ini menyebabkan
representasi AL sensitif terhadap struktur diferensial dari grap, sehingga menyebabkan
operator volume AL akan lenyap pada node dimana edge berada pada bidang yang sama,

karena dalam kasus tersebut €(e,e’,e”") = 0.

Disisi lain baik representasi RS dan AL keduanya bekerja pada nodes dari grap. Element matrik
keduanya akan lenyap untuk ruang intertwiner yang berbeda dan oleh karena setiap ruang

intertwiner memiliki dimensi berhingga, maka spektrum dari operator volume keduanya akan

bernilai diskrit dengan minimal volume sebesar volume dalam skala Planck [ p3.

Kita telah menelaah 2 operator geometri, yaitu operator luas dan operator volume. Hasil yang
diperoleh berdasarkan LQG adalah bahwa geometri ruang bersifat disktrit pada skala Planck dan
spin-network menggambarkan sifat kuantum geometrinya, dimana setiap link sebanding dengan
luas dengan spin j dan setiap node sebanding dengan volume yang ditentukan oleh intertwiner i,

seperti hanya spin dari link yang berbagi pada node.

Hasil ini tidak sama dengan mengasumsikan pada awalnya ruang bersifat disktrit seperti pada
pendekatan gravitasi kuantum kisi (lattice approach to quantum gravity), tetapi ini merupakan
konsekuensi dengan memadukan secara hati-hati prinsip-prinsip utama dari relativitas umum dan
mekanika kuantum. Hal ini sebanding dengan kuantisasi level energi pada osilator harmonik atau

kuantisasi orbital pada orbital atom. Akibat sifat diskrit di skala Planck untuk eksitasi minimal
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geometrik, maka LQG akan terhindar dari divergensi ultraviolet yang menghinggapi teori-teori
gravitasi kuantum lainnya dan menjadi resolusi terkait masalah singularitas ruang-waktu dalam

relativitas umum pada big bang dan pusat lubang hitam.

2.6. Aplikasi Sektor Kinematik LQG: Entropi Lubang Hitam dan Persamaan Friedmann dalam
Model Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

Pada pembahasan ini akan ditinjau aplikasi LQG khususnya pada sektor kinematik pada 2 kasus.
Pertama, adalah penurunan persamaan entropi lubang hitam berdasarkan metode counting state
berbasis spin-work di LQG. Hasilnya adalah entropi lubang hitam yang sesuai dengan yang
diperoleh berdasarkan pendekatan semiklasik. Metode perhitungan yang digunakan mengikuti
metode yang diperkenalkan oleh Rovelli [4],. Kedua, pada kosmologi di awal alam semesta yang
digambarkan oleh metrik Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Berbasis Loop Quantum
Cosmology (LQC) merupakan toy model atau mini super-space dari LQG, maka variabel-variabel
dalam model FRW diregulasi, sehingga diperoleh persamaan efektif Friedmann yang didalamnya
terdapat suku koreksi kuantum dari LQC. Akibat adanya suku koreksi ini, maka Big-Bang yang
pada mulainya diprediksikan persamaan Friedmann tradisional digantikan dengan Big-Bounce,

sehingga alam semesta berawal dari alam semesta sebelumnya yang telah runtuh [9],[39],[40].

2.6.1 Penurunan Persamaan Entropi Lubang Hitam Berbasis LQG: Pendekatan Rovelli
Berdasarkan kajian Hawking mengenai ketidakberkurangan luas permukaan lubang hitam.
Bekenstein melihat hal ini serupa dengan sifat entropi suatu sistem yang tidak berkurang, ia
mengusulkan bahwa entropi lubang hitam sebanding dengan luas permukaannya. Bekenstein
mengusulkan relasi antara entropi lubang hitam dengan permukaan:

kgc3 (360)
Spr = 4hG A

Dengan A adalah ruang permukaan lubang hitum, kp adlalah konstan Boltzmann, ¢ adalah
kelajuan cahaya, A adalah konstan Planck (A = h/2m), dan G adalah konstanta gravitasi Newton.
Sehingga persamaan di atas merupakan persamaan yang menggabung seluruh konstanta
fundamental di alam: mekanika statistik, relativitas umum, mekanika kuantum dan relativitas

umum.

Salah satu tantangan dalam teori gravitasi kuantum adalah dapat menurunkan formulasi entropi

lubang hitam (1). Sebagai salat satu kandidat gravitasi kuantum, LQG dapat menurunkan secara
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eksak formulasi entropi lubang hitam (1) dari prinsip utama yang dibagi menjadi 2 skenario
penurunan: skenario kinematik dan dinamik. Dalam laporan ini akan diturunkan formulasi (360)
menggunakan skenario kinematik berdasarkan formulasi LQG di sektor kinematik (berdasarkan
relasi operator geometri). Mengacu pada metode perhitungan yang diajukan oleh Carlo Rovelli [4]

yang dikenal sebagai quantum counting. Entropi lubang hitam dapat didefinisikan sebagai berikut:

Sgy = kgInN(A) (361)
Dengan N(A) adalah jumlah keadaan dari geometri kuantum di permukaan lubang hitam. Dari

persamaan nilai eigen operator luas di LQG:

8myhG . (362)
As = 3 Z pr(]p +1)
I1€sny;
Dengan mengambil spin j, memiliki nilai terkecil: j, = jpmin = %, maka didapat:
4+/3nyhG (363)
0= T
Dan perbandingannya dengan luas permukaan lubang hitam menjadi:
A Ac? (364)

n=—=————

Ay 43myhG
Jumlah keadaan kuantum luas (N(A)) disebabkan oleh irisan antara ujung graph yang melewati
permukaan sehingga dapat diilustrasikan sebagai link spin-network yang keluar dari horizon

lubang hitam, seperti ditunjukkan gambar berikut:

Spin-network keluar dari horizon lubang hitam.(Sumber: [5])
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Karena dimensi ruang Hilbert untuk 1 spin-network adalah 2, maka jumlah keadaan N(A) dari

lubang hitam untuk spin-network adalah:

( Ac? ) (365)
N(4) = 2" = 2\4V/3myhG

Sehingga kita peroleh formulasi entropi lubang hitam dari persamaan (361), maka:
_ 1 In(2) Akg c3 (366)

Bila didefinisikan parameter Barbero-Immirzi adalah

e (367)
~ In(2)

Maka formula entropi lubang hitam yang sama dengan rumusan formulas entropi lubang hitam

14

oleh Bekenstein dan Hawking (360), yaitu:
kgc? (368)
S5t = Jpg
Dapat diperhatikan disini bahwa menggunakan formulasi operator luas di LQG dapat diturunkan

formula entropi lubang hitam secara eksak.

Kajian lebih jauh mengenai entropi lubang hitam masih dilakukan oleh Rovelli [5]. Dimana
Rovelli memperbaiki pendekatan yang dilakukan sebelumnya dalam menghitung keadaan spin-
network sehingga dalam formula entropi lubang hitam terdapat suku koreksi dari LQG selain hasil
entropi oleh Bekenstein dan Hawking. Dimulai dari pendefinisian energi lubang hitam, dalam hal

ini lubang hitam paling sederhana: lubang hitam Schwartzchild:

E(R) = g°°M = M (369)
1— 2GM
c?R
Untuk observer yang jauh dari horizon lubang hitam maka: r < 2GM, maka: % ~ 221?/[1\-/!,-7'
sehingga:
M 2GM (370)
J 1 2c2GM r
c?(2GM + )
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Dengan koordinat horizon terhubung dengan jarak fisis oleh relasi:

r 371)
d=.gmw"r =——— (
T [ _26M
c?R
Untuk kasus yang sama < 2GM, maka: 2oM o 2 , maka
R 2GM+
r 2GM (372)
d= =r =V2GMr
Jl __ 2c¢*GM r
c?(2GM + )

Sehingga pengukuran energi pada jarak d dari horizon peristiwa dengan mensubtitusikan

persamaan (372) ke (370), diperoleh:

() = M ZGM_M 2GM  2GM?* (373)
B r  .|d?/2GM  d

Oleh karena luas permukaan lubang hitam statik dapat dituliskan sebagai: A = 47w (2GM /c?)? dan

berdasarkan relativitas umum bahwa pengamat berjarak d dari horizon lubang hitam akan
mengalami percepatan sebesar: a = %. Sehingga kita dapatkan persamaan energi lubang hitam

yang bergantung luas permukaan dan percepatan jauhnya pengamat, yaitu:

2GM? 2G Ac*
= = X
d (1/a) 16mG?

_ aAc* (374)
816G

Persamaan (373) merupakan persamaan yang telah diturunkan pula oleh Frodden, Ghosh, dan

Perez dengan cara lainnya sehingga dikenal pula sebagai formula energi lubang hitam Fodden-

Ghosh-Perez [5].

Selanjutnya kita beralih ke LQG. Dalam LQG, nilai eigen operator luas didapatkan yaitu:

8uyhG [ (375)
As = 3 «/]p(fp‘*l)

Dengan dimensi dari spin j, adalah d; = 2j,, + 1. Probabilitas untuk memiliki spin j,, berkebalikan

dengan temperature T dengan memasukkan kondisi kemerosotan (degeneracy), sehingga
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p;(T)~(2j, + 1)e~TE (376)
Dengan E adalah energi. Menggunakan formula energi (373) dan bentuk ekplisit nilai eigen

operator luas (375) ke dalam persamaan (376), diperoleh:

, ~ ) ac* 8myhG [,
pj(T)~(2]p + 1)e TE — (ij + 1) exp IT X 8 X —5 /]p(]p + 1)]

377
p;(T)~(2j, + 1)e TE = (2j, + 1) exp [ychaT ’jp(jp + 1)] 377)

Dengan penambahan konstanta proporsional atau dikenal pula sebagai fungsi partisi Z(T), maka:

378
p;j(T) = Z‘l(T)(ij + 1) exp lychaT ’jp(jp + 1)] (378)

Oleh karena },; p; = 1 dan fungsi partisi (378) menjadi:

379
Z(T) = Z(ij + 1) exp [VChaqujp(jp + 1)l o
Jp

Fungsi partisi Z(T) menggambarkan keadaan Gibbs untuk sebuah link yang berbanding terbalik

dengan temperatur T. Entropi sebagai fungsi keadaan Gibbs dapat dituliskan sebagai:

S=—Z.pjlogpj (380)
J

Dan dapat dituliskan sebagai relasi termodinamika:

E=TS+F (381)
Dengan F adalah energi bebas Helmholtz, yang didefinisikan sebagai:
F =—-TlogZ(T) (382)

Sehingga menggunakann formula energi (373) dan definisi energi bebas Helmholtz (382) di atas

ditambah asumsi bahwa sistem memenuhi kondisi temperatur Unruh, yaitu

T cha (383)
- 2mkp

kita peroleh berdasarkan persamaan (381) menjadi:
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_E—-F (aAc*/8rG) — (—(cha/2mkg)log Z(T)) (384)

S T cha/2mkg

Dengan menggunakan persamaan Z(T') (379), maka kita peroleh formula entropi lubang hitam dan

penambahan suku koreksi dari LQG, yaitu:

kgc? . .
SBH = WA + lOg Z(Z]p + 1) exp VChaT ]p(]p + 1)
Jp

Bagian di dalam eksponen dapat kita evaluasi untuk mendapatkan solusi bagi parameter Immirzi,

(383)

dimana diasumsikan bahwa formula entropi lubang hitam kembali ke formulasi Bekenstein dan

Hawking atau lenyap persamaan energi bebas Helmholtz (F = 0):

log Z(ij + 1) exp (ychaT /jp(jp + 1)) =0

Jp

(385)
(ij + 1) exp (ychaT jp(jp + 1)) =1
: {

Secara numerik persamaan dapat diselesaikan parameter Immirzi y yang dikenal sebagai y, yaitu:

(384)

Sehingga

Yy =y, =0,274 (386)
Kedua perhitungan mengenai penurunan formulas entropi lubang hitam di atas merupakan
beberapa cara menurunkan secara eksak sifat-sifat termodinamika lubang hitam berdasarkan LQG
dan masih terdapat referensi lain bagaimana penurunan formulasi lubang hitam diperoleh seperti
menggunakan pendekatan sektor dinamik LQG berbasis amplitude transisi [5] atau berbasis
konsep keterkaikan kuantum (entropy from entanglement). Hal yang perlu diperhatikan disini
selain penurunan formula entropi lubang hitam, melalui pendekatan ini diperoleh pula nilai (secara
pendekatan) untuk parameter Immirzi, khusus di pendekatan kedua diperoleh hasil yang lebih
umum dimana parameter Immirzi y tidak harus sama dengan y, (y = y,), seperti yang ditunjukkan

di [5], dimana diasumsikan fungsi partisi sebagai berikut:

Ac*

2(T) = oG (Ta-2mlg) (387)

14
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Dengan prosedur yang sama dengan sebelumnya dan menggunakan persamaan (373) dan (387)

maka akan diperoleh entropi lubang hitam:

E-F E kgc? kgc3 Yo
Sen = —p— = +1ogZ(T) = 35=A - 4hGA<1_7>
G = Yo kgc® (388)
BH ™y 4hG

Hasil ini bersesuian dengan dengan yang diberikan oleh Loop Quantum Cosmology (LQC).

2.6.2 Loop Quantum Cosmology (LQC) pada Model FRW untuk Kosmologi Awal Alam Semesta:
Koreksi Kuantum Persamaan Friedmann
(a) Model Friedman -Robertson-Walker (FRW)

Dalam relativitas umum, gambaran kosmologi didasarkan pada konsep reduksi simetri melalui
prinsip kosmologi yaitu alam semesta bersifat homogen dan isotropi dalam skala besar. Salah satu
model yang didasarkan oleh prinsip tersebut adalah model kosmologi Friedmann-Robertson-
Walker (FRW). Loop Quantum Cosmology (LQC) sebagai toy model berbasis model Bianchi dari
relaltivitas umum, kuantisasi menggunakan beberapa metode LQG [9]. LQC sendiri dapat
dikatakan sebagai suatu pendekatan/model kosmologi ruang-waktu yang menggunakan teknik-
teknik perhitungan dalam LQG, seperti kuantitasi via flux atau densitas triad walaupun tidak
memasukkan konsep holonomi. Dalam hal ini, LQC bukan merupakan model kosmologis yang
diturunkan langsung dari LQG. Namun sebagai toy model dari LQG, LQC memberikan gambaran
alam semesta awal yang diprediksikan oleh LQG seperti tidaknya adanya singularitas ruang-waktu

dan inflasi.

Disisi lain, dalam sudut pandang kosmologi ruang-waktu saat ini dibutuhkan progres yang
signifikan dari kandidat gravitasi kuantum untuk memberikan gambaran baik secara konsep dan
teknis matematis mengenai alam semesta secara keseluruhan, awal dan akhirnya yang didukung
oleh data observasi terkini. Berdasarkan hal ini, maka LQC dapat menjadi kandidat terbaik karena
merupakan teori yang didasarkan dari salah satu kandidat gravitasi kuantum yaitu LQG. Ketiadaan
singularitas ruang-waktu di awal semesta akibat efek kuantum dari ruang-waktu menjadikan
indikasi bahwa LQC adalah pendekatan yang tepat untuk kajian kosmologi kuantum [9]. Selain
itu LQC hingga saat ini banyak menghasilkan progress, seperti formulasi path integral LQC,
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aplikasi pada interior lubang hitam, dan berbagai tinjauan perturbasi kosmologi. Dalam artikel ini

akan dikaji penerapan LQC ini pada kasus ruang-waktu dalam model FRW.

Metrik ruang waktu model FRW dapat dituliskan sebagai berikut:

1
ds? = —dt? + a(t)? [— dr? +r? dQ? (389)
1—Kr?

Dengan variabel dinamik yaitu a(t) dikenal sebagai faktor skala yang bergantung waktu sebagai
co-moving coordinate, r = \/m adalah bagian radian dari hypersuface, dQ? = d6? +
sin? 6 d¢? adalah metrik bola 3 dimensi, dan K = —1, 0, +1 yang masing-masing menunjukkan
(K = —1) alam semesta terbuka, (K = 0) alam semesta datar, dan (K = +1) alam semesta

tertutup. Untuk lebih detail penurunan metrik FRW dapat dilihat pada Lampiran E.

Persamaan dinamika alam semesta berdasarkan metrik FRW dikenal sebagai persamaan
Friedmann dan dapat diperoleh dengan melalui persamaan medan Einstein untuk metrik.

Persamaan Friedmann dapat dituliskan sebagai berikut:

K 8nG 390
H? + E = FHmateri ( )
. At
H=H2——(3P+p) (391)

Dengan: H =§ dikenal sebagai parameter Hubble dan H =§+ H? adalah laju perubahan

parameter Hubble serta H,,,:.;; adalah Hamiltonian dari materi atau medan apapun di alam
semesta. Persamaan Friedmann pertama memberikan kita kendala Hamiltonian untuk metrik FRW.

Ini dimulai dengan formulasi Lagrangian dalam aksi Einstein-Hilbert [14]:

1 (392)
3
Sgy = Tem Gfdtd x\—9gR
Scalar Ricci untuk metrik FRW adalah:

6
R = = (ad + a? + K) (393)

Dengan mensubstitusikan ke aksi Einstein-Hilbert (392):
(394)

dt (a%d + aa® + ak)

S Yo fdt (t)3R 3Vo
EH = Teng ] ¢ ¢ = 816G
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Karena a?d = —2aad?, maka

_ 3V 2 (395)
SEH_87TG_[dt( aa‘ + ak)

Dengan V, = [ 5 d3x adalah volume dari spasial manifold. Dari aksi di atas (395) dapat kita

peroleh momentum konjugat p, untuk satu satunya derajat kebebasan dalam model FRW yaitu
factor skala a(t):

_oL_ 3% (396)
Pa= 54" " anc

Selanjutnya kita dapatkan Hamiltonian gravitasi untuk aksi di atas menggunakan transformasi

Legendre:
H= prg—L=pad-L (397)
i
Dan diperoleh:
3, 3V o 3, 3V (398)
Hyravitasi = ¢ T8 (—aa*+aK) = ¢ T8 akK
Atau dalam momentum konjugat p, dituliskan sebagai:
2nG ., 3V, (399)

ngavitasi = - mpa - % ak

Dalam formulasi ADM, jika diturunkan terhadap fungsi Lapse N, maka didapat bahwa
Hamiltonian di atas menjadi bernilai nol sehingga merupakan kendala Hamiltonian:
216G 3V, (400)
Hgravitasi = —mpaz “ac K=
Dalam kehadiran materi, maka Hamiltonian di atas akan ditambahkan Hamiltonian materi dan

hasilnya akan lenyap pula menggunakan persamaan Friedmann pertama:

2mG

0
Hiotar = ngavitasi + Hpateri = — 3V apaz - 811G aK + aHpqateri = 0
0

(401)

Persamaan kendala Hamiltonian di atas dapat ditunjukkan setara dengan persamaan Friedmann

pertama:
2nG 3V, (402)
- 3V0apa2 - %CIK + aHpateri = 0
Dengan mengembalikan definisi momentum konjugat: p, = — % aa, maka:
3V ., 3V
- aa“ + %al( = VoaHnateri
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a2 K 8nG (403)

72 + a2 = 3q2 'materi
Karena parameter Hubble: H = g, maka:

2 K 8nG (404)
E - ﬁ materi

Yang mana merupakan persamaan Friedmann pertama.

(b) Variabel Koneksi
Dalam formulasi koneksi gambaran mengenai isotropi dan homogenitas berbeda dari gambaran
metrik, karena dalam LQC variable yang relevan adalah koneksi dan tetrad yang tidak
bertransformasi terhadapt transformasi difeomorfisme tetapi transformasi gauge. Transformasi
gauge yang dimaksud adalah transfrormasi grup gauge G (seperti grup SL(2,C) untuk gravitasi di
4 dimensi Lorentzian atau grup SU(2) untuk spasial slice-nya di 3 dimensi) dan sebuah manifold,
sebuah transformasi gauge adalah pemetaan: g: M — G dari manifold ke grup, yang mana
diperantarai oleh koneksi dan triad: (Ail, E} ) di manifold. Keduanya bertranformasi sebagai:
(A,E") =(g7'Ag + gdg,g7'Eg) (405)

Dalam LQC, koneksi dan tetrad didefinisikan sebagai berikut agair memenubhi transformasi di atas:

. . 406
A, =wlt;, E*=9p /det(oh) Eftt (406)

Dengan °h,;, adalah metrik di 3 dimensi spasial (fiducial metric) dari manifold M dan w}, adalah

co-triad serta t; = — % 0; dengan o; adalah matrik Pauli dan generator aljabar Lie su(2).

Sehingga setiap pasangan (4’, e") mengandung sejumlah pasangan bilangan kompleks (¢, p) yang

dituliskan sebagai berikut:

AL = &8k, Ef =ps? (407)

Dan untuk kasus model FRW, maka koneksi ¢ dan triad p secara khusus dituliskan [14]:
a? .1 1 408
5l =7 E=r+§ya=§(\/?+ya) (30%)

Dengan y adalah parameter Immirzi. Hubungan kurung Poisson keduanya koneksi ¢ dan triad p

memenuhi:
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8nGy (409)
3 /0

Dan bila volume V,, diserap ke dalam, maka dapat didefinisikan:

{¢,p} =

c=V,"3%¢, p=V,**p dan T =V, /°T (410)
Yang menyiratkan kuantisasi tanpa latar belakang seperti dalam formulasi holonomy flux algebra

LQG. Dan diperioleh hubungan kurung Poisson (409) menjadi:

8nG 411
e ="0 @
Selanjutnya kita akan tuliskan kendala Hamiltonian dalam variable (c, p), yaitu:
Hiotar = ngavitasi + Hiateri = _ﬂpaz - %al{ + Hpateri = 0
3Vpa 8rG
3V, . 3V,
Hiotar = _87TG aa® —%CIK + Hmateri = 0
2 2
- ) ) - ) ) e
=0
___3 2_ 3 2 (412)
Hiota = — 7TG)/2 \/W(C - F) - ﬁ\/mr + Hnateri = 0
Sehingga kita peroleh:
(413)

3 [(c—T)?
Hiotar = _E<T + Fz)\/ |pl + Hateri = 0

Hamiltonian total di atas berbeda dengan Hamiltonian gravitasi sebelumnya oleh factor 8, yang
disebabkan normalisasi koordinat volume V;, dari bola 3 dimensi untuk kasus alam semesta tertutup

K =0.

Untuk Hamiltonian materi yang terdapat pula dalam persamaan Friedmann pertama, dapat dipilih

kasus Hamiltonian medan skalar standar, yaitu (dapat variabel kanonik ¢ dan p):

1 414
Hpateri = Hd)(a' o, qu) = E |p| 3/2p¢2 + |p|3/2V(¢) ( )

Dengan ¢ adalah medan scalar, pg adalah momentum medan, dan potensial V(¢). Bila seluruh

variabel di atas bersifat divergen maka persamaan diferensial yang dibangun tidak memiliki nilai
data awal yang tidak well defined. Situasi ini akan berubah, ketika diperkenalkan variabel triad

dibandingkan variabel metrik seperti sebelumnya. Selain itu dengan memperkenalkan variabel
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baru, secara klasik tidak ada perubahan apapun dari teori sebelumnya, tetapi memiliki dampak di

level kuantum.

(c) Variabel Holonomi
Untuk meninjau kasus kosmologi seperti dalam model FRW berdasarkan kendala Hamiltonian
sebelumnya, maka diperlukan perumuman dari variabel metrik a dan p, menjadi koordinat umum
dan momentum sudutnya. Namun terdapat masalah dalam penggunaan variabel metrik ini, yaitu

ketika a — 0, maka didapat limit singularitas, begitu juga momentum ketika dipromosikan
L . . . 0 . .
menjadi operator akan muncul singularitas serupa; Pa~ 57 Oleh karena itu, diperlukan

penggantian variabel. Dalam LQC berbasis LQG, digunakan formulasi holonomi:
. (415)
h, = Pexp f dx Aint;
14

dx® . s . .
Dengan n® = xd—t(t) adalah unit tangen vektor di titik x* dan 7; = — % o;, dimana o; adalah matrik

Pauli. Selanjutnya menggunakan definisi koneksi sebelumnya dan set P = 1:
AL = ¢88 = ucs}, (416)
Sehingga:
. uc . [UC . (417)
h, = exp <j;/ dx ucS&nari> = CoS (7) 1+ 2sin (7) (S(Znari)
Dengan &} adalah triad fiducial untuk metrik spasial hypersurface dan factor % muncul sebagai

konpensasi dari 7; = —%ai. Dalam bentuk matrik (menuliskan secara eksplisit definisi matrik
Pauli), kita peroleh:
HEN _ain (HE , (418)
- cos(z) lsm(z) 0 :le_l% 0]
14 uc .. quc {He
0 cos (7) + isin (7) 0 e 2

1 o q- i . .
Elemen matrik e"z secara umum dapat dituliskan: e‘#° bekerja pada representasi fundamental

grup SU(2) yang secara umum dituliskan: exp(iu jc), dengan indeks j adalah ujung dari lintasan
y yang dievaluasi dan u; bergantung pada panjang lintasan y. Dalam bentuk elemen matrik di atas,

maka representsu koneksi dapat dituliskan sebagai keadaan/states [13]:
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Wi rp(€) = Z fetie (419)
J

Dengan f; € G, 4; € R. Inner produk antara 2 states diberikan oleh:

_ T * (420)
(lplhllpﬂz) = 711_{1;10 j TdC lp#1lpﬂz
Selain itu, operator holomi mengkuantisasi e**¢ dengan membangun hubungan berikut:
ljikap=p —u 421
(W, [ Wy,) = Sy, = {0 selainlitu ’ 421)

(d) Kuantisasi
Seperti halnya dalam LQG, di LQC kedua state di atas: ¥, dan 1, dapat berasal dari 2 jenis grap
yang berbeda dan memberikan 2 bentuk momentum konjugat untuk p, dan u,. 2 state tersebut

memenuhi sifat ortogonal:

< | > {1 jika p; = p; (422)
lpl’ll l/)ﬂ] ML uj 0 ]lka Ui +* ‘Ll]

Oleh karena basis state di atas bekerja untuk ruang-waktu isotropik dan homogen digambarkan
oleh garis bilangan riil dilengkapi bukan dengan topologi kontinu biasa, tetapi dengan topologi
diskrit. Karena fakta ini, maka tidak ada operator yang sesuai dengan koneksi ¢. Oleh karena itu,
ketika mengkuantisasi ekspresi yang melibatkan deret pangkat lebih tinggi dari operator ¢ dan

operator tersebut harus dibangun dari ekspresi eksponensial koneksi.

Sebagai contoh ¢2, seperti yang ditunjukkan oleh kendala Hamiltonian. Ketika membangun

operator ¢2 ini kita tuliskan dalam eksponensial. Pertama kita definisikan:

sin?(uc 423
2 (u ) LG (423)
Dan bentuk sin(uc) dapat dituliskan dalam bentuk eksponensial, yaitu:
. elhc _ o—iuc (424)
sin(uc) = —
Sehingga
o osm2(uc) . (etc — g=wic)2 (425)
¢ = T +0W") = 12 +0W")
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Dalam beberapa literatur dengan menggunakan persamaan terakhir (425) di atas untuk meregulasi

kendala Hamiltonian [9].

(e) Keadaan Eigen dari Triad dan Kuantisasi Volume
Berdasarkan persamaan kurung Poisson sebelumnya {c, p}, selanjutnya kita promosikan kedua
variable kanonik menjadi operator kuantum, yaitu:

8nGy (426)
3

Ini berimplikasi pada representasi koneksi dan momentum konjugatnya yang menjadi turunan

[¢,p] =

terhadap ¢ ketika dikenakan state 1, (c) = e'#<:

. . 8nGy 0 8myly 0 (427)
p = —ih —=—i —
3 dc 3 Oc
Dengan lf) adalah panjang dalam skala Planck: lzz, = i_:L (c disini adalah kelajuan Cahaya, dalam

formulasi LQC disini kita set ¢ = 1). Sehingga aksi operator momentum terhadap basis 1, (c) kita

dapatkan:
. 8myls 0

X 8myl2 (428)
plpu = 3 plﬂpu

eluc

Atau dalam notasi braket:

. 8myl2 (429)

plu) = 3 ulu)

Berdasarkan definisi geometri klasik [41], momentum p berhubungan langsung dengan unit

volume: |p|3/2 =V, sehingga dengan mempromosikan momentum menjadi operator, maka

diperoleh pula operator volume dalam LQC ini, yaitu:

/2
S 8myl2\°
V=1p132u) = < 3 p) |ul3/% )

Atau

/2 430)
_ (8aylul\’ (
V= < 3 [ 1u)
Dapat dilihat persamaan (430) bahwa volume dalam unit Planck lf; dan |u|3/? sebagai volume fisis

ketika alam semesta dalam keadaan |u). Hasil ini penting karena ketika alam semesta seukuran
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volume Planck, maka nilai volume yang terbatas ini akan memberikan batas dan menjadi resolusi
singularitas. alam semesta yang berawal dari singularitas digantikan dengan alam semesta yang

memental (baoucing) dari keruntuhan alam semesta sebelumnya.

(f) Regulasi Kendala Hamiltonian dalam Model FRW: Koreksi Kuantum Persamaan
Friedmann
Sekarang kita regulasikan kendala Hamiltonian yang telah dirumuskan sebelumnya persamaan

(55). Kendala Hamiltonian yang telah dirumuskan sebelum ditinjau untuk model FRW, yaitu:

(c— F)z (431)
Hiotar = _T[G (V— +I? \/ + Hpateri = 0

Dengan Hamiltonian materi adalah medan scalar, persamaan (56):

1 432
Hpateri = Hd)(a' o, qu) = E |p| 3/2p¢2 + |p|3/2V(¢) ( )

Untuk kasus alam semesta datar/flat (K = 0 — I' = 0) dan tiadanya potensial medan skalar, maka

didapat kendala Hamiltonian efektif:

3 1 (433)
eff _ - ~
Heotar = = 1gyz VP45 1p1752py? ~ 0
Selanjutnya dapat kita definisikan variable baru, yaitu [9]:
c 3/2 (434)
bi=——= dan v:= p|

\/m 216G

Dan kedua variable di atas memenuhi hubungan kurung Poisson seperti {c, p} = Smay —, yaitu:

{b,v} =2y (435)
Sehingga kendala Hamiltonian efektif menjadi:
6 p (436)
ff — 0" ~
Hteotal = —y—bZV + — 4GV 0

Sekarang kita tinjau suku b?. Pertama-tema tinjau c? = sin (” 2 O(u*), maka:

b2 = sin?(Ab) (436)
12

Dengan A = uy/|p| = 4V3 7T]/l2 Kembali ke kendala Hamiltonian efektif, jika kita definisikan

kembali v = yhv, maka didapat:
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ff _
o szsmz(/lb) +7 Z
h 1 p¢,2 (437)
— 2(Ab) = —
2z Vs (4b) 4myls v
Dengan mendefinisikan volume fisis:
V = 2ymhGv (438)
Maka didapat:
2
: Pe (439)
2 _ro
mENEYE V sin“(Ab) >V
2
Karena p = %, maka kita dapat peroleh:
3 "
WSII’I (Ab) =p
(440)
S]n(ﬂb) = M
3
(441)

Dan
nGy?A%p

cos(Ab) = /1 —sin?(ib) = |1 — 3

Untuk mendapatkan modifikasi persamaan Friedmann pertama dapat diperoleh dari persamaan

Hamilton untuk volume dan b yang memenuhi:
(442)

{bv}_(ab(46)av G 6V6b)_46
V3= \gp VY Gy T MY G ay) T Y

Sehingga untuk persamaan Hamilton bagi volume menjadi
. oH;l/ ov oH;l/
— eff y _ _ Z""total — _ total
v={v,H2], o (4nGY) =5 = —4mGy — 2
: 0 3 D>
— eff 1 _ . ¢
V= {V, Htotal} = —47TG)/ % (— m V sin? (Ab) + W)

(443)

V = {V' Htotal

12
eff } = —V sin(Ab) cos(Ab)
yA
Dapat kita peroleh langsung modifikasi persamaan Friedmann menurut LQC menggunakan

definisi parameter Hubble: H = V /3V, di dapat:
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Vo4 4 Gy2A2 Gy2A2
H=— =V—Asin(lb) cos(ib) = — \/u \/1 _myAae

£14 yA 3 3
U= nGp 1 nGy?A%p (444)

INEE 3
Sehingga kita peroleh koreksi kuantum dari medan gravitasi untuk persamaan Friedmann pertama,
yaitu:

16mG
H? = P (1 P ) (445)
3 p max

Dengan ppax = Persamaan Friedmann pertama termodifikasi inilah yang merupakan

nGy212’
persamaan kelajuan ekspansi alam semesta (ftat) dengan koreksian kuantum dari LQC. Dapat
dilihat bahwa koreksi kuantum untuk gravitasi muncul dalam suku kedua yaitu p? dengan tanda
negative yang menunjukkan modifikasi dari persamaan Friedmann pertama. Dalam teori string
untuk kosmologi diperoleh modifikasi dengan penambahan suku p? tetapi dengan tanda positif,
yang menunjukkan bahwa terdapat dimensi ekstra seperti wakti (time like). Analisis lebih lanjut

mengenai ini dapat ditelaah pada ref [4].

Dari persamaan Friedmann termodifikasi di atas dapat disimpulkan bahwa factor skala alam
semesta akan memantul (bounces) ketika p = ppax = 0,41Pp1anck- Tidak seperti teori FRW klasik,

dimana kelajuan parameter Hubble yang bertumbuh selama evolusi tetapi terbatas pada nilai
maksimum: Hp,x = 2}% yang bersesuaian dengan p = %pmax. Hal yang perlu dicatat disini bahwa
dinamika efektif yang diprediksikan berupa bounce ketika rapat energi sama dengan rapat energi
maksimum merupakan solusi eksak dari LQC. Menggunakan perhitungan numerik berdasarkan

state Gaussian [9], didapatkan bahwa lintasan efektif LQC bersesuaian dengan ketelitian yang

tiingi evolusi kuantum untuk seluruh skala, seperti ditunjukkan gambar berikut [9]:
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A comparison of the quantum evolution in LQC for the volume observable (along with its

Fig. 1.
dispersion) and the classical trajectories is shown. Unlike the general relativistic trajectories which
lead to a singularity in the future evolution for the contracting branch and the past evolution for the

expanding branch, the LQC trajectory is non-singular. The LQC trajectory bounces in the Planck
regime and the loop quantum universe evolves in a non-singular way. The dispersions across the

bounce are correlated, and their asymmetry depends on the method of initial state construction
(see Ref. [10] for details of different methods). The state retains its peakedness properties in the

above evolution, since the relative dispersion approaches a constant value at large volumes.

(Sumber: [9])
Adapun ilustrasi alam semesta bounce yang menggantikan gambaran alam semesta big-bang

diilustrasikan sebagai berikut:

Cosmic microwave background  gic BOUNCE

!nﬂahon[

Quantum

Geomet
Prl:‘rinﬂatiorlI

) ——
Bounce
Pre-bounce Phase

10" seconds:
TODAY

10'® seconds:
FIRST GALAXIES

10" seconds:
COSMIC JAICROWAVE
BACKGROUND RADIATION

10°% seconds: INFLATION BEGINS

1045 seconds: SUPERINFIATION FRA

Gambar: Alam semesta bounce dari alam semesta sebelumnya yang mengalami keruntuhan gravitasi

(Sumber: https://steemit.com/science/(@starlord64 14/before-the-big-bang-or-ch-4-the-bouncing-universe)
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Lampiran A: Persamaan-Persamaan Kurvatur

Geometri pada manifold dapat dipandang dengan dua cara, yaitu:
(1) Dengan menganggap manifold yang ditinjau berdiri sendiri dan bukan merupakan bagian
dari manifold yang lebih besar (tidak di embedding dalam manifold lainnya),
(2) Dengan menganggap manifold merupakan bagian/submanifold/hypersurface dari manifold

lainnya
Keduanya akan memberikan definisi kurvatur yang berbeda.

Sekarang kita tinjau 2 definisi kurvatur: kurvatur intrinsik dan kurvatur ekstrinsik. Kurvatur
intrinsik didefinisikan sebagai perubahan vektor secara paralel (paralel transport) dari satu titik ke

titik lainnya dengan lintasan yang berbeda:
Rgcdwa = [Vbr Vc](‘)d

Dan kurvatur ekstrinsil didefinisikan sebagai gradien vektor normal di hypersurface sepanjang

permukaan manifold yang ditinjau:
Kab = Vanb

Dalam tinjauan kita untuk manifold M yang telah difoliasi menjadi M = R X )., sehingga
koordinat pada M diparameterisasi oleh x* = (t,x%). Dalam formulasi ADM telah ditentukan
induced metrik / untuk permukaan spasial ), yang merupakan manifold yang embedding di M.
Hubungan turunan kovarian di permukaan spasial )’ (D,) dengan turunan kovarian di manifold M

(V,) dapat dituliskan sebagai berikut:

ai..a _ a d d fi-fi
D,T™ ’}:1”% = :(llfl hn}nhlc1 ...hm"gmhgveT ! ndlmdn

Sekarang kita memiliki turunan kovarian di permukaan spasial )}, yaitu D, dibandingkan V. Sifat

kompabilitas induced metrik /# dapat dicek sebagai berikut:
Dohne = hghehVshae = RGERLV;(gae +nane) = RGhERLVpgae + RERERLV; (name) = 0

Suku pertama akan lenyap karena sifat kompabilitas metrik V,g,. = 0, sedangkan suku kedua

akan lenyap karena hubungan berikut: hjn, = 0.
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Selanjutnya kita definisikan kurvatur di permukaan spasial ), sebagai:

(3)Rgcdwa = [Dbl Dc]wd

Dan kurvatur ekstrinsik sebagai:

Kab = Danb = hghgvdnc

Kurvatur ekstrinsik ini memiliki beberapa sifat, yaitu:

1. Ky

= hgVcny,
Dibuktikan sebagai berikut:
Kap = h5hiVan, = (g5 + n°ny)hgVan, = hiVany, +nn,hiVan,

Sekarang kita evaluasi bagian berikut kedua: n°V n,
1 1
n‘Vyn, = > (n°Vyn, +n.Vync) = Evd(ncnc) =0

Sehingga diperoleh K, = hiV.n,

K., = K, (Memiliki sifat simetrik)
Kita definisikan 2 vektor singgung di permukaan spasial Y, yaitu: Y4V, = f a% dan

Z%V,= g% %, jika operasikan mereka dalam hubungan komutator, maka:

agb af
a a —
¥, 2]*Va= <f x4 g axa> dxb

Atau [Y, Z]¢ (fb P g° ij ) YbV,Z% — 7PV, Y% dan jika kalikan dengan vektor

normal n, maka akan bernilai nol (karena vektor normal dan vektor singgung saling tegak
lurus: n,Y* =n,Z% = 0), maka:
nglY,Z]* = 0 = ny (YPV,Z% — ZbV,Y%)

Menggunakan Vy(n,Z%) =0, maka n,VyZ% = —Z%yn,, sehingga:
nglY,Z]* = 0 = -Y?Z%V,n, + Z°Y%Vyn, = —(Y?Z% — ZbY4)V,n,
Sehingga Y?Z% = Z*Y? hasil ini menunjukkan pertukaran indeks a dan b pada hubungan
di atas bersifat simetrik. Oleh karena itu V,n, = V,n,; dan karena V,n, merupakan bagian
dari definisi kurvatur ekstrinsik K;, = h§V.n,, maka ini berakibat sifat simetrik pula

untuk kurvatur ekstrinsik:

Kap = Kpa
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3. Ky = %Ln hqp (kurvatur ekstrinsik dapat dinyatakan dalam bentu turunan Lie)

Pertama-tama kita tuliskan bentuk turunan Lie untuk induced metrik 4, yaitu:
Lohgy =1V ohgy + hepVon© + hy /Vpn

Lnhay = nVe(Gap + 1ap) + (Gep + ncp)Van® + (gac + nanc)Vpn®

Lohgy =nV.(ngny) + gepVon€ + nenyVont + g,Vpn€ + ngn Vyne
Karena n,V,n¢ = 0 dan V n, = V,(g,n°) = gcpVon°, maka:

Lohgy =nnpVen, + nn,Veny, +Vony, + Vyn,
Lnhay = (hy — gp)Veng + (hg — ga)Veny + Vany, + Vpng
Lnhay = hpVeng — g5Veng + haVeny — gaVeny + Vany + Vpng
Lohgy = 2hpVeng — Vpng —Ven, + Vany, + Vpn,
Lnhay = 2Kqp

Sehingga:

1
Kap = E*Cnhab

4. Terakhir adalah:
1 ..
Kap = ﬁ (hab —D,Ny, — DbNa)

Menggunakan definisi dari turunan Lie terhadapt waktu:

pai-An —
T Cl... Cn o 1f1 LN

herhd, .. h?mmLtTfl-"fndl__ 0

Untuk kasus hgj,, maka: hg, = hShE L. hoq yang merupakan evolusi /4 sepanjang lintasan
t®. Dengan cara yang sama untuk kasus spasial sepanjang vektor pergeseran N ¢, yaitu:

a..an a..an —na anyd dm fifn
Dy, .p,T crocny T D, ., T by..by 1f; = h h1c1 hcm LyT dy.. dy

Menggunakan keduanya, maka:

1 1
Kab = Ethab = ﬁ['n(Nhab)
Ky = N (NnCV hap + hacVy (NT) + Ry Vo (NNE))

Menggunakan Nn¢ = t© — N, maka

ab - N ((tc - NC)Vchab + hacvb(tc - NC) + hcbva(tc - NC))

1
Kab = ﬁ (tcvchab + hacvbtc + hcbvatc - chchab - hacvbNC - hcbvaNC)
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Sisipkan hflh{; :
_i enfic epf c enf c _nenfac
K, = N (h&hy tVehep + hehy hocVete + hehy hefVot — hGhy NV hes
— hgh) hoVeN¢ — hGhL e V,N€)
Sehingga:

1 epf

Kap = == h&hy (Liher — Lyhey)
2N

Sekarang kita tinjau masing-masing bagian: Bagian kesatu: hghgllthef, menggunakan

definisi turunan Lie terhadap waktu di atas didapat: hgh{; Liher = hgp. Dan bagian kedua:

hgh{:LNhef, menggunakan definisi turunan Lie terhadap vektor pergeseran N¢ di atas

didapat: hgh{;LNhef = D,N, + D,N,, sehingga terbukti:

_ 1 ..
b == — —
K b N (hab DaNb DbNa)

Sekarang kita akan beralih pada penurunan berbagai hubungan geometri yang dibutuhkan dalam

merumuskan teori relativitas umum dalam versi kanonik atau formulasi ADM, yaitu:

1.

Persamaan Gauss

Pertama kita tinjau definisi kurvatur intrinsik:
(3)R§cdwa = [Dp, Dc]wg = DpyDewy — DcDywq
Dengan bagian pertama persamaan di atas:
DyDewq = Dy (RS V,w,) = hyhhIV, (RER] YV w,)
DpDewq = hihEFRI WLV REV @, + RERERI REV RV i, + Ry RERIRERLV Y w,
Karena h{ = g{ + n°n;, maka
DpDewq = hihERIRIV,(gf + n°n)Vrw, + RyhERIREV, (gl + 11y )V @,

+ hiRPR hE ]V Vs w,

Dengan bagian pertama D, D w, yaitu:
hyhERIRIV, (ge + nen)Vrw, = RyhERI ALV, (n1)V s w,
hyhERIRIV, (gE + n°n)Vrw, = hyhERI RS (Vyne + Vn, )V, w,
hiRERIRIV, (g€ + n®n)Vrw, = RyhPRL RInV,neV,w, + hiRER, RNV n,Vrw, =
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Menggunakan: K, = h$V.n, dan hn; = n®w, = 0, maka:
héh?hfhivg(gf +n°n)Vrw, = hinhl KEVrw, + hyhIn®K,V,w,
= héh{neKibewe

héh?hfhivg(gf +n°n)V,w, = —hhwKyhl Ve = —Ky,KEw,

Selanjutnya untuk bagian kedua DD w4, yaitu:
hyhERIREY,(g] + 1, )Viw, = hiRERIREV, (W 0V w,
hyhERIREY,(g] + 1 ny)Viw, = hiRERI hEn, Vyn/ Vew, + hiRERI hEnS Von, V,w,
Menggunakan: K., = h?Vgnh dan héni = n°w, = 0, maka:
héh?hfhfvg(g,’: +n'ny)Vrw, = RGN K, Vo,
Sehingga kita dapatkan:
DRE. 4w, = DpDewa — DDpwg
ORE ywa = (~KapKEwe + hinS Koy Vwe + Ry RERI SRV, V w,)
— (=KgcKE wp + h40S Ky Vrw, + h5hERIRERIV Vw0,
ORE qwq = K] RIREY Y 0, — K] RIRGY V0, + Ky KE we — KapKE w,
+ hin Koy Vew, — h§n/ Ky Ve w,
ORE qwa = K RIRG[Vs, Vy]we + KaeKE 0o — Kap KEwe
Kita dapatkan persamaan Gauss, yaitu:
(B)Rgcd = hl];hfhghlqR]igh + KK — Kap K&
Bila kita kontrasikan indeks a dan ¢ kemudian kalikan dengan h??, maka:
W PR,y = KPR hER:, + hP2K 1o K2 — RP4K gy KE
DR = R R Rgpea + KEKS — (KE)?
Dengan menggunakan definisi: A%’ = g% + n*n?, maka:
DR = (g +nn)(g° + n°n)Rapea + KK — (KE)?
(3)R — (gabgcd + gabncnd + gcdnanb + nanbncnd)Rabcd + Kcll)Kl;l _ (Kg)z
DR = g% g Rapca + 291N Rgpeq + nNPNNRapcq + KEKE — (KE)?

@R = R + 2n*nPRyp, + nnPnn?Rypeq + KEKE — (KE)?
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PnnR,peq lenyap karena sifat simetri tensor Riemann dan menggunakan

Suku n%n
definisi: —n*n’g,, = 1, maka:

R = —nnPgu,R + 2n°nP Ry, + KEKE — (KE)?

1
®p = 2nanb <Rab -5 gabR> + KPKE — (K9)?

Dimana R, — % 9darR = G, dikenal sebagai tensor Einstein, maka kita dapat persamaan
Gauss-Codazzi:

®)R — KPK® + (K2)? = 2n9nPGy,
Dengan tensor Einstein dapat digantikan dengan tensor Energi-Momentum berdasarkan

persamaan medan Einstein: G, = 8nGT,,.

Berdasarkan persamaan diatas pula, jika metrik g,, memenuhi kendala H = H* = 0 untuk
setiap hypersurface, maka 10 persamaan medan Einstein akan memenuhi G,;, = 0. Hal ini

berarti dinamika ruang-waktu dalam relativitas umum terdapat dalam 4 kendala H = H* =

0.

. Persamaan Codazzi

Persamaan Codazzi dituliskan sebagai berikut:
heh?hSRpcan® = DeKpg — DpKeg
Kita tinjau terlebih dahulu sisi sebelah kiri persamaan di atas:
h&hLRSR gpean® = hERLRS[V4, Vlne = h3hZhG(V4(Vpn,)) — hEh?hS(V,(Van,))
h&h2 RS Rypean® = hEh2hS (va(g{;vhnc)) — h8h2hg (vb(ggvinc))
h&h2hRgpcan®

= h2hhg (va ((h{; - nhnb)thC)) — h3h2hg (vb ((hfl - nina)Vinc))

Kita tinjau bagian pertama persamaan di atas:
h&hlh$ (va ((h{; — nhnb)thc)) = h¢hPh5Vo(hpVyn, — nn,Vyn,)

Karena K, = h!V,n., maka:

116



h¢hlh§ (va ((h{; — nhnb)thc)> = h&¢hPhiV o (Kpe — n"n,Vyn)

= DoKpy — hERPhEV 4 ("0, Vyin,)

Selanjutnya bagian kedua:

h&hlh$ (vb ((hg — nina)VinC)> = h¢hPhiVy, (hEVin, — n'n,Vin,)
h&hlh$ (vb ((hg — nina)VinC)> = h¢hPhgVy, (Ko —n'ngVin,)
= DfKeg — hERPREV, (n'ngVin,)
sehingga
hEh?hSR gpcan® = DeKpg — hERL RSV (N1, Vine) — DpKeg + h3hZ GV, (n'n,Vin,)
RERERGR apean® = DeKpg — DyKeg — h3h2hE (Vy(ningVine) — Vo(n''nyVyn,))
hgh})thabcdnd
= Derg - DfKeg

- hgh)lzhg ((nivinc)(vbna) + navb (nivinc) - (nhvhnc)(vanb)

- nbva (nhvhnc))
hgh]l‘)thabcdnd
= Derg - DfKeg

— h¢h2h ((nivinc)(vbna) + 1V, (n'Vin.) — (n"V,n) (Vany)

- nbva(nhvhnc))
Disini kita definisikan percepatan normal: a, == n‘V;n,, maka V,a, = 0, sehingga:
hgh}? hERabcdnd
= DeKrg — DfKeg
— h&¢h2hg(ac(Vpng) — ac(Vany) + ngVya, — npVaac)
h&h2hSRapcan® = DoKry — DpKeg — hEh2hGa,(Vpyng — Vony)
Suku terakhir pada persamaan di atas akan lenyap karena sifat simetri V,n;, maka kita

buktikan persamaan Codazzi:

h&h2RSRapcan® = DeKpy — DKoy
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3. Persamaan Ricci
Persamaan Ricci dituliskan sebagai berikut:
Rapcan®n® = —L,Kqp + KooK + Diqapy + aqap
Dengan a, := n?V,n, yang dikenal sebagai percepatan normal dan memenuhi a,n® =
Pertama-tama kita tinjau turunan Lie untuk »n, maka:
L,Kap =1V Ky + K Vpn© + K, Vo n®
Dengan Kap = h§Veny, = (g§ + nny)Veny, = Vong + ngnVen, = Vony, + apng,
sehingga bagian pertama dapat kita tinjau:
nV Ky, = n°V.(Von, + apng) = n°V.Vyny, + nn,(Veap) + n€a, (Vong)
Karena n‘n, = —gg + h§, maka:
NV Kap = nV . Vqny, + (—gg + ha)Ve(n®Veny) + agap
nVeKgp = nV . Vqn, — (Von)(Veny) — n®V,Veny, + agay, + hgV (nfV,ny)
nV. Ky, = nV.Von, — (Voné)(Ven,) — nV,Ven, + agza, + h5V.a,
n‘V.K,, = n°v .V n, — (V,n®)(Von,) —néV,V.n, + aza, + hiV.a,
n‘V.K,, = n°v .V n, — (V,n¢)(Von,) —név,V.n, + aza, + hgvc(gl’:af)
n‘V.K,, = n°v .V n, — (V,n®)(Von,) —név,V.n, + aza, + hgggvcaf + hgafvcg{:
Karena ch{; = 0 dan gl’: = h{: — nfn,, maka:
NV Kqp = NV Van, — (Van®) (Veny) — néV,Veny, + agay + h(h) — n'n,)V.as
Suku terakhir dapat kita evaluasi:
hs(hl — n'ny)Vear = hgh{;vcaf — hgn'n,V.a; = Dya, — hsn/n,V.oas
Karena: nfaf = 0, maka anCaf = —afVCnf, sehingga:
hs (kL —nfny)Vea, = Daay, + hinya,Von/ = Daay, + (g5 + nng)n,apVenf
hs(hl — n'n,)Vear = Dyay, + npagVen/ + nngnyarVon
Dengan mensubstitusikan hasil terakhir di atas ke persamaan n°V K, maka:
nV.Kap = n(V.V, — Vo V)N, — (Von®)(Veny) + agay + Daay, + nyasVan'

+nngnyapVenS

Adapun bagian kedua dan ketiga dari £, K,;,, maka: K,;, = hiV.n,
KacVpn + KpeVan® = h(Vane) (Vyn) + KpeKf gl
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KacVpn + KpcVan® = (g8 + nan®) (Vane) (Vpn®) + KpcKf g1,
KacVpn® + KpcVan® = (Van) (Von®) + ngn (Vane) (Vpn) + Ky Kf (R — nan’)
Ky Vpn€ + Ky Vgon©
= (Vano) (Vpn©) + nan? (Vane) (Vpn©) + Kpe(K§ — hfngn/ Vane)
KacVpn® + KpcVon® = (Vone) (Vpn®) + ngn? (Van) (Vpn®) + Ky (K§ — ngn?vyn©)
K, .Vpyn¢ + K, .V, n¢
= (Vano) (Vyn®) + ngn®(Van) (Vn) + Ky K§
— hjn n®(Vqn®)(Vyn,)
K, :Vpn® + K, .V, n°
= (Van) (Vyn©) + ngn®(Vane) (Von€) + Ky K§
— (95 + npn™)ngn?(V4n)(Vyne)
Ku.Vpn© + K, .V, n¢
= (Vanc) (Vyn©) + ngn(Vanc) (Vyne) + KpK§ — ngn®(Van®) (Vpn,)
— ngn?(Vgn)n,n" (Vyn,)
Ky Vpn© + Ky, Vn©
= (Van) (Vpn) + ngn? ((Vand) (Von®) = (Van)(Vone)) + KpcKS
— ngn?*(Vgn)n,n" (Vyn,)
Dengan: nand((Vdnc)(Van) - (Vdnc)(Vbnc)) = 0, maka:
KacVpn€ + KpcVon® = (Von) (Vyn€) + KooKy — ngn®(Van)n,n (Vyne)

Maka kita dapatkan:
LnKap =1V, — Vo VN, — (Von®)(Veny) + agay + Daay + nyasVan'
+nngnyarVent + (Von)(Vpn®) + KooK — ngn(Van)npn(Vyn,)
LKy =n°(V.Vy — VoV )Ny, — (Von®)(Veny) + aga, + Daay + 1y, (Von)(n9V ny)
+ ngnpanVvent + (Von)(Vpn©) + Ko Kf — ngnyacn®(Vyn©)
LyKap = (Vo Vq — Vo VN, + agap + Daay + 1y (Von)(n9Vyny ) + KooK
+ (Vanc) (Vpn®) — (Von®) (Veny) + ngnyan®ven/ — ngnyan®(V4ne)
LyKap =n°(V Vg — VoV Ny, + agap + Daay + 1y (Von!) (n9V, ng) + Ko K
+ (Van ) (Vpn©) — (Van®)(Veny)
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Sekarang kita tinjau suku-suku berikut dari persamaan di atas:
(Van) (Vpn®) = (Van) (Veny) + ny (Von ) (n9Vyny)
= (Von©)(Vyn, — Veny, + nanVgnc)
(Vane) (V1) = (Van®) (Venp) + ny (Von)(n9Vyny)
= (Vanc)(hggf(vdnf - and) + nbnngnC)
(Van ) (Vpn©) — (Van®)(Ven,) + nb(vanf)(ngvgnf)
= (Vanc)(hghf(vdnf —Ving) —nenf (Vans — Veng) + nyn9vgn,)
Suku pertama persamaan di atas lenyap karena sifat sinetrik d dan f: (Vdnf - and) =0
dan suku terakhir pun lenyap karena n9V n, = 0 karena sifat normalisasi n, serta terakhir
suku kedua lenyap karena kontraksi V,n¢ dengan (V,n)n.n’ (Vdnf - and) = 0, maka:
(Van) (V1) = (Van®) (Venp) + np (Van ) (n9Vgny ) = 0
Kembali ke persamaan £, K,;, maka kita dapatkan:
—n(V .V, =V, Von, = =LKy + KuKf + aga, + Daay,
nc(V,V. =V .Vn, = —L,K,, + K; o Kf + agay, + Dyay
Yang tidak lain adalah persamaan Ricci (pertukaran dan a dan b bersifat simetrik):

Racbdncnd = _LTLKab + KaCKlg +agap + D(aab)

Persamaan R,,nn? = (K)? — KYK# + V,v® yang merupakan kasus khusus persamaan
Ricci
Terakhir kita turunkan persamaan untuk Rg,n%n®. Pertama-tama berdasarkan
Racpann® = n¢(V,V,. — V.V )n,, kemudian dikontraksikan:

Rgpn®nP = RS n*nb = —(V,V, — V.V )n%n¢ = V,(V.n*n) — V.(V,n%n°)

Rapn®n® = nVy(V,n®) + (Ven®)(Von®) + (Vqan®) (V) + nVq(V,n)

—nV(Van?) — (Van*)(Vcn®) — (Ven®)(Von®) — nV, (Von©)
Rapnn® = (Van®)(Ven©) — (Ven®)(Von) + Ve (nV,nc) — Vo (nV,nf)
+ nv,(V.n%) — nv.(V,n%)

Dimana: n°V,(V.n%) = n°V.(V,n%), maka:

Rabnanb = (Vana)(vch) - (Vcna)(vanc) + Vc(navanc) - Va(navcnc)
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Sekarang kita tinjau suku berikut:
(Ven) (Von?) = (Vrgln®)(Vogin©) = (9//n®)(9&Ven)
(Ven®) (Van®) = (hf = nenf ) (h§ = ngn®)(V;n®)(V,n)
(V.n%)(Vn€) = (h{ana —n.nfVn®)(hgV,n® — ngnv,n°)
(Vo) (Van®) = (Rl Vpn®)(hgV,n®) = KEKE
Dengan cara yang sama untuk: (V,n%)(V.n¢) = KZK¢ = (K&)?, maka:
Rgpn®nt = (K$)? — KEKE + V. (n%V,n) — V,(n%V,.n)
Rypnn? = (K9)? — KEKE + V,.(n*V, n¢ — nV,n)
Dapat didefiniskan: v¢ = n?V n¢ — n‘V, n?, sehingga berhasil dibuktikan
Rpnn® = (K$)? — K&K + Vv
Adapun untuk seluruh kontraksi R%,. dengan n® dan h,, akan lenyap karena sifat simetrik

tensor Riemann.
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Lampiran B: Formulasi Tetrad Orde Pertama

B.1 Hubungan Kurvatur 2-form dan Tensor Riemann
Disini akan dibuktikan hubungan antara kurvatur 2-form P;g dan tensor Riemann R,,,,3 via medan
tetrad e'®

Edlw(e)] = e'e/P Ry qple]

Pertama-tama kita tuliskan definisi Fﬂ

= ) — 0,0 + wlhxwy! — wliw

Fuy (0

uv
Dimana w?) = elV,e¥ = eld, e + eéngeﬁ], maka:
FMIJ = H(eéave“f + eéngeﬁ]) - av(eéaue“] + eé[ﬁueﬁ])
(eaa ex + eyl )(e[fa e + ekTg ePl)
(eaa ef +ell VeK)(e[fa e + ekTg ef))
= (0,e8)(0ye™) + el(0,0,eY) + (0L )5, P! + el (8,15, )eP! + el T, (9,eP))

+ el (0,ef)es (0veP’) + eé(aue,‘é‘)egf‘;veﬁf + eéFﬁ#eKep (9,eP))

+ el Ig, egeKFp 9 —(uev)
Menggunakan e,’?e[f 8% dan eq0,ef = —egd, ey, sehingga:

P;g = eéeﬁf(aul‘é"v) + el "]Fﬁﬂ + (9,el)(0,eY) — (9,el)(0,e™) + (9, ea)Fﬁveﬁ]
— (0,el)T,eP! + ebef (0 er)(0veP)) + e eﬁ]ea(auef(‘)f‘ﬁv + e, T8, (0,e#))
—(uewv)

Fey

= ehe? (9,15,) — ekeP! (0,12,) + ebe® T4, IS, — ele” TETL,
Fiy = ekeP) (9,18, — 0,15, +T4,T5, — T4T5,)

Karena R%, = 9,I%, — 0,I§, + T&, %, —T&TY

o sehingga terbukti:

1
P;n{ = e{zeﬁ]R;fﬂv = e!%/PR, up
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Persamaan di atas dikenal sebagai persamaan struktur Cartan jenis kedua.

B.2 Hubungan Determinan Metrik dan Determinan Tetrad

Hubungan determinan metrik g dan determinan tetrad e, sebagai berikut:

1
g = detguy = &P e g0 gyp GGy

Menggunakan hubungan metrid dan medan tetrad: g, = e[t 61{ 11y, amaka:

1
g = det(e ev’lu) = 4_3“1/’)0 g*Fvel eanljev eﬁnKLep el nunedesnop

0]
(4

1
_ _ M J, L NP
g= det(e m]) = E”Vpaeuev €, € Eaﬁnyeaeﬁen €y NiyNMkLMmnNop

1

2 IKMOSJLNP

&

9= det(e evnll) = NiyMkLmnlop = —e>

Sehingga terbukti bahwa: g = —e?

B.3 Penurunan Persamaan Medan Einstein dari Formulasi Tetrad

Berdasarkan aksi Finstein-Hilbert dalam formulasi Tetrad:

1
S :Eg,]KLfd‘*xeK/\eL/\FU = fd‘*xee, ef FU(w)

Kemudian divariasikan terhadap tetrad (e), maka:
65=0= fd" [(Se)el ef'F, ua /4 e(6e )e FU + ee; (53 )Fli + ee,”e] (SFU(a)))]

Pertama-tama kita tinjau masing-masing suku:

1. Suku pertama: (Se)elue“Flé

(8e)e;'ef ua —eeK(6e )et e/'F, ua = —ee, K(Sep)el'e e/ ua
2. Suku kedua dan ketiga: e(8e}')efFis, + eef (Sef)F,}
e(Sel')ef'F,l + eel'(5ef)E), = 2e(Sel )ef F s

3. Suku keempat: ee;’ e/ (SP;fé(w)) = 0 karena variasi terhadap SFI'L]{ (w)=0
Sehingga didapatkan
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0= j d*x (—eeX(5ep el ef F,} + 2e(8el )efF,)
0= f d*x e(—e}ekel EKL + 2¢fF,))(Sef)

1
— 4 1j 1,1 KL p
0= 2fd xe (e]“ D —EepeKef‘Em ) (5el)
Karena FHIJ = ese®R,, dan g'* = eyefn*’ dan g,, = e)eknx, maka:

1
0= f d*xe (e]"‘eée“]Rpa -5 [)e,’fe,‘{‘ef‘e“Rw) (sef)

1
0= f d*xe (e“’Rpa — Egpar]’Kg”“nKLe"LRW> (5el)

1
0= f d*xe (e“’Rpa — Egpae“’R> (sef)
Sehingga di dapat persamaan medan Einstein untuk kasus vakum:

1
R, _Egp“R =0

B.4 Penurunan Persamaan Medan Einstein dari Aksi Holst

Kita tuliskan aksi Holst sebagai berikut:
1 1
Sle,w] = S EuKL j d*xeX Ael AFU(w) + ;6,],“ f d*xeX Ael AFY(w)

Yang mana suku pertama merupakan suku dari aksi Einstein-Hilbert dalam formulasi tetrad dan
suku kedua adalam suku tambahan yang berperan di kuantisasi level kuantum tetapi tidak memiliki
kontribusi di level klasik. Suku pertama aksi Holst telah dibuktikan dapat menurunkan persamaan

medan Einstein pada B.3 di atas. Adapun suku kedua, akan kita sekarang.

Dengan memvariasikan aksi Holst terhadap medan tetrad e, maka didapat:
4 1 al p 1 uavp 4, K, Lpl]
65=0= | d*xe Rpa—igpaR e (561)4-;51]1“8 d*x ey egFq
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Menggunakan FHIJ = e ePIR 45, maka:

1 1
55=0= jd“xe (Rpa — Egp“R) e (8ef) + ;(SUKLE"“V[” j d*x effege™ePIR,,qp

Karena sifat simetrik tensor Riemann, maka g#*V# R,vap = 0, sehingga didapat persamaan medan

Einstein untuk kasus vakum:

1
Rpa —EgpaR =0
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C. Definisi Holonomi

Holonomi didefinisikan sebagai solusi dari persamaan diferensial:

dh,(t)
dt

+A(y®)h, () =0, h,(0)=1

Dalam konteks manifold M, maka holonomi merupakan solusi dari turunan kovarian sepanjang

lintasan y : [0,1] —» M yang merupakan lintasan yang menghubungkan 2 titik di manifold M :

d)/

Dyyh, (t) = ——D,h,(t) =

dh (t)

dy* (oh
Dyvyhy () = s < A y(OAL(r (¢ ))) + 7 h, (DA, (y(©) =0

ayH
Dengan A, adalah koneksi dan y# = %. Sehingga seperti ditunjukkan di atas bahwa holonomi

adalah solusi persamaan diferensial (orde satu):

dh, (t)

i A,(y*(©)h, (&) =0

Dengan A, (]'/“ (t)) =yhA, (y(t)). Bila ditetapkan syarat awal h,(0) = 1 saat ¢ = 0, maka:

tdh (t) ‘ 1 (.
fo c)l/t dt = fo AL () hy (£) dt

() =1- f A (74 )y () dity
h(6) =1- f A, (74(t) (1 - f 4L (7 (6, (£) dt2> dt,
0 0

h,(t) = 1—]0 Ay (y*(t))h, (0)dt, +f0 folA,’l()'/“(1:2))hy(1:2)dtzdt1

Sehingga bila iterasi terus dilakukan, maka dapat dituliskan:
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h(6) =1- fo A (7 (t0)h, (0)de, + fo fo 4L (7 (60) AL (7 (62, (0) diydty

_f f lf ZAL(V“(h))AL(yﬂ(tz))Al’l(]}H(tg))hy(o) dtydt,dt, + -
0 Y0 0

Masing-masing suku integrasi di atas merupakan integrasi simpleks (integration over simplex),
dimana suku pertama merupakan integrasi terhadap 1-simpleks, suku kedua 2-simpleks, suku

ketiga 3-simpleks dan suku ke n merupakan integrasi n-simpleks. Secara formal dapat dituliskan:

hy=i || Aty ar@) de-d,

n=01>t,-->t,;>0

Fungsi holonomi diatas terbukti merupakan solusi yang well defined apabila konvergen terdapat

sup norm, yaitu memenuhi:

[oe)

<[] 4G ar@)l dtl---dtnsiﬂfl""i—f

n=01>t,--->t1>0

Oleh karena itu, untuk mengkompensasi hal tersebut serta kompensasi untuk suku-suku kubik,
maka holonomi kembali dituliskan dengan menambahkan faktor % Di setiap suku integralnya,

sehingga:
t 1 1t rta
@ = 1= | Ay Oty + 57 | [ AL @) A (€))hy (0) ey

1 t rt1 pta
3 fo fo fo A, (P ()AL (7 (80 ) A, (¥ (£2)) by (0) dtzdt,dty + -+

Bila diperhatikan bahwa urutan t; > t, > t; > --- > t,, sangat diperhatikan. Oleh karena itu

diperkenalkan operator path ordering () untuk memastikan urutan iterasi dari 0 hingga t:

PlA,(PH ()AL (7H ()AL (7 (£3)) -+ AL (7 ()]
= A, (" (e) A, (7 () A, (#(t3)) -+ A, (¥ (82))

Dengan t; > t, = t; = -+ > t,,. Sehingga holonomi dapat kembali kita tuliskan:
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Z( [ PG AN - A )] s e

Atau

hy=g>exp(fyA>
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D. Pembuktian Sifat-Sifat Holonomi
(1) Pembuktian h,p = hyhg

Didefinisikan waktu di titik sumber ¢ = 0. Untuk komponen 2 lintasan didefinisikan lintasan «

dan B, dapat kita tuliskan sebagai:

_ B(t), jikat € [0,S]
'Ba_{a(t—S), jikat € [S,T + S]

Jika kita bagi integral: fOS - fOS + . SS+T , maka holonomi dapat dituliskan:

t X n s s T T
j:Z()U dtl---f dtl-+j dtiﬂ---f dtnl
o = 1o 0 0 0

Sehingga ini memberikan pada kita path ordering sebagai berikut:

P[4, (Ba(i#(t)) Ay (Ba(i#(t))) Ay (Ba(i#(t3))) -+ A (Ba(i# ()]
= |4, (B# (i) - 45 (B (6)))]
+ P |4, (a7 ()~ 4y (a7 () )]

Sehingga, holonomi sepanjang gabungan 2 lintasan ini adalah:

ij l(n—l)lU [A, 'B(yﬂ(tl“))) A ('B(V (t")))]
ot )
b= 3, [ 20 407 170

(— ) f |41, (a(#(t2))) -+ 4 (“(V”“")))”

Maka didapat:

h(xﬁ = hahﬁ
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(i)  Pembuktian hf = Usq)h, Ugyy
Diperkenalkan 2 vektor: u(t) dan w(t) yang memenuhi:
w(t) = U(y(®)u(®) = U(y(®))h, (©Ou(0)
Dengan w(t) memenuhi persamaan diferensial:

dw(t)
dt

= h,Uu(0) + h,Uu(0) = h, UU~*AUu(0) + h, UU~*Uu(0)

dw(t)
dt

= h,U(UT*AU + U™U)u(0) = h, Uu(0)(U™ AU + UU™') = w()AY

Yang berimplikasi bahwa w(t) = h]l,’ (®HOw(0) = h)l,] (314} (y(O))u(O), dengan membandingkannya
dengan hasil sebelumnya: w(t) = h,l,] (t)U(y(O))u(O) = U(y(t))hy (t)u(0), maka:

hy (U (y(0))u(0) = U(y())hy (£)u(0)
Y (U (y(0))u(0)U~(y(0)u(0) = U(y (), (Du(0)U~*(y())u""(0)
sehingga terbukti:
hy () = Usgyhy DU,
(iii)  Pembuktian aksi diffeomorfisme terhadap koneksi (A): hy (¢ * A) = hy o (A)

Aksi diffeomorfisme atau transformasi koordinat oleh fungsi ¢ pada integral garis untuk koneksi

A dapat dituliskan sebagai berikut:

1 1 d
[ 04 =] 4@ 0r©)0,04 (@) © dt = [ 4,(60v©) 2 (H0r©)'® dt
14 0 0
Yang berimplikasi pada: h, (¢ * A) = hy 4, (4)

(iv)  Pembuktian fungsional turunan terhadap koneksi (4):
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1
—x253(y(t), x)T;h, jika x adalah sumber di lintasan y
2

Shy(A) 1

SAL (x) N 59'5“53(]/(1:), x)h,7; jika x adalah target di lintasan y

x%83(y(b), x)h,(0,t)t;h,(t,1) jika x terdapat di lintasan y

2 + A(y(t))hy (t) = 0 yang memenuhi

Menggunakan persamaan differensial untuk koneksi: hy

6hy(t01t)

AL () Jika x terdapat dalam y, maka persamaan differensial dituliskan:

d 6h (to, t) Shy, (to, t)
dt 6A‘() A O) 5y SAL (x)

Menggunakan definisi holonomi, maka persamaan dapat diselesaikan, yaitu:

6hy(t0r t)

———— = h,(ty, s)t;x%h, (s, t
AL (D) y (to, $)T %Ry, (s, 1)

Menggunakan aturan Leibniz, maka:

Ohy,(to,t) Sh,(ty,s) Shy,(s,t)
- = - h,(s,t) + h,(ty,s) ——— = h, (t,, Xx%h, (s, t
AL (D) AL (D) y(s,t) + by (to,s) AL D) y (o, $)Tx%hy, (s, 1)

Shy(4) _
54k (x)

2 lainnya dapat kita evaluasi ketika x berada boundary atau salah satu titik sumber dan target:

Sehingga terbuk‘u = %283y (t), x)h,(0,t)t;h,(t, 1) untuk x terdapat dalam y. Dan untuk

Shy,(A) =x283(y(t), x)t;hy jika x adalah sumber di lintasan y
SAL()

N ST

3 x%83(y(b), x)h,7; jika x adalah target di lintasan y
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Lampiran E: Teori Kopling SU(2)

E.1 Pembahasan Singkat Grup SU(2)
Grup SU(2) merupakan grup special unitary dan merupakan subgrup dari grup SL,(C):
SU(2) = {a € SL,(C)|ata = 1}

Dimana grup SU(2) adalah subgrup dari Lie riil 6 dimensi SL,(C) yang berupa grup Lie riil 3
dimensi. Grup SL, (C) sendiri merupakan grup yang isomorfik dengan grup Lorentz orthochronous

[36]:
SL,(C)/{1,—-1} = SO*(3,1)

Sehingga grup SU(2) akan isomorfik dengan grup SO(3) yang merupakan subgrup 3 dimensi dari
grup SO*(3,1).

Dan apabila a € SU(2), maka:

a= (g ;’li*), dengan (a,B) € C%, |al? + |B1? =1

1

at =a™!, sehinggaata=1

Yang memberikan sifat unitary. Sedangkan dikatakan grup special karena dalam grup ini berlaku:
deta =1
Selain itu, a € SU(2) dapat direprsentasikan pula sebagai:

_(wt+ix —y+iz . , , -
a_<y+iz w—ix>’ dengan (w,x,y,z) € R ,w* +x*+y“+2z°-=1
dan secara unik dapat juga sebagai:

3 3

a=ay+ iz axoy,, denganag, ag, ay, a, € R dan Z ap’ =1

Dengan g;, adalah matrik Pauli yang direpresentasikan sebagai berikut:

w=(i o =G ) == 2

Dan memenuhi hubungan aljabar:
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[0:, 07] = 2iesj.04
Bentuk aljabar Lie untuk grup SU(2) dituliskan sebagai:
su(2) = {M € M,(C)|MT = —M dan tr(M) = 0}

Dalam ruang vektor riil dengan basis diberikan oleh (ioy, io,, iog). Oleh karena grup SU(2) adalah
grup Lie kompak, maka setiap elemen dari SU(2) dapat dituliskan sebagai bentuk eksponen dari

element yang berhubungan dengan aljabar Lie su(2), antara lain sebagai berikut:

(1) Dekomposisi Eksponensial
Jika a € SU(2), maka eksis sebuah a € R3, sehingga:

. . a
a = el®? = pi(@o1+a202+a303) — cog||al||[ + i sin|a|| — .0

llel

(2) Dekomposisi sudur Euler

Jika a € SU(2), maka eksis sebuah «, 8,y € R (yang disebut sudut Euler), sehingga:

_ilery) B _iy=a)
ia ip iy e 2 COS— —e 2 Sin —
_ ——503 ——03 ——F503 __ 2 2
a=e 27°e 277e 27° = . .
_iy-m) B i(at+y)

e 2 sin— e 2 coS—
2 2

Dengan pemilihan yang unik dimana a €] — 2m, 2r[, § € [0, ], dan y € [|a|, 4w — |a|].

E.2 Fungsi Intergrabel untuk SU(2)

Pengukuran Haar dapat ditunjukkan eksis sebagai sebuah pengukuran Borel reguler yang bersifat

kuasi-unik untuk y anggota SU(2) yang memenubhi:

(1) Invariant: u(u) = u(gu) = u(ug);
(2) Ternormalisasi: u(S U (2)) =1

Pengukuran Haar dapat dituliskan dalam bentuk fungsi integral f untuk SU(2):

f(u) du(u) dinyatakan sebagai f(u) du
SU(2) su(2)

Ruang Hilbert L, (S U (2)) merupakan ruang fungsi kompleks untuk SU(2) yang memenuhi:
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f FI? du < o0
SU(Z)

Terdapat takhirngga dimensi ruang Hilbert dengan perkalian skalar, yaitu:

(fuf2) = fz*(u)fz(u) du

SU(2)

E.3 Representasi SU(2) dalam basis matrik Wigner

Sekarang kita akan tinjau representasi dari grup SU(2) untuk ruang Hilbert dengan dimensi
berhingga. Berdasarkan teorema oleh Peter-Weyl, sebuah representasi grup kompleks berhingga
dari grup kompak dapat dituliskan sebagai dekomposisi penjumlahan langsung (direct sum) dari
representasi tak tereduksi (Representasi tak tereduksi artinya representasi suatu grup yang tidak

dapat dibagi lagi menjadi subrepresentasi yang lebih kecil).

Disini kita akan berfokus pada repsentasi grup SU(2) dalam bentuk momentum sudut atau dalam
basis |j, m). Sebagai subgrup dari SL,(C), maka grup SU(2) yang memiliki struktur aljabar grup

su(2) yang sama dengan grup SL,(C), yaitu sl,(C), secara matematis memenuhi:
s, (C) = su(2) @ isu(2)

Dalam representasi aljabar sl, (C) terdapat indeks bernilai pecahan setengah, yang dikenal sebagai
spin. Untuk spin j € N/2 berhubungan dengan ruang Hilbert dengan dimensi 2j + 1. Basis
kanonik disebut juga dengan magnetik basis dengan yang dinyatakan oleh |j,m) dengan m €
{—J,...,0, ... j}. Ini menghasilkan repsemtasi ortonormal, yaitu:
(J,mlj,n) = 8mn

Karena grup SU(2) merupakan grup rotasi maka representasinya dalam basis tersebut merupakan
6]
mn

matrik Wigner D,,,,, (h), yang dituliskan sebagai:

DY) (h) = (j,m|hlj,n) = (j, m,n|h)

Matrik Wigner D,(,{,)l ini memenhi sifat ortogonal yaitu L, (SU(2)):
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f dh D9 DY), () = ——sii's. s
sU(2) e m'n! 2j+1 mm

nn'

Bila f(h) merupakan fungsi dari SU(2) maka berdasarkan teorema Peter-Weyl, dapat dituliskan
sebagai fungsi dari matrik Wigner D(]) dan membentuk basis L,(SU(2)), schingga f(h) €
L,(SU(2)) dapat dituliskan:

f= ) i ifnf;n Dn ()
JEN/2m=—jn==j

Dengan koefisien f,,’;n € C. Sifat fungsi f(h) di atas dapat berlaku jika matrik Wigner bersifat
lengkap dan pengukuran Haar. Sifat ini dibuktikan sebagai berikut:

js U(Z)dhf(h)D,(nj',r)u(h)= Z Z Z fion fs U(Z)th,{m(h)Dg,'z,(h)z

JEN/2 m=—jn=—j

J J
[l anropiw =g > S

JEN/2 m=—jn=—j

Sehingga dapat kita tuliskan koefisien f,,’;n, yaitu:

fin=@i+1 | drnfapY)
SU(Z)

Dengan menggunakan hasil di atas, maka:

f= > i ifn’;n D ()

JEN/2 m=—jn=—j

F(r) = Z Z Z @+ |  dnfwbdY),m | Dk

JEN/2m=—jn=—j sU(2)

Dari hasil kita dapatkan bahwa:
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j J
Z Z Z 2j+1) th(j’,)’(h)Dim(h) = 6”,5mm’6nn’
jEN/2 m=—j n=—j SuU(2) mn

Hasil ini menunjukkan bahwa matrik Wigner bersifat komplit.

Terdapat beberapa bentuk eksplisit untuk matrik Wigner, antara lain:

(1)

(ii)

Realisasi homogeneous

Matrik Wigner dalam representasi ini dituliskan sebagai:

- G+m)G—mN\ " B
Dr]nn(h)=<(]-+7;l)!(]-_z;!> zk:(]-]tn)<]-|{m1ik>

k pj+n—ky j+rm—-k; k—m-n
X Rl RIIT IR

Dengan k € {max(0,m +n),...,min(j + m,j + n)}dan h = (le le> € GL,(C).
21 N2z

Selain itu terdapat formula yang berguna untuk matrik Wigner yang didasarkan pada
sifat simetrinya, yaitu:

Dhn(R) = (=)™ "D, ()
Formula di atas sangat berguna dalam perhitungan numerik untuk spin-network dan
spin-foam.
Ekspresi sudut Euler
Wigner mengajukan bentuk eksplisit untuk matriknya dalam representasi sudut Euler.
Jika h € SU(2) dan a,f,y € R® merupakan sudut Euler dari h, sehingga h =

_la B _lv,
e 2 3¢ 2 3¢ 2z 3 maka:

j _ i ! J
Dm’m(h) — g~ i(am +ym)dm,m(ﬁ)
Dengan dikenal sebagai reduced matrik Wigner:

min(j+m’',j+m)

. - 1/2 .
d, ()= (%ﬂﬁ: 8 - ;’3),') (~pmHk ()
k=max(0,m’+m)
. 8 2k—-m-m' B m+m'+2j-2k
< leem)leosz)  (sng)
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E.4 Teori Rekopling SU(2)

Representasi tak tereduksi dari grup SU(2) terbukti sebagai “penyusun mendasar” dari sifat
kuantum ruang-waktu. Dalam perspektif matematika, representasi tak tereduksi merupakan
kerangka dasar dalam membangun representasi grup lainnya. Begitu juga dengan representasi
berhingga grup SU(2) yang secara lengkap merupakan grup tereduksi (reducible group) yang mana
dapat diuraikan sebagai penjumlahan langsung representasi tak tereduksi grup tersebut, dalam hal
ini grup SU(2). Secara khusus, sebuah perkalian tensor dari representasi tak tereduksi dalam
diuraikan menjadi penjumlahan langsung representasi tak tereduksi, sebagai contoh hadirnya
pemetaan bijek oleh intertwiner sebagai hasil dari perkalian tensor menjadi penjumlahan langsung
representasi tak tereduksi. Intertwiner semacam ini dikenal sebagai kopling tensor. Goal dari teori
rekopling adalah menggambarkan kopling tensor ini dan bagaimana menerjemahkannya antara 1

dekomposisi ke dekomposisi lainnya.

(1) Koefisien Clebsch-Gordan

Diberikan 3 representasi tak tereduksi SU(2), yaitu Q;, dan @, , representasi tensor didefinisikan

sebagai @, ®Q;,. Basis kanonik Q; ®Q;, diberikan oleh elemen berikut:
ljimy; jamz) = ljimy) @ |jomy)

Dengan m, dan m, adalah indeks magnetic. Untuk basis ini bersifat unik ortonormal dan komut
dengan operator yang dikenal sebagai Complete Set of Commuting Operator (CSCO). Dalam kasus
SU(2), operator tersebut merupakan operator-operator momentum sudut dan dituliskan sebagai

berikut:
531, 1®J;, J*®1 1Q]J°

Dengan ] =J;® 1+ 1 ®], dikenal sebagai total momentum sudut. Operator-operator di atas

memenuhi hubungan komutasi sebagai berikut:
10 J1;] = iheijnax
/20125 = iheijidar
[]11':]2 j] =0
Untuk operator total momentum sudut ] memenuhi hubungan komunitas:
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[/:,J;] = iheijidk

Sebagai konsekuensi dari 2 hubungan komunitas sebelumnya untuk J; dan J,. Selain bentuk

operator di atas, terdapat bentuk operator lainnya yaitu:
Js®1+1Q®J;, J®1+18)D% J?®1, 1QJ°

Operator — operator di atas memenuhi hubungan komutasi dengan operator momentum sudut

sebelumnya:
02331 = D%)31 = 0% )51 = 0
Oleh karena itu, akan eksis basis ortonormal, yaitu:
ljijz; k;n) dengan k € {|j; — j2|, ..., j1 +Jj2} dann € {—k, ..., k}
Dan aksi operator di atas terhadap basis adalah:
Uz ® 1+ 18 J3)ljuz ks n) = nljijz k;n)
J® 14+ 1®))%|jijzs k;n) = k(k + Dljjz ks n)
J2 ® 1jujzs ksn) = j1 Gy + Dljujzs ks n)
1Q J2jujzs ks n) = jo (o + Dljujzs ks n)
Selanjutnya koefisien Clebsch-Gordan dapat dituliskan sebagai perkalian scalar dari basis kanonik
Q;,®0Qj,, yaitu:
C]{Zrllljzmz = (jamyjamalj1jz; jm)
Dimana |j; j,; jm) dapat dituliskan dalam representasi di atas menjadi:
J1 J2
uiimd = Y > Gl Unmajma)
mi==j1 my=—j

Bentuk eksplisit dari koefisien Clebsch-Gordan dituliskan sebagai berikut:
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_— G4 m G = mI s+ DN G =y G+ s =)
himams = O + 1] G+ +Jz2 + DLGa +m)lGa — m G + m)1 Gz — m)

(=122 + jo +my — k) (jy — my + k)!
XZ(]'—j1+j2—k)!(j+m—k)!(k+j1—jz—m)!k!

Dimana k € {|j; — j,|, ..., j1 + j2}. Selain bentuk eksplisit di atas dengan bantuan platform seperti
Wolfram Alpha dalam Bahasa Wolfram, yaitu:

cm = ClebsdhGordan[{j;, m1}, {2, m}, {/3,m3}]

J1mqj2m;

Berbagai bentuk eksplisit dari matrik Wigner dapat dilihat pada [37] hal. 235. Selain itu, matrik

Wigner dalam representasi G jm dapat dituliskan:

jimyjam;

Dh (h)sznz (h) = (imy|hljing}jam,lhljzng) = (imy; jamalhljing jon,)

j j
Din D () = 7 " " N Gjym; fomaljm) Gmlhlj m!) m s jomo)

jEN/2m=—j j’eN/2 m=—j

Sehingga

J _ jm
Dn}lnl(h)sznz(h) N Z Z Z C]1m1]2m2 ]1711]2712 mm'(h)

jeN/2m=—jm'=—j

Berikut adalah sifat-sifat dari koefisien Clebsch-Gordan, yaitu:

a) Koefisien Clebsch-Gordan merupakan koefisien dengan nilai numerik riil: C] ER
2

(b) Koefisien (; Jm terdefinisi dengan baik dan tidak bernilai nol, jika dan hanya jika

jimq jomoy

mengikuti ketidaksamaan Clebsch-Gordan (ketidaksamaan segitiga):

ji—J20 <j<ji+)2

jm —
dan lainnya, menyebabkan Giimyjym, = 0
. jm —
(c) Jikam # my + m,, maka G imyjym, = 0

(d) Oleh karena |jm) merupakan basis ortonormal, maka koefisien Clebsch-Gordan memenuhi

hubungan orthogonal, yaitu:
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] "m' —
Z Z ]1m1]zmz ]1m1]zmz 5]]’5771"1

my=—ji1 Mmy=—j

(2) Matrik 3-jm Wigner (Wigner’s 3-jm Symbol)

Representasi tak tereduksi untuk matrik 3-jm Wigner adalah Q; ® Q;,® Q;,, mengikuti teorema
Peter-Weyl dapat didefinisikan sebagai penjumlahan lansung masing representasi. Adapun basis

untuk matrik 3-jm Wigner ini dituliskan sebagai berikut:

3
|Gj2)iz; jazkn) = Z C]1117;71n]122;n2 C]I’,lnl]zm2® lji, m;)

mq,M2,M3,My3 i=1

Denganjlz E {ljl _jzl, ...,jl +j2} dan k E {ljlz _j3|, ""j12 +j3} dann E {_k, ...,k}. BaSIS dl

atas jika dikenai operator J2, maka:
121(j2)jzi j1zkn) =0 & k=0

Dan (; jm dikenal sebagai koefisien Clebsch-Gordan yang dapat didefinisikan dalam

jamq jom,

representasi matrik 3-jm Wigner, yaitu:

C]{LTnljzmz = (Jimyjoamyljijz; jm) = (_1)j1_j2+m\’ 2j+1 (T]nl1 7]7122 —]m>

Dalam representasi sebaliknya dapat dituliskan:

(h J2  J3 ) _ (=177 st,—ms
m1 mz m3 2]'3 + 1 jlmljZmZ

Dengan menuliskan dalam bentuk determinan sebagai berikut:

. . . R R R
e s R11 R12 R13
m, m, my) " |r2t T2z M2
R3; R3z Raz
Dengan:
Ryy==j1+j2+]3 Rip=j1—J2+]3 Riz=j1tJj2—Js
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Ryy=j1+m Ry =jo +my Ry3 = j3 +mg3
R31 =ji—my R3z = jo —m, R33 = jz —mg
Dan
J=j1itj2t]3
Maka, diperoleh bentuk eksplisit matrik 3-jm Wigner, yaitu [37]:
(1'1 J2 3 )
m; m, mj

_ (_1)R21+R32 R21(—1)(R31—R13)R31(—1)(R33—R13)R32(—1)(R22—R13)R22(—1)(R31—R13)
(] + 1)! Ry3!

X (R21R32 — R3,(J + 1))R13

Selain itu, matrik 3-j Wigner memenuhi sifat simetri berikut:

(1) Simetri symbol

(jl J2 j3>=(_1)j1+j2+j3<j2 J1 j3)=(_1)j1+j2+j3( J1 J2 J3 )
m; m, ms m, m; ms -m; —-m, -—my

(i)  Hubungan orthogonal
; JooJz J\(Jr Jz T\ _
Z(ZJ +1) <m1 m, m) <m11 mlz m) = (Smlmi(smzmé

jm
: Jvod2 JN\(J1 2 T\ _

mym;

Formula lainnya untuk matrik Wigner dalam representasi 3-jm:

Ja J2 jz _(J1 J2 J3\(J1 J2 J3
LU(Z)dh Dmlnl(h)sznz(h)Dm3n3(h)_(m1 m; m3> (n1 n; n3>

(3) Matrik 4-jm Wigner (Wigner’s 4-jm Symbol)
Seperti halnya pada matrik 3-jm Wigner, pada matrik 4-jm Wigner terdapat representasi tak

tereduksi. Perbedaannya dalam matrik 4-jm Wigner terdapat 4 buah representasi tak tereduksi
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(matrik 3-jm Wigner memiliki 3 representasi tak tereduksi dari grup SU(2)), yaitu:
Q;,® 0,8 Q;,® Qj,. Basis ortonormal untuk 4 representasi ini dituliskan sebagai berikut:
Ui, = Z m<7]nl1 717122 7]7133 7]7?4) ® ko )
MMM, Ma k=1
Dengan j € {max(|j; — jzl, |jz = jal), ..., min(j; + j,, j3 + j4)} dan memiliki sifat unik ketika
dikenai operator (J; + J,)?, yaitu:

U1 +12%1),, =G + DI,

Kemudian untuk matrik 4- Wigner sendiri, dapat dituliskan sebagai berikut:
(h J2 Jz  Ja )j _ Z(_l)j_m (h J2 ])( J o Js  Ja )
m; m, mz my m m; m, m/\-m mz my
Dan memiliki sifat orthogonal, yaitu:
D (1'1 o Js )f (1'1 j2  Js 14)f12 8j1ot1z Ojataman,

mp; m; Mz My m; Mm; Mz Ny dj, d;
mq,Mz,ms3

Formula lainnya untuk matrik Wigner dalam representasi 4-jm dan telah dibahas pada kasus theta

grap valent, yaitu:

f dh D)L, (WD . (WD . (WD . (h)
SU(2)

=Z(2-+1)(j1 J2 3 j4)j<j1 J2 J3 j4)j
- J m; mp; Mz My ny Ny Nz Ny

(4) Matrik 6-jm Wigner (Wigner’s 6-jm Symbol)
Untuk matrik 6-jm Wigner disini kita akan gunakan basis yang berbeda dengan 2 jenis matrik

Wigner sebelumnya. Basis tersebut adalah

12(/|k>23 = (f1j2(i)j3jm|j1’j2j3 (k)j’m’)

=0 , 1 _1V\j1tj2+j3—ja—2j-2k jl jz ]}
8t Ommi 2] + 1 X V2k 4+ 1(=1)/1+/24)s7Ja {13 ik

Dimana 81 j.z {(} dikenal sebagai matrik 6-jm Wigner yang didefinisikan sebagai berikut:
3 Ja
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g1 ]:2 ]:3}_ Z (_l)zf’:l(ji—mi)( J1 J2 j3)
4 Js Je -mp —mp; —mg

mq,...Mg
X(jl Js je)(h J2 Je )(j3 Ja js)
m;, —-ms mg)\my m, —-mg)/\mg —-m, ms

Bentuk eksplisit dari matrik 6-jm Wigner mengacu pada [37] yaitu:

i iz )

4 Js Je

= Aj1j2)3 X Ajzjajs X Ajijsje X Af2jaje

y Z D"+ DGy +js +ja+Jje =!Gz + 3 + s + je — 1!

~ (m—ji—Jo—Jja)!(n—Jjs—ja—Jjs)!(n—j1 —js — je)' (0 — jo — ja — Je)! U1 + J2 +ja +js — 1)!

Dengan n adalah jumlah iterasi dalam perhitungan (semakin besai nilai n, semakin teliti nilai yang

didapat) dan juga:
Ajioin = U1 +J2 —Jj3)! U1 — j2 +Ja)  (—j1 + 2 + j3)!
J1J2]3 = - - - '
U1 +Jj2+J3+ D!
Aini i = Uz +ja —Js)! Us = Ja + js)! (—jz + ja + js5)!
J3J4]5 = - - - '
Uz +Jja+js+ D!

Aiioin = U1+ Js —Je)' U1 —Js + je)! (—j1 + js_je)!
Jus)e (1 +Jjs +je + D!

Aii i = Uz tJja —Je)' Gz — ja + je)! (—jz + ja + jo)!
J2J4)e (2 +ja+js+1)!

Selain itu, matrik 6-jm Wigner beberapa sifat, yaitu:

(1) Sifat simetri

Yaitu simetri permutasi kolom:

& hjﬂzﬁ hjﬁzﬁ hjﬂzw hjﬂzﬁ hjﬁzﬁ 2 )
4 Js Je s Jo Ja 6 Ja s s Ja Je 4 Je s 6 Js Ja
Simetri pemutaran bagian dan bawah kolom:
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8& J2 j3} _ s J2 j3} _ 51 Js js} _ {{1 J2 je}
4 Js Je 1 Js Je s J2 Je 4 Js J3
(i)  Hubungan orthogonal

, y Jv 2 N1 J2 T
2j+1)(2 +1L. : }{ ; .}=6-.f
Z(’ YA+, G Vs Js Jo
Je
(ii1))  Hubungan komposisi

_1ylet'+H(2j + 1) P12 f}{’? s j.‘:}={f:4 J1 ]}
Z() @ DU, Jo jSUs Js 5" Us Js J
6

(5) Matrik 9-jm Wigner (Wigner’s 9-jm Symbol)
Matrik 9-jm Wigner atau dikenal pula sebagai koefisien Fano merupakan koefisien dari
transfromasi unitary yang berhubungan dengan vector keadaan/state yang terkait dengan skema

kopling 4 operator momentum sudut J;, J,, J3 dan J,. Basis untuk matrik 9-jm Wigner ini dituliskan

sebagai berikut:

Uu2G)J3jaG)jmljja(k)jajz(k")j'm’)

Ji J2
=81 O ()3T (2 + D@2k + DK+ D2 + D3Jz Ja J’
k k' j
Ji J2 T
Dengan<js Jjs J'padalah matrik 9-jm Wigner yang memenuhi sifat normalisasi berikut:
k k' j

Uv2JsHaisieHizjelo}
2jz+DR2je+1)

Ju Jz J3) | Iz J3
Z(zh + 1) Zje+ D s Js JepyJa Js Je = 6,510
j7.J8 J7 Js Jo)\J7 Js Jo

Ji Jz J3\(J1 Jz U3 GiiairWinisielioje
. . A L Y a7 Y2JsjsHizisjo}
Z(le +1) (2js + 1) [].4 Js ]_6} {]flx ]_5 ].6} = 5i7i§5jsjé 2+ D(2j + D
Jjz.Je J7 Js J9/\J7 Jg Jo

Dengan:

U1j2j3} =?
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Bentuk eksplisit matrik 9-jm Wigner adalah sebagai berikut:

J1 J2 3
Ja Js Je
J7 Js Jo
_ (Aj1j2j3) (Djajsie) (Bj2jsjs) (Aj7jgjs)
(Aj1jaj7)(Djsjeo)

y U1 tJja —JD Uz +je — Jo)!

Ui +Jja+j7 + DIG1 +ja + ) (—j1 + 2 +J3) Ga — Js +je)! (—ja + s +Je)!

(U7 tJjg tJjo + D!

X = - - - - -

(U2 —Js +jg)! (=j2 +js5 + jg)!

(2j1 =)' 2j2 = ! (2ja — 2)! (2j5 — B)!
x!ylz!t!

% Z (—1)J1-Jstis—irtiotx+y+z4t

xyzt
(it t s+ (—jo+js +jg + Y (—js +Jjs +j + 2)!

Uitiz—J3+0 G +Jjs —Jjs =)' Ua+js —Je — 2 (2 + j5s — jo — )!

o Uz—Js+Jj7—Jo+ ) (—j1 —js +Jje +Jj7; + x + 1)

Uitjz—Jj7—x=2)(s—j2+jg+y— D)

N Us—Jatjstjotz—0O (—ji+js—jat+jetjr+jo+t1+x+2)!

(Jatjstjetz—OlUz—Js+j7—Jo—y+ (=1 +jz3—js +j; +z+ D)!

Dimana x, y, z, t adalah bilangan factorial lebih atau sama dengan nol. Persamaan di atas pertama

kali dirumuskan oleh Alisauskas dan Yutsis [37].
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Lampiran F: Model Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

F.1 Penurunan Metrik Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
Metrik Friedmann-Robertson-Walker (FRW) ialah metrik yang memerikan geometri alam semesta
makroskopis. Metrik FRW dapat diperoleh dari persamaan medan Einstein dengan asumsi dan
kendala dari pengamatan antara lain sebagai berikut.
(1) Pengembangan ruang secara seragam (ekspansi Hubble).
(2) Adanya waktu kosmik dalam kerangka yang bergerak bersama dengan pengembangan
ruang.
(3) Alam semesta secara makroskopis bersifat homogen (seragam) dan isotropik (sama ke
segala arah).
(4) Secara makroskopis, alam semesta dapat dipandang didominasi oleh radiasi dan materi
berkerapatan rendah.
Berdasarkan asumsi (1) maka fungsi parameter untuk koordinat ruang mestilah mengandung
variabel waktu. Dari asumsi (2), maka dengan menggunakan “koordinat kosmik™ atau co-moving
coorninate dapat dipilih gyq = 1. Adapun dari asumsi (3), syarat isotropik menunjukkan metrik
bersifat serupa simetri bola, sedangkan syarat homogen mengharuskan fungsi metrik bernilai sama
untuk ketiga parameter ruang (Qidxi). Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, kita sudah dapat
memilih ansatz yang berbentuk:
ds? = —dt? + e22"D[dr2 + r2 d0?]
Selanjutnya dipilih dari asumsi (4) tensor energi-momentum untuk fluida dituliskan sebagai:
Ty = gu-diag(=p P P P)

Berdasarkan ansatz maka diperoleh symbol Christoftel yang tidak lenyap, yaitu:

I = ae?® Y, = ar2e?® I'Y = ar?sin? g e%®

iy =a' Iy, = —r—a'r? I, = —sin?0 (r + a'r?)

['% = —sinf cosf 2, =T =T3 =T3 =a’+%
T =T =T =T =T =T =d I3 = cotd

Tensor Ricci yang tidak lenyap:
ROO = —-3a — 2“2
R01 = R10 = _Za’

Ry = e2%(d + 3d%) — 2a" — %a’
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. . 2
Ry, =12%e?¥(d + 3d?) —r2a” —3ra’ —r%a’

R33 = Rzz Sinz 9

Dan scalar Ricci:
R = gMVRuv = gOOROO + gllRll + gzzRuv + gMVRuv + g*'R3;3
.o .2 _2 143 [2 8 !
R=—-6(d+2da°)+e “(4a + 2« +;a)

Menggunakan persamaan medan Einstein:

1
Ruv - EguvR - guvA = KTuv

Untuk komponen 01, maka:

1
Ry — 5901R —9goiA =kTp; =0

Sehingga dipenuhi

Ry =0=—2d' = zd(da)
00 = V= T = e\t

Sehingga dapat disimpulkan bahwa dalam a(r, t) variable r dan t adalah variable yang terpisah,
sehingga dapat dituliskan dalam bentuk penjumlahan:
a(r,t) = A(r) + InR(t)
Sehingga @’ = A" dan @ = g. Selanjutnya dengan mengurangkan 2R, dengan R,,, maka:
Ry, — 2Ry = 124" —r24"* — 1A'

Dengan menggunakan persamaan medan Einsten dalam bentuk:

1
Ry = KTy + Guv (ER + A)

Untuk masing-masing komponen kita peroleh:
1

1
Ry, = e?%kP — e?¢ (ER + A)

1
Ry = e?¥r?kP — e?%r? <§R + A)
2 persamaan terakhir memberikan nilai dan berdasarkan persamaan sebelumnya

2
RZZ - T2R11 == TZA” - TZA’ - TA’ 5 maka:
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2
RZZ - T2R11 = TZA” - T‘ZA' - TA’

0=124" —1r24"% — 1A’
Atau

d?A (dA)Z 1dd _

1
no_oar2 _ r_ Y o
A A rA 0 - dr? dr rdr

Dengan memisalkan:

B(r) = 1dA
"= rdr
Sehingga
d?A _dB 4B
drz ~ ' dr
dAy?
- — ZBZ
(dr) r
Kita substitusikan ke persamaan sebelumnya, maka:
d?4A (dA)z 1dd _ dB  » 2p2_p_o
—_— ) ———= - — — — B =
dr? dr rdr "ar 4
atau
dB
— =17rB?
dr 4
dB
f 77 f rdr
Y B :
—_—_— = — - e —
B 2 TH 20, + 12
Dengan C; adalah tetapan integras. Dengan mengembalikan B(r) = %d—':, maka didapatkan
1dA 2
rdr  2C, +71r2

r
A==-2|———d
f2C1+r2 r
Misalkan u = 2C; + r?, maka du = 2r dr, schingga
1
A= —']-a du=—Inu+C, =—-In(2¢; +1%) + C,

Maka dengan mengingat: a(r,t) = A(r) + In R(t), maka diperoleh:
a(r,t) = A(r) + InR(t) = —In(2C; +r?) + C, + In R(t)
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a(r,t) =1n (ﬂ> + C,

2C, +r?
Dari variabel metrik: e2*™"_ maka dengan mensubstitusikan hasil di atas diperoleh:

e2a(rt) — ez[ln<zgl(32)+cz] = e[ln(ﬂ)zﬂcz

2C 472

(2C, +12)? _-<1.+.1fl)2 2C,
2C,
R(t)
L 2’ e2C2 - Rg’ dan

2 2,2C
R(t) 026, _ 1 R(t)“e="2
. 1 K 26 . .
Dengan mendefinisikan o= - = a(t) sebagai factor skala, sehingga
0

2
e2a(rt) — L

Kr2\*

Dengan mensubstitusikan hasil di atas ke metrik ruang-waktu di awal, maka:

a(t)?
ds? = —dt? + Lz [dr? + 12 dQ?]
Kr?
Metrik di atas dikenal sebagai metrik Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Dan ketika kita
perkenalkan transformasi koordinat polar circumference, maka:

B r
Ff=—
Kr?
T+
Sehingga
2 2 2 2
E_l_}_l(_rz_ Kr2\? Kr2\* Kr2\?
4 <1+T> <1+T> <1+T>
Dan
Kr2\* Kr2\ 72
(df')z_(l-l_T) —KT’Z_I—KT2<1+T> B 1—Kf2
dr) Kr2\* - Kr2\? B Kr2\*
<1+T> (1+T) (1+T>
di? B dr?
1—K#2 2\2
(1+KTT)

Hasil di atas kita substitusikan ke metrik FRW sebelumnya, maka:
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a(t)?

ds? = —dt* + —————[dr? + r? dQ?]
Kr?
r2
= —dt? + a(t)? > dr? > dQ?
1+ K—rz) (1+ K—rz)
4 4
Maka diperoleh
1
2 — _ 442 2 52 4 %2702
ds dt® + a(t) [1—K?2dr + 7 dQ]

Dengan menghilangkan tanda tilde di peroleh metri FRW sebagai berikut:

1
ds? = —dt? + a(t)z [w dr? + rdeZ]

Dalam metrik di atas terdapat tetapan integritas K yang akan ditentukan kemudian dengan
menggunakan asumsi-asumsi sebelumnya dan di peroleh K = —1,0,+1 yang masing-masing
menunjukkan (K = —1) alam semesta terbuka, (K = 0) alam semesta datar, dan (K = +1) alam
semesta tertutup. Adapun nilai factor skala a(t) dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan

Friedmann yang diperoleh dari persamaan medan Einstein.

F.2 Persamaan Friedmann dari Model FRW
Persamaan Friedmann adalah persamaan yang menggambarkan dinamika alam semesta dalam

model Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Dengan menggunkan transformasi koordinat polar

circumference:
. r
r =
Kr?
T+=
Diperoleh:
a? a i (a\’ 1 72 K?
Wm0 a=—; d=——(=] ; a' =-5Kr?; ”=2K(_) -7
¢ 1-k2’ T4’ Y74 <a) * 20T * r 2 "

Kemudian menuliskan # — r, diperoleh komponen tensor Ricci untuk metrik FRW dalam

koordinat polar circumference sebagai berikut:

Rgo = Sd
00 — a

_ .o .2
—m(aa+2a +2K)
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RZZ = —Tz(ad + Zdz + ZK)
R33 = Rzz Sinz 9
Dan skalar Ricci:
6
R =g"R,, = E(ad +a? +K)

Menggunakan persamaan medan Einstein untuk komponen 00 dan 11, yaitu:
(a) Komponen 00

Ryo — EQOOR — GooA = 8G Ty,

a 1 6
3———(=1)|= (ai+ a* + K)| — (~1)A = —8nGp
a 2 a?
a® K
3§+3§—A:8TL’GP

a? _8nGp K N A
a2 3 a’? 3
Didefinisikan disini H = %, yaitu parameter Hubble, maka persamaan di atas menjadi
persamaan Friedmann pertama:

12 _8mGp K A

3 a2+§

(b) Komponen 11

1
Ry — 5911R — 911\ = 8nG Ty,

2

1 1 a 6 a?
—_— (ad 52 — | —_—|—(aa 52 N R
1 =2 (ad + 2a* + 2K) 2(1 7:2) [az (ad +a +K)] <1 )

A
K72

— e a’p

= O\ T k2

(ad + 2a* + 2K) — 3(ad + a* + K) + a*A = 8nGPa?

i a*? K
—(2=4+= +— | +A=8nGP
a a’> a

22
. a 8mG K
Dengan menjumlahkan persamaan == —=F

A .
= + 3 dengan persamaan terakhir, maka:

i a®> K
~(2=+= += ) +A=8nGP
a a a
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i 8nGp K A K
—(25 3 __a2+§+_a2>+A:8ﬂGP
i 8nGp K A K
_(ZE 3 ——a2+§+—a2>+A=8nGP
a 4G
—=——3 (3P+p)+§

Karena H = g, makag = H — H?, sehingga diperoleh persamaan Friedmann kedua:

) AntG A
H=H*-———Q@P+p)+=
3 3
Kita peroleh 2 persamaan Friedmann yaitu:
K 8uGp A

H*+— = +
a? 3a2 3

i 4G A
H=H*-——@P+p)+=
3 3
Yang masing-masing menunjukkan kelajuan ekspansi/pengerutan alam semesta dan lainnya

menunjukkan akselerasi/perlambatan laju ekspansi alam semesta.
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