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Abstract
In this note, we give the proof of one propriety of the UTM plane representation.
Résumé
Dans cette note, on donne une démonstration d’une propriété de la représentation plane
UTM.
Mots clés
La représentation plane UTM, concavité des images par l’UTM des courbes coordonnées
de l’ellipsoïde de révolution.
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1. La Représentation Plane UTM
La représentation plane UTM est une représentation:
- conforme,
- cylindrique,
- transverse,

d’un modèle ellipsoïdique (𝐸, 𝑎, 𝑒) où 𝑎, 𝑒 sont respectivement le demi-grand axe et la pre-
mière excentricité de l’ellipsoïde de référence 𝐸 .

Les équations de la représentation sont de la forme:

𝑋 = 𝑋 (𝜑, 𝜆) (1)

𝑌 = 𝑌 (𝜑, 𝜆) (2)

avec:
- 𝜑: la latitude géodésique,
- 𝜆: la longitude géodésique.
Posons:

L = 𝐿𝑜𝑔𝑡𝑔

( 𝜋
4
+ 𝜑

2

)
− 𝑒

2
𝐿𝑜𝑔

1 + 𝑒𝑠𝑖𝑛𝜑

1 − 𝑒𝑠𝑖𝑛𝜑
(3)

la latitude isométrique, et:

𝑧 = 𝜆 + 𝑖L (4)

𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌 (5)

Dans ce cas:

𝑍 = 𝑍 (𝑧) (6)

est une fonction analytique de 𝑧 ou que 𝑍 est une fonction holomorphe de 𝑧 soit:
𝜕𝑍

𝜕𝑧
= 0 (7)
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Comme :
𝜕

𝜕𝑧
=

1
2𝑖

(
𝜕

𝜕𝜆
− 𝑖

𝜕

𝜕L

)
(8)

Alors les fonctions 𝑋 et 𝑌 vérifient:
𝜕𝑍

𝜕𝑧
=

1
2𝑖

(
𝜕 (𝑋 + 𝑖𝑌 )

𝜕𝜆
− 𝑖

𝜕 (𝑋 + 𝑖𝑌 )
𝜕L

)
= 0 (9)

Soit:
𝜕𝑋

𝜕𝜆
+ 𝜕𝑌

𝜕L = 0 (10)

𝜕𝑌

𝜕𝜆
− 𝜕𝑋

𝜕L = 0 (11)

Les équations (10) et (11) représentent les équations de Cauchy - Riemann.

2. Sur Une Propriété de la représentation plane UTM
2.1. La Concavité des courbes images des courbes coordonnées 𝝋 = constante
Pour les courbes images des courbes coordonnées 𝜑 = 𝜑0 = constante, on a:

𝑋 = X(𝜆,L0) (12)

𝑌 = Y(𝜆,L0) (13)

La concavité de𝑌 = 𝑌 (𝑋) = 𝑓 (𝑋) est donnée par le signe de 𝑓 ′′ (𝑋). Calculons alors 𝑓 ′′ (𝑋):

𝑓 ′ (𝑋) = 𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝜕𝑌

𝜕𝜆

𝜕𝑋

𝜕𝜆

(14)

et:

𝑓 ′′ (𝑋) = 𝑑2𝑌

𝑑𝑋2 =

𝜕
©­­«
𝜕𝑌

𝜕𝜆

𝜕𝑋
𝜕𝜆

ª®®¬
𝜕𝜆

.
1
𝜕𝑋

𝜕𝜆

(15)

Comme 𝜑0 est arbitraire, on peut faire abstraction de l’indice 0. On rappelle que:

𝑋 = 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝜆 + 𝑎3 (𝜑)𝜆3 + ... (16)

𝑌 = 𝛽(𝜑) + 𝜆2 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑

2
+ 𝑎4 (𝜑)𝜆4 + ... (17)

𝑎1 (𝜑) = 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑎2 (𝜑) =
𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑

2
, 𝑎′1 (𝜑) = −𝜌(𝜑)𝑠𝑖𝑛𝜑 (18)

avec:

𝑁 = 𝑁 (𝜑) = 𝑎√︁
1 − 𝑒2𝑠𝑖𝑛2𝜑

(19)

𝛽(𝜑) =
∫ 𝜑

0
𝜌𝑑𝜑 (20)

𝜌 = 𝜌(𝜑) = 𝑎(1 − 𝑒2)
(1 − 𝑒2𝑠𝑖𝑛2𝜑) 3

2
(21)
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et 𝑒 la première excentricité de l’ellipsoïde de référence. On suppose que le méridien central
de la représentation UTM est le méridien de longitude 𝜆0 = 0◦.

On a alors:
𝜕𝑌

𝜕𝜆
= 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑𝜆 + 4𝑎4 (𝜑)𝜆3 + .. (22)

𝜕𝑋

𝜕𝜆
= 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑 + 3𝑎3 (𝜑)𝜆2 + .. (23)

D’où:

𝑈 =

𝜕𝑌

𝜕𝜆

𝜕𝑋

𝜕𝜆

=
𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑𝜆 + ...

𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑 + 3𝑎3 (𝜑)𝜆2 + ...
(24)

Calculons alors la dérivée partielle de 𝑈 par rapport à 𝜆:

𝜕𝑈

𝜕𝜆
=

𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 + 12𝑎4 (𝜑)𝜆2 + ...

𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑 + 3𝑎3 (𝜑)𝜆2 + ...
− (6𝑎3 (𝜑)𝜆 + ..) (𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑𝜆 + ..)

(𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑 + 3𝑎3 (𝜑)𝜆2 + ...)2 (25)

L’équation (15) devient:

𝑓 ”(𝑋) = 𝜕𝑈

𝜕𝜆
.

1
𝜕𝑋

𝜕𝜆

(26)

Pour 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒, la longitude 𝜆 varie, on calcule donc 𝑓 ”(𝑋) au voisinage de 𝜆 = 0, ce
qui donne:

( 𝑓 ”(𝑋))𝜑,𝜆=0 =

(
𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑
+ 0

)
.

1
𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑

=
𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑁𝑐𝑜𝑠𝜑
(27)

Si on se trouve à l’hémisphère nord (𝜑 > 0), donc 𝑓 ”(𝑋) > 0 et par suite:

Propriété 1. Les courbes images des courbes coordonnées 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 > 0 ont une
concavité positive tournée vers le Nord (Fig. 1.).

On laisse à titre d’exercice le cas des courbes images 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒.
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Figure 1 Les courbes images des courbes coordonnées𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 > 0.
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