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Résumé

Dans cette article, nous caractérisons les monoémes en les valeurs de la facto-
rielle de Carlitz-Goss définie sur le complété de Fq(7') en une place finie qui sont
algébriques sur Fq(T). En particulier, cela confirme la conjecture de Wen-Yao
énoncée en 2003 . Celle-ci donne une condition necessaire et suffisante sur un en-
tier p-adique pour que la valeur de la factorielle de Carlitz-Goss en celui-ci soit
algébrique sur Fq(T'). Lorsque restreint aux arguments rationnels, nous détermi-
nons toutes les relations algébriques entre les valeurs prises par cette fonction, ce
qui donne le pendant pour les places finies d’un résultat de Chang, Papanikolas,
Thakur et Yu obtenu dans le cas de la place infinie.
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1 Introduction

Soit p un nombre premier et ¢ = pf avec f € N*. Dans les années 1930, Carlitz a
développé une arithmétique dans Fy[T'| analogue a celle de Z. Soit n un entier naturel
de décomposition en base ¢

n=mng+niq+---+nsq’ (n; € [0,q — 1] pour tout i € [0, s]).



Alors, on définit la n® factorielle de Carlitz n!c par
S
nle = H DZ»”,
i=0
ot 'on a posé

Do = 1 et pour tout n € N*, D,, = [n]DY_, avec [n] =T —T.

La factorielle de Carlitz posséde de nombreuses propriétés analogues a la factoeille
classique. Par exemple, on dispose de la formule de Sinnott [18] :

nle = H PZE>1 [(Jz:(;ﬁ]
PGIP[F(I[T]

ou Pp 1) désigne 'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles de F, [T]. Cest
I’analogue de la formule de Legendre pour n! :

n! = H p2821[p%],

p premier

Les coefficients binomiaux construits a partir de la factorielle de Carlitz posséde la
propriété d’intégralité [9, (2.5)] : pour tout (m,n) € N? (m < n),

n n!
(m)c B mlc(n f m)le € FolT)-

Les propriétés de la factorielle de Carlitz peuvent s’interpréter dans le contexte plus
général des factorielles de Bhargava (voir [4] ou [7]). Dans [17] (voir aussi [18]), Goss
considére une fonction Il¢ & valeurs dans [, ((%)) qui interpole de maniére continue

la fonction nl¢/T98("e) sur Z,,. Pour n € Z, de décomposition en base ¢

+oo
n= Zniqi (n; € [0, ¢ pour tout i € N),
i=0

on pose

=T ()

i=0
La convergence du produit provient de la convergence de la suite (D;/ Tiqi)i vers 1
dans F, ((7))-

Remarque 1 C’est un exercice facile de monter qu’il n’existe pas de fonction continue de
Zp dans Fq ((%)) qui interpole la factorielle de Carlitz.



Dasn toute la suite, algébrigue signifiera algébrique sur F, (7). On fixe donc une
cloture algébrique F,(T) de Fy(T).

Aprés des résultats partiels obtenus par Thakur ([29], [31], [32] et [33]), Thiéry [39]
et Yu [42], Mendes-France et Yao ont montré dans [23] que pour un entier p-adique n,
IIc(n) est algébrique sur Fy(T) si et seulement si n est un entier naturel. Ici comme
souvent, les résultats connus en arithmétique de F,[T] sont beaucoup plus satisfaisants
que dans le cas de la caractéristique nulle. Rappelons qu’en caractéristique nulle, la
nature arithmeétique pour I'(r) (r € QN [0,1]) n’est connue que pour 7 = 1,1 et
r = i et des valeurs que 'on déduit en utilisant les relations classiques satisfaites
par la fonction T' [12]. Notons que dans le cas de la factorielle de Carlitz-Goss, Chang
Papanikolas, Thakur, Yu en appliquant le maintenant célébre critéere ABP (voir [2])
déterminent toutes les relations algébriques des valeurs rationnelles parmi les valeurs
en des arguments rationnels de la fonction II¢ [10].

En 1975, Morita [24] a défini un analogue T'), de la fonction I' pour Z, : pour tout

x € Zyp, on pose

rp = lim(-0" ] 4
n— 1<j<n

(4,p)=1

ot la limite est prise dans Z, pour la topolgie induite par la valuation p-adique de Z.

Comme conséquence de leur célébre formule, Gross et Koblitz ont montré que
I',(r/N) est algébrique pour tous entier N tel que p =1 (mod N) et tout r € [0,n]
(voir [19]). Merken et Asan ont montré la transcendence de I'(A\) quand A est un
nombre de Liouville p-adique (voir [3, Theorem 2.2]). Toujours dans [18] (voir aussi [18,
Chapter 9]), Goss a défini pour Fy[T] un analogue de la fonction I'y. Soit P € Pg, (1)
de degré d. Pour tout entier p-adique n de décomposition en base ¢

+oo
n = Zniqi (n; € [0, ¢[ pour tout i € N),
i=0

on définit nlc , par
+oo

nlep = [[(=Dip)™,
i=0
otll, pour tout ¢ € N, on a posé

Dip= [] (T"+h)
h€EF[T]
deg h<i
P{T+h

La fonction nlc p est a valeurs dans F,[T]p, le complété de Fy[T] pour la topologie
induite par la valuation P-adique de Fy[T]. La convergence du produit définissant
nle p est assurée par le fait que la suite (—D; p); converge vers 1 dans F,[T]p.



Remarque 2 Dans [8, (2.8)] (voir aussi [18, Chapter 3]), Carlitz prouve que pour tout n € N,
on a Dn = [[per, 1) (T + h). Ceci implique que
deg h<n

(1)

Dy,

paap

D Dn sin < degP,
n,P = autrement.

Par un calcul direct, Thakur montre que si N est un entier naturel tel que N divise
q?—1, alors pour tout entier i € Z, (i/N —1)!c p est algébrique sur F,(T') [30, Corollary
of Theorem V|. Développant la méthode de Thakur, Wen et Yao ont prouvé [40, §5] la

Proposition 3 Soit n € Zjp tel la suite de ses q-chiffres soit ultimement d-périodique. Alors
nlc p est algébrique.

Remarque 4 Comme l’a remarqué Yao [41], cette propositon est déja intrinséquement pré-
sente dans [30] ot il est prouvé l'analogue du théoréeme de Gross-Koblitz pour Fq[T7] [30,

Theorem VI|. En effet, on en déduit que pour tout j € [0, d[, (lﬁjqd)!a p est algébrique
sur Fg(T') et de 14, on obtient facilement que si la suite (n;);ecn est une suite de [0,q — 1]

ultimement d-périodique, alors pour n = Zz;og niqi € Zp, nlc,p est algébrique sur Fq (7).

Dans le cas ot P est de degré d = 1, Wen et Yao obtiennent la caractérisation des
entiers p-adiques dont leur factorielle de Goss est algébrique sur F,(T') :

Théoréme 5 [40, Theorem 2] Soit P un polynome de Fq[T] de degré 1 et n € Zp, n =
Z;:g niq" (0 <n; < q). Alors nle p est algébrique sur Fq(T) si et seulement si la suite (n;);
est ultimement constante.

Remarques 6 1. En fait, par un changement de variables, la partie transcendante du
Théoréme 5 est une conséquence immédiate de la preuve que Il¢(n) est transcendant
sur Fy(T') si n est un entier p-adique non naturel (voir [35, Theorem 11.3.7].

2. Dire qu’une suite est ultimement constante revient bien évidemment & dire qu’elle est
ultimement 1-périodique.

Ce résultat a mené Wen et Yao a formuler la conjecture suivante dans le cas général,
qui est reprise dans [34-38] :

Conjecture [{0, §10] Soit P € Py (7] de degré d et n € Zp, n = Z;;Og niq" (0 < n; <
q). Alors nlc p est algébrique sur Fg(T) si et seulement si la suite (n;); est ultimement
d-périodique.

Dans cet article, nous montrons que la conjecture de Wen-Yao est vraie. En fait
nous montrons un résultat plus géneral. Nous caractérisons les monémes en les nl¢ p
(n € Z,) qui sont algébriques.



Théoréme 7 Soit § un entier naturel non nul, (ug))neN (i € [1,6]) des sous-suites de

[0,g — 1] et A1,---, A5 des entiers. Posons pour tout i € [1,48], n; = ;;OS uy)qj, Alors,
S
A
[[(rile.r)
i=1

est algébrique sur Fq(T) si et seulement si la suite (Zle )\iugi))jeN est ultimement
d-périodique.

Dans la derniére partie de cet article, nous determinons toutes les relations algé-
briques entre les Il¢ p(r) (r € Z, N Q). C’est le pendant aux places finies du résultat
sus-cité de Chang, Papanikolas, Thakur et Yu. Contrairement & ces auteurs, nous
n’utilisons pas le critére APB (son énoncé aux places finies est disponible dans [11]),
mais un analogue du théoréme de Nishioka (voir le Théoréme 29) qui donne I'indé-
pendance algébrique de valeurs de fonctions mahlérienne. La remarque fondamentale
que certaines quantités arithmétiques dans les corps de fonctions sont des valeurs de
fonctions mahlérienne est due a Denis ([13], [14], [28]). La preuve de la conjecture de
Wen-Yao que nous proposons est aussi une variante de la méthode de Mahler. C’est
un plaisir pour 'auteur de mettre en avant la méthode de Denis qui n’a pas eu la pu-
blicité qu’elle méritait, certainement en raison de sa concomitance avec la publication
du critére ABP.

2 Réduction de la conjecture de Wen-Yao

Comme déja noté dans l'introduction, la suffissance dans la conjecture de Wen-
Yao a été montré par ces deux auteurs. Nous en donnons une preuve simplifiée.

Notations : Dans toute la suite, si F est un corps fini et x € F, on note v, la
valuation (T — k)-adique de F(T") normalisée par v(T — k) = 1, F(T), le complété
de F(T) pour cette valuation et Q, le complété d’'une cloture algébrique de F(T), qui
contient Fy(7T"). L'unique valuation de €, prolongeant v, sera encore notée v,. On
note D, le disque unité de  :

D, ={z€ Q| v(z) >0},
et pour tout réel stritement positif r
Apr={z€ Q| v(z) >r}.

Par [25, Chapter II, (5.2)], il existe un éléemnt a € Fo(T)p de degré d sur F, tel que
Fo(T)p = Fya(T)a en notant Fa = Fy(a). Puisque la valuation z, sera omniprésente
dans la suite, elle sera désignée plus simplement par v dans la suite.

Démonstration de la Proposition 8 1l suffit de montrer que pour tout j € [0,d], H; =
HLOS(—Dde’p) est algébrique. On pose Hj(m) = [Ti~y(—Dgij,p)- Puisque
q7nd+j_qj7d D d .
Hj(m) = (- p Tt 2,

D;



on a
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Quand m tend vers 400, on obtient

d—1

d

1— d d—1 Jj—d d_l g+

H™" = (-)'pT DI [[(T—a® )1
=1

O

Dans cette preuve, on voit apparaitre 'uniformisante algébrique 7" — o qui joue
un réleprépondérant dans le reste de cet article.

Notation : Pour une suite u = (u;);eny de Fy, on note Fy(z) la série formelle de
Qa[[Z]]

i

= U; Z1
FE(Z):ZT_aqi 70 T+t

i=1
Dans la suite, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on utilise la méme notation pour désigner
une série formelle et la fonction qu’elle induit sur une partie de ., par évaluation.
Nous montrerons dans la Partie 3 le

Théoréme 8 Soit u une suite de F a non ultimement nulle. Alors, Fu(B) est transcendant

q
pour tout 8 € Do () (]Fq(T) \ {O,Tl/qk —alke N*})

Le lien entre le Théoréme 7 et le théoréme précédent est donné par le

Théoréme 9 Soit (u;);en une suite de Z telle qu’il existe k € N avec la propriété que
la suite (u; (mod pk))ieN ne soit pas ultimement d-périodique. Alors, H?:g(fDiyp)“i est
transcendant sur Fq(T).

Ici, comme dans la suite, la notation a (mod h) pour des entiers a et h (h > 0)
désigne 'unique entier de [0, h] congru a a modulo h.

Démonstration Posons k' le plus petit entier naturel tel que la suite (u; (mod pk/))ieN ne
soit pas ultimement d-périodique, mais que (u; (mod p* “1))ien le soit. On a k' > 1.
Cas 1. Supposons k' = 1. Notons Ry = H;:g(fDi,p)“i. Puisque pour tout i € N*, D) =



—D?_,, et que la dérivation sur F4 (7)) se prolonge de maniére continue (et unique) sur Fq(T) p,

on a

e u; P 1
——*=Z77+ud—+ Z ( ~ o )
Ra S T7 i=d+1 re— =T
U; P X Y U LN
_ZT‘I’ R 2 T—ar \To-T ~ Toi_T
i=1 i=d+1

/

+udP7

H
I

3
M&
'ﬂ

’

N
ou v est la suite (u; — uj1q (mod p));en. Par le Théoréme 8, g est transcendant. Il en est

donc de méme de Ny, puisque la dérivée d’un élément de Fq(T)NFy(T) p est aussi algébrique.
Cas 2. Il existe § € N tel que pour tout entier j > 4, pk —1 divise Ujpq — uj. Soit j € [0,d].

Pour tout 7 € N, pik,(uid+5+j — us4;) est un entier, que ’on note m;q4 54 ;. Par le choix de
k', la suite (m; (mod p));>s4; n'est pas ultimement d-périodique. Comme

o—1 d—1 +oo n

B m7 u
Ra = ([[Dip)™) [T (1] —Diarsrs P)p e

i=0 j=0 =0

5—1 d—1 +oo pk/
P Usj m;

= ([I1Dap)) IT (1] ~Didarossp)“™ < [[¢-Dip) ) :
i=0 j=0 i=0 i>6
par le cas 1 et la Proposition 3, Ry est transcendant. O

Le Théoréme 7 est une conséquence du théoréme précédent.

Démonstration du Théoréme 7 La suite (Zle )\iu;i)

Supposonb qu’elle ne soit pas d-périodique. Pour tout entier k tel que pk > u, la suite

)jen est bornée, disons par p € RT.

(Z 1N u(z) (mod pk))jeN ne l’est pas non plus. Comme

1) +o0

, 5 @
[T (nite.p)™ = [[(=Djp)==2 2",

=1 j=0
le Théoréme 9 implique que H 1(ngle, p)/\i est transcendant sur Fg(7'). Supposons mainte-
nant que la suite (Zl 1\ u( ))geN soit ultimement d-périodique. Il existe un entier Ag tel

que pour tout entier A > Ag, on ait Z?Zl /\iu%) = Z?Zl )\iu(i) . On obtient que

A+d
) Ag—1 X ) d—1 400 s N @)
. 0 Au
H n;le.p) M= H (- DAP i=1 7t H H Djipgtvd,p)i=t 7 it Aotrd
i=1 A=0 j=0v=0
Ap—1 +o0 5 (i)
s As (i) Z 1 A A
= H (=Dp p)Pi=t i H (H _Dj+Ao+Vd,P> T
A=0 j=0 v=0
Par la Proposition 3, H?:1 (ni!c,p))‘i est algébrique sur Fg(T). O

En particulier, on a le



Théoréme 10 La conjecture de Wen-Yao est vraie. Autrement dit, si n = (n;);en est une
suite de [0, q—1] et n est Uentier p-adique défini parn = Z;Og n;q", alors nlc p est algébrique
sur Fq(T) si et seulement si la suite n est ultimement d-périodique.

3 La preuve de transcendance

Si B € Fg(T) \ {0}, on note p(3) le polynéme unitaire de FF,a[T] de degré minimal
tel que p(3)p soit un entier de F,a(T)() c’est-a-dire appartient a la cloture intégrale
de Fa[T] dans Fa(T)(83). On définit la taille ¢(3) de § par :

t(8) = max (max deg(c(8B)), deg(p(8))),

oEH

ou H = Gal(Fy(T)/F,a(T)).

Présentons une variante de l'inégalité de Liouville qui permet d’estimer la valuation
d’un élément algébrique en fonction de sa taille. Elle est une conséquence immédiate
de [42, Lemma 4.2] et [42, Lemma 4.2].

Proposition 11 (Inégalité de Liouville) Soit § € Fq(T') \ {0} et K une extension finie de
Foa(T) de degré E qui contient B. Alors, on a

deg(a) > —2EZt(B) et v(B) < 22t(B).

La taille vérifie les propriétés suivantes.

Lemme 12 Soit (8,7) € Fq(T)Q. On a

H8) +1(7) > max(t(s + ), (3m) et sin 20, ¢ (1) < 2K s Fpa (D]t

pour toute extension finie K de Fa (T,7).

Démonstration Attardons nous seulement sur la derniére inégalité. Par 'inégalité de Liou-
ville, on a pour tout ¢ € H, fdeg(a(y_l)) < 2[K : Fua(T)Jt(y) et donc v«
2[K : Fua(T)Jt(y). Puisque NK/qu(T)(p(’y)'y)'y_l est entier sur Fa(T), p(y™1) divise
Nk /g 4 (1)(p(7)7) dans Fya[T]. En particulier, on a deg(p(v ™)) < deg(Nx/p 4 (1) (P(1)7)) <
2[K : Fga(T)]t()- O

Notations :

1. Dans toute la suite, 8 désigne un élément de F,(T) \ {O,Tl/qk —a | ke N}
de degré = sur F a(T) de valuation v-adique strictement positive et (u;)ien une
suite de F o non ultimement nulle de premier terme wuo nul.

2. Pour n € N, on note E, la fraction rationnelle de (F«(T))(Z)

Unp, A

Ea(Z) = e




et &, la série formelle de F «(T')[[Z]] définie par

Do(Z2) = Buyn(27).
)

La série formelle &y sera notée plus simplement @.

La suite (®,,), vérifie la relation de récurrence : pour tout n € N,
G11(Z29) = D,(Z) — En(2).

Par itération, on obtient la relation
n—1 .
6, (27) = ®(Z) = Y En(Z7). (2)
k=0

Pour tout (n,1) € N?, il existe des éléments gnx (A € N) de Fya(T) tels que

B(Z2) = gninZ.
A0

Lemme 13 Pour tout A € N, on adeg(gy, ;1 x) <0, v(gn10) = —A—l et [d}H)‘gn’l’)\ € FyalT].
Si de plus, gn i x est non nul, alors deg(p(gn,i 1)) < A+ 1).

Démonstration De 1’égalité

k
k Up+k z1
Epip(27) = — nt X
n+k( ) (T — aqn+k)2 1_ ZdF )
Tiaqnﬁ»k
on en déduit que pour tout A € N, on a
Un+k
= _ — 3
T lc)ZeNz (T — s F)25 @
y
(i+1)g"=x

Clairement, deg(gy,,1,0) < 0, v(gn,1,0) = =X —1 et [d])‘+1gn71’>\ est un élément de Fa[T7].
Comme

Ini = Z 9n,1,iy " " 9n,l,4p
(i1, i) EN!
it =A
il vient que deg(gy, 1, x) <0 et v(gp,x) = —A—1. Soit (i1,--- ,4;) € N tel que iyl +---+ip = A
Alors [d]* 1. .. [d]il+lgn717i1 “*gn,1,, appartient a F 4[T]. Par conséquent, [d])‘Hgn’l’)\ est
un élément de F a[T], p(gn,1,x) divise [d])‘+l et deg(p(gn,i,n)) < qd()\ +1). O

La suite (un)neny n'étant pas ultimement nulle, Vensemble {k € N | uy # 0} est
infini. Notons ses éléments n; < --- < < ---.



Proposition 14 Pour tout n € N, @y est transcendante sur Fa(T)(Z).

Démonstration 11 suffit de prouver que @ est transcendante sur F a(7T)(Z). Supposons que
cela ne soit pas le cas. La famille {&9’ | j € N} est F,a(T)(Z)-lice. Soit Py,---, Ps des
polynomes de F 4(T)[Z], avec Ps non nul de degré d, tels que

Po(2)®(Z) + -+ Ps(2)07 (Z) = 0.

Il existe ko € Fya tel que 'ensemble S = {k € N | o™ = ko} est infini. On note ses éléments
lo <li <lp <---.0On pose

M .
T = A o \ (A g 0L VT —alje Do)

Par le Lemme 13, la série formelle ¢ peut étre evaluée sur A, 1. D’aprés la Proposition 36,
pour tout z € &, 1, on a

Po(2)®(2) + -+ + Ps(2)07 (2) = 0.
Notons sn(z) = > p_q Ek(zqk) la n® somme partielle de la série 37~ Ek(zqk). Puisque
le suite de fonction (E, (zqn))n converge uniformément vers 0 sur 7, la suite de fonctions

rationnelles (sn(z))nen converge uniformément sur .7 vers une fonction @ dont la restriction
a Ayy,1 est @. Comme les fonctions polynomiales P; sont bornées sur .7 et que pour tout

Jj €10, s]] la suite de fonctlons (s% (2))nen converge uniformément sur 7 vers @7 | 1a fonction
Po(2)®(2) + - - + Ps(z )@q (2) est un élément analytique au sens de Krasner de .7 (voir [15]
ou [21]) dont la restriction & Ak, 1 est la fonction nulle. Clairement 7 est quasi-connexe
[20]. Le principe d’unicité du prolongement analytique pour les éléments analytiques sur un
quasi-connexe [21] implique que pour tout z € 7,

Po(2)B(2) + -+ + Ps(2)87 (2) = 0.

. ~
Pour tout j € [0,8], ¢ V/T — a est un pole de @. Ceci contredit la Proposition 34. Ainsi, &
lest sur transcendante sur F 4 (7)(2). O

Du Lemme 12, on déduit 'estimation (grossiére, mais suffisante) suivante de la
taille des sommes partielles de @ ().

Lemme 15 Pour tout k € N, on a

k
1> E; (22 +1) (qqzt(ﬂ)ﬂg).

j=0

Démonstration On a pour tout j € [0, k],

HE;(B)) =t [ —— x AT (22 +1)¢’t(8) + 25 + L.
J T — a? ,Bq]*T#»an X
Ainsi,
; k 41
(" E(87)) < S22+ 1) )+2E+1<(25+1)(1_71t(ﬁ)+(25+1)k
7=0 j=0

10



Théoréme 16 Supposons que klim Nk+1 — Nk = +oo. Alors () est transcendant sur
—+400
Fq(T).

Démonstration Soit k € N. Posons 5, = ;!k:o Ej(,qu). Par définition de la suite (7;);cn, on
a pour k € N*
+o0 s
B(B) = Be—1 = »_ En;(BT).
=k

Puisque v(T — aq]) vaut 1 si d divise j et est nulle autrement, il existe un entier jg tel que
pour tout j > jo, on ait

qPv(B)—2 sid|n;

q"u(B) sinon.

(B, (817)) = {

Ainsi, il existe un entier j1 > jg tel que si 7 est supérieur a j1, alors pour tout entier j > 7y,
on a ¢"uv(B) —2 > ¢"v(B) et donc
M5 Nk
0(En, (B77)) > v(En, (B77)).
On en déduit que
g,
v(P(B) — Br—1) = v(En, (BT 7)) = q"v(B) + e,

avec e, € {—2,0}. En particulier &(8)— 81 _1 est non nul. Supposons que &() soit algébrique

sur Fg(T) (donc sur Fya(T)). On pose K = Fa(T)(P(8),8) et = le degré de I'extension
K/F4a(T). Par le Lemme 15, on a

k—1+1 _
HP(B) — Br—1) < HS(B) + (22 + m"q_ill

L’inégalité de Liouville implique que

g™ v(B) + ek < 22 (t@(ﬁ)) +(@E+1)2

t(B) + RE+ D)mpe—1

Ne—1+1 _ 1

et <2E+1>mﬂ_1).

Comme km NMk+1 — Mk = —+00, il existe une suite (k;);eny d’entiers naturels telle que
—+o0

lim_, oo Mgy 41 — Mk, = +00. Pour tout entier [ tel que 7; > k1, on a donc

q1+7]kl_1 1
q"™1v(B) +ep, <28 (t@(ﬁ)) + QE+1)———t(B) + E+ Vg, )) :

q—1
Ceci entraine que

m g™ ~Mi-14(8) < q(2E+ 1).
l—+o0 g—1
Puisque v(8) > 0, ceci est impossible pour des entiers [ assez grands. O

Notation : Pour v € N[ J{—oc0}, on note A, I'ensemble des polynémes de Fya(T) de

degré inférieur a v.

Proposition 17 Soit§ € N* et ¢ = qd5(5+ 1)2. Il existe des polynomes (Vs,1)o<i<s de A¢[Z]
de degré en Z inférieur a § non tous nuls et une suite non majorée (zn)n de N tels que, pour
tout k € N, on ait

)
ord (Z Vs (2)®L, (Z)) > 6% +6.
=0

11



Démonstration Soit n € N. Posons Vs, 1(Z) = Zi:o a(;’n?l)AZ)‘. On a

§ min(r,d)
S VendDPh(2) =3 3 (Y asnirgnis)Z (4)
=0 120 (r,s)eN? =0

r+s=t
Si tous les gy, ;1.5 ((1,s) € [0, 5]}2) sont nuls, il est clair qu’il existe des éléments non tous nuls
de A¢[Z] tels que
§
ord (Z V(;,ml(Z)qSiL(Z)) > 6246
=0

Sinon, le Lemme 13 et un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]|) permet d’obtenir la méme
conclusion. Puisque I'ensemble {(Vs . 1)o<i<s | » € N} est fini, par le principe des tiroirs, il
existe ng € N et une suite non majorée (zn)n de N tels que pour tout n € N, on ait

)
ord (Z V(;,nO’l(Z)qﬁlzn(Z)) > 8246
=0

O

Definition 18 Soit w et n deux entiers naturels. On appelle troncature de &y, a ’ordre w,
que l'on note Troncw (Pn), la fraction rationnelle

w—1
Troncw(@n)(2) = 3 Ensi(27).
k=1
Notation : Soit § € N*. On note Hs(Z, X) le polynéme de (F,q(T))[Z, X]

4
Hy(2,X) =Y Vs.(2)X",
=0

ott les polynomes Vs; sont definis dans la preuve de la Proposition ci-dessus. Par la
Proposition 14, pour tout § € N* et k € N*, la série formelle Hs(Z, P, (Z)) n’est pas
nulle et son ordre Hs(Z,P,,(Z)) est un entier naturel.

Théoréme 19 S’il existe un entier naturel g tel que la suite (ord(Hs,(Z, 2, (Z))))k ne soit
pas pas majorée, alors ®(B) est transcendant.

Démonstration Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que . im 7y —np_g =m. 11
—+00

existe une suite extraite (wn)n de (zn)n telle que limy, oo ord(Hs, (Z, Puw, (Z))) = +o0.
L’ensemble &/ = {Ep | n € N} étant fini, il en est de méme pour 'ensemble {Troncy,, (Pn) |
n € N} ou [ est un entier naturel. Posons kg = wg et notons Hg l'ensemble {wy, | n € N}.
Il existe un entier k1 € Hp (k1 > ko) tel que 'ensemble Hy = {I € Hy | Troncm (k) =
Troncm ()} est infini. Par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers
(k1)1en et une suite décroissante d’ensembles infinis (H;); en considérant un entier kj1 > k;
qui vérifie la propriété que I'ensemble ;1 = {u € H; | Troncyy, (P, ,) = Tronc, (Pu)} est

12



infini. On pose pour tout | € N*, ©; = Troncy, (P, , ). Par construction, pour tout | € N*,

on a
Im—1

IR Ejy iy 45(27). (5)
j=—1)m
On en déduit que
ord(6p11 — ;) = ¢ 7™,
Par conséquent, la suite (©;); converge dans I a(7)[[Z]], disons vers ©. De plus, la suite
(ord(Hs,(Z,0,(Z2)))); tend vers +oo. En effet, soit M un réel. Puisque ord(®y, — ©;) >

q(l_l)m, il existe un entier naturel Iy tel que pour tout entier I > lp on ait ord(®y, —6;) > M

Pour tout entier r suffisamment grand, on a ord(H50(Z, Dy, (Z))) = M. L'égalité

Hs,(2,0,(Z Z Vson(2)0h, (Z) + Z Vison( Z (A> N (2) (@, (2) - 61(2))

i=1 \J
implique donc que ord(Hs,(Z,0;(Z))) > M sil est assez grand. Autrement dit,
lim ord(H50(Z 0,(2))) = +o0.

l—+

On obtient donc que

do
Z sto,l (Z)QZ(Z) =0.
=0

On peut supposer que Vg, 5, est non nul. Indexons les éléments de & : &/ = {Ee,, -+, Ee,}
et posons m’ = (89 + 1)g%m. 1l existe des entiers cj de [1,s] (j € [0,m" —1]) tels que pour
tout entier [ supérieur & m
m'—1

=N B 2y 2 ),

7=0
ol ﬁl appartient & F a (T')[[Z]]. Par définition de m, il existe au moins q%(80 +1) indices j de
[0,m' — 1] tels que Eec est non nul. Ainsi, il existe kg € Fga, un réel r > 0, un entier naturel
ng et un sous- ensemble % de Ak, de cardinal §g + 1 telb que pour tout entier n > ng, la
fonction @, admet un pole en chaque élément de X et ceux-ci sont les seuls poles de Oy,
(sur Ak,,r). Le théoréme d’Eisenstein [5, Lemma 2.1] implique que © admet un rayon de
convergence non nul dans €, . Suivant 'Egalité 5, la suite (Or)n converge uniformément sur

Ako,r \ B vers une fonction 0. Comme dans la preuve du Théoréme 14, pour tout z € Ak, r,
on a

50 ~
> V()8! (2) = 0.
=0

La Proposition 33 implique que la fonction O admet 0o + 1 poles sur Ay, Ceci contredit la
Proposition 34. Ainsi, . lim 7, —np_1 = +00 et par le Théoéme 16, &(5) est transcendant.
—+o00

d

D’aprés le résultat précédent, pour montrer le Théoréme 8, il suffit de le prouver
dans le cas ot pour tout 6 € N*, la suite (ord(Hs(Z, P,, (Z)))r est majorée. Dans tout
la suite, on supposera cette condition satisfaite. On note I5 un majorant entier de

13



la suite (ord(H;(Z, 2., (2)))k. Il existe M; € [0, I5] et une suite extraite (zx,)ien de
(2k)ken tels que pour tout [ € N, on ait ord(Hs(Z, P, (Z))) = Ms. On pose

Hy(2,9.,(2)) = Y RiaZ*, (VA= M;s, Ry €Fu(T)).
A> Mg

Par définition, on a Ry 7, # 0.

Lemme 20 Pour tout (I,\) € N? avec A > Mj, on a v(Ryn) = —A — 0. De plus, on a
v(Ry pry) < 2¢°Emax (Mg, 6(6 4 1)2).

Démonstration Soit A € N, A > M. On a par 'Egalité 4 et le Lemme 17,

min(r,d)

é
z:o%v”(z)@gkz(z): Z Z ( Z aé,a,rQZkl,a,S>Zta
o=

t2Ms (r,s)eN? o=0
r4+s=t

avec les a5, appartenant a A¢. Le Lemme 13 implique que

v(R, > min v > min —pu—&>-\—90.

( l,/\) 0< <A (gzkl ,§,u) 0< <A w—==~&2
0<€<6 0<€<6
De nouveau par le Lemme 13, [cﬂj\/l‘S Ry vs appartient & Foa[T] et deg(Ry ar;) < <. Par dé-
finition R(l, Ms) est non nul. Par les estimations précédentes, une majoration de sa taille
est : J
t(Ry,ns) < max(q” Mg, ).

L’inégalité de Liouville implique que v(Ry pz;) < 22 max(qu5, S). O

Proposition 21 1[I existe un entier naturel lg tel que pour tout entier | avec l > lg, on ait
2k Zk
Hs(B% ', @2, (BT ') #0 et

U(Ht?(ﬂqz’w :¢sz (quZkZ ))) >—Ms—6+ MéqZklU(ﬂ)~

Démonstration Soit [ € N. On a pour tout A > Ms,

g%k Az de 2 Mz, Azk
v(Ry,p; 8 ) —o(Riag™ ™) <X+ 6 — 2¢°Emax(Ms,6(6 + 1)7) +v(B) (¢ —¢™)
Puisque la suite (z,); tend vers 400 et v(5) > 0, il existe lg € N tel que pour entier I > I,

Mgz
on ait v(Ry, ar, 87 ’ kl) )‘Zkz)
o(Hs(B7" 82 (87"))) = v(Ronr, B0 ) = ~Ms — 6+ Msq™tv(B).
2 (1)) # 0. O

5%k

— U(Rw\q < 0. Ceci entraine que

Zk,

De plus, puisque R; ps, # 0, on a en particulier Hs (87

Proposition 22 Soit k € N. On a

(587 @ (577) < 5[5+ 12 + (@) + 22 + 1) (q;k—*lltw) +a-1))].
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Démonstration Posons x, = Hg (ﬁqzk , P2y (ﬂqzk )). Puisque pour tout i € [0, ], V; appartient
a A¢[Z],ona

V(BT )oL, (87 < 6+ S max (0.[0=, (577)]).

il < < + 6 max (o, qﬁzk(ﬁqz’“)).

z 6
De plus, on remarque que (p(@zk (81 k))) Xk est entier sur Fa (7). Par conséquent, on
obtient que

On en déduit que

Hxk) < s+ 0L(@2, (877)).
De nouveau, par le Lemme 15, on a

Zkfl Zk

1@ (87) = 1(2(8) = X0 Bi(87)) <r@(®) + 2=+ 1)1 =
=0

On en conclut que

t(Hs(BT" @, (B

k

) <s+36 (t(@(ﬂ)) L (22 + 1)(qq —

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Théoréme 23 Supposons que pour tout 6 € N la suite (ord(Hs(Z, P, (Z)))x est magjorée.
Alors ®(B) est transcendant.

2k %k
Démonstration Puisque Hs(B39 , Dz, (B ")) est non nul (Proposition 21), par I'inégalité
de Liouville et la Proposition précédente, on a pour tout [ > lg,

2k,

v(Hs (B9 @y, (87 ))) < 225 {qd((S +1)% + (t(@(ﬁ)) + (28 + 1)(%15(5) +ozp — 1))} .

Par conséquent,
2L 2k
= VHE (BT P (BT ) _ 262(22 4+ 1)

im
l—+o0 g = g—1

Cependant, par la Proposition 21, on a

 v(Hs (BT 2y (57)))

Zk

> Msv(B) > 6%v(B).

=+ qrl

Ces deux inégalités sont mutuellement contradictoires si ¢ est choisi suffisamment grand. Cela
prouve la transcendance de @(f3). O

Remarque 24 L’adaptation de cette preuve au cas des factorielles de Carlitz-Goss en la
place infinie est facile. Cela fournit une nouvelle preuve du théoréme de Mendes-France et
Yao.
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4 Indépendance algébrique en les arguments
rationnels

Dans cette partie, nous déterminons les relations algébriques entre les éléments de
Hc’p(Zp N Q)

Proposition 25 Les éléments suivants sont algébriques sur Fq(T) :
1. rlep (rei);
2. rlep/(r—=[rDle,p (reQN(Zp\Z)) ou [r] désigne la valeur entiére par exces de r ;

_ ud+ "
5. T (£ )lep (€N, j € [0,d—1]).
C

Démonstration 1) C’est trivial si r € N. Comme —1 = ;;08 (¢ — l)qi7 par la Proposition

3, (=Dle.p € Fy(T). Si r € Z\ N, en écrivant la décomposition en base g de —r — 1,
~1—r=3"vi¢" (WeN), ona

u ) 400
r=>(g-1-wv)d'+ > (¢4—1)q"
=0 i=u+1

On conclut encore avec la Proposition 3.
2) Soit r = Ej' S viq la decomposmon en base gder (s € Nyvsg #0). Onar—1 =
Zf:_& viq" + (vs — 1)¢° + Zi:s+1 v;q". Par conséquent,
7! D —
(rfcf)f)cp = — 2l e Fy(T).

e (Hi:o Di,P)

Par itération, on obtient que rle.p/(r — [r])lc, p est algébrique sur Fq(T).

~

_ wd+ . . ips
3) On a HL:IO (%) lep= | By Djg44,p qui est algébrique par la Proposition 3. O

Notations : Jusqu’a la fin de ce paragraphe [ désgine un entier supérieur a4 2. On pose

+oo d Tq 70[)
T([-l)d H H and d (Tq )

i=1v=0

et pour tout j € [0, (Il — 1)d — 1]

jild

—+oo J
B Z9 (T — a9
Tj(Z) - };[1 Zqititd—d _ (T— aqj)'
On remarque que pour tout j € [0, (I — 1)d]
Y;i(Z9) = ¢;(Z2)Y;(Z) (6)
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avec
gitid—d

Zzw?m sije[0,(l—1)d—1]
SDJ(Z) = d qud—d_(Tqu —a) (7)

HV:O m) sij = (l - 1)d.

Nous montrons qu'un monoéme non trivial en les T; (j € [0,(l — 1)d]) n’est pas
rationnel.

(I-1)d

Lemme 26 Soit vy, -+ ,v;y des entiers non tous nuls. Alors, Hj:() T;j n’est pas une

fraction rationnelle de Fg(T)(Z).

Démonstration Notons jg le plus petit entier de [0, (I — 1)d] tel que v, est non nul. On peut
supposer que v;, > 0. Si jo < (I —1)d, évaluons les séries formelles Y; (j € [0, (I —1)d]) dans

io+ild -
Daqjo . La fonction T, admet pour tout ¢ € N un zéro en a’0 VT — a?’°. En effet, si z est
un ¢élément de D_jo tel qu’il existe (i,i") € (N*)? avec

io+ild .
JoT? q]o

27 - T-«

jo+i'ld—d qjo

) =27 —(T—-a""),

on obtient que z € E, ce qui est impossible. Pour j € [0, (! — 1)d]], notons
Sj={2€D_,o | z est un péle ou zéro de T;}.

Si j # jo, une vérification immédiate dans le style précédent montre que S; N.S;, = @. On en
(1-1)d

déduit que la fonction [] =0 T;j (z) admet une infinité de zéros dans D, . Ainsi la série

formelle Hglz_ol)d TJV.j n’est donc pas rationnelle. Si jo = (I — 1)d, on montre de méme que la
fonction T(lfl)d(z) admet une infinité de zéros dans D,. Elle n’est donc pas rationnelle et
donc la série formelle T(;_1)4 non plus. O

Nous montrons maintenant comment passer pour les séries formelles T; de la
non rationnalité de leurs monémes en leur indépendance algébrique. La Proposition
ci-dessous est une adaptation dans notre contexte de [27, Theorem 3.6.1].

Proposition 27 Les séries formelles T}, (h € [0, (I — 1)d]]) sont algébriguement indépen-
dantes sur Fq(T)(Z).

Démonstration Montrons par récurrence sur h que la famille {Y; | j € [0,h]} est algébri-

quement indépendante sur Fq(T)(Z). Le cas h = 0 résulte du fait que la fait que la fonction
To admet une infinité de zéros dans Do d’apré le preuve du lemme précédent. Supposons

maintenant que h > 1 et T}, est algébrique sur Fq(T)(Z)(Yo, -, Tp_1). Il existe un entier
naturel w non nul (que 'on peut supposer minimal) et des fractions rationnelles Py, -« , P,_1
de Fo(T)(Z, X0, -+ , Xp_1) telles que

u—1
NP2, Y0(Z),  Tho1(2)THh(Z) + Th(Z) = 0.
1=0
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Comme T}, n’est pas nulle, par minimalité de u, Py est non nulle. Il existe deux polynémes
non nuls Qq et Q1 de Fq(T)[Z, X0, - , Xp_1] tels que Py = Qp/Q1. Ecrivons

Qo(Z, Xo, -, Xp_1) = > A(2)XY - X}

i=(i0,"-,in-1)€So

et
Q1(27X07"' 7Xh71) = Z B,l(Z)XgOXZh,HI
J=0o, jn-1)€G1

ot Gy et &1 sont des ensembles finis de N” et les Aj (i € &) et By (j € &1) sont des

polynémes non nuls de Fg(T")[Z]. Notons I = (Ig,--- ,Ip—1) (resp. J = (Jo,- -+, Jp—1)) I'élé-
ment maximal de &g (resp. de &1) pour l'ordre lexicographique. Les relations fonctionnelles
6 impliquent que

u—1
_ 1d 1d 1d .
> (en (P2 To(2),++ Tna(2) = PAZ% To(Z277), -+ T (277))) Th(2) = 0.
=0
Par minimalité de u, on a
_ 1d 1d 1d
on “(Z)P(Z,Y0(Z), -, Yp1(2)) = Pi(Z9 ,Yo(Z7 )~ Th_1(Z9 ) =0
pour tout i € [0,u — 1]. En particulier, ’hypothése de récurrence implique la nullité de la
fraction rationnelle
_ 1d
o “(Z2)Po(Z, X0, , Xp—1) — Po(Z? ,00(Z) X0, on—1(Z2)Xp—1)-
Aprés réduction au méme dénominateur, on obtient que
_ ld I I ld J JL*
oy “(2)AL(Z)B3(Z7 )y (Z) -9} (Z2) = AL(Z7 )B3(Z)py' -+ 9,7 =0,
c’est-a-dire , '
-1
—u I—1J, Al(Z)By(Z7 )
e D) || e (D)= o
Ar(Z297)By(Z)

v=0 ES J

(®)

Par les Egalités 7, on a ord (ga}:u(Z) Hﬁ;é <plI,"7‘]”(Z)) = 0. Par conséquent, les polynomes
Ay1(Z) et By(Z) ont le méme ordre et la suite (AI(Zqﬂd)/BJ(Zq”d)) y converge dans
= = = = ic

Fq(T)[[Z]] vers un élément de Fq(T), disons t. Toujours par les Egalités 7, on a

“+o00 h—1
) B ild _. ild A1(2)
lim [[en 29 ) [] er 727 =v =25
1 v=0

i oo 1 ~ "By (2)

1=

On en déduit que la série formelle Y, “(Z) Hﬁ;é YL=Jv(Z) appartient a Fq(T)(Z). Ceci
contredit le Lemme 26. O

Théoréme 28 Soit | un entier supérieur a 2. La famille {% | j€[0,d(l—1)— 1]]} est

algébriquement indépendante sur Fq(T).

-1 | q
Démonstration Par I'Egalité 1, Y;(T — a)W appartient & Fq(T) pour tout
e,

(1—1)d—1 a
(= Jrer]

j € [1,(I = 1)d]. Il en de méme pour T (;_1)4(T — a) ( )' . Le théoréme de
1_qld C,P

d+1
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Nishioka (voir ci-dessous) implique que les Y;(T — «) (j € [0, (I — 1)d[) sont algébrigement
indépendants sur Fy(T'). Comme le corps Fo(T) ({Y;(T — ) | j € [0, (I — 1)d[}) est inclus

dans Fq(T) ({(%)!C’P |jefo0,(—- 1)d[}), on conclut que

deg . trg, () Fy(T) ({(1 _qqud) le.p|jefo,(— 1)d[[}) =(-1)d.

O

Le théoréme de Nishioka (voir [26] ou [27]) est un analogue du théoréme de Siegel-
Shidlovskii pour les fonctions mahlériennes. Son adaptation & la caractéristique finie
a été écrite par Fernandes [16]. Elle se place dans le cadre du complété d’une cloture
algébrique du complété de F,(T) pour la place & l'infini. On remarque que sa preuve
s’adapte ad verbum au cas ol on se situe dans le complété d’un cloture algébrique du
complété de F,(T') en une place finie. On peut donc énoncer le

Théoréme 29 Soit L un extension finie de Fg(T), n > 1, d > 2 deux entiers et
f1(2),..., fn(2) € L[[z]] des fonctions analytiques au voisinage de lorigine vérifiant le
systeme d-mahlérien
f1(z% fi(2)
] =ae |

ot A(z) € GLp(L(z2)).

Soit a € L'\ {0} avec zo(a) > 0 tel que a n’est pas un pole de A et de A™Y. Alors, Uégalité
susvante est vérifiée :

deg. trp, (1) {f1(@), ..., fa(@)} = deg.trp (1)(2){f1(2), ..., fu(2)}.

Tout élément r € Z, N Q peut s’écrire sous la forme n + ﬁ avec [ un entier
naturel non nul, n un entier et ¢ € [0, ¢! —1]. Le Théoréme 28 permet donc de décrire

toutes les relations algébriques entre les rlc p(r) (r € Z, N Q)

Corollaire 30 Toutes les relations algébriques entre les rlc p(r) (7 € Zp N Q) sont déduites
des relations monomiales de la Proposition 25.

Remarque 31 La aussi, il est facile d’adapter la preuve ci dessus au cas de la place infinie. On
obtient une nouvelle démonstation de [10, Corollary 3.3.3] et des affiramtios de [10, Remark
3.3.4].

5 Appendice

Dans cet appendice, nous collectons certains résultats qui sont bien connus en
caractéristique 0 et utilisés couramment en caractéristique finie. Mais dans ce cadre,
l'auteur n’a pas été capable de trouver dans la littérature une preuve écrite. Nous
complétons ici ce manque.
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On considére un corps valué (€2, ].]) Soit X une partie de et f une fonction définie
sur X & valeurs dans .

Definition 32 Soit a € X \ X.

1. Soit £ € N*. On dit que a est un pole de f d’ordre k si la fonction g : X — Q,
2+ (2 — a)¥ f(2) admet une limite finie en a dans Q \ {0}.

2. On dit que a est un pole de f si a est un pole d’ordre k de f pour un certain k € N*.

Proposition 33 Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur X & valeurs dans 2, conver-
gente uniformément vers f sur X. S’il existe k € N* tel que pour tout n € N, la fonction fn
admet un péle d’ordre k en a noté cn, et si la suite (cn)n est ultimement constante non nulle,
alors f admet un poéle d’ordre k en a.

Démonstration Notons ¢ = limy,— 400 cn. On a ¢ # 0. Soit r > 0. Pour tout = € D(a,7)N X,
on a

[(z — a)* fu(@) — (z — a)" F(2)| < ¥ sup |fn(z) — f(2)].

zeX

La suite ((z —a)® fn(x))n est uniformément convergente sur D(a, )N X. Par conséquent, on a

. k o . Nk _ . Nk _ _
Jim (z—a)"f(z) = lim lim (z—a)"fo(z) = lim lim(x—a)"fo(z) = lm cn=cz0.
r—a r—a r—ra

Ainsi a est un podle d’ordre k de f. O

Proposition 34 Soit f une fonction définie sur un ensemble infini X de . On suppose
qu’il existe des polynémes Py, --- , Py de Q(z) (Pn #0) tel que pour tout z € X, on ait

Po(2) + Pu(2)f(2) + -+ Pu(2) " (2) = 0.

Alors, le nombre de poles de f est inférieur a deg(Pr).

Démonstration Soit a € X un pole de f d’ordre k. On a limyex(z — a)*f(2) = ¢ avec
—
c € Q\ {0}. On en déduit que o

lim (2 = @) (Po(2) + PL()S() + - + Pa(2)f"(2)) = Pala)e” = 0.

Puisque ¢ # 0, on a Pp(a) =0 O

On considére anneau des séries formelles Q[[Z]] muni de la topologie Z-adique et
de la valuation ord normalisée par ord(Z) = 1. Soit C' un réel strictement positif et

Ec={Y a,2" € Q[Z]] |¥n >0, |a,] < C"

n2=0

L’ensemble F¢ muni de ’addition et du produit des séries formelles est un sous-anneau
unitaire de Q[[Z]].
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Proposition 35 L’ensemble E¢ est un fermé de Q[[Z]].

Démonstration Soit (fn)n une suite de E¢ qui converge dans Q[[Z]] disons vers f. Ecrivons
frn=3"k>0 a,(:)Zk et f=> k>0 a Z*. Pour tout entier M > 0, il existe ng € N tel que
k
Jno — f = Z (aé"o) —ag)Z".
k>M

En particulier, pour tout entier £ < M, on a a](:o) = ag. Ainsi |ag| = \a,(gno)| < C*F. Onen
déduit que f € E¢. |

Proposition 36 Pour tout a € Q tel que |a| < 1/C, Uévaluation en a

Oq : Eco — Q
n +oo n
2ons0anZ" = 30,20 ana

est bien définie et est un morphisme d’anneaux continu.

Démonstration Seule la continuité mérite de s’y attarder. Il suffit de vérifier la continuité en
0. Soit (fx)x une suite de Ex qui converge vers 0. Soit € > 0. Puisque C|a| < 1, il existe un
entier M tel que (Cla])™ < e. Pour tout M € N, il existe ng € N tels que pour tout entier
n = ng, on a zz(fn) = M. Ecrivons fn(Z) = Zk>M an,ka. On a
k M
loa(fn)l = [fn(a)] < sup |ap kl-lal” < (Cla])™,
keN
E>SM

(toujours par le fait que Cla| < 1). On en déduit que limy,—y 400 0a(fn) = 0. O
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