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Résumé
Dans cette article, nous caractérisons les monômes en les valeurs de la facto-
rielle de Carlitz-Goss définie sur le complété de Fq(T ) en une place finie qui sont
algébriques sur Fq(T ). En particulier, cela confirme la conjecture de Wen-Yao
énoncée en 2003 . Celle-ci donne une condition necessaire et suffisante sur un en-
tier p-adique pour que la valeur de la factorielle de Carlitz-Goss en celui-ci soit
algébrique sur Fq(T ). Lorsque restreint aux arguments rationnels, nous détermi-
nons toutes les relations algébriques entre les valeurs prises par cette fonction, ce
qui donne le pendant pour les places finies d’un résultat de Chang, Papanikolas,
Thakur et Yu obtenu dans le cas de la place infinie.
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1 Introduction
Soit p un nombre premier et q = pf avec f ∈ N∗. Dans les années 1930, Carlitz a

développé une arithmétique dans Fq[T ] analogue à celle de Z. Soit n un entier naturel
de décomposition en base q

n = n0 + n1q + · · ·+ nsq
s (ni ∈ J0, q − 1K pour tout i ∈ J0, sK).
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Alors, on définit la ne factorielle de Carlitz n!C par

n!C =

s∏
i=0

Dni
i ,

où l’on a posé

D0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Dn = [n]Dq
i−1 avec [n] = T qn − T.

La factorielle de Carlitz possède de nombreuses propriétés analogues à la factoeille
classique. Par exemple, on dispose de la formule de Sinnott [18] :

n!C =
∏

P∈PFq [T ]

P
∑

e⩾1

[
n

qe deg P

]

où PFq [T ] désigne l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles de Fq[T ]. C’est
l’analogue de la formule de Legendre pour n! :

n! =
∏

p premier

p
∑

e⩾1[ n
pe ].

Les coefficients binomiaux construits à partir de la factorielle de Carlitz possède la
propriété d’intégralité [9, (2.5)] : pour tout (m,n) ∈ N2 (m ⩽ n),Ç

n

m

å
C
=

n!C
m!C(n−m)!C

∈ Fq[T ].

Les propriétés de la factorielle de Carlitz peuvent s’interpréter dans le contexte plus
général des factorielles de Bhargava (voir [4] ou [7]). Dans [17] (voir aussi [18]), Goss
considère une fonction ΠC à valeurs dans Fq

((
1
T

))
qui interpole de manière continue

la fonction n!C/T
deg(n!C) sur Zp. Pour n ∈ Zp de décomposition en base q

n =

+∞∑
i=0

niq
i (ni ∈ J0, qJ pour tout i ∈ N),

on pose

ΠC(n) =

+∞∏
i=0

Å
Di

T iqi

ãni

.

La convergence du produit provient de la convergence de la suite (Di/T
iqi)i vers 1

dans Fq

((
1
T

))
.

Remarque 1 C’est un exercice facile de monter qu’il n’existe pas de fonction continue de
Zp dans Fq

ÄÄ
1
T

ää
qui interpole la factorielle de Carlitz.
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Dasn toute la suite, algébrique signifiera algébrique sur Fq(T ). On fixe donc une
clôture algébrique Fq(T ) de Fq(T ).

Après des résultats partiels obtenus par Thakur ([29], [31], [32] et [33]), Thiéry [39]
et Yu [42], Mendes-France et Yao ont montré dans [23] que pour un entier p-adique n,
ΠC(n) est algébrique sur Fq(T ) si et seulement si n est un entier naturel. Ici comme
souvent, les résultats connus en arithmétique de Fq[T ] sont beaucoup plus satisfaisants
que dans le cas de la caractéristique nulle. Rappelons qu’en caractéristique nulle, la
nature arithmétique pour Γ(r) (r ∈ Q ∩ [0, 1]) n’est connue que pour r = 1

2 ,
1
3 et

r = 1
4 et des valeurs que l’on déduit en utilisant les relations classiques satisfaites

par la fonction Γ [12]. Notons que dans le cas de la factorielle de Carlitz-Goss, Chang
Papanikolas, Thakur, Yu en appliquant le maintenant célèbre critère ABP (voir [2])
déterminent toutes les relations algébriques des valeurs rationnelles parmi les valeurs
en des arguments rationnels de la fonction ΠC [10].

En 1975, Morita [24] a défini un analogue Γp de la fonction Γ pour Zp : pour tout
x ∈ Zp, on pose

Γp = lim
n∈N
n→x

(−1)n
∏

1⩽j⩽n
(j,p)=1

j,

où la limite est prise dans Zp pour la topolgie induite par la valuation p-adique de Z.
Comme conséquence de leur célèbre formule, Gross et Koblitz ont montré que

Γp(r/N) est algébrique pour tous entier N tel que p ≡ 1 (mod N) et tout r ∈ J0, nJ
(voir [19]). Merken et Aşan ont montré la transcendence de Γ(λ) quand λ est un
nombre de Liouville p-adique (voir [3, Theorem 2.2]). Toujours dans [18] (voir aussi [18,
Chapter 9]), Goss a défini pour Fq[T ] un analogue de la fonction Γp. Soit P ∈ PFq [T ]

de degré d. Pour tout entier p-adique n de décomposition en base q

n =

+∞∑
i=0

niq
i (ni ∈ J0, qJ pour tout i ∈ N),

on définit n!C,P par

n!C,P =

+∞∏
i=0

(−Di,P )
ni ,

où, pour tout i ∈ N, on a posé

Di,P =
∏

h∈Fq [T ]
deg h<i
P ∤T i+h

(T i + h)

La fonction n!C,P est à valeurs dans Fq[T ]P , le complété de Fq[T ] pour la topologie
induite par la valuation P -adique de Fq[T ]. La convergence du produit définissant
n!C,P est assurée par le fait que la suite (−Di,P )i converge vers 1 dans Fq[T ]P .
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Remarque 2 Dans [8, (2.8)] (voir aussi [18, Chapter 3]), Carlitz prouve que pour tout n ∈ N,
on a Dn =

∏
h∈Fq [T ]
deg h<n

(Tn + h). Ceci implique que

Dn,P =

{
Dn si n < degP,

Dn

P qn−dDn−d

autrement. (1)

Par un calcul direct, Thakur montre que si N est un entier naturel tel que N divise
qd−1, alors pour tout entier i ∈ Z, (i/N−1)!C,P est algébrique sur Fq(T ) [30, Corollary
of Theorem V]. Développant la méthode de Thakur, Wen et Yao ont prouvé [40, §5] la

Proposition 3 Soit n ∈ Zp tel la suite de ses q-chiffres soit ultimement d-périodique. Alors
n!C,P est algébrique.

Remarque 4 Comme l’a remarqué Yao [41], cette propositon est déjà intrinsèquement pré-
sente dans [30] où il est prouvé l’analogue du théorème de Gross-Koblitz pour Fq[T ] [30,
Theorem VI]. En effet, on en déduit que pour tout j ∈ J0, dJ,

(
qj

1−qd

)
!C,P est algébrique

sur Fq(T ) et de là, on obtient facilement que si la suite (ni)i∈N est une suite de J0, q − 1K
ultimement d-périodique, alors pour n =

∑+∞
i=0 niq

i ∈ Zp, n!C,P est algébrique sur Fq(T ).

Dans le cas où P est de degré d = 1, Wen et Yao obtiennent la caractérisation des
entiers p-adiques dont leur factorielle de Goss est algébrique sur Fq(T ) :

Théorème 5 [40, Theorem 2] Soit P un polynôme de Fq[T ] de degré 1 et n ∈ Zp, n =∑+∞
i=0 niq

i (0 ⩽ ni < q). Alors n!C,P est algébrique sur Fq(T ) si et seulement si la suite (ni)i
est ultimement constante.

Remarques 6 1. En fait, par un changement de variables, la partie transcendante du
Théorème 5 est une conséquence immédiate de la preuve que ΠC(n) est transcendant
sur Fq(T ) si n est un entier p-adique non naturel (voir [35, Theorem 11.3.7].

2. Dire qu’une suite est ultimement constante revient bien évidemment à dire qu’elle est
ultimement 1-périodique.

Ce résultat a mené Wen et Yao à formuler la conjecture suivante dans le cas général,
qui est reprise dans [34–38] :

Conjecture [40, §10] Soit P ∈ PFq [T ] de degré d et n ∈ Zp, n =
∑+∞

i=0 niq
i (0 ⩽ ni <

q). Alors n!C,P est algébrique sur Fq(T ) si et seulement si la suite (ni)i est ultimement
d-périodique.

Dans cet article, nous montrons que la conjecture de Wen-Yao est vraie. En fait
nous montrons un résultat plus géneral. Nous caractérisons les monômes en les n!C,P
(n ∈ Zp) qui sont algébriques.
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Théorème 7 Soit δ un entier naturel non nul, (u
(i)
n )n∈N (i ∈ J1, δK) des sous-suites de

J0, q − 1K et λ1, · · · , λδ des entiers. Posons pour tout i ∈ J1, δK, ni =
∑+∞

j=0 u
(i)
j qj , Alors,

δ∏
i=1

(ni!C,P )λi

est algébrique sur Fq(T ) si et seulement si la suite (
∑δ

i=1 λiu
(i)
j )j∈N est ultimement

d-périodique.

Dans la dernière partie de cet article, nous determinons toutes les relations algé-
briques entre les ΠC,P (r) (r ∈ Zp ∩Q). C’est le pendant aux places finies du résultat
sus-cité de Chang, Papanikolas, Thakur et Yu. Contrairement à ces auteurs, nous
n’utilisons pas le critère APB (son énoncé aux places finies est disponible dans [11]),
mais un analogue du théorème de Nishioka (voir le Théorème 29) qui donne l’indé-
pendance algébrique de valeurs de fonctions mahlérienne. La remarque fondamentale
que certaines quantités arithmétiques dans les corps de fonctions sont des valeurs de
fonctions mahlérienne est due à Denis ([13], [14], [28]). La preuve de la conjecture de
Wen-Yao que nous proposons est aussi une variante de la méthode de Mahler. C’est
un plaisir pour l’auteur de mettre en avant la méthode de Denis qui n’a pas eu la pu-
blicité qu’elle méritait, certainement en raison de sa concomitance avec la publication
du critère ABP.

2 Réduction de la conjecture de Wen-Yao
Comme déja noté dans l’introduction, la suffissance dans la conjecture de Wen-

Yao a été montré par ces deux auteurs. Nous en donnons une preuve simplifiée.

Notations : Dans toute la suite, si F est un corps fini et κ ∈ F, on note vκ la
valuation (T − κ)-adique de F(T ) normalisée par vκ(T − κ) = 1, F(T )κ le complété
de F(T ) pour cette valuation et Ωκ le complété d’une clôture algébrique de F(T )κ qui
contient Fq(T ). L’unique valuation de Ωκ prolongeant vκ sera encore notée vκ. On
note Dκ le disque unité de Ωκ :

Dκ = {z ∈ Ωκ | v(z) > 0},

et pour tout réel stritement positif r

Aκ,r = {z ∈ Ωκ | v(z) > r}.

Par [25, Chapter II, (5.2)], il existe un éléemnt α ∈ Fq(T )P de degré d sur Fq tel que
Fq(T )P = Fqd(T )α en notant Fqd = Fq(α). Puisque la valuation zα sera omniprésente
dans la suite, elle sera désignée plus simplement par v dans la suite.

Démonstration de la Proposition 3 Il suffit de montrer que pour tout j ∈ J0, dJ, Hj =∏+∞
i=0 (−Ddi+j,P ) est algébrique. On pose Hj(m) =

∏m
i=0(−Ddi+j,P ). Puisque

Hj(m) = (−1)m+1P
qmd+j−qj−d

qd−1
Dmd+j

Dj
,
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on a

Hj(m)/Hqd

j (m− 1) = −P qj−d

Dqd−1
j

Ñ
Ddm+j

Dqd

d(m−1)+j

é
= −P qj−d

Dqd−1
j

d∏
l=1

(T qd(m−1)+j+l

− T )q
d−l

= −P qj−d

Dqd−1
j

d∏
l=1

(
(T − α)q

d(m−1)+j+l

− (T − αqj+l

)
)qd−l

Quand m tend vers +∞, on obtient

H1−qd

j = (−1)d−1P qj−d

Dqd−1
j

d∏
l=1

(T − αqj+l

)q
d−l

.

□

Dans cette preuve, on voit apparaître l’uniformisante algébrique T − α qui joue
un rôleprépondérant dans le reste de cet article.

Notation : Pour une suite u = (ui)i∈N de Fq, on note Fu(z) la série formelle de
Ωα[[Z]]

Fu(Z) =

+∞∑
i=1

ui

T − αqi

Zqi

Zqi − T + αqi
.

Dans la suite, lorsqu’il n’y a pas d’ambigúité, on utilise la même notation pour désigner
une série formelle et la fonction qu’elle induit sur une partie de Ωα par évaluation.
Nous montrerons dans la Partie 3 le

Théorème 8 Soit u une suite de Fqd non ultimement nulle. Alors, Fu(β) est transcendant

pour tout β ∈ Dα
⋂(

Fq(T ) \ {0, T 1/qk − α | k ∈ N∗}
)
.

Le lien entre le Théorème 7 et le théorème précédent est donné par le

Théorème 9 Soit (ui)i∈N une suite de Z telle qu’il existe k ∈ N avec la propriété que
la suite (ui (mod pk))i∈N ne soit pas ultimement d-périodique. Alors,

∏+∞
i=0 (−Di,P )ui est

transcendant sur Fq(T ).

Ici, comme dans la suite, la notation a (mod h) pour des entiers a et h (h ⩾ 0)
désigne l’unique entier de J0, hJ congru à a modulo h.

Démonstration Posons k′ le plus petit entier naturel tel que la suite (ui (mod pk
′
))i∈N ne

soit pas ultimement d-périodique, mais que (ui (mod pk
′−1))i∈N le soit. On a k′ ⩾ 1.

Cas 1. Supposons k′ = 1. Notons ℵu =
∏+∞

i=0 (−Di,P )ui . Puisque pour tout i ∈ N∗, D′
i =
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−Dq
i−i, et que la dérivation sur Fq(T ) se prolonge de manière continue (et unique) sur Fq(T )P ,

on a

−
ℵ′
u

ℵu
=

d∑
i=1

ui

T qi − T
+ ud

P ′

P
+

+∞∑
i=d+1

ui

Å
1

T qi − T
− 1

T qi−d − T

ã
=

d∑
i=1

ui

T qi − T
+ ud

P ′

P
+

+∞∑
i=d+1

ui

T − αqi

(
T qi − αqi

T qi − T
− T qi−d

− αqi−d

T qi−d − T

)

= Fv(T − α)−
d∑

i=1

ui

T − αqi
+ ud

P ′

P
,

où v est la suite (ui − ui+d (mod p))i∈N. Par le Théorème 8,
ℵ′
u

ℵu
est transcendant. Il en est

donc de même de ℵu, puisque la dérivée d’un élément de Fq(T )∩Fq(T )P est aussi algébrique.
Cas 2. Il existe δ ∈ N tel que pour tout entier j ⩾ δ, pk

′−1 divise uj+d − uj . Soit j ∈ J0, dJ.
Pour tout i ∈ N, p−k′

(uid+δ+j − uδ+j) est un entier, que l’on note mid+δ+j . Par le choix de
k′, la suite (mi (mod p))i⩾δ+j n’est pas ultimement d-périodique. Comme

ℵu =
( δ−1∏
i=0

(−Di,P )ui
) d−1∏
j=0

(+∞∏
i=0

−Did+δ+j,P

)pk′
mid+δ+j+uδ+j

=
( δ−1∏
i=0

(−Di,P )ui
) d−1∏
j=0

(+∞∏
i=0

−Did+δ+j,P

)uδ+j
(∏
i⩾δ

(−Di,P

)mi
)pk′

,

par le cas 1 et la Proposition 3, ℵu est transcendant. □

Le Théorème 7 est une conséquence du théorème précédent.

Démonstration du Théorème 7 La suite (
∑δ

i=1 λiu
(i)
j )j∈N est bornée, disons par µ ∈ R+.

Supposons qu’elle ne soit pas d-périodique. Pour tout entier k tel que pk > µ, la suite
(
∑δ

i=1 λiu
(i)
j (mod pk))j∈N ne l’est pas non plus. Comme

δ∏
i=1

(ni!C,P )λi =

+∞∏
j=0

(−Dj,P )
∑δ

i=1 λiu
(i)
j ,

le Théorème 9 implique que
∏δ

i=1(ni!C,P )λi est transcendant sur Fq(T ). Supposons mainte-
nant que la suite (

∑δ
i=1 λiu

(i)
j )j∈N soit ultimement d-périodique. Il existe un entier Λ0 tel

que pour tout entier Λ ⩾ Λ0, on ait
∑δ

i=1 λiu
(i)
Λ =

∑δ
i=1 λiu

(i)
Λ+d. On obtient que

δ∏
i=1

(ni!C,P )λi =

Λ0−1∏
Λ=0

(−DΛ,P )
∑δ

i=1 λiu
(i)
Λ

d−1∏
j=0

+∞∏
ν=0

(−Dj+Λ0+νd,P )
∑δ

i=1 λiu
(i)
j+Λ0+νd

=

Λ0−1∏
Λ=0

(−DΛ,P )
∑δ

i=1 λiu
(i)
Λ

d−1∏
j=0

(+∞∏
ν=0

−Dj+Λ0+νd,P

)∑δ
i=1 λiu

(i)
j+Λ0 .

Par la Proposition 3,
∏δ

i=1 (ni!C,P )λi est algébrique sur Fq(T ). □

En particulier, on a le
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Théorème 10 La conjecture de Wen-Yao est vraie. Autrement dit, si n = (ni)i∈N est une
suite de J0, q−1K et n est l’entier p-adique défini par n =

∑+∞
i=0 niq

i, alors n!C,P est algébrique
sur Fq(T ) si et seulement si la suite n est ultimement d-périodique.

3 La preuve de transcendance

Si β ∈ Fq(T ) \ {0}, on note ρ(β) le polynôme unitaire de Fqd [T ] de degré minimal
tel que ρ(β)β soit un entier de Fqd(T )(β) c’est-à-dire appartient à la clôture intégrale
de Fqd [T ] dans Fqd(T )(β). On définit la taille t(β) de β par :

t(β) = max
(
max
σ∈H

deg(σ(β)),deg(ρ(β))
)
,

où H = Gal(Fq(T )/Fqd(T )).
Présentons une variante de l’inégalité de Liouville qui permet d’estimer la valuation

d’un élément algébrique en fonction de sa taille. Elle est une conséquence immédiate
de [42, Lemma 4.2] et [42, Lemma 4.2].

Proposition 11 (Inégalité de Liouville) Soit β ∈ Fq(T ) \ {0} et K une extension finie de
Fqd(T ) de degré Ξ qui contient β. Alors, on a

deg(α) ⩾ −2Ξt(β)et v(β) ⩽ 2Ξt(β).

La taille vérifie les propriétés suivantes.

Lemme 12 Soit (β, γ) ∈ Fq(T )
2
. On a

t(β) + t(γ) ⩾ max(t(β + γ), t(βγ)) et si γ ̸= 0, t
Å
1

γ

ã
⩽ 2[K : Fqd(T )]t(γ),

pour toute extension finie K de Fqd(T, γ).

Démonstration Attardons nous seulement sur la dernière inégalité. Par l’inégalité de Liou-
ville, on a pour tout σ ∈ H, −deg(σ(γ−1)) ⩽ 2[K : Fqd(T )]t(γ) et donc γ−1 ⩽

2[K : Fqd(T )]t(γ). Puisque NK/F
qd

(T )(ρ(γ)γ)γ
−1 est entier sur Fqd(T ), ρ(γ−1) divise

NK/F
qd

(T )(ρ(γ)γ) dans Fqd [T ]. En particulier, on a deg(ρ(γ−1)) ⩽ deg(NK/F
qd

(T )(ρ(γ)γ)) ⩽

2[K : Fqd(T )]t(γ). □

Notations :
1. Dans toute la suite, β désigne un élément de Fq(T ) \ {0, T 1/qk − α | k ∈ N∗}

de degré Ξ sur Fqd(T ) de valuation v-adique strictement positive et (ui)i∈N une
suite de Fqd non ultimement nulle de premier terme u0 nul.

2. Pour n ∈ N, on note En la fraction rationnelle de (Fqd(T ))(Z)

En(Z) =
un

T q − αqn
Z

Z − T + αqn

8



et Φn la série formelle de Fqd(T )[[Z]] définie par

Φn(Z) =
∑
k⩾0

En+k(Z
qk).

La série formelle Φ0 sera notée plus simplement Φ.
La suite (Φn)n vérifie la relation de récurrence : pour tout n ∈ N,

Φn+1(Z
q) = Φn(Z)− En(Z).

Par itération, on obtient la relation

Φn(Z
qn) = Φ(Z)−

n−1∑
k=0

Ek(Z
qk). (2)

Pour tout (n, l) ∈ N2, il existe des éléments gn,l,λ (λ ∈ N) de Fqd(T ) tels que

Φl
n(Z) =

∑
λ⩾0

gn,l,λZ
λ.

Lemme 13 Pour tout λ ∈ N, on a deg(gn,l,λ) ⩽ 0, v(gn,l,λ) ⩾ −λ−l et [d]l+λgn,l,λ ∈ Fqd [T ].
Si de plus, gn,l,λ est non nul, alors deg(ρ(gn,l,λ)) ⩽ qd(λ+ l).

Démonstration De l’égalité

En+k(Z
qk ) = −

un+k

(T − αqn+k
)2

× Zqk

1− Zqk

T−αqn+k

,

on en déduit que pour tout λ ∈ N, on a

gn,1,λ = −
∑

(i,k)∈N2

(i+1)qk=λ

un+k

(T − αqn+k
)2+i

. (3)

Clairement, deg(gn,1,λ) ⩽ 0, v(gn,1,λ) ⩾ −λ − 1 et [d]λ+1gn,1,λ est un élément de Fqd [T ].
Comme

gn,l,λ =
∑

(i1,··· ,il)∈Nl

i1+···+il=λ

gn,1,i1 · · · gn,1,il ,

il vient que deg(gn,l,λ) ⩽ 0 et v(gn,l,λ) ⩾ −λ− l. Soit (i1, · · · , il) ∈ Nl tel que i1+ · · ·+il = λ.
Alors [d]i1+1 · · · [d]il+1gn,1,i1 · · · gn,1,il appartient à Fqd [T ]. Par conséquent, [d]λ+lgn,l,λ est
un élément de Fqd [T ], ρ(gn,l,λ) divise [d]λ+l et deg(ρ(gn,l,λ)) ⩽ qd(λ+ l). □

La suite (un)n∈N n’étant pas ultimement nulle, l’ensemble {k ∈ N | uk ̸= 0} est
infini. Notons ses éléments η1 < · · · < ηk < · · · .
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Proposition 14 Pour tout n ∈ N, Φn est transcendante sur Fqd(T )(Z).

Démonstration Il suffit de prouver que Φ est transcendante sur Fqd(T )(Z). Supposons que

cela ne soit pas le cas. La famille {Φqj | j ∈ N} est Fqd(T )(Z)-liée. Soit P0, · · · , Ps des
polynômes de Fqd(T )[Z], avec Ps non nul de degré δ, tels que

P0(Z)Φ(Z) + · · ·+ Ps(Z)Φqs(Z) = 0.

Il existe κ0 ∈ Fqd tel que l’ensemble S = {k ∈ N | αqηk = κ0} est infini. On note ses éléments
l0 < l1 < l2 < · · · . On pose

T = A
κ0,q

ηlδ+1
\
Å
A

κ0,q
ηlδ+1

∩ { q
ηlj√

T − α | j ∈ J0, δK}
ã
.

Par le Lemme 13, la série formelle Φ peut être evaluée sur Aκ0,1. D’après la Proposition 36,
pour tout z ∈ Aκ0,1, on a

P0(z)Φ(z) + · · ·+ Ps(z)Φ
qs(z) = 0.

Notons sn(z) =
∑n

k=1 Ek(z
qk ) la ne somme partielle de la série

∑
k⩾1 Ek(z

qk ). Puisque
le suite de fonction (En(z

qn))n converge uniformément vers 0 sur T , la suite de fonctions
rationnelles (sn(z))n∈N converge uniformément sur T vers une fonction Φ̃ dont la restriction
à Aκ0,1 est Φ. Comme les fonctions polynomiales Pi sont bornées sur T et que pour tout

j ∈ J0, sK, la suite de fonctions (sq
j

n (z))n∈N converge uniformément sur T vers Φ̃qj , la fonction
P0(z)Φ̃(z) + · · ·+ Ps(z)Φ̃

qs(z) est un élément analytique au sens de Krasner de T (voir [15]
ou [21]) dont la restriction à Aκ0,1 est la fonction nulle. Clairement T est quasi-connexe
[20]. Le principe d’unicité du prolongement analytique pour les éléments analytiques sur un
quasi-connexe [21] implique que pour tout z ∈ T ,

P0(z)Φ̃(z) + · · ·+ Ps(z)Φ̃
qs(z) = 0.

Pour tout j ∈ J0, δK, q
ηlj√

T − α est un pôle de Φ̃. Ceci contredit la Proposition 34. Ainsi, Φ
l’est sur transcendante sur Fqd(T )(Z). □

Du Lemme 12, on déduit l’estimation (grossière, mais suffisante) suivante de la
taille des sommes partielles de Φk(β).

Lemme 15 Pour tout k ∈ N, on a

t(

k∑
j=0

Ej(β
qj )) ⩽ (2Ξ + 1)

Ç
qk+1 − 1

q − 1
t(β) + k

å
.

Démonstration On a pour tout j ∈ J0, kK,

t
(
Ej(β

qj )
)
= t

(
1

T − αqj
×

ujβ
qj

βqj − T + αqj

)
⩽ (2Ξ + 1)qjt(β) + 2Ξ + 1.

Ainsi,

t(

k∑
j=0

Ej(β
qj )) ⩽

k∑
j=0

(2Ξ + 1)qjt(β) + 2Ξ + 1 ⩽ (2Ξ + 1)
qk+1 − 1

q − 1
t(β) + (2Ξ + 1)k.

□
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Théorème 16 Supposons que lim
k→+∞

ηk+1 − ηk = +∞. Alors Φ(β) est transcendant sur

Fq(T ).

Démonstration Soit k ∈ N. Posons βk =
∑ηk

j=0 Ej(β
qj ). Par définition de la suite (ηl)l∈N, on

a pour k ∈ N∗

Φ(β)− βk−1 =

+∞∑
j=k

Eηj (β
qηj ).

Puisque v(T − αqj ) vaut 1 si d divise j et est nulle autrement, il existe un entier j0 tel que
pour tout j ⩾ j0, on ait

v(Eηj (β
qηj )) =

®
qηjv(β)− 2 si d | ηj
qηjv(β) sinon.

Ainsi, il existe un entier j1 ⩾ j0 tel que si ηk est supérieur à j1, alors pour tout entier j > ηk,
on a qηjv(β)− 2 > qηkv(β) et donc

v(Eηj (β
qηj )) > v(Eηk (β

qηk )).

On en déduit que

v(Φ(β)− βk−1) = v(Eηk (β
qηk )) = qηkv(β) + εk,

avec εk ∈ {−2, 0}. En particulier Φ(β)−βk−1 est non nul. Supposons que Φ(β) soit algébrique
sur Fq(T ) (donc sur Fqd(T )). On pose K = Fqd(T )(Φ(β), β) et Ξ le degré de l’extension
K/Fqd(T ). Par le Lemme 15, on a

t(Φ(β)− βk−1) ⩽ t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)
qηk−1+1 − 1

q − 1
t(β) + (2Ξ + 1)ηk−1

L’inégalité de Liouville implique que

qηkv(β) + εk ⩽ 2Ξ

Ç
t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

qηk−1+1 − 1

q − 1
t(β) + (2Ξ + 1)ηkl−1

å
.

Comme lim
k→+∞

ηk+1 − ηk = +∞, il existe une suite (kl)l∈N d’entiers naturels telle que

liml→+∞ ηkl+1 − ηkl
= +∞. Pour tout entier l tel que ηl > k1, on a donc

qηkl v(β) + εkl
⩽ 2Ξ

Ç
t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

q
1+ηkl−1 − 1

q − 1
t(β) + (2Ξ + 1)ηkl−1

)

å
.

Ceci entraîne que

lim
l→+∞

q
ηkl

−ηkl−1 v(β) ⩽
q(2Ξ + 1)

q − 1
.

Puisque v(β) > 0, ceci est impossible pour des entiers l assez grands. □

Notation : Pour ν ∈ N
⋃
{−∞}, on note Aν l’ensemble des polynômes de Fqd(T ) de

degré inférieur à ν.

Proposition 17 Soit δ ∈ N∗ et ς = qdδ(δ+1)2. Il existe des polynômes (Vδ,l)0⩽l⩽δ de Aς [Z]
de degré en Z inférieur à δ non tous nuls et une suite non majorée (zn)n de N tels que, pour
tout k ∈ N, on ait

ord

(
δ∑

l=0

Vδ,l(Z)Φl
zk (Z)

)
⩾ δ2 + δ.

11



Démonstration Soit n ∈ N. Posons Vδ,n,l(Z) =
∑δ

λ=0 aδ,n,l,λZ
λ. On a

δ∑
l=0

Vδ,n,l(Z)Φl
n(Z) =

∑
t⩾0

∑
(r,s)∈N2

r+s=t

(min(r,δ)∑
l=0

aδ,n,l,rgn,l,s

)
Zt. (4)

Si tous les gn,l,s ((l, s) ∈ J0, δK2) sont nuls, il est clair qu’il existe des éléments non tous nuls
de Aς [Z] tels que

ord

(
δ∑

l=0

Vδ,n,l(Z)Φl
n(Z)

)
⩾ δ2 + δ.

Sinon, le Lemme 13 et un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]) permet d’obtenir la même
conclusion. Puisque l’ensemble {(Vδ,n,l)0⩽l⩽δ | n ∈ N} est fini, par le principe des tiroirs, il
existe n0 ∈ N et une suite non majorée (zn)n de N tels que pour tout n ∈ N, on ait

ord

(
δ∑

l=0

Vδ,n0,l(Z)Φl
zn(Z)

)
⩾ δ2 + δ.

□

Definition 18 Soit w et n deux entiers naturels. On appelle troncature de Φn à l’ordre w,
que l’on note Troncw(Φn), la fraction rationnelle

Troncw(Φn)(Z) =

w−1∑
k=1

En+k(Z
qk ).

Notation : Soit δ ∈ N∗. On note Hδ(Z,X) le polynôme de (Fqd(T ))[Z,X]

Hδ(Z,X) =

δ∑
l=0

Vδ,l(Z)X l,

où les polynômes Vδ,l sont definis dans la preuve de la Proposition ci-dessus. Par la
Proposition 14, pour tout δ ∈ N∗ et k ∈ N∗, la série formelle Hδ(Z,Φzk(Z)) n’est pas
nulle et son ordre Hδ(Z,Φzk(Z)) est un entier naturel.

Théorème 19 S’il existe un entier naturel δ0 tel que la suite (ord(Hδ0(Z,Φzk (Z))))k ne soit
pas pas majorée, alors Φ(β) est transcendant.

Démonstration Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que lim
k→+∞

ηk − ηk−1 = m. Il

existe une suite extraite (wn)n de (zn)n telle que limn→+∞ ord(Hδ0(Z,Φwn(Z))) = +∞.
L’ensemble A = {En | n ∈ N} étant fini, il en est de même pour l’ensemble {Tronclm(Φn) |
n ∈ N} où l est un entier naturel. Posons k0 = w0 et notons H0 l’ensemble {wn | n ∈ N}.
Il existe un entier k1 ∈ H0 (k1 > k0) tel que l’ensemble H1 = {l ∈ H0 | Troncm(Φk1

) =
Troncm(Φl)} est infini. Par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers
(kl)l∈N et une suite décroissante d’ensembles infinis (Hl)l en considérant un entier kl+1 > kl
qui vérifie la propriété que l’ensemble Hl+1 = {u ∈ Hl | Tronclm(Φkl+1

) = Tronclm(Φu)} est

12



infini. On pose pour tout l ∈ N∗, Θl = Tronclm(Φkl+1
). Par construction, pour tout l ∈ N∗,

on a

Θl+1 −Θl =

lm−1∑
j=(l−1)m

Ekl+1+j(Z
qj ). (5)

On en déduit que
ord(Θl+1 −Θl) ⩾ q(l−1)m.

Par conséquent, la suite (Θl)l converge dans Fqd(T )[[Z]], disons vers Θ. De plus, la suite
(ord(Hδ0(Z,Θl(Z))))l tend vers +∞. En effet, soit M un réel. Puisque ord(Φkl

− Θl) ⩾

q(l−1)m, il existe un entier naturel l0 tel que pour tout entier l ⩾ l0 on ait ord(Φkl
−Θl) ⩾ M .

Pour tout entier r suffisamment grand, on a ord(Hδ0(Z,Φwr (Z))) ⩾ M . L’égalité

Hδ0(Z,Θl(Z)) =

δ0∑
λ=0

Vδ0,λ(Z)Φλ
kl
(Z) +

δ0∑
λ=0

Vδ0,λ(Z)

λ∑
j=1

Ç
λ

j

å
Θλ−j(Z)(Φkl

(Z)−Θl(Z))j

implique donc que ord(Hδ0(Z,Θl(Z))) ⩾ M si l est assez grand. Autrement dit,

lim
l→+∞

ord(Hδ0(Z,Θl(Z))) = +∞.

On obtient donc que
δ0∑
l=0

Vδ0,l(Z)Θl(Z) = 0.

On peut supposer que Vδ0,δ0 est non nul. Indexons les éléments de A : A = {Eϵ1 , · · · , Eϵy}
et posons m′ = (δ0 + 1)qdm. Il existe des entiers cj de J1, sK (j ∈ J0,m′ − 1K) tels que pour
tout entier l supérieur à m′

Θl =

m′−1∑
j=0

Eϵcj
(Zqj ) + Zqm

′

Fl(Z),

où Fl appartient à Fqd(T )[[Z]]. Par définition de m, il existe au moins qd(δ0+1) indices j de
J0,m′−1K tels que Eϵcj

est non nul. Ainsi, il existe κ0 ∈ Fqd , un réel r > 0, un entier naturel
n0 et un sous-ensemble B de Aκ0,r de cardinal δ0 + 1 tels que pour tout entier n ⩾ n0, la
fonction Θn admet un pôle en chaque élément de B et ceux-ci sont les seuls pôles de Θn

(sur Aκ0,r). Le théorème d’Eisenstein [5, Lemma 2.1] implique que Θ admet un rayon de
convergence non nul dans Ωκ0 . Suivant l’Égalité 5, la suite (Θn)n converge uniformément sur
Aκ0,r \B vers une fonction ‹Θ. Comme dans la preuve du Théorème 14, pour tout z ∈ Aκ0,r,
on a

δ0∑
l=0

Vδ0,l(z)
‹Θl(z) = 0.

La Proposition 33 implique que la fonction ‹Θ admet δ0 +1 pôles sur Aκ0,r. Ceci contredit la
Proposition 34. Ainsi, lim

k→+∞
ηk − ηk−1 = +∞ et par le Théoème 16, Φ(β) est transcendant.

□

D’après le résultat précédent, pour montrer le Théorème 8, il suffit de le prouver
dans le cas où pour tout δ ∈ N∗, la suite (ord(Hδ(Z,Φzk(Z)))k est majorée. Dans tout
la suite, on supposera cette condition satisfaite. On note Iδ un majorant entier de
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la suite (ord(Hδ(Z,Φzk(Z)))k. Il existe Mδ ∈ J0, IδK et une suite extraite (zkl
)l∈N de

(zk)k∈N tels que pour tout l ∈ N, on ait ord(Hδ(Z,Φzkl
(Z))) = Mδ. On pose

Hδ(Z,Φzkl
(Z)) =

∑
λ⩾Mδ

Rl,λZ
λ, (∀λ ⩾ Mδ, Rl,λ ∈ Fqd(T )).

Par définition, on a Rl,Mδ
̸= 0.

Lemme 20 Pour tout (l, λ) ∈ N2 avec λ ⩾ Mδ, on a v(Rl,λ) ⩾ −λ − δ. De plus, on a
v(Rl,Mδ

) ⩽ 2qdΞmax(Mδ, δ(δ + 1)2).

Démonstration Soit λ ∈ N, λ ⩾ Mδ. On a par l’Egalité 4 et le Lemme 17,
δ∑

σ=0

Vδ,σ(Z)Φσ
zkl

(Z) =
∑

t⩾Mδ

∑
(r,s)∈N2

r+s=t

(min(r,δ)∑
σ=0

aδ,σ,rgzkl
,σ,s

)
Zt,

avec les aδ,σ,r appartenant à Aς . Le Lemme 13 implique que

v(Rl,λ) ⩾ min
0⩽µ⩽λ
0⩽ξ⩽δ

v(gzkl
,ξ,µ) ⩾ min

0⩽µ⩽λ
0⩽ξ⩽δ

−µ− ξ ⩾ −λ− δ.

De nouveau par le Lemme 13, [d]MδRl,Mδ
appartient à Fqd [T ] et deg(Rl,Mδ

) ⩽ ς. Par dé-
finition R(l,Mδ) est non nul. Par les estimations précédentes, une majoration de sa taille
est :

t(Rl,Mδ
) ⩽ max(qdMδ, ς).

L’inégalité de Liouville implique que v(Rl,Mδ
) ⩽ 2Ξmax(qdMδ, ς). □

Proposition 21 Il existe un entier naturel l0 tel que pour tout entier l avec l ⩾ l0, on ait
Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
)) ̸= 0 et

v
(
Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
))
)
⩾ −Mδ − δ +Mδq

zkl v(β).

Démonstration Soit l ∈ N. On a pour tout λ > Mδ,

v
(
Rl,Mδ

βq
Mδzkl )− v

(
Rl,λq

λzkl
)
⩽ λ+ δ − 2qdΞmax(Mδ, δ(δ + 1)2) + v(β)(qMδzkl − qλzkl )

Puisque la suite (zkl
)l tend vers +∞ et v(β) > 0, il existe l0 ∈ N tel que pour entier l ⩾ l0,

on ait v
(
Rl,Mδ

βq
Mδzkl

)
− v
(
Rl,λq

λzkl
)
< 0. Ceci entraine que

v
(
Hδ(β

qzk , Φzk (β
qzk ))

)
= v

(
Rl,Mδ

βMδq
zkl )

⩾ −Mδ − δ +Mδq
zkl v(β).

De plus, puisque Rl,Mδ
̸= 0, on a en particulier Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
)) ̸= 0. □

Proposition 22 Soit k ∈ N. On a

t
(
Hδ(β

qzk , Φzk (β
qzk ))

)
⩽ δ

ï
qd(δ + 1)2 +

Å
t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

(qzk − 1

q − 1
t(β) + zk − 1

)ãò
.
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Démonstration Posons χk = Hδ(β
qzk , Φzk (β

qzk )). Puisque pour tout i ∈ J0, δK, Vi appartient
à Aς [Z], on a

Vi(β
qzk )Φi

zk (β
qzk ) ⩽ ς + δmax

(
0, Φzk (β

qzk )
)
.

On en déduit que
χk ⩽ ς + δmax

(
0, Φzk (β

qzk )
)
.

De plus, on remarque que
Ä
ρ(Φzk (β

qzk ))
äδ

χk est entier sur Fqd(T ). Par conséquent, on
obtient que

t(χk) ⩽ ς + δt
(
Φzk (β

qzk )
)
.

De nouveau, par le Lemme 15, on a

t
(
Φzk (β

qzk )
)
= t
(
Φ(β)−

zk−1∑
j=0

Ej(β
qj )
)
⩽ t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

(qzk − 1

q − 1
t(β) + zk − 1

)
.

On en conclut que

t
(
Hδ(β

qzk , Φzk (β
qzk ))

)
⩽ ς + δ

Å
t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

(qzk − 1

q − 1
t(β) + zk − 1

)ã
.

□

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Théorème 23 Supposons que pour tout δ ∈ N la suite (ord(Hδ(Z,Φzk (Z)))k est majorée.
Alors Φ(β) est transcendant.

Démonstration Puisque Hδ(β
q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
)) est non nul (Proposition 21), par l’inégalité

de Liouville et la Proposition précédente, on a pour tout l ⩾ l0,

v
(
Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
))
)
⩽ 2Ξδ

ï
qd(δ + 1)2 +

Å
t(Φ(β)) + (2Ξ + 1)

(qzkl − 1

q − 1
t(β) + zkl

− 1
)ãò

.

Par conséquent,

lim
l→+∞

v
(
Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
))
)

qzkl
⩽

2δΞ(2Ξ + 1)

q − 1
.

Cependant, par la Proposition 21, on a

lim
l→+∞

v
(
Hδ(β

q
zkl

, Φzkl
(βq

zkl
))
)

qzkl
⩾ Mδv(β) ⩾ δ2v(β).

Ces deux inégalités sont mutuellement contradictoires si δ est choisi suffisamment grand. Cela
prouve la transcendance de Φ(β). □

Remarque 24 L’adaptation de cette preuve au cas des factorielles de Carlitz-Goss en la
place infinie est facile. Cela fournit une nouvelle preuve du théorème de Mendes-France et
Yao.
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4 Indépendance algébrique en les arguments
rationnels
Dans cette partie, nous déterminons les relations algébriques entre les éléments de

ΠC,P (Zp ∩Q).

Proposition 25 Les éléments suivants sont algébriques sur Fq(T ) :

1. r!C,P (r ∈ Z) ;

2. r!C,P /(r − ⌈r⌉)!C,P (r ∈ Q ∩ (Zp \ Z)) où ⌈r⌉ désigne la valeur entière par excès de r ;

3.
∏l−1

u=0

(
qud+j

1−qld

)
!C,P (l ∈ N∗, j ∈ J0, d− 1K).

Démonstration 1) C’est trivial si r ∈ N. Comme −1 =
∑+∞

i=0 (q − 1)qi, par la Proposition
3, (−1)!C,P ∈ Fq(T ). Si r ∈ Z \ N, en écrivant la décomposition en base q de −r − 1,
−1− r =

∑u
i=0 νiq

i (u ∈ N), on a

r =

u∑
i=0

(q − 1− νi)q
i +

+∞∑
i=u+1

(q − 1)qi

On conclut encore avec la Proposition 3.
2) Soit r =

∑+∞
i=s νiq

i la décomposition en base q de r (s ∈ N, νs ̸= 0). On a r − 1 =∑s−1
i=0 νiq

i + (νs − 1)qs +
∑+∞

i=s+1 νiq
i. Par conséquent,

r!C,P
(r − 1)!C,P

=
Ds,PÄ∏s−1

i=0 Di,P

äq−1
∈ Fq(T ).

Par itération, on obtient que r!C,P /(r − ⌈r⌉)!C,P est algébrique sur Fq(T ).

3) On a
∏l−1

u=0

(
qud+j

1−qld

)
!C,P =

∏+∞
i=0 Did+j,P qui est algébrique par la Proposition 3. □

Notations : Jusqu’à la fin de ce paragraphe l désgine un entier supérieur á 2. On pose

Υ(l−1)d(Z) =

+∞∏
i=1

d∏
ν=0

Ç
Zqild − (T qν − α)

Zqild−d − (T qν − α)

å
et pour tout j ∈ J0, (l − 1)d− 1K

Υj(Z) =

+∞∏
i=1

Zqj+ild − (T − αqj )

Zqj+ild−d − (T − αqj )
.

On remarque que pour tout j ∈ J0, (l − 1)dK

Υj(Z
qld) = φj(Z)Υj(Z) (6)
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avec

φj(Z) =


Zqj+ld−d

−(T−αqj )

Zqj+ld−(T−αqj )
si j ∈ J0, (l − 1)d− 1K∏d

ν=0

Å
Zqld−d

−(T qν−α)

Zqld−(T qν−α)

ã
si j = (l − 1)d.

(7)

Nous montrons qu’un monôme non trivial en les Υj (j ∈ J0, (l − 1)dK) n’est pas
rationnel.

Lemme 26 Soit ν0, · · · , νld des entiers non tous nuls. Alors,
∏(l−1)d

j=0 Υ
νj

j n’est pas une
fraction rationnelle de Fq(T )(Z).

Démonstration Notons j0 le plus petit entier de J0, (l− 1)dK tel que νj0 est non nul. On peut
supposer que νj0 > 0. Si j0 < (l−1)d, évaluons les séries formelles Υj (j ∈ J0, (l−1)dK) dans

D
αqj0 . La fonction Υj0 admet pour tout i ∈ N un zéro en qj0+ild√

T − αqj0 . En effet, si z est
un élément de D

αqj0 tel qu’il existe (i, i′) ∈ (N∗)2 avec

zq
j0+ild

− (T − αqj0 ) = zq
j0+i′ld−d

− (T − αqj0 ),

on obtient que z ∈ Fq, ce qui est impossible. Pour j ∈ J0, (l − 1)dK, notons

Sj = {z ∈ D
αqj0 | z est un pôle ou zéro de Υj}.

Si j ̸= j0, une vérification immédiate dans le style précédent montre que Sj ∩Sj0 = ∅. On en
déduit que la fonction

∏(l−1)d
j=0 Υ

νj

j (z) admet une infinité de zéros dans D
αqj0 . Ainsi la série

formelle
∏(l−1)d

j=0 Υ
νj

j n’est donc pas rationnelle. Si j0 = (l− 1)d, on montre de même que la
fonction Υ(l−1)d(z) admet une infinité de zéros dans Dα. Elle n’est donc pas rationnelle et
donc la série formelle Υ(l−1)d non plus. □

Nous montrons maintenant comment passer pour les séries formelles Υj de la
non rationnalité de leurs monômes en leur indépendance algébrique. La Proposition
ci-dessous est une adaptation dans notre contexte de [27, Theorem 3.6.1].

Proposition 27 Les séries formelles Υh (h ∈ J0, (l − 1)dK) sont algébriquement indépen-
dantes sur Fq(T )(Z).

Démonstration Montrons par récurrence sur h que la famille {Υj | j ∈ J0, hK} est algébri-
quement indépendante sur Fq(T )(Z). Le cas h = 0 résulte du fait que la fait que la fonction
Υ0 admet une infinité de zéros dans Dα d’aprè le preuve du lemme précédent. Supposons
maintenant que h ⩾ 1 et Υh est algébrique sur Fq(T )(Z)(Υ0, · · · ,Υh−1). Il existe un entier
naturel u non nul (que l’on peut supposer minimal) et des fractions rationnelles P0, · · · , Pu−1

de Fq(T )(Z,X0, · · · , Xh−1) telles que
u−1∑
i=0

Pi(Z,Υ0(Z), · · · ,Υh−1(Z))Υi
h(Z) + Υu

h(Z) = 0.
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Comme Υh n’est pas nulle, par minimalité de u, P0 est non nulle. Il existe deux polynômes
non nuls Q0 et Q1 de Fq(T )[Z,X0, · · · , Xh−1] tels que P0 = Q0/Q1. Écrivons

Q0(Z,X0, · · · , Xh−1) =
∑

i=(i0,··· ,ih−1)∈S0

Ai(Z)Xi0
0 · · ·Xih−1

h−1

et
Q1(Z,X0, · · · , Xh−1) =

∑
j=(j0,··· ,jh−1)∈S1

Bj(Z)Xj0
0 · · ·Xjh−1

h−1

où S0 et S1 sont des ensembles finis de Nh et les Ai (i ∈ S0) et Bj (j ∈ S1) sont des

polynômes non nuls de Fq(T )[Z]. Notons I = (I0, · · · , Ih−1) (resp. J = (J0, · · · , Jh−1)) l’élé-
ment maximal de S0 (resp. de S1) pour l’ordre lexicographique. Les relations fonctionnelles
6 impliquent que
u−1∑
i=0

(
φ−u
h (Z)Pi(Z,Υ0(Z), · · · ,Υh−1(Z))− Pi(Z

qld ,Υ0(Z
qld), · · · ,Υh−1(Z

qld))
)
Υi

h(Z) = 0.

Par minimalité de u, on a

φ−u
h (Z)Pi(Z,Υ0(Z), · · · ,Υh−1(Z))− Pi(Z

qld ,Υ0(Z
qld), · · · ,Υh−1(Z

qld)) = 0

pour tout i ∈ J0, u − 1K. En particulier, l’hypothèse de récurrence implique la nullité de la
fraction rationnelle

φ−u
h (Z)P0(Z,X0, · · · , Xh−1)− P0(Z

qld , φ0(Z)X0, · · · , φh−1(Z)Xh−1).

Après réduction au même dénominateur, on obtient que

φ−u
h (Z)AI(Z)BJ(Z

qld)φI1
0 (Z) · · ·φIh−1

h−1 (Z)−AI(Z
qld)BJ(Z)φJ1

0 · · ·φJh−1

h−1 = 0,

c’est-à-dire

φ−u
h (Z)

h−1∏
ν=0

φIν−Jν
ν (Z) =

AI(Z)BJ(Z
qld)

AI(Zqld)BJ(Z)
. (8)

Par les Égalités 7, on a ord
Ä
φ−u
h (Z)

∏h−1
ν=0 φ

Iν−Jν
ν (Z)

ä
= 0. Par conséquent, les polynômes

AI(Z) et BJ(Z) ont le même ordre et la suite
(
AI(Z

qild)/BJ(Z
qild)

)
i∈N

converge dans

Fq(T )[[Z]] vers un élément de Fq(T ), disons r. Toujours par les Égalités 7, on a

lim
i→+∞

+∞∏
i=1

φ−u
h (Zqild)

h−1∏
ν=0

φIν−Jν
ν (Zqild) = r

AI(Z)

BJ(Z)
.

On en déduit que la série formelle Υ−u
h (Z)

∏h−1
ν=0 Υ

Iν−Jν
ν (Z) appartient à Fq(T )(Z). Ceci

contredit le Lemme 26. □

Théorème 28 Soit l un entier supérieur à 2. La famille
{

qj

1−qld
| j ∈ J0, d(l − 1)− 1K

}
est

algébriquement indépendante sur Fq(T ).

Démonstration Par l’Égalité 1, Υj(T − α)

[(
qj−1

1−qld

)
!C,P

]q(
qj

1−qld

)
!C,P

appartient à Fq(T ) pour tout

j ∈ J1, (l − 1)dK. Il en de même pour Υ(l−1)d(T − α)

ïÅ
q(l−1)d−1

1−qld

ã
!C,P

òqd+1

(
1

1−qld

)
!C,P

. Le théorème de
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Nishioka (voir ci-dessous) implique que les Υj(T − α) (j ∈ J0, (l − 1)dJ) sont algébriqement
indépendants sur Fq(T ). Comme le corps Fq(T )

(
{Υj(T − α) | j ∈ J0, (l − 1)dJ}

)
est inclus

dans Fq(T )
(
{
(

qj

1−qld

)
!C,P | j ∈ J0, (l − 1)dJ}

)
, on conclut que

deg . trFq(T ) Fq(T )

Ç®Ç
qj

1− qld

å
!C,P | j ∈ J0, (l − 1)dJ

´å
= (l − 1)d.

□

Le théorème de Nishioka (voir [26] ou [27]) est un analogue du théorème de Siegel-
Shidlovskii pour les fonctions mahlériennes. Son adaptation à la caractéristique finie
a été écrite par Fernandes [16]. Elle se place dans le cadre du complété d’une clôture
algébrique du complété de Fq(T ) pour la place à l’infini. On remarque que sa preuve
s’adapte ad verbum au cas où on se situe dans le complété d’un clôture algébrique du
complété de Fq(T ) en une place finie. On peut donc énoncer le

Théorème 29 Soit L un extension finie de Fq(T ), n ⩾ 1, d ⩾ 2 deux entiers et
f1(z), . . . , fn(z) ∈ L[[z]] des fonctions analytiques au voisinage de l’origine vérifiant le
système d-mahlérien Ü

f1(z
d)

...
fn(z

d)

ê
= A(z)

Ö
f1(z)

...
fn(z)

è
où A(z) ∈ GLn(L(z)).
Soit α ∈ L \ {0} avec zα(a) > 0 tel que α n’est pas un pôle de A et de A−1. Alors, l’égalité
suivante est vérifiée :

deg . trFq(T ){f1(α), . . . , fn(α)} = deg . trFq(T )(z){f1(z), . . . , fn(z)}.

Tout élément r ∈ Zp ∩ Q peut s’écrire sous la forme n + c
1−qld

avec l un entier
naturel non nul, n un entier et c ∈ J0, qld−1K. Le Théorème 28 permet donc de décrire
toutes les relations algébriques entre les r!C,P (r) (r ∈ Zp ∩Q)

Corollaire 30 Toutes les relations algébriques entre les r!C,P (r) (r ∈ Zp ∩Q) sont déduites
des relations monomiales de la Proposition 25.

Remarque 31 Là aussi, il est facile d’adapter la preuve ci dessus au cas de la place infinie. On
obtient une nouvelle démonstation de [10, Corollary 3.3.3] et des affiramtios de [10, Remark
3.3.4].

5 Appendice
Dans cet appendice, nous collectons certains résultats qui sont bien connus en

caractéristique 0 et utilisés couramment en caractéristique finie. Mais dans ce cadre,
l’auteur n’a pas été capable de trouver dans la littérature une preuve écrite. Nous
complétons ici ce manque.
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On considère un corps valué (Ω, |.|) Soit X une partie de Ω et f une fonction définie
sur X à valeurs dans Ω.

Definition 32 Soit a ∈ X \X.
1. Soit k ∈ N∗. On dit que a est un pôle de f d’ordre k si la fonction g : X → Ω,

z 7→ (z − a)kf(z) admet une limite finie en a dans Ω \ {0}.
2. On dit que a est un pôle de f si a est un pôle d’ordre k de f pour un certain k ∈ N∗.

Proposition 33 Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur X à valeurs dans Ω, conver-
gente uniformément vers f sur X. S’il existe k ∈ N∗ tel que pour tout n ∈ N, la fonction fn
admet un pôle d’ordre k en a noté cn et si la suite (cn)n est ultimement constante non nulle,
alors f admet un pôle d’ordre k en a.

Démonstration Notons c = limn→+∞ cn. On a c ̸= 0. Soit r > 0. Pour tout x ∈ D(a, r)∩X,
on a

|(x− a)kfn(x)− (x− a)kf(x)| ⩽ rk sup
x∈X

|fn(x)− f(x)|.

La suite ((x−a)kfn(x))n est uniformément convergente sur D(a, r)∩X. Par conséquent, on a

lim
x∈X
x→a

(x−a)kf(x) = lim
x∈X
x→a

lim
n→+∞

(x−a)kfn(x) = lim
n→+∞

lim
x∈X
x→a

(x−a)kfn(x) = lim
n→+∞

cn = c ̸= 0.

Ainsi a est un pôle d’ordre k de f . □

Proposition 34 Soit f une fonction définie sur un ensemble infini X de Ω. On suppose
qu’il existe des polynômes P0, · · · , Pn de Ω(z) (Pn ̸= 0) tel que pour tout z ∈ X, on ait

P0(z) + P1(z)f(z) + · · ·+ Pn(z)f
n(z) = 0.

Alors, le nombre de pôles de f est inférieur à deg(Pn).

Démonstration Soit a ∈ X un pôle de f d’ordre k. On a limx∈X
x→a

(z − a)kf(z) = c avec

c ∈ Ω \ {0}. On en déduit que

lim
x∈X
x→a

(z − a)nk(P0(z) + P1(z)f(z) + · · ·+ Pn(z)f
n(z)) = Pn(a)c

n = 0.

Puisque c ̸= 0, on a Pn(a) = 0 □

On considère l’anneau des séries formelles Ω[[Z]] muni de la topologie Z-adique et
de la valuation ord normalisée par ord(Z) = 1. Soit C un réel strictement positif et

EC =

∑
n⩾0

anZ
n ∈ Ω[[Z]] | ∀n ⩾ 0, |an| ⩽ Cn

 .

L’ensemble EC muni de l’addition et du produit des séries formelles est un sous-anneau
unitaire de Ω[[Z]].
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Proposition 35 L’ensemble EC est un fermé de Ω[[Z]].

Démonstration Soit (fn)n une suite de EC qui converge dans Ω[[Z]] disons vers f . Ecrivons
fn =

∑
k⩾0 a

(n)
k Zk et f =

∑
k⩾0 akZ

k. Pour tout entier M > 0, il existe n0 ∈ N tel que

fn0 − f =
∑
k⩾M

(a
(n0)
k − ak)Z

k.

En particulier, pour tout entier k < M , on a a
(n0)
k = ak. Ainsi |ak| = |a(n0)

k | ⩽ Ck. On en
déduit que f ∈ EC . □

Proposition 36 Pour tout a ∈ Ω tel que |a| < 1/C, l’évaluation en a

σa : EC → Ω∑
n⩾0 anZ

n 7→
∑+∞

n=0 ana
n

est bien définie et est un morphisme d’anneaux continu.

Démonstration Seule la continuité mérite de s’y attarder. Il suffit de vérifier la continuité en
0. Soit (fk)k une suite de EC qui converge vers 0. Soit ε > 0. Puisque C|a| < 1, il existe un
entier M tel que (C|a|)M < ε. Pour tout M ∈ N, il existe n0 ∈ N tels que pour tout entier
n ⩾ n0, on a zZ(fn) ⩾ M . Ecrivons fn(Z) =

∑
k⩾M an,kZ

k. On a

|σa(fn)| = |fn(a)| ⩽ sup
k∈N
k⩾M

|an,k|.|a|k ⩽ (C|a|)M ,

(toujours par le fait que C|a| < 1). On en déduit que limn→+∞ σa(fn) = 0. □
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