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Introduction

0.1 Objectif principal de la thèse

Considérons dans un espace de Banach complexe X, le problème abstrait de type
elliptique

u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ [0, 1] , (1)

avec les conditions aux limites de type mêlé

u(0) = u0, u′(0) = u′(1). (2)

Dans tout ce travail, A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non
nécéssairement dense dans X satisfaisant l’hypothèse d’éllipticité suivante

[0,+∞[⊂ ρ(A) et ∃C > 0 :
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥
L(X)
≤ C

1 + λ
. (3)

Ici u0 est un élément donné dans X et f ∈ Cα([0, 1];X), 0 < α < 1.
Ici une solution stricte du problème (1)-(2), telle que

u ∈ C2([0, 1] ;X) ∩ C([0, 1] ;D(A)),

et vérifiant (1)-(2), est obtenue. De plus on donne les conditions nécéssaires et suf-
fisantes pour avoir la propriété de régularité maximale :

u′′, Au ∈ Cα([0, 1];X).

Ce travail est basé fondamentalement sur une représentation explicite de la so-
lution, en utilisant la racine carrée de l’opérateur −A et la méthode de Krein. On
analyse alors avec prudence, toutes les composantes de la solution, dans les deux cas,
en utilisant les résultats de Dore-Venni et Sinestrari [12], [46], le théorème de réité-
ration de Lions, voir [31] et [48], la théorie des semi-groupes et quelques techniques
appliquées dans [18] et [19].
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INTRODUCTION INTRODUCTION

Comme application, on obtient quelques résultas liés aux équations aux dérivées
partielles.

Comme cité précédement, la racine carrée de l’opérateur −A apparait naturel-
lement dans les équations du second ordre avec différentes conditions aux limites,
mais quand on a à étudier l’équation (1) avec les conditions de Dirichlet, l’utilisation
de la racine carrée n’est pas nécessaire. Par exemple dans le travail de Labbas [28],
les techniques sont basées sur le noyau de Green. Dans notre cas, l’apparence de
√
−A est due aux conditions aux limites de Neumann.
Notons que dans ce travail on n’a pas la densité de D(A) dans X, c’est pour

cette raison que l’on doit utiliser la racine carrée de −A avec prudence. On rappelle
le papier sur les puissances fractionnaires d’opérateurs à domaines non denses par
Martinez-Sanz [33].

Une deuxième partie de notre travail est consacrée à introduire une nouvelle
approche basée sur les techniques du noyau de Green, au l’équation (1) avec les
conditions aux limites

u(0) = u0, u′(1) = u′1. (4)

où u0 et u′1 sont des éléments donnés dans X et f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞. Dans
cette partie

X est un espace UMD (5)

et l’opérateur A vérifie l’hypothèse (3) et :
∀s ∈ R, (−A)is ∈ L (X) et ∃C > 1, α ∈]0, π[,∥∥∥(−A)is

∥∥∥
L(X)

< Ceα|s|.
(6)

On montre alors qu’il existe une unique solution stricte u de (1)-(4) autrement dit
une fonction u telle que

u ∈ W 2,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;D(A)),

et vérifiant (1)-(4).
D’un autre côté, on donne les conditions nécéssaires et suffisantes pour avoir une

solution stricte ayant la propriété de régularité maximale suivante

u′′, Au ∈ Lp(0, 1;X).

A titre illustratif, lorsque X = Lq(0, 1), 1 < q <∞,
D (A) = {ϕ ∈ W 2,q (0, 1) : ϕ (0) = ϕ (1) = 0} ,

Aϕ = ϕ′′.
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INTRODUCTION INTRODUCTION

l’équation abstraite (1) devient celle du Laplacien avec des conditions aux limites
de type mêlé 

∆u = f,

u (0, y) = u0 (y) ,
∂u

∂x
(1, y) = u′1 (y) ,

u (x, 0) = 0,
u (x, 1) = 0.

où
f ∈ Lp (0, 1;Lq(0, 1))

on dit que f est dans un espace anisotropique. Dans le cas où p = q on obtient

Lp (0, 1;Lq(0, 1)) = Lp ((0, 1)× (0, 1)) .

0.2 Historique

Pendant les dernières décenies, plusieurs chercheurs ce sont interessés à la réso-
lution l’équation (1) dans les deux cas décrits précédement :

f ∈ Cα([0, 1];X) ou f ∈ W 2,p(0, 1;X), 0 < α < 1, 1 < p <∞.

Plusieurs d’entre eux ont étudié l’équation (1) comme un problème abstrait de
type elliptique, i.e. sous l’hypothèse (3), avec différentes conditions aux limites dans
les deux cas f holdérienne ou f dans Lp (0, 1;X) en utilisant les puissances frac-
tionnaires d’opérateurs ou le calcul fonctionnel de Dunford. Nous citons en premier
la théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et P.Grisvard [9] qui traite comme
application notre problème avec u0 = u′1 = 0 mais, en imposant une condition non
naturelle au second membre du type f(0) = f(1) = 0.

On trouve aussi une étude complète de l’équation (1) sous les conditions aux
limites de Dirichlet dans le cas d’opérateurs à coefficients variables, voir Labbas
[28]. Cet auteur a utilisé les techniques du noyau de Green . Aussi, l’équation (1) a
été étudié avec les conditions Dirichlet-Neumann dans [34] et [35] et ceci, en utilisant
les techniques des semi-groupes. Notre travail s’inspire de cette dernière référence.

Récemment, une nouvelle approche basée sur les techniques des semi-groupes
et les puissances fractionnaires d’opérateurs, a été développée par Favini, Labbas,
Tanabe et Yagi [16], [18] concernant l’équation complète

u′′ (x) + 2Bu′ (x) + Au (x) = f (x) , x ∈ (0, 1) ,

3



INTRODUCTION INTRODUCTION

sous les conditions aux limites de Dirichlet.
On cite par exemple, le premier travail remarquable de S. G. Krein en 1967 (voir

[27] p. 249) qui utilise une réduction de l’ordre et les propriétés de la racine carrée
√
−A (le domaine de A est supposé dense dans X). Le même Problème a été étudié

comme un exemple d’une situation plus générale (dans le cadre des sommes d’opé-
rateurs) par G. Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [9]). Ici les outils utilisés sont
basés sur le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation. Cependant,
de part le cadre général qu’il traitent, ces auteurs ont imposé une condition non
naturelle au second membre du type : f(0) = f(1) = 0.

Il est à noter que, dans les exemples concrets régis par des EDP, les espaces
d’interpolation sont souvent plus faciles à expliciter que les domaines de puissances
fractionnaires d’opérateurs. Le travail de R. Labbas en 1986 (voir [28]) clarifie com-
plètement cette situation en donnant des conditions nécessaires et suffisantes sur les
données pour avoir une solution classique ayant de plus une régularité optimale, voir
aussi Rabah Labbas [28].

Dans le cas où B = 0 et A variable, l’équation non autonome

u′′(x) + A (x)u(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

a été traitée dans le travail sur les sommes d’opérateurs de Da Prato-Grisvard (cadre
non commutatif), avec les conditions aux limites de type a0u(0)− b0u

′(0) = d0

a1u(1) + b1u
′(1) = d1

avec ai, bi > 0 et ai + bi > 0 (i = 0, 1), où pour chaque x ∈ [0, 1], (−A (x)) est
supposé vérifiant l’hypothèse d’ellipticité dite de Krein (voir [27], (2.2), p. 249) et
des hypothèses de différentiabilité sur la résolvante de type Tanabe et Yagi (voir Da
Prato et Grisvard [9], p. 373 et 375).

Le travail de R. Labbas en 1986 (voir [28]) étudie et clarifie ce cas mais avec
une autre hypothèse sur les opérateurs elliptiques (−A (x)), sans supposer la dif-
férentiabilité des résolvantes ni la densité des domaines. Cette hypothèse s’inspire
sur les travaux de P. Acquistapace et B. Terreni pour l’étude du problème de Cau-
chy abstrait (voir [1]). Concrètement, cette hypothèse traduit que les domaines des
opérateurs varient " d’une manière höldérienne" mais que les coefficients des actions
de ces opérateurs peuvent être peu régulières. Cette situation a été considérée et
étudiée dans un cadre plus général d’une somme d’opérateurs par R. Labbas et B.
Terreni, (voir [29]). On peut dire que les deux approches sont complémentaires l’une
de l’autre.
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0.3 Outils et méthodes de travail

Cette thèse utilise beaucoup d’outils d’analyse fonctionnelle, en particulier la
théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs, la théorie de
l’interpolation, la théorie des sommes d’opérateurs linéaires et le calcul fonctionnel
de Dunford.

Les techniques utilisées s’inspirent de beaucoup de travaux ayant trait à l’étude
des équations différentielles abstraites posées dans des espaces de Banach. On cite
à titre indicatif les travaux récents développés dans [15], [16], [17] et [18].

0.4 Description des sections et résultats princi-

paux

Cette thèse comporte 4 chapitres.
Le premier chapitre est consacré à des rappels d’usage sur les outils mathé-

matiques utilisés dans ce mémoire. Nous citons certains résultats classiques sur les
semi- groupes, les espaces holdériens, les espaces d’interpolation et les espaces frac-
tionnaires, ainsi que les pricipaux théorèmes de la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires dans le cas des espaces de Banach quelconques ([9] ;[29]) et dans le cas des
espaces de Banach UMD ([11] ;[37]).

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du problème (1)-(2) dans le cas

f ∈ Cα([0, 1] ;X), 0 < α < 1.

On cherche une solution stricte u de (1)-(2), i.e. une fonction telle que

u ∈ C2([0, 1] ;X) ∩ C([0, 1] ;D(A)),

vérifiant le problème (1)-(2). Cette solution stricte aura la propriété de régularité
maximale si elle vérifie de plus

u′′, Au ∈ Cα([0, 1] ;X).

Le troisième chapitre concerne le cas Lp(0, 1;X). Plus précisément, on s’inté-
resse à l’équation différentielle abstraite du second ordre de type elliptique (1) avec
les conditions aux limites de type mêlé (4) où A est un opérateur linéaire fermé sur
un espace de Banach complexe X et u0, u′1 sont des éléments donnés dans X. Ici

f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞,

5
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et X a la proporiété géométrique dite UMD. On suppose que A est un opérateur
Bip et on montre que (1)-(4) admet une unique solution stricte, sous certaines
hypothèses naturelles d’ellipticité de l’opérateur et de régularité sur les données, on
donne alors, une représentation explicite de la solution stricte.

La formule de représentation de la solution est donnée par deux méthodes, la
première se base sur le calcul fonctionnel de Dunford et la deuxième sur la méthode
de Krein[27], l’unicité de la représentation est démontrée.

Dans ce chapitre, on fait une nouvelle approche du problème (1)-(4) en utilisant le
théorème de Mikhlin. Dans cette partie on utilise les techniques des multiplicateurs
de Fourier et la théorie de Mikhlin pour majorer les puissances imaginaires pures
d’opérateurs.

Le quatrième chapitre illustre notre théorie abstraite par quelques exemples
concrets d’applications en EDP dans le cas des espaces Lp et Cα.

Le mémoire se termine par une bibliographie relative à l’ensemble des travaux
présentés ici.
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Chapitre 1
Rappels

1.1 Notions sur les opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin
que les notations utilisées au cours de cette thèse soient claires. On donnera aussi
une définition des opérateurs sectoriels. Les démonstrations ne sont pas données,
on renvoie par exemple à Dunford-Schwartz [13]. Soient (X, ||.||X), (Y, ||.||Y ) deux
espaces vectoriels normés complexes.

1.1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1.1. 1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application li-
néaire A définie d’un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ Xet à valeurs dans X ,
i.e. tel que pour tout x, y ∈ D(A) et pour tout λ ∈ C on a
(a) A(x+ y) = Ax+ Ay

(b) A(λx) = λAx

(On note que, par abus, on écrit toujours A(x) = Ax pour tout x ∈ D(A))
2. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est à domaine dense si

D(A) = X, i.e. si pour tout x ∈ X, il existe une suite (xn)n≥0 d’éléments de
D(A) telle que lim

n−→+∞
xn = x

3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par :

Ker(A) = {x ∈ D(A) : Ax = 0}

Définition 1.1.2. soit A : D(A) ⊂ X −→ Y un opérateur linéaire ,

1. On appelle graphe de A le sous espace de X × Y , noté G(A), défini par :

G(A) = {(x, y) ∈ X × Y/x ∈ D(A), y = Ax}

7



CHAPITRE 1 RAPPELS

2. On peut munir D(A) d’une norme notée ||.||D(A) et appelée norme du graphe,
elle est définie pour tout x ∈ D(A) par :

||x||D(A) := ||x||X + ||Ax||Y

Proposition 1.1.1. Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
(
D, ||.||D(A)

)
est un espace de Banach.

Définition 1.1.3. Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y .

1. On dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A ⊂ B si
D(A) ⊂ D(B)

et

∀x ∈ D(A), Ax = Bx

2. On dira que A admet un prolongement fermé (ou A est fermable) si B est
fermé

Définition 1.1.4. Soient A : D(A) ⊂ X −→ Y un opérateur linéaire. On définit,
pour tout n ∈ N, An la n-ième puissance de A, par :

D(A0) = X et A0 = I

D(A1) = D(A) et A1 = A

∀n > 2, D(An) = {x ∈ D(An−1) : An−1x ∈ D(A)} et An = AAn−1

Si A est injectif, on peut définir l’inverse de A, noté A−1 par :

A−1: A(D(A)) −→ D(A)
y 7−→ A−1y = x où x ∈ D(A) est défini par Ax = y

Remarque 1.1.1. Il est à noter que le domaine D(An) peut être trivial même si
D(A) est dense. Un exemple qui est paru dans (Exemple 10.1.3 dans [38]) est le
suivant : Si la transformée de Fourier F est restreinte à l’espace des fonctions infi-
niment dérivables à support compact, alors D(F 2) = 0.
Même si A est fermé ceci reste insuffisant comme peut être consulté dans les références([7],
[10], [39]et [45] )

8
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1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.5. Un opérateur linéaire A défini de X dans Y et dit borné s’il existe
une constante positive C, telle que :

||Ax||Y 6 C ||x||X ,∀x ∈ X

On note L(X, Y ) l’espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y . On pose
L(X) = L(X,X).
On définit alors une norme sur L(X, Y ) notée ||.||L(X,Y ) et définie pour tout A ∈
L(X, Y ) par :

||A||L(X,Y ) := sup
x∈X,x 6=0

||Ax||Y
||x||X

= sup
||x||X61

||Ax||Y = sup
||x||X=1

||Ax||Y .

Proposition 1.1.2. soit A un opérateur linéaire borné et si ||A||L(X) < 1 alors
(I − A) est inversible dans L(X) et (I − A)−1 =

∞∑
n=0

An

1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.6. 1. Un opérateur linéaire de X dans Y est fermé si son graphe
est un sous-espace vectoriel fermé de X × Y .

2. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui
équivaut à dire que pour toute suite (xn)n ∈ D(A) telle que

xn −→ 0

Axn −→ y
=⇒ y = 0.

Les convergences des suites xn et Axn sont au sens de la norme de l’espace
X. La notion de fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la
résolution de certaines équations aux dérivées partielles car elle permet d’avoir
des solutions distributions, (voir [24] ).

Proposition 1.1.3. Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ Y est fermé si et
seulement si pour toute suite (xn)n>0 d’éléments de D(A) telle que

xn −→ x dans X.

Axn −→ y dans Y.

On a x ∈ D(A) et Ax = y.

9
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Proposition 1.1.4. Tout opérateur fermable A admet une plus petite extension
fermée notée A. De plus, on a G(A) = G(A)

Définition 1.1.7. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.

1. On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble

ρ(A) := {λ ∈ C/(λI − A) est inversible dans L(X)}.

Un élément de ρ(A) est appelé valeur résolvante de A.

2. Si λ ∈ ρ(A), on définit la résolvante Rλ(A) de A au point λ par :

Rλ(A) := (λI − A)−1.

3. Le spectre σ(A) de A est l’ensemble

σ(A) := C \ ρ(A)

Un élément de σ(A) est une valeur spectrale de A.

4. On dit que λ ∈ C est une valeur propre de A si (λI − A) n’est pas injectif.
Autrement dit, l’ensemble des valeurs propres V p(A) de A est donné par

V p(A) := {λ ∈ C/ker(λI − A) 6= {0}}

5. On appelle le rayon spectral de A, noté r(A), et défini par

r(A) := sup{|λ|/λ ∈ σ(A)}.

1.1.4 Opérateurs sectoriels

On étudie maintenant une classe d’opérateurs fermés. Les résultats énoncés ici
sont issus de M. Haase [22] et A. Lunardi [32].

Définition 1.1.8. soit ω ∈ [0, π], on note

Sω =


{z ∈ C : z 6= 0 et |arg(z)| < ω} si ω ∈ ]0, π]

R∗+ si ω = 0

Ainsi, si ω > 0, Sω désigne le secteur ouvert, symétrique autour de l’axe réel positif,
d’angle 2ω.

Définition 1.1.9. Soit ω ∈ [0, π[. Un opérateur linéaire A sur X est dit sectoriel
d’angle ω, noté A ∈ Sect(ω) si :

10
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1. σ(A) ⊂ Sω

2. ∃M > 0, sup
λ∈C\Sω′

‖ λR(λ,A) ‖L(X)6M <∞, pour tout ω′ ∈]ω, π[

Proposition 1.1.5. Soit ω ∈ [0, π[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. A ∈ Sect(ω) et A injectif ⇐⇒ A−1 ∈ Sect(ω)

2. A ∈ Sect(ω), c > 0 =⇒ cA ∈ Sect(ω).

3. A ∈ Sect(ω), ε > 0 =⇒ A+ εI ∈ Sect(ω).

Proposition 1.1.6. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.

1. Si R∗− ⊂ ρ(A) et M(A) = sup
λ>0
||λ(λI + A)−1|| <∞, alors

M(A) 6 1 et A ∈ Sect(π − arcsin(M(A)−1))

2. Si X est réflexif, alors D(A) = X et X = ker(A)⊕ Im(A)

3. Soit ω ∈ [0, π[. Si A ∈ Sect(ω) est injectif et X est réflexif, alors

Im(A) = D(A) = X = D(An) ∩ Im(An), pour tout n ∈ N

1.2 Semi-groupes

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats importants
sur les semi-groupes. On trouve les démonstrations et d’autres propriétés de Semi-
groupes dans K.-J. Engel et R. Nagel [14], A. Pazy [41]

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1. On appelle semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X une
famille (T (t))t>0 ⊂ L(X) vérifiant les propriétés suivantes :

1. T(0)= I

2. ∀t, s ∈ R+ T(t+s)= T(t)T(s)

Remarque 1.2.1. si t ∈ R, (T (t)) est dit groupe.

Définition 1.2.2. Un semi-groupe (T (t))t>0 d’opérateurs linéaires bornés est dit
fortement continu ( ou C0-semi-groupe ) si

lim
t−→0+

||T (t)x− x||X = 0, ∀x ∈ X.

11



CHAPITRE 1 RAPPELS

Définition 1.2.3. Un semi-groupe (T (t))t>0 d’opérateurs linéaires bornés est dit
uniformément continu si

lim
t−→0+

||T (t)− I||L(X) = 0

Proposition 1.2.1. Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe sur X. Alors il existe des
constantes w > 0 et M > 1 telles que :

pour tout t > 0, ||T (t)||L(X) 6Mewt,

Définition 1.2.4. Un C0 semi-groupe T (t)t>0 est appelé semi groupe de contrac-
tions si

pour tout t > 0, ||T (t)||L(X ) 6 1

corollaire 1.2.1. si (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe,alors l’application

[0,+∞[3 t 7−→ T (t)x ∈ X

est continue sur [0,+∞[, quel que soit x ∈ X i.e. pour tout t0 ∈ R+ on a

lim
t−→t+0

||T (t)x− T (t0)x|| = 0.

1.2.2 Générateurs infinitésimaux

Définition 1.2.5. On appelle générateur infitésimal d’un C0 semi-groupe (T (t))t>0,
un opérateur A défini sur l’ensemble

D(A) :=
{
x ∈ X : lim

t−→0+

T (t)x− x
t

existe dansX

}

Ax :=: lim
t−→0+

T (t)x− x
t

, x ∈ D(A)

Proposition 1.2.2. Soient (T (t))t>0 un C0 semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et on a l’égalité :

T (t)Ax = AT (t)x,∀t > 0.

Proposition 1.2.3. Soient (T (t))t>0 un C0 semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

1. pour tout x ∈ D(A) et t, s > 0,

T (t)x− T (s)x =
∫ t

s
T (τ)Axdτ =

∫ t

s
AT (τ)xdτ

12
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2. l’application :
[0,+∞[3 t 7−→ T (t)x ∈ X

est dérivable sur [0,+∞[, pour tout x ∈ D(A) et nous avons :
d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t > 0.

Lemme 1.2.1. Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors :

lim
h−→0

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x

quels que soient x ∈ X et t > 0.

Proposition 1.2.4. Soient (T (t))t>0 un C0 semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. Si x ∈ X, alors∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A)et on a l’égalité :

A
∫ t

0
T (s)xds = T (t)x− x

Théorème 1.2.1. Soient (T (t))t>0 un C0 semi-groupe et A son générateur infini-
tésimal. Alors

x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si T (t)x− x =
∫ t

0
T (s)yds,∀t > 0.

corollaire 1.2.2. Soient (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

1. D(A) = X

2. A est un opérateur fermé.

Théorème 1.2.2. Soient deux C0 semi-groupes (T (t))t>0 et (S(t))t>0 ayant pour
générateur infinitésimal le même opérateur A. Alors : T (t) = S(t) , ∀t > 0.

Remarque 1.2.2. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors

etA =
+∞∑
n=0

tn

n!A
n,

existe et détermine d’une manière unique un semi-groupe uniformément continu
(etA)t>0 dont A est le générateur infinitésimal.
Réciproquement, (T (t))t>0 étant un semi-groupe uniformément continu, on a pour
tout x ∈ X, 1

t

∫ t

0
T (s)xds converge uniformément vers T (0)x = x quand t −→ 0+.

Donc pour tout t>0, 1
t

∫ t

0
T (s)xds est inversible et pour tout y ∈ X, il existe x ∈

Xet t > 0 tel que
y = 1

t

∫ t

0
T (s)xds

donc y ∈ D(A). Ainsi D(A) = x et A est borné

13
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1.2.3 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.2.3. (Hille - Yosida) Un opérateur linéaire : A : D(A) ⊂ X −→ X

est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions (T (t))t>0 sur X
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est un opérateur fermé et D(A) = X

2. L’ensemble résolvant de l’opérateur A contient la demi-droite ]0; +∞[ et on a

∀λ > 0, ||(λI − A)−1||L(X) 6
1
λ

Remarque 1.2.3. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire est le générateur
infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions (T (t))t>0 sur X. tel que {λ ∈ C :
Re(λ) > 0} ⊂ ρ(A) et pour Re(λ) > 0 ona :

||(λI − A)−1||L(X) 6
1

Re(λ) ,∀λ ∈ C

Théorème 1.2.4. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire est le générateur
infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t>0 sur X qui satisfait ||T (t)||L(X) 6Mewt

si et seulement si

1. A est un opérateur fermé et D(A) = X

2. ρ(A) contient l’ensemble ]ω; +∞[ et pour tout λ ∈]ω; +∞[ on a

||(λI − A)−n||L(X) 6
M

(λ− w)n ,∀n ∈ N∗.

1.2.4 Semi-groupes différentiables

Définition 1.2.6. Un C0-semi -groupe (T (t))t>0 dans X est dit différentiable si
l’application t ∈]0,+∞[ 7−→ T (t)x ∈X est différentiable ∀x ∈ X

Remarque 1.2.4. Si (T (t))t>0 est différentiable alors D(A) = X et A est nécessai-
rement un opérateur borné.

Théorème 1.2.5. Soient (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe qui satisfait ||T (t)||L(X) 6

Mewt et A son générateur infinitésimal. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

1. (T (t))t>0 est un C0-semi-groupe différentiable

2. Im(T (t)) ⊂ D(A), ∀t > 0.

14
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Proposition 1.2.5. Soient (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe différentiable qui satis-
fait ||T (t)||L(X) 6Mewt. Alors l’application :

t ∈]0,+∞[ 7−→ T (t)x ∈ L(X)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Théorème 1.2.6. Soient (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe différentiable qui satisfait
||T (t)||L(X) 6Mewt et A son générateur infinitésimal. Alors :

1. ∀ n ∈ N∗ et ∀ x ∈ X, on a T (t)x ∈ D(An) et AnT (t)x =
[
AT ( t

n
)
]n
x,∀t > 0.

2. pour tout n ∈ N∗ l’application : t ∈]0,+∞[ 7−→ T (t) : X −→ D(An) est n fois
différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

T (t)n = dn

dtn
T (t) = AnT (t) ∈ L(X),∀t > 0.

3. pour tout n ∈ N∗ l’application : t ∈]0,+∞[ 7−→ T (t)n ∈ L(X) est continue
pour la topologie de la convergence uniforme.

Remarque 1.2.5. Si (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe différentiable qui satisfait
||T (t)||L(X) 6 Mewt. Alors l’application : t ∈]0,+∞[ 7−→ T (t) ∈ L(X) est de classe
C∞]0,+∞[

1.2.5 Semi-groupes analytiques

Soit X un espace de Banach complexe.

Définition 1.2.7. Soit le secteur Sα := {z ∈ C∗ : |argz|< α}. Une famille d’opé-
rateurs (T (z))z∈Sα ⊂ L(X) est appelée semi-groupe analytique d’angle α telle que
0 < α < π dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. L’application z −→ T (z) est analytique dans Sα

2. T (0) = I

3. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), ∀z1, z2 ∈ Sα

4. ∀ε > 0, lim
z−→0,z∈Sα−ε

T (z)x = x,∀x ∈ X

Si en plus
∀ε > 0, sup

z∈Sα−ε
||T (z)|| < +∞, i.e on dit que (T (z))z∈Sα−ε est uniformément borné

dans Sα−ε alors (T (z))z∈Sα est appelé semi-groupe analytique borné de type α dans
X.
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Définition 1.2.8. Soient A : DA ⊂ X −→ X un opérateur linéaire fermé à domaine
DA dense dans X et α ∈]0, π[. On définit la famille d’opérateurs linéaires T ((t))t>0,
notée (etA)t>0 par

T (0) = I

∀x ∈ X, ∀t > 0, T (t)x = 1
2iπ

∫
γ
etλ(λI − A)−1xdλ = etAx,

où γ est un contour de Sα orienté de +∞eiα à +∞e−iα telle que γ ⊂ ρ(A).

Théorème 1.2.7. Soit A : DA ⊂ X −→ X un opérateur linéaire vérifiant :

1. A est fermé

2. DA est dense dans X

3. ρ(A) ⊃ {λ ∈ C∗/Reλ > 0} = Ψ il existe C > 0 tel que ∀λ ∈ Ψ

‖ (λI − A)−1 ‖L(X)6
C

|λ|
.

Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément
borné (T (t))t>0. On note en général (T (t))t>0 par (etA)t>0.

Théorème 1.2.8. Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (T (z))z∈Sα
uniformément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe α ∈]0, π[ tel que (T (t))t>0 soit prolongeable en (T (z))z∈Sα semi-groupe
sur X, analytique dans Sα uniformément borné dans Sα.

2. Il existe 0 < δ < π
2 et C > 0 tel que

Sπ
2 +δ ⊂ ρ(A),

et
∀λ ∈ Sπ

2 +δ, ||(λI − A)−1||L(X) 6
C

|λ|

3. (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe différentiable et il existe une constante positive
C tel que pour tout t > 0 :

||AT (t)||L(X) 6
C

|λ|
.

1.2.6 Semi-groupes analytiques généralisés

Définition 1.2.9. Soient A un opérateur linéaire fermé dans X de domaine non
dense, ω ∈ R et δ ∈]0, π2 [
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
Sδ,ω ⊂ ρ(A)

sup
λ∈Sδ,ω

‖(λ− ω)(λI − A)−1‖L(X)< +∞,

où Sδ,ω =
{
λ ∈ C\ω : |arg(λ− ω)| < π

2 + δ
}
.

On dira dans ce cas que (exA)x>0 est un semi-groupe analytique généralisé de A et
dans ce cas (exA)x>0 n’est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir A.
Lunardi [32], E. Sinestrari [46] ).

Remarque 1.2.6. Soient A un opérateur linéaire fermé sur X, ω ∈ R et δ0 ∈]0, δ[.
En fixant r > 0, alors (exA)x>0 est défini par

exA =


1

2iπ

∫
γ
eλx(λI − A)−1dλ si x > 0,

I ; si x = 0,

où γ est le bord de Sδ0,ω\B(0, r) orienté négativement.

1.3 Espaces UMD

Afin d’utiliser certains résultats sur les opérateurs, les espaces de Banach sont
insuffisants. On utilisera les espaces UMD (Unconditional Martingale Differences)
construis à partir de la théorie des martingales à valeurs vectorielles. On donne dans
cette section plusieurs définitions équivalentes à la notion d’espaces UMD qui ca-
ractérisent les propriétés géométriques de ces espaces. Celle-ci utilise la transformée
de Hilbert. L’équivalence entre les deux définitions est démontrée dans Burkholder
([5]) et Bourgain ([4]).
Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe.

Définition 1.3.1. Soit ε ∈]0, 1[ et p ∈]1,∞[. On définit l’opérateur Hε ∈ L(Lp(R, X))
par

∀ f ∈ Lp(R, X), (Hεf)(x) := 1
π

∫
ε<|s|< 1

ε

f(x− s)
s

ds p.p.x ∈ R

soit f ∈ Lp(R, X). si lim
ε−→0+

Hεf exicte dans Lp(R, X), alors cette limite est notée
Hf et est appelée la transformée de Hilbert de f sur Lp(R, X).

Définition 1.3.2. On dit que X est un espace UMD si

∃ p ∈]1,∞],∀ f ∈ Lp(R, X), lim
ε−→0+

Hεf exicte dans L
p(R, X)

Dan ce cas
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H: Lp(R, X) −→ Lp(R, X)
f 7−→ Hf = lim

ε−→0+
Hεf

est dans L(Lp(R, X)), d’aprés le Théorème de Banach-Steinhaus, et est appelée la
transformée de Hilbert sur Lp(R, X).

Proposition 1.3.1. On suppose que X est un espace UMD. Alors

∀ p ∈ ]1,∞[, ∀ f ∈ Lp(R, X), lim
ε−→0+

Hεf existe dans Lp(R, X).

Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, à cette
fin on introduit la notion de ζ-convexité

Définition 1.3.3. On dit que X est ζ-convexe si et seulement s’ il existe une fonc-
tion ζ : X ×X −→ R, vérifiant

1. ζ(0, 0) > 0 et pour tout x, y de X,

2. ζ(x, .) et ζ(., y) sont convexes sur X. ∀ x, y ∈ X,

3. ζ(x, y) 6 ‖x+ y‖ si ‖x‖ = ‖y‖ = 1. ∀ x, y ∈ X.

Le résultat fondamental de D.L. Burkholder (voir [5] et [4]) est le suivant :

Théorème 1.3.1. X est un espace UMD si et seulement si X est ζ-convexe.

Exemple 1.3.1. Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Ba-
nach classiques qui ont la propriété UMD, ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

3. Tout espace isomorphe à un espace UMD est un espace UMD.

4. Tous les espaces construits sur Lp, sont UMD si 1 < p <∞.

5. Si les espaces X et Y sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (X, Y )θ,p
ou complexe [X, Y ]θ,p ) sont UMD si 1 < p <∞.

1.4 La théorie des sommes d’opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaine respectifs
D(A) et D(B). On s’intéresse alors à l’équation

Au+Bu = g, (1.1)
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où g est un vecteur donné de X.
L’opérateur somme L = A+B est défini par D(L) = D(A) ∩D(B)

Lu = Au+Bu si u ∈ D(L),

et (1.1) s’écrit encore
Lu = g. (1.2)

Remarque 1.4.1. On note que le domaine D(L) peut être trivial même quand A
et B sont auto-adjoint (voir exemple dans ([26])

Une solution stricte de (1.1) est un élément u ∈ D(L) satisfaisant (1.1). L’idéal
est de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas
toujours possible ; on introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.1) si et seulement si, il existe (un)n∈N une suite
dans D(L) telle que

lim
n→+∞

un = u et lim
n→+∞

Lun = g. (1.3)

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1). La
notion de solution forte est donc plus faible (mais le terme de solution faible ne sera
pas utilisé ici, il est en général réservé aux solutions variationnelles, la notion de
solution forte correspond plutôt à une solution distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont
équivalentes, mais la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement
fermée.

D’autre part si l’on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e.
L est la plus petite extension fermée de L) alors (1.3) équivaut à :

u ∈ D(L) et Lu = g.

Enfin dans le cas où L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout g de X, il existe une solution forte de (1.1).

2. 0 ∈ ρ(L).

Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout g de X, il existe une solution stricte de (1.1).

2. 0 ∈ ρ(L).
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Dans ce contexte, on comprend l’importance de trouver des conditions raison-
nables sur les opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voire fermé) et
que 0 ∈ ρ(L).

Les deux théorèmes de G. Da Prato et P. Grisvard, énoncés plus loin, répondent
positivement à ce problème sur les sommes d’opérateurs sous des conditions adé-
quates.

1.4.1 La théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et
Grisvard

notation 1.4.1. On suppose qu’il existe r > 0 et un angle θ ∈]0, π]. On note le
secteur Sθ par

Sθ = {z ∈ C\ {0} : |z| > r et |arg(z)| < π − θ} .

Les hypothèses sur A et B

On suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypothèses de base (dites de
Da Prato et Grisvard [21]) suivantes :

Parabolicité-ellipticité :

(DP.1)



∃r, CA, CB > 0, θA, θB ∈ ]0, π[ :
i) ρ (A) ⊃ SθA = {z : |z| > r, |arg (z)| < π − θA} ,
∀z ∈ SθA ,

∥∥∥(A− zI)−1
∥∥∥
L(E)

6 CA/ |z| .

ii) ρ (B) ⊃ SθB = {z : |z| > r, |arg (z)| < π − θB} ,
∀z ∈ SθB ,

∥∥∥(B − zI)−1
∥∥∥
L(E)

6 CB/ |z| .

iii) θA + θB < π

iυ) D (A) +D (B) = E.

Commutativité au sens des résolvantes :

(DP.2)

 ∀λ ∈ ρ(−A),∀µ ∈ ρ(−B)
(A+ λI)−1(B + µI)−1 = (B + µI)−1(A+ λI)−1,

et
(DP.3) σ (A) ∩ σ (−B) = ∅,

où σ (A) (resp σ (−B) ) désigne le spectre de A (resp de (−B) ) et ρ (A), ρ (−B)
leurs ensembles résolvants.

La première hypothèse est dite d’ellipticité-parabolicité, la deuxième indique le
cadre commutatif.
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Théorème de Da Prato et Grisvard

L’opérateur linéaire continu défini par l’intégrale de Dunford suivant :

S : u −→ − 1
2iπ

∫
Γ

(B + zI)−1 (A− zI)−1 gdz,

provenant naturellement de l’extension de la formule de Cauchy dans le cadre
opérationnel, vérifie les propriétés :

1. ∀u ∈ D (A) ∩D (B) on a S (Au+Bu) = u,

2. ∀v ∈ D (A) +D (B) on a :

S (v) ∈ D (A) ∩D (B) ,

et
A (S (v)) +B (S (v)) = v,

3. Pour v ∈ DA (θ, p) +DB (θ, p) , θ ∈ ]0, 1[ , p ∈ [1,+∞] , on a :

Sv ∈ D (L) et L (Sv) = v,

4. L est fermable et
(
L
)−1

= S (L est la fermeture de A+B), de plus :

(D (L) ;E)θ,p = (D (A) ;E)θ,p ∩ (D (B) ;E)θ,p ,

Γ est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (−B) et demeurant
dans ρ (A) ∩ ρ (−B) (voir Da Prato-Grisvard [9]).

La fonction u est alors l’unique solution forte de (1.1).

Théorème 1.4.1. Sous les hypothèses (DP1) ∼ (DP3) et pour θ ∈]0, 1[, p ∈
[1,+∞], on a :

1. Si g ∈ DB(θ, q) alors u ∈ D(L) et Au, Bu ∈ DB(θ, p).
2. Si g ∈ DA(θ, q) alors u ∈ D(L) et Au, Bu ∈ DA(θ, p).

1.4.2 La théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni

Théorème de Dore-Venni

Position du problème Il s’agit, comme dans la théorie des sommes de G.
Da Prato et P. Grisvard de résoudre l’équation

Au+Bu = g,

où g ∈ X et A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X. On suppose entre
autre que X est un espace UMD. Le Théorème de Dore-Venni (voir [11] ) montre
que, sous de bonnes hypothèses sur les opérateurs, A+B est fermé, à inverse borné.
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Les hypothèses sur A et B On suppose cette fois-ci que les opérateurs A et B
vérifient

(DV.1)



i)ρ (A) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MA > 0 :
∀λ > 0,

∥∥∥(A+ λ)−1
∥∥∥
L(E)
≤MA/ (1 + λ) ,

ii)ρ (B) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MB > 0 :
∀λ > 0,

∥∥∥(B + λ)−1
∥∥∥
L(E)
≤MB/ (1 + λ) ,

D(A) = D(B) = X.

(DV.2)

 ∀λ ∈ ρ (−A) , ∀µ ∈ ρ (−B)
(A+ λ)−1 (B + µ)−1 − (B + µ)−1 (A+ λ)−1 = 0.

(DV.3)



i)∀s ∈ R, Ais ∈ L (E) et ∃K > 0, θA > 0 :
∀s ∈ R, ‖Ais‖L(E) ≤ Ke|s|θA ,

ii)∀s ∈ R, Bis ∈ L (E) et ∃K > 0, θB > 0 :
∀s ∈ R, ‖Bis‖L(E) ≤ Ke|s|θB ,

iii)θA + θB < π.

On note par Bip (E, θ) (Bounded imaginary power), l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E, vérifiant (DV.1) et (DV.3). On a alors le Théorème remarquable
suivant dû à Dore et Venni.

Théorème 1.4.2. Si X est un espace UMD et sous les hypothèses (DV.1), (DV.2)
et (DV.3) l’opérateur

L = A+B,

est fermé et
L−1 ∈ L (X) .

L’opérateur inverse de L est défini explicitement par l’intégrale :

L−1 =
∫
γ

A−zBz−1

sin πz dz,

où γ est une courbe verticale contenue dans la bande

{z ∈ C : 0 < Rez < 1} ,

et orientée de ∞e−i
π
2 vers ∞ei

π
2 .
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1.5 Espaces d’interpolation

1.5.1 Espaces de Moyenne

On rappelle ici la notion d’espace d’interpolation développée par J. L. Lions et
J. Peetre [31]

Définition 1.5.1. Soit X un espace de Banach complexe, et pour p ∈ [0,+∞[. On
définit l’espace Lp∗(R+, X) par :

Lp∗(R+, X) :=
{
f : R+ −→ X fortement mesurable,

∫ +∞

0
||f(t)||pdt

t
<∞

}
,

pour f ∈ Lp∗(R+, X), on note

||f(t)||Lp∗(R+,X) =
(∫ +∞

0
||f(t)||pdt

t

) 1
p

,

et si p = +∞. On a

L∞∗ (R+, X) :=
{
f : R+ −→ X fortement mesurable t.q. sup

t∈R+

ess||f(t)|| <∞
}
,

pour f ∈ L∞∗ (R+, X), on note

||f(t)||Lp∗(R+,X) = sup
t∈R+

ess||f(t)||.

Soient (X0, ||.||X0) et (X1, ||.||X1) deux espaces de Banach s’injectant continûment
dans un même espace topologique séparé K.

Proposition 1.5.1. (X0 ∩X1, ||.||X0∩X1) et (X0 +X1, ||.||X0+X1) sont des espaces
de Banach

||x||X0∩X1 = max{||x||X0 , ||x||X1} si x ∈ X0 ∩X1 ,

||x||X0+X1 = inf
x0∈X0,x1∈X1,x0+x1=x

{||x0||X0 + ||x1||X1} si x ∈ X0 +X1 .

Et de plus
X0 ∩X1 ⊂ X0, X1 ⊂ X0 +X1 ,

(avec injections continues).

Définition 1.5.2. Pour p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[. On appelle espace d’interpolation
entre X0 et X1 l’espace (X0, X1)θ,p défini par :
x ∈ (X0, X1)θ,p si et seulement si :
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
i)∀t > 0,∃u0(t) ∈ X0,∃u1(t) ∈ X1 tels que x = u0(t) + u1(t),

ii)t−θu0 ∈ Lp∗(R+, X0), t1−θu1 ∈ Lp∗(R+, X1).

Proposition 1.5.2. soient p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[. Posons :
‖x‖θ,p = inf

ui:R+−→Xi, i=0,1:
∀t>0,u0(t)+u1(t)=x

(∥∥∥t−θu0

∥∥∥
Lp∗(R+,X0)

+
∥∥∥t1−θu1

∥∥∥
Lp∗(R+,X1)

)
,

si x ∈ (X0, X1)θ,p .

Alors ((X0, X1)θ,p, ||.||θ,p) est un espace de Banach vérifiant

X0 ∩X1 ⊂ (X0, X1)θ,p ⊂ X0 +X1,

avec injections continues.
Notons que (X0, X1)θ,p = (X1, X0)1−θ,p.

Définition 1.5.3. Soient p ∈ [1,+∞] , θ ∈]0, 1[ et soit A un opérateur linéaire fermé
de domaine D(A) ⊂ X muni de la norme du graphe : ||x||D(A) = ||x||X + ||Ax||X .
On définit alors

DA(θ, p) = (X,D(A))θ,p = (D(A), X)1−θ,p.

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisa-
tions explicites de DA(θ, p) pour p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[ ainsi :

Théorème 1.5.1. Soient p ∈ [1,+∞], θ ∈]0, 1[ et soit A un opérateur linéaire fermé
de domaine D(A) ⊂ X

1. Supposons que R∗+ ⊂ ρ(A) et ∃C > 0 telle que :

∀λ > 0, ||(A− λI)−1||L(X) 6
C

λ
.

Alors
DA(θ, p) = {x ∈ X : tθA(A− tI)−1x ∈ Lp∗(R+, X)},

(voir Grisvard [21]).

2. Supposons que A génère un semi-groupe fortement continu borné dans X

DA(θ, p) = {x ∈ X : t−θ(etA − I)x ∈ Lp∗(R+, X)},

(voir Lions [30]).

3. Si A génère un semi-groupe analytique borné dans X. Alors :

DA(θ, p) = {x ∈ X : t1−θAetAx ∈ Lp∗(R+, X)},

(voir Butzer −Berens [6])
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1.5.2 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces DA(θ; p). Ceux-ci
peuvent être par exemple, des espaces de Hölder, des espaces de sobolev, .... ou encore
des espaces de Besov. On trouve dans Grisvard [21], [20] les définitions suivantes.

Définition 1.5.4. Soient n ∈ N∗, s > 0 et 1 6 p 6 +∞. On définit l’espace de
Besov

B1
p(Rn) =

{
ϕ ∈ Lp(Rn), (x, y) −→

ϕ(x) + ϕ(y)− 2ϕ(x+y
2 )

|x− y|1+n
p

∈ Lp(Rn × Rn)
}
,

puis pour s > 1 entier

Bs
p(Rn) =

{
ϕ ∈ W s−1,p(Rn), Dαϕ ∈ B1

p(Rn), |α| = s− 1
}
,

et enfin pour s non entier
Bs
p(Rn) = W s,p(Rn).

Définition 1.5.5. Soient n ∈ N∗, s > 0, 1 6 p 6 +∞ et Ω un ouvert de Rn. On
définit

Bs
p(Ω) =

{
ϕ = ψ|Ω : ψ ∈ Bs

p(Rn)
}
.

Définition 1.5.6. Soient n,m ∈ N∗, s > 0, 1 6 p, q 6 +∞. On définit les espaces
de Besov

B1
p,q(Rn) =

ϕ ∈ Lp(Rn) :
n∑
k=1

(∫ +∞

0
t−q

(∫
Rn
|ϕ(x+ tek) + ϕ(x− tek)− 2ϕ(x)|pdx

) q
p dt

t

) 1
q

< +∞

 ,
et pour 0 < s < 1

Bs
p,q(Rn) =

ϕ ∈ Lp(Rn) :
n∑
k=1

(∫ +∞

0
t−sq

(∫
Rn
|ϕ(x+ tek)− ϕ(x)|pdx

) q
p dt

t

) 1
q

< +∞

 ,
puis

Bm
p,q(Rn) =

{
ϕ ∈ Wm−1,p(Rn), Dαϕ ∈ B1

p,q(Rn), |α| = m− 1
}
,

et enfin pour m < s < m+ 1,

Bs
p,q(Rn) =

{
ϕ ∈ Wm,p(Rn), Dαϕ ∈ Bs−m

p,q (Rn), |α| = m
}
,

où (e1, ..., en) est la base canonique de Rn.
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Définition 1.5.7. Soient n ∈ N∗, s > 0, 1 6 p, q 6 +∞ et Ω un ouvert de Rn. On
définit

Bs
p,q(Ω) =

{
ϕ = ψ|Ω : ψ ∈ Bs

p,q(Rn)
}
.

Dans le cas particulier p = q, on a le résultat suivant.

Proposition 1.5.3. Soient n ∈ N∗, s > 0, 1 6 p, q 6 +∞ et Ω un ouvert de Rn.
On a :

Bs
p,q(Rn) = Bs

p(Rn),

Bs
p,q(Ω) = Bs

p(Ω).

Théorème 1.5.2. ([21]) pour 1 6 p 6 +∞ et 1 6 q 6 +∞, on a :

(Wm,p(Rn);Lp(Rn))θ,p = Bm(1−θ)
p,q (Rn).

1.6 Calcul fonctionnel

Dans le cadre des opérateurs non bornés, on pourra consulter le livre de N.
Dunford et J. Schwartz [13] pour l’étude des premiers développements du calcul
fonctionnel. Ici, on s’est inspiré du livre de M. Haase [22].

1.6.1 Calcul fonctionnel pour les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.6.1. (Formule de Cauchy) Soient U un ouvert de C, on note H(U)
l’ensemble des fonctions holomorphes sur U et K un compact de U à bord orienté
positivement γ. On pose alors pour f ∈ H(U) on a :

f(λ0) = 1
2iπ

∫
γ

f(λ)
λ− λ0

dλ,

pour tout point λ0 à l’intérieur de K.

On cherche à construire f(A) avec A un opérateur linéaire borné et f une fonction
holomorphe sur un ouvert contenant σ(A), le spectre de A. Pour cela, on définit
l’intégrale de Dunford-Riesz sur le modèle de la formule de Cauchy.

Définition 1.6.2. (Intégrale de Dunford-Riesz) Soient A ∈ L(X), on note
H(U) l’ensemble des fonctions holomorphes sur U et K un compact de U contenant
σ(A) (le spectre de A). Alors pour f ∈ H(U) on a :

f(A) = 1
2iπ

∫
γ
f(λ)(λI − A)−1dλ,

où γ le bord de K orienté positivement (γ une courbe finie entourant σ(A)).
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Remarque 1.6.1. Dans la définition précédente, puisque la fonction λ 7−→ (λI −
A)−1 est analytique sur ρ(A), alors f(A) ne dépend que de la fonction f et non de
l’ouvert U .

1.6.2 Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Définition 1.6.3. Soient ϕ, ω ∈ ]0, π[ et A ∈ Sect(ω).

1. DR(Sϕ) est l’espace des fonctions f de H(Sϕ) qui sont bornées sur Sϕ et
vérifiant

∃C > 0, ∃s > 0, ∀z ∈ Sϕ, |f(z)| 6 C min
{
|z|s, |z|−s

}
.

2. DR0(Sϕ) est l’espace des fonctions f de H(Sϕ) qui sont bornées sur Sϕ, qui
admettent un prolongement holomorphe sur un voisinage de 0 et qui vérifiant

∃s > 0, |f(z)| 6 O(|z|−s) (quand |z| −→ +∞).

La notation DR est mise pour Dunford-Riesz.

Définition 1.6.4. Soient f ∈ DR(Sϕ) ∪ DR0(Sϕ), ϕ ∈]ω, π[, ω ∈]0, π[ et A ∈
Sect(ω). On pose alors

f(A) = 1
2iπ

∫
γ
f(λ)(λI − A)−1dλ,

où la courbe γ est définie comme suit.

1. Si f ∈ DR(Sϕ), on fixe ω′ ∈]ω, ϕ[ et on prend pour γ, le bord orienté positi-
vement de Sω′

2. Si f ∈ DR0(Sϕ), on fixe ω′ ∈]ω, ϕ[ et on prend pour γ, le bord orienté po-
sitivement de Sω′ ∪ B(0, r), r > 0 tel que f est holomorphe au voisinage de
B(0, r)

f(A) ainsi défini ne dépend pas du choix de ω′ ou r.

Définition 1.6.5. Soient A ∈ Sect(ω) et ϕ, ω ∈ ]0, π[. Si f ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ)
alors il existe g ∈ DR(Sϕ), h ∈ DR0(Sϕ) tels que f = g + h. On pose alors

f(A) = g(A) + h(A).

Proposition 1.6.1. soient f, g ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ) et a, b ∈ C

1. f(A) ∈ L(X),

2. (af + bg)(A) = a(f(A)) + b(g(A)).
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1.6.3 Extension du calcul fonctionnel

Définition 1.6.6. Soient A ∈ Sect(ω) et ϕ, ω ∈ ]0, π[. On pose

K(Sϕ) =
{
f ∈ H(Sϕ)/∃n ∈ N,

f(z)
(1 + z)n ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ)

}
.

On note que K(Sϕ) contient DR(Sϕ) + DR0(Sϕ) et aussi toutes les fonctions ra-
tionnelles dont les pôles sont hors de Sϕ et en particulier les constantes.

Définition 1.6.7. Soient A ∈ Sect(ω) et ω ∈ ]0, π[. Pour tout f ∈ K(Sϕ) où
ϕ ∈]ω, π[, on définit f(A) comme suit

f(A) = (1 + A)n
(

f(z)
(1 + z)n

)
(A).

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.6.2. Soient A ∈ Sect(ω) et ω ∈ ]0, π[. Si f, g ∈ K(Sϕ) avec ϕ ∈
]ω, π[. Alors :

1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est borné alors f(A) est borné.

3. f(A) + f(g) ⊂ (f + g)(A) et f(A)g(A) ⊂ (fg)(A).
4. 1(A) = I, (zn)(A) = An où n ∈ N∗.

5. ∀λ /∈ Sϕ,
(
f(z)
λ− z

)
(A) = f(A)(λI − A)−1

Dans le cas particulier où A est injectif et dans l’optique de définir Aα, pour tout
α ∈ C, on s’intéresse à une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.6.8. Soient A ∈ Sect(ω) et ω ∈ ]0, π[.
1. Pour tout ϕ ∈ ]0, π[. On définit

M(Sϕ) =
{
f ∈ H(Sϕ)/∃n ∈ N,

znf(z)
(1 + z)2n ∈ DR(Sϕ)

}
.

2. Si A est injectif, pour tout f ∈M(Sϕ), ϕ ∈]ω, π[. On définit

f(A) =
(
(1 + A)2A−1

)n ( znf(z)
(1 + z)2n

)
(A).

Proposition 1.6.3. Soient A ∈ Sect(ω) et ω ∈ ]0, π[. Si f ∈M(Sϕ) avec ϕ ∈]ω, π[.
Alors :

1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est un opérateur borné et inversible alors f(A) est borné.

Notons enfin que si f ∈ K(Sϕ) ∩M(Sϕ). Alors f(A) admet deux formules de défi-
nition et ces formules coïncident.
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1.6.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels,
en particulier les puissances 1/2. On renvoie à M. Haase [22], H. Komatsu [25] et
A.V Balakrishnan [3].
Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X, tel que


∃C > 0/]0,+∞[⊂ ρ(A) et pour λ > 0,

||(A− λI)−1||L(X) 6 C
1+λ ,

alors pour 0 < α 6
1
2 , −(−A)α défini précédemment génère un semi-groupe analy-

tique Gα(t) défini par :

Gα(t) =
∫ ∞

0
(A− λI)−1g(λ, t, α)dλ,

où g(λ, t, α) = 1
π

sin(tλα sin πα)e(−tλα cosπα). est analytique.

Remarque 1.6.2. Pour α = 1
2 ona

G 1
2
(t) = 1

π

∫ ∞
0

(A− λI)−1 sin t
√
λdλ.

Puissances fractionnaires à parties réelles positives

Soient A ∈ Sect(ω), ω ∈]0, π[ et α ∈ C. Il s’agit alors, sous certaines conditions,
d’activer la formule

Aα = (zα)(A). (1.4)

Ici zα désigne la détermination principale de la fonction "puissance α" caractérisée
par

zα = eα(ln r+iβ) si z = reiβ, r > 0 et β ∈]− π, π[. (1.5)

Proposition 1.6.4. Soient A ∈ Sect(ω), ω ∈]0, π[. Pour tous α, β ∈ C, tels que
Re(α) > 0 et Re(β) > 0, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Aα est un opérateur linéaire fermé dans D(Aα).

2. Si A ∈ L(X), alors Aα ∈ L(X).

3. Aα+β = AαAβ = AβAα.

4. Si 0 ∈ ρ(A), alors 0 ∈ ρ(Aα).

5. Si Re(α) < Re(β), alors D(Aβ) ⊂ D(Aα).

6. Si A est injectif alors Aα l’est aussi et (A−1)α = (Aα)−1.
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7. Si α ∈]0, π/ω[, alors Aα existe et Aα ∈ Sect(αω).

8. Si α ∈]0, π/ω[, alors (Aα)β = Aαβ.

On note que A.V Balakrishnan [3] fournit une représentation intégrale de Aα

pour 0 < Re(α) < 1.

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Soient A ∈ Sect(ω), où ω ∈]0, π[ et α ∈ C, zα est donnée par (1.5) et si A est
injectif, alors on définit encore Aα par la formule (1.4)

Proposition 1.6.5. Soient A un opérateur injectif, ω ∈]0, π[ et A ∈ Sect(ω). Pour
tous α, β ∈ C, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Aα est un opérateur linéaire fermé dans X.

2. Aα+β ⊂ AαAβ avec D(Aβ) ∩D(Aα+β) = D(AαAβ).

3. Si α ∈ R et |α| < π/ω, alors Aα ∈ Sect(|α|ω) et (Aα)β = (Aαβ).

4. Aα est injectif et (A−1)α = (Aα)−1 = A−α.

On note que H. Komatsu [25] fournit une représentation intégrale de Aα pour
0 < |Re(α)| < 1.

1.6.5 Opérateurs BIP

Les définitions et les propriétés de cette section se réfèrent à J. Prüss [42] et J.
Prüss H. Sohr [44]

Définition 1.6.9. soit α ∈ [0, π[. On dit que A ∈ BIP (X,α) si

1. ]−∞, 0[⊂ ρ(A) et ∃C > 0/||(A− λI)−1||L(X) <
C

1+λ , ∀λ > 0.

2. A est injectif.

3. D(A) = Im(A) = X.

4. ∀s ∈ R, Ais ∈ L(X).

5. ∃C > 0, ∀s ∈ R, ||Ais||L(X) ≤ Ce|s|α.

En disant que A a des puissances imaginaires bornées (Bounded Imaginary Powers).

Proposition 1.6.6. Soient α ∈ [0, π[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. A ∈ BIP (X,α), injectif ⇐⇒ A−1 ∈ BIP (X,α).

2. A ∈ BIP (X,α), 0 < θ <
π

α
=⇒ Aα ∈ BIP (X, θα).

3. A ∈ BIP (X,α), c > 0 =⇒ cA ∈ BIP (X,α).

4. A ∈ BIP (X,α), ε > 0 =⇒ A+ εI ∈ BIP (X,α).
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1.7 Espaces fonctionnels

Soient Ω un intervalle quelconque de R et (X, ||.||) un espace de Banach Com-
plexe. Les définitions et résultats énoncés ici sont issus de W. Arendt, C. J. K. Batty,
M. Hieber et F. Neubrander [2].

1.7.1 Espaces de hölder

Soient Ω un intervalle quelconque de R, X un espace de Banach complexe et
C(Ω;X) l’espace de Banach des fonctions continues.

Définition 1.7.1. Les espaces de Hölder des fonctions continues Cα(Ω;X) de Ω
dans X avec α ∈ ]0, 1[ est défini par

Cα(Ω;X) =
{
f ∈ C(Ω;X)/ sup

x,y∈Ω,x 6=y

||f(x)− f(y)||X
|x− y|α

< +∞
}
,

muni de la norme

||f ||Cα(Ω;X) = ||f ||C(Ω;X) + sup
x,y∈Ω,x 6=y

||f(x)− f(y)||X
|x− y|α

.

Proposition 1.7.1. Soient Ω un intervalle quelconque de R et α ∈ ]0, 1[. Alors

Cα(Ω;X) ⊂ C(Ω;X).

Définition 1.7.2. Le petit espace de Hölder des fonctions continues hα(Ω;X) de Ω
dans X avec α ∈ ]0, 1[ et k ∈ N est défini par :

hα(Ω;X) =
{
f ∈ Cα(Ω;X)/ lim

σ−→0
sup

x,y∈Ω,x 6=y,|x−y|<σ

||f(x)− f(y)||X
|x− y|α

= 0
}
,

et
hk+α(Ω;X) =

{
f ∈ Ck(I;X)/f (k) ∈ hα(Ω;X)

}
.

L’ensemble des fonctions k fois continûment dérivables à dérivées bornées et de
dérivée k-ème le petit espace de Hölder de Ω dans X.

Proposition 1.7.2. Soient Ω un intervalle quelconque de R et α, β ∈ ]0, 1[ tels que
α > β. Alors

Cα(Ω;X) ⊂ hβ(Ω;X).
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1.7.2 Intégrales de Bochner

Soit X un espace de Banach complexe muni de la norme ||.||X .

Définition 1.7.3. Une fonction f : Ω ⊂ R −→ X est dite étagée s’il existe une
famille finie (Ωi)i∈I ⊂ Ω d’ensembles mesurables vérifiant

Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀i, j ∈ I, i 6= j ,

Ω = ⋃
i∈I

Ωi ,

et des nombres αi ∈ X
f(x) =

∑
i∈I

αiIΩi ,

où IΩi est la fonction caractéristique de Ωi .

Définition 1.7.4. Une fonction f : Ω ⊂ R −→ X est dite fortement mesurable au
sens de Bochner (ou Bochner-mesurable) s’il existe une suite de fonctions étagées
fn : Ω ⊂ R −→ X telles que

fn(x) −→ f(x) quand n −→ +∞ p.p x ∈ Ω .

Définition 1.7.5. Une fonction f : Ω ⊂ R −→ X est dit Bochner-intégrable, s’il
existe une suite de fonctions étagées (fn)n∈N telle que

1. fn −→ f quand n −→ +∞ p.p x ∈ Ω ,

2. lim
n−→+∞

∫
Ω
||fn(x)− f(x)||dx = 0.

Proposition 1.7.3. Soit f : Ω ⊂ R −→ X un fonction Bochner-mesurable . Alors f
Bochner-intégrable si et seulement si l’application x ∈ Ω 7−→ ||f(x)||X est intégrable
au sens de Lebesgue.

Proposition 1.7.4. Soit f : Ω ⊂ R −→ X un fonction Bochner-mesurable . Alors,
pour tout x ∈ Ω. Ona : ∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∫
Ω
||f(x)|| dx.

1.7.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev étant construits à partir des espaces Lp, dont on donne
ici la définition.

Définition 1.7.6. Soient f : Ω −→ X, Ω un intervalle quelconque de R et k ∈ N∗,
avec 1 6 p 6 +∞
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1. Pour 1 6 p < +∞ on définit

Lp(Ω;X) =
{
f : Ω −→ X Bochner-mesurable telleque

∫
Ω
||f(x)||p dx < +∞

}
,

et pour p = +∞

L∞(Ω;X) =
{
f : Ω −→ X Bochner-mesurable telleque sup

x∈Ω
ess ||f(x)||p dx <∞

}
,

2. On définit l’espace de Sobolev

W k,p(Ω;X) =
{
f ∈ Lp(Ω;X), [f ](j) ∈ Lp(Ω;X), j = 0, 1...., k

}
,

où pour j = 0, 1...., k, [f ](j) est la dérivée j-ème au sens des distributions de f
et [f ](j) ∈ Lp(Ω;X) signifie qu’il existe gj ∈ Lp(Ω;X) tel que [f ](j) = [gj].

Définition 1.7.7. Soient A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A), p ∈
[1,+∞] et Ω un intervalle quelconque de R. On définit :

Lp(Ω;D(A)) = {ϕ ∈ Lp(Ω;X)/ϕ(x) ∈ D(A) p.p.x ∈ Ω et x 7−→ Aϕ(x) ∈ Lp(Ω;X)} .

Proposition 1.7.5. Soient f : Ω −→ X, Ω un intervalle quelconque de R et k ∈ N∗,
avec 1 6 p 6 +∞

1. Lp(Ω;X) est un espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖Lp(Ω;X) définie par

‖ f ‖Lp(Ω;X)=


(∫

Ω
||f(x)||p dx

)1/p
si p ∈ [1,+∞[,

sup
x∈Ω

ess ||f(x)|| dx si p = +∞,

2. W k,p(Ω;X) est un espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖Wk,p(Ω;X) définie
par

‖ f ‖Wk,p(Ω;X)=


(∑k

j=1 ‖ [f ](j) ‖pLp(Ω;X)

)1/p
si p ∈ [1,+∞[,

max
j=1,...k

‖ [f ](j) ‖pL∞(Ω;X) si p = +∞,
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Chapitre 2
Résolution d’une équation différentielle
abstraite dans un espace holdérien

2.1 Introduction et hypothèses

On s’intéresse dans ce chapitre á l’équation différentielle abstraite du second
ordre :

u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ [0, 1] (2.1)

avec les conditions aux limites suivantes :

u(0) = u0, u
′(1) = u′(0). (2.2)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécéssairement dense
dans un espace de Banach complexe X vérifiant l’hypothèse d’ellipticité suivante :

∀λ > 0,∃(A− λI)−1 ∈ L(X) : ||(A− λI)−1||L(X) 6
c

1 + λ
, (2.3)

et u0 est un élément donné dans l’espace X, f ∈ Cα([0, 1];X) avec α ∈]0, 1[.
Dans ce chapitre, on étudie le problème (2.1)-(2.2) sous l’unique hypothèse (2.3).
On cherche les conditions nécéssaires et suffisantes sur les données pour avoir une
solution stricte u du problème (2.1)-(2.2), i.e une fonction telle que

u ∈ C2([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(A)),

vérifiant la propriété de régularité maximale :

u′′, Au ∈ Cα([0.1];X).
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2.2 Quelques résultats

Lemme 2.2.1. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine DA non nécessaire-
ment dense alors :

DA = D(−A)1/2 .

Preuve 2.2.1. On rappelle que :

DA ⊂ D(−A)1/2 ,

donc
DA ⊂ D(−A)1/2 ,

cette inclusion est évidente.
Soit x ∈ D(−A)1/2 , alors

x = lim
n−→+∞

xn,

où
xn = (−A)−1/2 yn ∈ D(−A)1/2 ,

et
xn = (−A)−1/2 yn = 1

2iπ

∫
γ
z−1/2 (A− z)−1 yndz,

alors xn = (−A)−1/2 yn ∈ DA vu que l’intégrale existe et dont les éléments à l’inté-
rieur sont dans DA.

D’où :
x = lim

n→+∞
xn ∈ DA.

Définition 2.2.1. On dit que
(
exQ

)
x≥0

est un semigroupe analytique généralisé si
Q est un opérateur linéaire X, avec domaine non dense et vérifiant :

ρ(Q) ⊃ Sω,δ =
{
λ ∈ C\ {ω} / |arg(λ− ω)| < π

2 + δ
}
et

sup
λ∈Sω,δ

‖(λ− ω) (λI −Q)−1‖L(X) < +∞,

où ω ∈ R et δ ∈
]
0, π2

[
. Dans ce cas

(
exQ

)
x≥0

n’est pas supposé semi-groupe fortement
continu (voir E. Sinestrari [46], A. Lunardi [32]).

Remarque 2.2.1. En posant r > 0, δ0 ∈ ]0, δ[, alors
(
exQ

)
x≥0

est défini par

exQ =


1

2iπ
∫
γ e

λx (λI −Q)−1 dλ si x > 0,
I si x = 0,

où γ est la courbe de limite sectorielle de Sω,δ0\B(ω, r) orienté positivement. Les
résultats suivants sont valables pour tous les opérateurs Q générateur infinitésimal
de semi-groupe analytique généralisé.
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Proposition 2.2.1.

1. Soit ϕ ∈ X. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) e·Qϕ ∈ C([0, 1];X).

(b) ϕ ∈ D(Q).

2. Soit θ ∈ ]0, 1[ , g ∈ Cθ([0, 1];X), ϕ ∈ X. Posons

v(x, ϕ, g,Q) = exQϕ+
∫ x

0
e(x−s)Qg(s)ds, x ∈ [0, 1] .

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) v ∈ C1([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(Q)).

(b) ϕ ∈ D(Q) et g(0) +Qϕ ∈ D(Q).

Preuve 2.2.2. (voir H. Triebel [48] p. 25 et 76).

On a aussi le résultat suivant :

Théorème 2.2.1.

1. Soit θ ∈ ]0, 1[. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) e·Qϕ ∈ Cθ([0, 1];X).

(b) ϕ ∈ (D(Q), X)1−θ,∞ .

2. Soit ϕ ∈ X, θ ∈ ]0, 1[ et g ∈ Cθ([0, 1];X). Posons

v(x) =
∫ x

0
e(x−s)Q [g(s)− g(0)] ds, x ∈ [0, 1] ,

alors
v ∈ C1,θ([0, 1];X) ∩ Cθ([0, 1];D(Q)).

3. Soit g ∈ C([0, 1];X) et ϕ ∈ X. Posons

w(x) = exQϕ+
∫ x

0
e(x−s)Qg(s)ds, x ∈ [0, 1] .

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) w ∈ C1,θ([0, 1];X) ∩ Cθ([0, 1];D(Q)).

(b) g ∈ Cθ([0, 1];X), ϕ ∈ D(Q) et g(0) +Qϕ ∈ (D(Q), X)1−θ,∞ .

4. Soit g ∈ Cθ([0, 1];X). Alors

Q
∫ 1

0
esQ (g(s)− g(0)) ds ∈ (D (Q)), X)1−θ,∞ .
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Preuve 2.2.3. La deuxième assertion est obtenue en utilisant la théorie des sommes
de Da Prato-Grisvard [9]. L’assertion 3. découle immédiatement de la l’assertion 2.
grâce à E. Sinestrari [46], voir aussi G. Da Prato [8].

Proposition 2.2.2. Soit h ∈ Cθ([0, 1];X), ϕ ∈ D(Q) et posons

w(x) = exQϕ+
∫ x

0
e(x−s)Qh(s)ds, x ∈ [0, 1] ;

alors
Qw(·) 'θ e·Q (Qϕ+ h(0)) .

Preuve 2.2.4. On a

Qw(x) = QexQϕ+Q
∫ x

0
e(x−s)Q [h(s)− h (0)] ds+Q

∫ x

0
e(x−s)Qh (0) ds

= QexQϕ+Q
∫ x

0
e(x−s)Q [h(s)− h (0)] ds−

(
h(0)− exQh (0)

)
= exQ (Qϕ+ h(0)) +Q

∫ x

0
e(x−s)Q [h(s)− h (0)] ds− h (0) .

En utilisant le Théorème (2.2.1) et la proposition 1.2, assertion (ii) dans Sinestrari
[46] on obtient le résultat.

Théorème 2.2.2. Suppose que f ∈ Cα ([0, T ];E) , (resp.hα ([0, T ];E)) , x ∈ D(A)
et, Ax+ f(0) ∈ DA(α,∞), (resp.DA(α)) . Soit u(t) la solution du problème :

u′(t) + Au(t) = f(t)

u(0) = x

Ensuite, les propriétés suivantes sont vérifiant :

i u′, Au ∈ Cα ([0, T ];E) , (resp.hα ([0, T ];E)), et il existe une constante
C = C(T,K, α) ne dépendant que de T,K et α tel que
|u′|Cα([0,T ];E) + |Au|Cα([0,T ];E) 6 C(T,K, α)

(
|Ax+ f(0)|α + |f |Cα([0,T ];E)

)

ii Au(t) + f(t) ∈ DA(α,∞)(respDA(α)),∀t ∈ [0, T ]

Preuve 2.2.5. (voir G.Da Prato [48] page 361)

Proposition 2.2.3. Supposer (2.3). L’opérateur (I − Z) a un inverse borné donné
par

(I − Z)−1 = 1
2πi

∫
γ#

e2z

I − e2z (zI +B)−1dz + I,

où γ# est une courbe appropriée dans le plan complexe.
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Preuve 2.2.6. Voir Lunardi [32].

On pose dans tout ce qui suit

B =
√
−A et Z = e−2B.

Remarque 2.2.2. L’hypothèse (2.3) implique que l’opérateur (−
√
−A) est le gé-

nérateur infinitésimal d’un semi groupe analytique noté (e−
√
−Ax)x>0 sur X, voir

Balakrishnan [3].

2.3 Lemmes techniques

Pour u0 ∈ X, on considère la fonction abstraite suivante :

Q0 : ]0, 1] −→ X

x 7−→ Q0(x,B)u0

telle que
Q0(x,B)u0 = (I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBu0.

On a le résultat suivant

Lemme 2.3.1. On a :

1. Q0(·, B)u0 ∈ C∞(]0, 1] ;D(Ak)), k ∈ N

2. ∀x ∈ ]0, 1] ,Q′′0(x,B)u0 + AQ0(x,B)u0 = 0,

3. ∃C > 0,∀x ∈ ]0, 1] , ‖Q0(x,B)u0‖X ≤ C ‖u0‖X .

Preuve 2.3.1. 1. Soit x > 0, u0 ∈ X. Il est facile de vérifier que

(I − Z)−1(I − e−B)−2e−Bx = e−Bx(I − Z)−1(I − e−B)−2,

alors
Q0(x,B)u0 = e−xB(I − Z)−1(I − e−B)−2u0,

donc en utilisant (ii) de la proposition 1.1 dans Sinestrari [46] page 20, on
déduit la première assertion du lemme(2.3.1).
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2. On a, pour x ∈ ]0, 1],

Q′0(x,B)u0 = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBBu0

= −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xB
√
Au0.

Alors

Q′′0(x,B)u0 = +(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBB2u0

= −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0

et

Q′′0(x,B)u0 + AQ0(x,B)u0 = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0

−A(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBu0

= −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0

= 0.

3. On sait qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x > 0, u0 ∈ X,
on a ∥∥∥e−Bxu0

∥∥∥
X
≤M ‖u0‖X

voir Tanabe [47], page 66, formule (3.27). Alors, ∃C > 0 :

‖Q0(x,B)u0‖X =
∥∥∥(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBu0

∥∥∥
X

≤ C ‖u0‖X .

Maintenant, on étudie le comportement de Q0(., B) en 0.

Lemme 2.3.2. 1. Soit u0 ∈ X. Alors

Q0(·,
√
−A)u0 ∈ C ([0, 1] ;X) si et seulement si u0 ∈ D(A).

2. Soit u0 ∈ D(A). Alors

Q0(·,
√
−A)u0 ∈ C ([0, 1] ;D(A)) si et seulement si Au0 ∈ D(A).

Preuve 2.3.2. C’est une conséquence de la commutativité entre
(I − Z)−1 (I − e−B)−2 et A sur D(A) d’une part et Sinestrari [46], Proposition 1.2,
(ii), page 20, d’une autre part. On utilise aussi le fait que

D(
√
−A) = D(A),

voir Haase [23], Corollaire 3.1.11. Page 59.
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Pour u0 ∈ X, on considère la fonction abstraite suivante :

Q1 : [0, 1[ −→ X

x 7−→ Q1(x,B)u0

telle que
Q1(x,B)u0 = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)Bu0.

On a le résultat suivant

Lemme 2.3.3. On a :

1. Q1(·,
√
−A)u0 ∈ C∞([0, 1[;D(Ak)), k ∈ N.

2. ∀x ∈ [0, 1[,Q′′1(x,
√
−A)u0 + AQ1(x,

√
−A)u0 = 0.

3. ∃C > 0,∀x ∈ [0, 1[,
∥∥∥Q1(x,

√
−A)u0

∥∥∥
X
≤ C ‖u0‖X .

Preuve 2.3.3. Il n’est pas difficile de montrer ce lemme, il suffit de remplacer x
par 1− x :

Lemme 2.3.4. 1. Soit u0 ∈ X. Alors

Q1(·,
√
−A)u0 ∈ C ([0, 1] ;X) si et seulement si u0 ∈ D(A).

2. Soit u0 ∈ D(A). Alors

Q1(·,
√
−A)u0 ∈ C ([0, 1] ;D(A)) si et seulement si Au0 ∈ D(A).

Preuve 2.3.4. On montre ce lemme de la même manière que le lemme (2.3.2).
pour la suite du travail ,nous avons besoin des résultas suivants qui sont en fait
valables pour tout opérateur Q générateur d’un semi groupe analytique généralisé.

2.4 Formule de représentation de la solution

Dans cette section, nous supposons que (2.3) nous fixons :

u(1) = u1.

Supposons que le problème (2.1)-(2.2) admet une solution stricte u. Soit u est la
solution stricte du problème suivant :
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
u
′′(x)−B2u(x) = f(x)

u(0) = u0

u(1) = u1.

(2.4)

Donc la solution u est représentée par :
u(x) = e−xBξ0 + e−(1−x)Bξ1 − 1

2B
−1
∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds− 1

2B
−1
∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds

telle que
ξ0 = (I − Z)−1

(
u0 − e−Bu1

)
+1

2(I−Z)−1B−1
(∫ 1

0
e−sBf(s)ds−

∫ 1

0
e−(2−s)Bf(s)ds

)

ξ1 = (I − Z)−1
(
−e−Bu0 + u1

)
+1

2(I−Z)−1B−1
(∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds−

∫ 1

0
e−(1+s)Bf(s)ds

)
(see[16])
par dérivation on obtient :

u′(x) = −Be−xBξ0 +Be−(1−x)Bξ1 + 1
2

∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds− 1

2

∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds

En utilisant que u′(0) = u′(1) on obtient

u′(0) = u′(1) =⇒ −Bξ0+Be−Bξ1−
1
2

∫ 1

0
e−(s)Bf(s)ds = −Be−Bξ0+Bξ1+1

2

∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds

d’où

u′(0) = u′(1) =⇒ −B (I − Z)−1
(
a− e−Bu(1)

)
−1

2(I − Z)−1
(∫ 1

0
e−sBf(s)ds−

∫ 1

0
e−(2−s)Bf(s)ds

)
+Be−B (I − Z)−1

(
−e−Ba+ u(1)

)
+1

2(I − Z)−1
(∫ 1

0
e−(2−s)Bf(s)ds−

∫ 1

0
e−(2+s)Bf(s)ds

)
−1

2

∫ 1

0
e−(s)Bf(s)ds

= −Be−B (I − Z)−1
(
a− e−Bu(1)

)
−1

2(I − Z)−1
(∫ 1

0
e−(1+s)Bf(s)ds−

∫ 1

0
e−(3−s)Bf(s)ds

)
+B (I − Z)−1

(
−e−Ba+ u(1)

)
+1

2(I − Z)−1
(∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds−

∫ 1

0
e−(1+s)Bf(s)ds

)
+1

2

∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds

alors
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−B(I − Z)−1(I − e−B)(I − e−B)u(1) = +B(I − Z)−1(I − e−B)(I − e−B)a

+(I − Z)−1
∫ 1

0
e−sBf(s)ds

−(I − Z)−1
∫ 1

0
e−(2−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1
∫ 1

0
e−(1+s)Bf(s)ds

+(I − Z)−1
∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds.

Alors on en déduit

u1 = −u0

−B−1(I − e−B)−2
∫ 1

0
e−sBf(s)ds+B−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(2−s)Bf(s)ds

+B−1(I − e−B)−2
∫ 1

0
e−(1+s)Bf(s)ds−B−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(1−s)Bf(s)ds.
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Donc la solution u est formellement donnée par

u(x) = +(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)Bu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)Bu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)Bu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)Bu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)Bu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)Bu0

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1
∫ 1

0
e−(1−x+s)Bf(s)ds (2.5)

+(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(2−x−s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B−1

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

−1
2B
−1
∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds− 1

2B
−1
∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds.

2.5 Existence, unicité et régularité maximale

Théorème 2.5.1. Soit f ∈ Cα([0, 1];X); 0 < α < 1, et sous l’hypothèse (2.3). Alors
les assertion suivantes sont équivalentes.

1. Le problème (2.1)-(2.2) admet une unique solution stricte u, telle que

u ∈ C2([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(A)),

(i.e satisfaisant (2.1)-(2.2)).

2.
u0 ∈ D(A) et Au0 − f(0) ∈ D(A).
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Preuve 2.5.1. On suppose 2 de la théoréme (2.5.1) i.e

u0 ∈ D(A) et Au0 − f(0) ∈ D(A).

On a u(x) souloution de probleme (2.1)-(2.2) donner par (2.5) d’où

u′(x) = −(I − Z)−1e−xBBa− (I − Z)−1e−(1−x)BBa

−(I − Z)−1e−(1+x)BBa− (I − Z)−1e−(2−x)BBa

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2
∫ 1

0
e−(1−x+s)Bf(s)ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(2−x−s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

+1
2

∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds− 1

2

∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds.
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u′′(x) = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)BAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)BAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)BAu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAu0

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(1−x+s)Bf(s)ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x−s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

−1
2B

∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds− 1

2B
∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds

+f(x)

on écrit donc u′′(x) de la fourme
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u′′(x) = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)BAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)BAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)BAu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAu0

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)Bf(0) + 1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBf(0)

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BB
∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(0)− (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)Bf(0)

+(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BB

∫ 1

0
e−(1−s)B(f(s)− f(1))ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)Bf(1) + 1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(1)

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

−1
2B

∫ x

0
e−(x−s)B(f(s)− f(x))ds+ 1

2e
−xBf(x)

−1
2B

∫ 1

x
e−(s−x)B(f(s)− f(x))ds+ 1

2e
−(1−x)Bf(x).
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u′′(x) = −(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAa+ (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BAa

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAa− (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)BAa

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAa− (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)BAa

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)BAa− (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAa

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBf(0)

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BB
∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(0)− (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)Bf(0)

+(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BB

∫ 1

0
e−(1−s)B(f(s)− f(1))ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

−3
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)Bf(0)− 1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(1)

−1
2e
−(1−x)Bf(1)− 1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(5−x)Bf(1)

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)Bf(1)

−1
2e
−xBf(0)− 1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4+x)Bf(0)

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)Bf(0)

−1
2B

∫ x

0
e−(x−s)B(f(s)− f(x))ds+ 1

2e
−xBf(x)

−1
2B

∫ 1

x
e−(s−x)B(f(s)− f(x))ds+ 1

2e
−(1−x)Bf(x)

Finalement, on obtient :
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u′′(x) = −(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−xB + (I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(1−x)B

+(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 + f(1)) e−(4−x)B + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(3+x)B + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(2−x)B − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAu0

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

(
e−xBB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds−B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

)
+1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds−B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

)
+(I − Z)−1(I − e−B)−2

(
B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds− e−(1−x)BB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

)
+1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds−B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

)
+1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds− e−(1−x)BB

∫ 1

0
e−(1−s)B(f(s)− f(1))ds

)
−1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(1)− 1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(5−x)Bf(1)

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4+x)Bf(0)− 3

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)Bf(0)

−1
2B

∫ x

0
e−(x−s)B(f(s)− f(x))ds− 1

2B
∫ 1

x
e−(s−x)B(f(s)− f(x))ds

+1
2 (f(x)− f(0)) e−xB + 1

2 (f(x)− f(1)) e−(1−x)B.

On a les deux terme premier sont dans C ([0, 1];X) d’après les lemme (2.3.2) et
(2.3.4), et les autre sont continus car f ∈ Cα ([0, 1];X) d’où on déduit que u′′ ∈
C([0, 1];X)
on a écrit Au(x) de la forme
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Au(x)= +(I − Z)−1(I − e−B)−2e−xBAu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1−x)BAu0

−(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4−x)BAu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3+x)BAu0 − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)BAu0 + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAu0

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

+(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(1−x+s)Bf(s)ds

−(I − Z)−1(I − e−B)−2B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(2−x−s)Bf(s)ds

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2B

∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds

+1
2B

∫ x

0
e−(x−s)Bf(s)ds+ 1

2B
∫ 1

x
e−(s−x)Bf(s)ds.

D’où donc même méthode comme faire calcule u′′(x) on obtient donc Au(x) de la
forme suivent

49



CHAPITRE2
RÉSOLUTION D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

ESPACE HOLDÉRIEN

Au(x)= +(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−xB − (I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(1−x)B

−(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 + f(1)) e−(4−x)B − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2+x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(3+x)B − (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)BAu0

+(I − Z)−1(I − e−B)−2 (Au0 − f(0)) e−(2−x)B + (I − Z)−1(I − e−B)−2e−(3−x)BAu0

−1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2

(
e−xBB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds−B

∫ 1

0
e−(2+x+s)Bf(s)ds

)
−1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(2+x−s)Bf(s)ds−B

∫ 1

0
e−(4+x−s)Bf(s)ds

)
−(I − Z)−1(I − e−B)−2

(
B
∫ 1

0
e−(3−x+s)Bf(s)ds− e(1−x)BB

∫ 1

0
e−sB(f(s)− f(0))ds

)
−1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(2−x+s)Bf(s)ds−B

∫ 1

0
e−(4−x+s)Bf(s)ds

)
−1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2
(
B
∫ 1

0
e−(4−x−s)Bf(s)ds− e−(1−x)BB

∫ 1

0
e−(1−s)B(f(s)− f(1))ds

)
+1

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(2−x)Bf(1) + 1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(5−x)Bf(1)

+1
2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(4+x)Bf(0) + 3

2(I − Z)−1(I − e−B)−2e−(1+x)Bf(0)

+1
2B

∫ x

0
e−(x−s)B(f(s)− f(x))ds+ 1

2B
∫ 1

x
e−(s−x)B(f(s)− f(x))ds

−1
2 (f(x)− f(0)) e−xB − 1

2 (f(x)− f(1)) e−(1−x)B

+f(x)
alors aussi Au(x) ∈ C ([0, 1];X) car on a les deux terme premier sont dans C ([0, 1];X)
d’après les lemme (2.3.2) et (2.3.4), et les autre sont continus car f ∈ Cα ([0, 1];X)
d’où Au(x) ∈ C([0, 1];X)
Inversement on Suppose que 1., alors

u0 = u(0) ∈ D(A),

et

Au0 − f(0) = −u′′(0) ∈ D(A)

finalement donc l’équation :

u′′(x) + A(x) = f(x)

elle vérifiant pour la solution u(x) du la propléme (2.1)-(2.2) d’où théorème de
régularité maximal exit.

Théorème 2.5.2. Soit f ∈ Cα ([0, 1] ;X) , 0 < α < 1, sous l’hypothèse (2.3) . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’unique solution stricte u du problème (2.1)-(2.2) a la propriété de régularité
maximale :

u′′, Au ∈ Cα([0, 1] ;X).
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2.
u0 ∈ D(A), Au0 − f(0) ∈ (D (A) , X)1−α2 ,+∞

.

Preuve 2.5.2.

Supposons qu’il existe une solution stricte u du problème (2.1)-(2.2) ayant la
propriété de régularité maximale. D’après le théorème précédent, on a

u0 ∈ D(A).

Aussi le premier et le second termes dans la formule (u′′) sont dans Cα([0, 1];X)
alors

e−B· (Au0 − f(0)) ∈ Cα([0, 1];X),
e(1−·)B (Au0 − f(0)) ∈ Cα([0, 1];X),

et appliquant la remarque, (f), page 39.dans [46], on obtient :

Au0 − f(0) ∈ (D(B), X)1−α,∞ .

On conclut en notant que

(D(B), X)1−α,∞ = (D(A), X)1−α2 ,∞
.

Inversement, supposons que

u0 ∈ D(A), Au0 − f(0) ∈ (D (A) , X)1−α2 ,+∞
.

Utilisant le théorème 1.4. Page 361 de [8] on a :

e−
√
−A· (Au0 − f(0)) ∈ Cα([0, 1];X)

e(1−·)
√
−A (Au0 − f(0)) ∈ Cα([0, 1];X)

∫ 1

0
Be−sB(f(s)− f(0))ds ∈ Cα([0, 1];X)

∫ 1

0
Be−(1−s)B(f(s)− f(1))ds ∈ Cα([0, 1];X)

D’où
u′′, Au ∈ Cα([0, 1] ;X).
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Chapitre 3
Résolution d’une équation différentielle
abstraite dans un espace UMD

3.1 Le problème

On considère un espace de Banach complexe X. On cherche à rérésoudre, l’équa-
tion différentielle abstraite du second ordre

u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ [0, 1] (3.1)

avec les conditions aux limites suivantes :

u(0) = u0, u
′(1) = u′1. (3.2)

Ici A est un opérateur linéaire fermé du domaine D(A) non nécéssairement dense
dans X, et u0, u′1 sont des éléments donnés dans X
On cherche pour

f ∈ Lp(0, 1;X), 1 < p <∞

une solution stricte de (3.1)-(3.2) c’est-à-dire une fonction u vérifier :

u ∈ W 2,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;DA).

Notons que si u ∈ W 2,p(0, 1;X) alors d’après J. L. Lions ( théorème des traces),

u ∈ C1([0, 1];X),

d’où u(0), u′(1) sont bien définis.
On note par (A ∈ Bip(α,X)) [Bounded Imaginary power] l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur X, voir, pour plus de details Prüss-Sohr [43]).
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3.2 Les hypothèses

Notons que si X est un espace de Banach quelconque, plus de régularité est
exigée sur f , pour obtenir une solution strict, c’est pourquoi on exige que

X est un espace UMD (3.3)

Les hypothèses sur un opérateur A sont les suivantes. Satisfaisant l’hypothèse d’él-
lipticité

ρ(A) ⊃ [0,+∞[ and ∃C > 0 : ∀λ ≥ 0, :
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥
L(X)
≤ C

1 + λ
, (3.4)

et vérifiant l’hypothèse suivante
∀s ∈ R, (−A)is ∈ L (X) and ∃C > 1, α ∈]0, π[:∥∥∥(−A)is

∥∥∥
L(X)

< Ceα[s].
(3.5)

On rappelle qu’un espace de Banach X est UMD si et seulement s’il existe p > 1
(et alors pour tout p), tel que la transformée de Hilbert est continue de Lp(R;X)
dans lui-même (voir Bourgain [4], Burkholder [5] ).

Remarque 3.2.1. 1. L’hypothèse (3.3) implique que X est réflexif, et alors D(A)
est dense dans X ( voir Haase [23], Proposition 1.1, p. 18 ).

2. L’hypothèse (3.4) implique que l’opérateur
(
−
√
−A

)
est le générateur infinité-

simal d’un semi-groupe analytique noté
(
e−
√
−Ax

)
x>0

sur X ,voir Balakrishnan
[3].

3. L’hypothèse (3.5) est équivalente à

∃C > 1, α ∈ ]0, π[ : ∀s ∈ R,
∥∥∥∥(√−A)is∥∥∥∥ 6 Ce(

α
2 )|s|,

( voir Haase [22], Proposition 2.18. p. 64 ).

On pose dans tout ce qui suit

B =
√
−A.

3.3 Lemmes techniques

Lemme 3.3.1. Soit K : Ω1 × Ω2 −→ R mesurable telle que

∃a > 0 / ∀x2 ∈ Ω2 ,
∫

Ω1
|K (x1, x2)| dx1 6 a,
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∃b > 0 / ∀x1 ∈ Ω1 ,
∫

Ω2
|K (x1, x2)| dx2 6 b,

alors opérateur

F (f)(x2) =
∫

Ω1
K (x1, x2) f(x1)dx1, x2 ∈ Ω2,

vérifie
F ∈ L (Lp (Ω1) , Lp (Ω2)) , 1 6 p 6 +∞.

Preuve 3.3.1. (see [48]).

Théorème 3.3.1. (Mihlin [36]). Soit k un nombre entier naturel supérieur à n/2
et m une fonction Ck définie sur Rn. Supposons qu’il existe une fonction c0 telle
que pour tout α = (α1, ..., αn) multi-indices satisfaisant

|α| = |α1|+ ...+ |αn| 6 k,

on a :
|λα||∂αm(λ)/∂λα| 6 c0.

Alors il existe une constante cp dépendant seulement de n et p telle que l’opérateur
défini par :

Tmf = F−1(mF (f)),

vérifie :
||Tmf ||Lp(Rn) 6 cpc0||f ||Lp(Rn),

où on a désigné par F la transformation de Fourier définie par

F (f)(ξ) =
∫
Rn
e−ixξf(x)dx,

et F−1 la transformation inverse de Fourier.

On en déduit un résultat de régularité sur les dérivées secondes croisées d’une
fonction à partir de celle des dérivées pures.

corollaire 3.3.1. Soient p ∈]1,+∞[ et v : (x1, ..., xn) 7−→ v(x1, ..., xn) une fonction
donnée dans Lp(Rn), telle que pour tout i ∈ {1, .., n},

∂2v

∂x2
i

∈ Lp(Rn).

Alors, pour tout i, j ∈ {1, .., n},

∂2v

∂xi∂xj
∈ Lp(Rn).
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3.4 Formule de représentation de la solution

Nous supposons ici que les hypothèses (3.3), (3.4) et (3.5) sont vérifiées. L’hypo-
thèse (3.4) implique qu’il existe θ0 ∈

]
0, π2

[
et r0 > 0 tels que :

% (A) ⊃ Sθ0 = {z ∈ C∗ : |arg (z)| ≤ θ0} ∪B (0, r0),

et l’estimation dans (3.4) reste vraie dans Sθ0 . Soit γ le contour de Sθ0 orienté de
∞eiθ0 à ∞e−iθ0 . La racine carrée de −λ est la détermination analytique définie sur
C par Re

√
−λ > 0. L’étude du problème (3.1)-(3.2) est basée sur une construction

du solution sous la forme d’intégrale de Dunford (voir [9] et [28] ) et sur la réduction
de l’ordre de l’équation par la transformation du Krein’s voir ( [27]) Maintenant,
considérons le problème 

v′′(x) + λv(x) = f(x),
v(0) = u0.

v′(1) = u′1.

(3.6)

où λ ∈ C−R+. Un calcul simple prouve que la solution du problème (3.6) est donnée
par

vλ(x) = + sinh
√
−λx√

−λ cosh
√
−λ

u′1

+cosh
√
−λ(1− x)

cosh
√
−λ

u0

−
∫ 1

0
Kλ (x, s) f (s) ds,

où

Kλ (x, s) =



sinh
√
−λs cosh

√
−λ (1− x)√

−λ cosh
√
−λ

; si 0 6 s 6 x,

sinh
√
−λx cosh

√
−λ (1− s)√

−λ cosh
√
−λ

; si x 6 s 6 1,

(3.7)
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D’où, la solution du problème (3.1)-(3.2) est donnée par la formule suivante

u(x) = + 1
2iπ

∫
γ

sinh
√
−λx√

−λ cosh
√
−λ

(A− λ)−1 u′1dλ

+ 1
2iπ

∫
γ

cosh
√
−λ(1− x)

cosh
√
−λ

(A− λ)−1 u0dλ

(3.8)

− 1
2iπ

∫
γ

∫ 1

0
Kλ (x, s) (A− λ)−1f (s) dsdλ

=
3∑
i=1

Ii.

3.5 Existence, unicité et régularité maximale

3.5.1 Problème avec conditions aux limites homogènes

Dans cette section on obtient l’ existence, unicité et régularité maximal du pro-
blème (3.1)-(3.2) .
On considère le problème

u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1) , (3.9)

avec les conditions aux limites homogènes

u(0) = 0, u′(1) = 0, (3.10)

sous les hypothèses (3.3), (3.4) et (3.5). On écrit (3.9)-(3.10) sous la forme d’une
somme de deux opérateurs :  Su = Bu+ Au = f

u ∈ D (A) ∩D (B)

où B est défini par : DB = {u ∈ Lp (0, 1;E) /u′, u′′ ∈ Lp (0, 1;E) et u (0) = u′ (1) = 0}
Bu = u′′

Proposition 3.5.1. L’opérateur linéaire fermé B satisfait :

1. ρ (B) ⊃ R+ et ∃K > 0/
∥∥∥(B − λI)−1

∥∥∥
L(E)

6
K

1 + λ
,∀λ > 0

2. ∀s ∈ R, (−B)is ∈ L (E) et ∃K > 0,∃ε > 0 : ∀s ∈ R, ‖(−B)is‖L(E) 6 Ke|s|ε.
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Preuve 3.5.1. Cette proposition signifie que l’opérateur B satisfait les hypothèses
(DV1) et (DV3) de Dore-Venni [11].
On résoud explicitement le problème suivant : v′′ (x) + λv (x) = g (x) , g ∈ Lp (0, 1;X) , λ > 0

v (0) = v′ (1) = 0


On obtient une solution unique v ∈ DB tel que

{
(B − λ)−1 g

}
(x) = v (x) où :

v (x) = −
∫ 1

0
Kλ (x, s) g (s) ds, et Kλ (x, s) est donné par (3.7).

Pour montrer la première affirmation dans la proposition (3.5.1). On appliquer le
lemme (3.3.1).
Vérifions les hypothèses du lemme (3.3.1)

∀x,
∫ 1

0
|Kλ (x, s)| ds 6 C/ (1 + λ) ,∀λ > 0

et
∀s,

∫ 1

0
|Kλ (x, s)| dx 6 C/ (1 + λ) ,∀λ > 0.
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0
|Kλ(x, s)| ds= +

∫ x

0

∣∣∣∣∣cosh
√
−λ(1− x) sinh

√
−λ s√

−λ cosh
√
−λ

∣∣∣∣∣ ds

+
∫ 1

x

∣∣∣∣∣sinh
√
−λ x cosh

√
1− s√

−λ cosh
√
−λ

∣∣∣∣∣ ds

6
coshRe

√
−λ(1− x)

Re
√
−λ coshRe

√
−λ

∫ x

0
sinhRe

√
−λ sds

+ sinhRe
√
−λ x

Re
√
−λ coshRe

√
−λ

∫ 1

x
coshRe

√
−λ(1− s)ds

6
coshRe

√
−λ(1− x)(

Re
√
−λ

)2
coshRe

√
−λ

(
coshRe

√
−λ x− 1

)

+ sinhRe
√
−λ x(

Re
√
−λ

)2
coshRe

√
−λ

(
sinhRe

√
−λ(1− x)

)

6
coshRe

√
−λ(

Re
√
−λ

)2
coshRe

√
−λ
− coshRe

√
−λ(1− x)(

Re
√
−λ

)2
coshRe

√
−λ

6
1(

Re
√
−λ

)2 −
coshRe

√
−λ(1− x)(

Re
√
−λ

)2
coshRe

√
−λ

6
1(

Re
√
−λ

)2

6
1
λ
,∀λ > 0.

De la même manière. On montre que∫ 1

0
|Kλ (x, s)| dx 6

C

λ
,∀λ > 0.

En utilisant le lemme (3.3.1), on obtient alors :∫ 1

0
|Kλ (x, s) g(s)| ds 6 C

λ
,∀λ > 0.

De plus, on montre que est B inversible

(B−1g)(x) = −
∫ 1

0
K0 (x, s) g(s)ds,
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où :

K0 (x, s) =

 s , si 0 6 s 6 x

x , si x 6 s 6 1
∥∥∥B−1g

∥∥∥
Lp(0,1;X)

=
(∫ 1

0

∥∥∥(B−1g
)

(x)
∥∥∥p
X
dx
)1/p

∣∣∣∣∣∣B−1g
∣∣∣∣∣∣p
Lp(0,1;X)

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣(B−1g)(x)
∣∣∣∣∣∣p
X
dx

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0
K0 (x, s) g(s)ds

∣∣∣∣p
X
dx.

Soit x ∈ [0, 1] ∫ 1

0
|K0 (x, s)| ds = x− x2

2 6 x 6 1,

et soit s ∈ [0, 1], ∫ 1

0
|K0 (x, s)| dx = s− s2

2 6 s 6 1.

Après avoir utilisé le lemme (3.3.1), on en déduit que :∥∥∥∥∫ 1

0
|K0(x, s)g(s)| ds

∥∥∥∥ 6 ‖g‖X ,
d’où : ∥∥∥B−1g

∥∥∥p
Lp(0,1;X)

6 ‖g‖pX ,

alors B est inversible et la première assertion de la proposition (3.5.1) est prouvée.
On a donc besoin de vérifier l’assertion 2. Pour cela, on utilise la représentation
intégrale suivante pour la puissance complexe d’un opérateur linéaire fermé pour
0 < Rez <

1
2 , on a :

[
(−B)−z g

]
(t) = 1

Γ (1− z) Γ (z)

∫ ∞
0

(−λ)−z
[
(−B + λ)−1 g

]
(t)dλ

= 1
Γ (1− z) Γ (z)

∫ ∞
0

(−λ)−z
(∫ t

0

sinh
√
−λs cosh

√
−λ (1− t)√

−λ cosh
√
−λ

g(s)ds
)
dλ

+ 1
Γ (1− z) Γ (z)

∫ ∞
0

(−λ)−z
(∫ 1

t

sinh
√
−λt cosh

√
−λ (1− s)√

−λ cosh
√
−λ

g(s)ds
)
dλ

= J1 + J2
où :

J1 = 1
Γ (1− z) Γ (z)

∫ ∞
0

(−λ)−z
(∫ t

0

sinh
√
−λs cosh

√
−λ (1− t)√

−λ cosh
√
−λ

g(s)ds
)
dλ
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Comme :

sinh
√
−λs cosh

√
−λ (1− t)√

−λ cosh
√
−λ

= +e
−
√
−λ(t−s)

2
√
−λ

+e
−
√
−λ(t−s)

2
√
−λ

[
e−2
√
−λ(1−t) − e−2

√
−λs

1 + e−2
√
−λ

]

+e
−
√
−λ(t−s)

2
√
−λ

[
−e−2

√
−λ(1−t+s) − e−2

√
−λ

1 + e−2
√
−λ

]

alors :
J1 =

5∑
i=1

Ki ,

où :

K1 = 1
2Γ (1− z) Γ(z)

∫ ∞
0

(−λ)−z
(∫ t

0

e−
√
−λ(t−s)
√
−λ

g(s)ds
)
dλ

= 1
2Γ (1− z) Γ(z)

∫ t

0

(∫ ∞
0

(−λ)−z e
−
√
−λ(t−s)
√
−λ

dλ

)
g(s)ds,

En posant : σ =
√
−λ (t− s) on a :

K1 = 1
Γ(1− z)Γ(z)

∫ t

0
(t− s)2z−1

(∫ ∞
0

σ−2ze−σdσ
)
g(s)ds

= Γ (1− 2z)
Γ (1− z) Γ(z)

∫ t

0
(t− s)2z−1 g(s)ds

= Γ (1− 2z)
Γ (1− z) Γ (z) (Φz ∗G) (t),

avec :  Φz(t) = t2z−1χ[0,+∞[(t)
G(s) = f(s) sur [0, 1] et nulle ailleurs,

où χ[0,+∞[ est la fonction caractéristique sur [0,+∞[ . Soit F la transformée de Fou-
rier :

F (Φz) (ξ) = Γ (2z) [2iπξ + 0]−2z

= Γ (2z) |2πξ|−2z
[
h(ξ)eiπz + h(−ξ)e−iπz

]
,

tel que :

h(ξ) =

 1 si ξ > 0
0 si ξ 6 0.
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On pose :

mz (ξ) = Γ (1− 2z)
Γ (1− z) Γ (z)F (Φz) (ξ)

= Γ(1− 2z)Γ(2z)
Γ(1− z)Γ(z) |2πξ|

−2z
[
h(ξ)eiπz + h(−ξ)e−iπz

]
,

on peut donc écrire :
K1 = F (mz.F (G)) (t) ,

en utilisant les propriétés de la fonction Γ. On a :

sup
ξ∈R
|mz(ξ)| 6

∣∣∣∣∣ 1
cosπz .

1
(2πξ)2z

∣∣∣∣∣ eπ|Imz|
et

sup
ξ∈R

∣∣∣m′z(ξ)∣∣∣ 6 |2z|
∣∣∣∣∣ 1
cosπz .

1
(2πξ)2z

∣∣∣∣∣ eπ|Imz|
d’où on déduit par application du théorème de Mikhlin ( [36]) et du même travail
pour les autres termes Ki , après les avoir mis sous forme de produit de convolution,
l’existence d’une constante C, positive telle que :∥∥∥(−B)−z

∥∥∥
L(Lp(0,1;X))

6 C (1 + |z|) 1
|cosπz|e

π|Imz|.

En posant : z = η − is, et en passant à la limite quand η −→ 0, on obtient :∣∣∣(−B)−is
∣∣∣
L(Lp(0,1;X))

6 C (1 + |s|) 1
chπ |s|

eπ|s|

6 Ceε1|s|.

Par ailleurs les deux opérateurs A et B commutent au sens des résolvantes donc A
et B sont Bip et on peut appliquer le résultat suivant :

Théorème 3.5.1. Soit E un espace de Banach UMD. Si

A ∈ Bip (E, θA) et B ∈ Bip (E, θB) avec θA 6= θB

et leurs résolvantes commutent alors il existe ε > 0 tel que la somme

(A+B) ∈ Bip(E, θ) où θ = max(θA, θB) + ε.

Preuve 3.5.2. Ce théorème est démontré dans Dore-Venni ([11]). De plus, il y a
un résultat amélioré dans Pruss-Sohr ([43]) avec θ = max(θA + θB).

Le problème (3.9)-(3.10) admet alors une unique solution stricte .
On a montré que sous les hypothèses (3.3), (3.4) et (3.5), le problème (3.9)-(3.10)
admet une unique solution stricte

u ∈ W 2,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;DA).
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3.5.2 Problème avec conditions aux limites non homogènes

Maintenant, considérons le problème (3.1)-(3.2). La représentation de la solution
est donnée par (3.8). Prouvons le résultat suivant :

Théorème 3.5.2. Sous hypothèses (3.3), (3.4) et (3.5), si f ∈ Lp (0, 1;X) ,

u0 ∈ (D (A) ;X) 1
2p ,p

et u′1 ∈ (D (A) ;X) 1
2 + 1

2p ,p
,

alors le problème (3.1)-(3.2) admet une unique solution stricte :

u ∈ W 2,p(0, 1;X) ∩ Lp(0, 1;DA).

Preuve 3.5.3. Il suffit de montrer que Au ∈ Lp (0, 1;X)

Au(x) = + 1
2iπ

∫
γ

sinh
√
−λx√

−λ cosh
√
−λ

A (A− λ)−1 u′1dλ

+ 1
2iπ

∫
γ

cosh
√
−λ(1− x)

cosh
√
−λ

A (A− λ)−1 u0dλ

− 1
2iπ

∫
γ

∫ 1

0
Kλ (x, s)A(A− λ)−1f (s) dsdλ

=
3∑
i=1

Hi.

Théorème 3.5.2 implique que h3 est dans Lp(0, 1;DA), montrons que h1 et h2 appar-
tiennent à Lp(0, 1;DA) sous les conditions :

u0 ∈ (D (A) ;X) 1
2p ,p

et u′1 ∈ (D (A) ;X) 1
2 + 1

2p ,p
,

on a :
H1 = 1

2iπ

∫
γ

sinh
√
−λx√

−λ cosh
√
−λ

A (A− λ)−1 u′1dλ ,

alors
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RÉSOLUTION D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

ESPACE UMD∫ 1

0
||H1||pX dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1
2iπ

∫
γ

sinh
√
−λx√

−λ cosh
√
−λ

A(A− λ)−1u′1dλ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

X

dx

6 C
∫ 1

0

∫
γ

coshRe
√
−λx

|λ|
1
2
∣∣∣cosh

√
−λ

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(A− λ)−1u′1

∣∣∣∣∣∣
X
d |λ|


p

dx

6 C
∫ 1

0

∫ ∞
0

eRe
√
−λx + e−Re

√
−λx

|λ|
1
2 eRe

√
−λ
∣∣∣1 + e−2Re

√
−λ
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(A− λ)−1u′1

∣∣∣∣∣∣
X
d |λ|


p

dx

6 Cθ0

∫ 1

0

∫ ∞
0

1
|λ|

1
2

∣∣∣∣∣∣A(A− λ)−1u′1
∣∣∣∣∣∣
X
d |λ|

p dx

6 Cθ0

∫ 1

0

∫ ∞
0

1
|λ|

1
2 |λ|

1
2 + 1

2p
d |λ|

p ||u′1||p(D(A);X) 1
2 + 1

2p ,p
dx

6 Cθ0

∫ 1

0

∫ ∞
0

1
|λ|1+ 1

2p
d |λ|

p ||u′1||p(D(A);X) 1
2 + 1

2p ,p
dx

6 Cθ0 ||u′1||
p
1
2 + 1

2p ,p

∫ 1

0
dx

6 Cθ0 ||u′1||
p
1
2 + 1

2p ,p
,

et alors H1 ∈ Lp (0, 1;E) . De la même manière on montre que H2 ∈ Lp (0, 1;E) .

63



Chapitre 4
Exemples d’application

4.1 Applications dans le cas où f est dans un
espace holdérien

Soient X = L2(R) et f ∈ Cα([0, 1], L2(R)), 0 < α < 1. Considérons le problème :

∂2u

∂x2 (x, y) + ∂2u

∂y2 (x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ [0, 1]× R

u(0, y) = u0(y) , y ∈ R
∂u

∂x
(0, y) = ∂u

∂y
(1, y)

(4.1)

On définie l’opérateur A comme suit :
D(A) = H2(R)

Au = u′′

Comme X est un espace de Hilbert, D(A) est dense dans X, de plus (−A) est un
opérateur auto-adjoint, alors

D(
√
−A) = (D(A), X) 1

2 ,2
=
(
H2(R), L2(R)

)
1
2 ,2

= H1(R),

voir [31]. En utilisant la transformation de Fourier, on montre que A vérifie (2.3).
Le résultat suivant est une conséquence du théorème 2.5.2

Proposition 4.1.1. Le problème (4.1) admet une unique solution stricte u, telle
que :

u ∈ C2([0, 1];L2(R)) ∩ C([0, 1];H2(R)),

satisfaisant
u′′ ∈ Cα([0, 1];L2(R))
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si seulement si,

u0 ∈ H2(R) et Au0 − f(0) ∈ (H2(R), L2(R))1−α2 ,∞ = Bα
2,∞(R),

(l’espace de Besov Bα
2,∞(R) est complètement décrit dans Grisvard [21] ).

4.2 Applications dans le cas où f est dans Lp(0, 1;X)

Soient X = Lp(R) et f ∈ Lp(0.1;LP (R)), 1 < p <∞. Considérons le problème :

∂2u

∂x2 (x, y) + ∂2u

∂y2 (x, y) = f(x, y), (x, y) ∈]0, 1[×R,

u(0, y) = u0(y) , y ∈ R,
∂u

∂x
(1, y) = u′1(y) , y ∈ R.

(4.2)

On définie l’opérateur A comme suit :
D(A) = W 2,p(R)

Au = u′′

de plus
D(
√
−A) = (W 2,p(R), Lp(R)) 1

2p ,2
= W 1,p(R),

voir [31]. On obtient le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Le problème (4.2) admet une unique solution stricte u, telle
que :

u ∈ W 2,p(0, 1;Lp(R)) ∩ Lp(0, 1;W 2,p(R))

si seulement si : 
u0 ∈ (W 2,p(R), Lp(R)) 1

2p+ 1
2 ,p

= W 1− 1
p
,p(R),

u′1 ∈ (W 2,p(R), Lp(R)) 1
2p ,p

= W 2− 1
p
,p(R).
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