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Introduction

0.1 Objectif principal de la these

Considérons dans un espace de Banach complexe X, le probleme abstrait de type
elliptique
W (@) + Au(z) = f(z), @€ [0,1], (1)

avec les conditions aux limites de type mélé
u(0) = uo,  w'(0) ='(1). (2)

Dans tout ce travail, A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non

nécéssairement dense dans X satisfaisant 'hypothese d’éllipticité suivante

C
. -1

[0, +00[C p(A) et 3C' >0 : H(A — ) HL(X) < oY (3)
Ici ug est un élément donné dans X et f e C*([0,1;X), 0<a < 1.

Ici une solution stricte du probleme (1)-(2), telle que
u € C*([0,1]; X) n C([0,1]; D(A)),

et vérifiant (1)-(2), est obtenue. De plus on donne les conditions nécéssaires et suf-

fisantes pour avoir la propriété de régularité maximale :
u", Au € C*([0,1]; X).

Ce travail est basé fondamentalement sur une représentation explicite de la so-
lution, en utilisant la racine carrée de 'opérateur —A et la méthode de Krein. On

analyse alors avec prudence, toutes les composantes de la solution, dans les deux cas,

en utilisant les résultats de Dore-Venni et Sinestrari [12], [10], le théoreme de réité-
ration de Lions, voir [31] et [13], la théorie des semi-groupes et quelques techniques
appliquées dans [15] et [19].
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Comme application, on obtient quelques résultas liés aux équations aux dérivées
partielles.

Comme cité précédement, la racine carrée de 'opérateur —A apparait naturel-
lement dans les équations du second ordre avec différentes conditions aux limites,
mais quand on a a étudier I’équation (1) avec les conditions de Dirichlet, I"utilisation
de la racine carrée n’est pas nécessaire. Par exemple dans le travail de Labbas [28],
les techniques sont basées sur le noyau de Green. Dans notre cas, ’apparence de
v/ —A est due aux conditions aux limites de Neumann.

Notons que dans ce travail on n’a pas la densité de D(A) dans X, c’est pour
cette raison que I'on doit utiliser la racine carrée de —A avec prudence. On rappelle
le papier sur les puissances fractionnaires d’opérateurs a domaines non denses par
Martinez-Sanz [33].

Une deuxieme partie de notre travail est consacrée a introduire une nouvelle
approche basée sur les techniques du noyau de Green, au I’équation (1) avec les
conditions aux limites

w(0) = up, u'(1) =ui. (4)

ol ug et uj sont des éléments donnés dans X et f € LP(0,1; X), 1 < p < oo. Dans
cette partie
X est un espace UM D (5)

et Popérateur A vérifie I'hypothese (3) et :

Vs € R, (—A)* € L(X) et 3C > 1, €0, 7],

H(_A)z’s (6)

< Cesl,
L(X)

On montre alors qu’il existe une unique solution stricte u de (1)-(4) autrement dit

une fonction u telle que
u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)),

et vérifiant (1)-(4).
D’un autre c6té, on donne les conditions nécéssaires et suffisantes pour avoir une

solution stricte ayant la propriété de régularité maximale suivante
u”’, Au € LP(0,1; X).
A titre illustratif, lorsque X = L9(0,1),1 < g < o0,
D (A) ={p e W?1(0,1) : ¢(0) = (1) = 0},

Ap =",
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I'équation abstraite (1) devient celle du Laplacien avec des conditions aux limites

de type mélé

Au= f,

%(O,y) =g (y),
o (1) =i (v).
u(z,0) =0,
u(x,1) =0.

ou

ferr(0,1;L90,1))

on dit que f est dans un espace anisotropique. Dans le cas ou p = ¢ on obtient

LP(0,1; L%(0,1)) = L ((0,1) x (0,1)).

0.2 Historique

Pendant les derniéres décenies, plusieurs chercheurs ce sont interessés a la réso-

lution ’équation (1) dans les deux cas décrits précédement :
feC(0,1;X) ou f € W?P(0,1;X), 0<a<1,1<p< oo.

Plusieurs d’entre eux ont étudié 1’équation (1) comme un probléme abstrait de
type elliptique, i.e. sous 'hypothese (3), avec différentes conditions aux limites dans
les deux cas f holdérienne ou f dans L” (0,1; X) en utilisant les puissances frac-
tionnaires d’opérateurs ou le calcul fonctionnel de Dunford. Nous citons en premier
la théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et P.Grisvard [9] qui traite comme
application notre probleme avec uy = v} = 0 mais, en imposant une condition non
naturelle au second membre du type f(0) = f(1) = 0.

On trouve aussi une étude complete de I’équation (1) sous les conditions aux
limites de Dirichlet dans le cas d’opérateurs a coefficients variables, voir Labbas
[28]. Cet auteur a utilisé les techniques du noyau de Green . Aussi, I’équation (1) a
été étudié avec les conditions Dirichlet-Neumann dans [34] et [35] et ceci, en utilisant
les techniques des semi-groupes. Notre travail s’inspire de cette derniere référence.

Récemment, une nouvelle approche basée sur les techniques des semi-groupes
et les puissances fractionnaires d’opérateurs, a été développée par Favini, Labbas,

Tanabe et Yagi [10], [1&] concernant 'équation complete

' (z) +2Bu (z) + Au(x) = f (), z€(0,1),
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sous les conditions aux limites de Dirichlet.

On cite par exemple, le premier travail remarquable de S. G. Krein en 1967 (voir
[27] p. 249) qui utilise une réduction de 'ordre et les propriétés de la racine carrée
v/—A (le domaine de A est supposé dense dans X). Le méme Probléme a été étudié
comme un exemple d’une situation plus générale (dans le cadre des sommes d’opé-
rateurs) par G. Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [9]). Ici les outils utilisés sont
basés sur le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation. Cependant,
de part le cadre général qu’il traitent, ces auteurs ont imposé une condition non
naturelle au second membre du type : f(0) = f(1) = 0.

Il est a noter que, dans les exemples concrets régis par des EDP, les espaces
d’interpolation sont souvent plus faciles a expliciter que les domaines de puissances
fractionnaires d’opérateurs. Le travail de R. Labbas en 1986 (voir [28]) clarifie com-
pletement cette situation en donnant des conditions nécessaires et suffisantes sur les
données pour avoir une solution classique ayant de plus une régularité optimale, voir
aussi Rabah Labbas [28].

Dans le cas ou B = 0 et A variable, I’équation non autonome
u(z) + A(@)u(z) = f(z), z€(0,1),

a été traitée dans le travail sur les sommes d’opérateurs de Da Prato-Grisvard (cadre

non commutatif), avec les conditions aux limites de type

{ agu(0) — beu'(0)

do

aju(l) + /(1) = d4
avec a;,b; = 0 et a; +b; > 0 (i = 0,1), ou pour chaque =z € [0,1], (—A(x)) est
supposé vérifiant ’hypothese d’ellipticité dite de Krein (voir [27], (2.2), p. 249) et
des hypotheses de différentiabilité sur la résolvante de type Tanabe et Yagi (voir Da
Prato et Grisvard [9], p. 373 et 375).

Le travail de R. Labbas en 1986 (voir [28]) étudie et clarifie ce cas mais avec
une autre hypothese sur les opérateurs elliptiques (—A (x)), sans supposer la dif-
férentiabilité des résolvantes ni la densité des domaines. Cette hypotheése s’inspire
sur les travaux de P. Acquistapace et B. Terreni pour I’étude du probleme de Cau-
chy abstrait (voir [1]). Concrétement, cette hypothese traduit que les domaines des
opérateurs varient " d’'une maniere holdérienne" mais que les coefficients des actions
de ces opérateurs peuvent étre peu régulieres. Cette situation a été considérée et
étudiée dans un cadre plus général d’'une somme d’opérateurs par R. Labbas et B.
Terreni, (voir [29]). On peut dire que les deux approches sont complémentaires I'une

de l'autre.
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0.3 Outils et méthodes de travail

Cette these utilise beaucoup d’outils d’analyse fonctionnelle, en particulier la
théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs, la théorie de
I'interpolation, la théorie des sommes d’opérateurs linéaires et le calcul fonctionnel
de Dunford.

Les techniques utilisées s’inspirent de beaucoup de travaux ayant trait a ’étude
des équations différentielles abstraites posées dans des espaces de Banach. On cite

a titre indicatif les travaux récents développés dans [15], [16], [L7] et [18].

0.4 Description des sections et résultats princi-

paux

Cette these comporte 4 chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des rappels d’usage sur les outils mathé-
matiques utilisés dans ce mémoire. Nous citons certains résultats classiques sur les
semi- groupes, les espaces holdériens, les espaces d’interpolation et les espaces frac-
tionnaires, ainsi que les pricipaux théoremes de la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires dans le cas des espaces de Banach quelconques ([9];[29]) et dans le cas des
espaces de Banach UMD ([11];[37]).

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme (1)-(2) dans le cas
fec*(o,1];X), 0<a<l.
On cherche une solution stricte u de (1)-(2), i.e. une fonction telle que
u e C*([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),

vérifiant le probleme (1)-(2). Cette solution stricte aura la propriété de régularité

maximale si elle vérifie de plus
u”, Au e C*([0,1]; X).

Le troisiéme chapitre concerne le cas LP(0, 1; X). Plus précisément, on s’inté-
resse a I’équation différentielle abstraite du second ordre de type elliptique (1) avec
les conditions aux limites de type mélé (4) ou A est un opérateur linéaire fermé sur

un espace de Banach complexe X et ug, u] sont des éléments donnés dans X. Ici
fer?0,1;X),1<p< o0,

5
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et X a la proporiété géométrique dite UM D. On suppose que A est un opérateur
Bip et on montre que (1)-(4) admet une unique solution stricte, sous certaines
hypothéses naturelles d’ellipticité de I'opérateur et de régularité sur les données, on
donne alors, une représentation explicite de la solution stricte.

La formule de représentation de la solution est donnée par deux méthodes, la
premiere se base sur le calcul fonctionnel de Dunford et la deuxieme sur la méthode
de Krein[27], I'unicité de la représentation est démontrée.

Dans ce chapitre, on fait une nouvelle approche du probléme (1)-(4) en utilisant le
théoreme de Mikhlin. Dans cette partie on utilise les techniques des multiplicateurs
de Fourier et la théorie de Mikhlin pour majorer les puissances imaginaires pures
d’opérateurs.

Le quatrieme chapitre illustre notre théorie abstraite par quelques exemples
concrets d’applications en EDP dans le cas des espaces LP et C“.

Le mémoire se termine par une bibliographie relative a I’ensemble des travaux

présentés ici.



Chapitre

Rappels

1.1 Notions sur les opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin
que les notations utilisées au cours de cette these soient claires. On donnera aussi
une définition des opérateurs sectoriels. Les démonstrations ne sont pas données,
on renvoie par exemple a Dunford-Schwartz [13]. Soient (X, ||.||x), (Y;]].||ly) deux

espaces vectoriels normés complexes.

1.1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1.1. 1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application li-
néaire A définie d’un sous-espace vectoriel D(A) C Xet da valeurs dans X |
i.e. tel que pour tout x, y € D(A) et pour tout A € C on a
(a) Alx +y) = Az + Ay
(b) A(Ax) = \Azx
(On note que, par abus, on écrit toujours A(x) = Ax pour tout x € D(A))
2. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est & domaine dense si

A) = X, i.e. si pour tout x € X, il existe une suite (x,),>¢ d’éléments de
( ; p ) >

-

)
D(A) telle que lim =z, =x
n—> —+00
3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker(A), défini par :
Ker(A) ={zx € D(A) : Az =0}
Définition 1.1.2. soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire ,
1. On appelle graphe de A le sous espace de X XY | noté G(A), défini par :

G(A) ={(z,y) e X xY/z € D(A),y = Az}
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2. On peut munir D(A) d’une norme notée ||.||pcay et appelée norme du graphe,

elle est définie pour tout x € D(A) par :
|zllpay = [lzllx + [|Az[ly

Proposition 1.1.1. Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D, ||.|]D(A))
est un espace de Banach.
Définition 1.1.3. Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dansY .

1. On dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

D(A) C D(B)
et
Vo € D(A), Av = Bx

2. On dira que A admet un prolongement fermé (ou A est fermable) si B est

fermé

Définition 1.1.4. Soient A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On définit,
pour tout n € N, A" la n-iéme puissance de A, par :
DAY =X et A®=1
D(AY)Y =D(A) et A=A

Vn > 2 D(A") ={x € D(A" 1) : A" 'z € D(A)} et A" = AA™!
Si A est injectif, on peut définir linverse de A, noté A~' par :

Al A(D(A)) — D(4)
y — A7y =z ot z € D(A) est défini par Ar =y

Remarque 1.1.1. I est a noter que le domaine D(A™) peut étre trivial méme si
D(A) est dense. Un exemple qui est paru dans (Exemple 10.1.3 dans [75]) est le
sutvant : St la transformée de Fourier F' est restreinte a l'espace des fonctions infi-
niment dérivables a support compact, alors D(F?) = 0.

Meéme si A est fermé ceci reste insuffisant comme peut étre consulté dans les références([7],

[10], [39]et [15] )
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1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.5. Un opérateur linéaire A défini de X dans 'Y et dit borné s’il existe

une constante positive C, telle que :
||Ax||y < OHIL‘HX ,VZE e X

On note L(X,Y) l'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y . On pose
L(X)=L(X,X).

On définit alors une norme sur L(X,Y) notée ||.||zx,y) et définie pour tout A €
L(X,Y) par :

Ax Y
|Al|lLx,yy = sup [|Az] sup ||Azx|ly = sup ||Azx]||y.
zeX,x#0 ||x||X [lz]|x <1 [lz]| x=1

Proposition 1.1.2. soit A un opérateur linéaire borné et si ||Al|rx) < 1 alors
(I — A) est inversible dans L(X) et (I — A)~t = Y A"
n=0

1.1.3 Opérateurs linéaires fermés
Définition 1.1.6. 1. Un opérateur linéaire de X dansY est fermé si son graphe
est un sous-espace vectoriel fermé de X x'Y .

2. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui

équivaut @ dire que pour toute suite (x,), € D(A) telle que

z, — 0
=y =0.
Axr, —y

Les convergences des suites x, et Ax, sont au sens de la norme de [’espace
X. La notion de fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la
résolution de certaines équations aux dérivées partielles car elle permet d’avoir

des solutions distributions, (voir [2]] ).

Proposition 1.1.3. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Yest fermé si et

seulement si pour toute suite (x,)n>0 d’éléments de D(A) telle que

T, — = dans X.

Az, — y dans Y.

On ax e D(A) et Az =y.
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Proposition 1.1.4. Tout opérateur fermable A admet une plus petite extension
fermée notée A. De plus, on a G(A) = G(A)

Définition 1.1.7. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.

1. On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A) :={X € C/(A\I — A) est inversible dans L(X)}.

Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.

2. Si X € p(A), on définit la résolvante Ry(A) de A au point X par :
Ry(A) = (M — A
3. Le spectre o(A) de A est l’ensemble
a(A) = C\ p(4)

Un élément de o(A) est une valeur spectrale de A.

4. On dit que A € C est une valeur propre de A si (A — A) n’est pas injectif.

Autrement dit, l’ensemble des valeurs propres Vp(A) de A est donné par
Vp(A) :={\ € C/ker(\] — A) # {0}}
5. On appelle le rayon spectral de A, noté r(A), et défini par

r(A) := sup{|A\|/X € 0(A)}.

1.1.4 Opérateurs sectoriels

On étudie maintenant une classe d’opérateurs fermés. Les résultats énoncés ici

sont issus de M. Haase [22] et A. Lunardi [32].
Définition 1.1.8. soit w € [0, 7], on note

S {z€C:2z#0e¢t |arg(z)| <w} siw e |0,7]
) R stw =10

Ainsi, siw > 0, S, désigne le secteur ouvert, symétrique autour de l’aze réel positif,

d’angle 2w.

Définition 1.1.9. Soit w € [0,7[. Un opérateur linéaire A sur X est dit sectoriel

d’angle w, noté A € Sect(w) si :

10
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1. o(A) C S,

2. 3M >0, sup |[AR\A) ||lzo0)< M < oo, pour tout W' €|w, 7|
AeC\S,,/

Proposition 1.1.5. Soit w € [0, 7[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1. A€ Sect(w) et A injectif < A™! € Sect(w)
2. A e Sect(w), c 2 0= cA € Sect(w).
3. A€ Sect(w), e 20= A+el € Sect(w).

Proposition 1.1.6. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.

1. SiR* C p(A) et M(A) =sup |[|AN + A)7Y| < oo, alors
A>0

M(A) <1 et A€ Sect(nm — arcsin(M(A)™))

2. Si X est réflexif, alors D(A) = X et X = ker(A) @ Im(A)
3. Soit w € [0,7[. St A € Sect(w) est injectif et X est réflexif, alors

Im(A) = D(A) = X = D(A") N Im(A"), pour tout n € N

1.2 Semi-groupes

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats importants
sur les semi-groupes. On trouve les démonstrations et d’autres propriétés de Semi-
groupes dans K.-J. Engel et R. Nagel [11], A. Pazy [1]]

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1. On appelle semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X une

famille (T'(t)),-, C L(X) vérifiant les propriétés suivantes :
1. T(0)=1
2. Vt,s € R T(t+s)= T(t)T(s)

Remarque 1.2.1. sit € R, (T'(t)) est dit groupe.

Définition 1.2.2. Un semi-groupe (T'(t))=0 d’opérateurs linéaires bornés est dit

fortement continu ( ou Cy-semi-groupe ) si

tl_l}II(h ||T(t)x — z||x =0, Vo € X.

11
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Définition 1.2.3. Un semi-groupe (T'(t))i=0 d’opérateurs linéaires bornés est dit

uniformément continu si
lim ||T'(t) —1 =0
t10+|| (t) e

Proposition 1.2.1. Soit (T(t))i=0 un Cy semi-groupe sur X. Alors il existe des
constantes w > 0 et M > 1 telles que :

pour tout t = 0, ||T(t)||zx) < Me™,
Définition 1.2.4. Un C, semi-groupe T (t);>0 est appelé semi groupe de contrac-
tions st
pour tout t > 0, ||T(t)||zx) < 1
corollaire 1.2.1. si (T(t));=0 est un Cy semi-groupe,alors l’application
0,403 t+— T(t)x € X
est continue sur [0, 4+00], quel que soit x € X i.e. pour tout ty € RY on a

lim | T(t)x — T(ty)z|| = 0.

t—t]

1.2.2 Générateurs infinitésimaux

Définition 1.2.5. On appelle générateur infitésimal d’un Cy semi-groupe (T(t))¢=o,

=

un opérateur A défini sur [’ensemble

T(t)xr —
D(A) =Sz € X : lim M)z -z existe dcmsX}
t—0+
Az :=: lim M,x € D(A)
t—0+

Proposition 1.2.2. Soient (T'(t))i=0 un Coy semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. St x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :

T(t) Az = AT(t)x, V¢ > 0.

Proposition 1.2.3. Soient (T'(t))=0 un Cy semi-groupe et A son générateur infi-

nitésimal. Alors :

1. pour tout x € D(A) ett,s >0,

T(t)x —T(s)x = /: T(1)Axdr = /St AT (T)xdr

12
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2. lapplication :
0,402t +— T(t)x € X

est dérivable sur [0, +o0[, pour tout x € D(A) et nous avons :

d
dt

Lemme 1.2.1. Soit (T'(t))i=0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors :

—T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x,Vt > 0.

t+h
lim h/ s)xds = T(t)x

h—0

quels que soient x € X ett > 0.

Proposition 1.2.4. Soient (T'(t))i=0 un Coy semi-groupe et A son générateur infi-
nz’gfész’mal. Six € X, alors
/ T(s)xds € D(A)et on a l’égalité :

0

A/ s)xds =T(t)xr — x

Théoréme 1.2.1. Soient (T'(t))i=0 un Cy semi-groupe et A son générateur infini-

tésimal. Alors
x € D(A) et Az =y si et seulement si T(t)x —x = / s)yds, ¥Vt = 0.

corollaire 1.2.2. Soient (T'(t))i=0 est un Cy semi-groupe et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

1. DA) =X

2. A est un opérateur fermé.

Théoréme 1.2.2. Soient deuzx Cy semi-groupes (T'(t))i=0 et (S(t))i=0 ayant pour
générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors : T'(t) = S(t) , Vt > 0.

Remarque 1.2.2. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors
+oo tn
=2
existe et détermine d’une maniére unique un semi-groupe uniformément continu
(€)= dont A est le générateur infinitésimal.
Reczpmquement (T'(t))i=0 Eétant un semi-groupe uniformément continu, on a pour

tout v € X, — / s)xds converge uniformément vers T(0)z = x quand t — 07.

1/t
Donc pour tout t>0, ;/ T(s)xds est inversible et pour tout y € X, il existe x €
0

Xett >0 tel que -
y:—/ T(s)zds
tJo

doncy € D(A). Ainsi D(A) = x et A est borné

13
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1.2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.2.3. (Hille - Yosida) Un opérateur linéaire : A: D(A) C X — X
est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T'(t))iso sur X

st et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est un opérateur fermé et D(A) = X
2. L’ensemble résolvant de l'opérateur A contient la demi-droite |0; +oo[ et on a

1
VA0, IV = A) Yoo < 5

Remarque 1.2.3. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T'(t))i=o sur X. tel que {\ € C:
Re(X) > 0} C p(A) et pour Re(\) >0 ona :
1
M — A < ——,VAeC
[I( ) e Re())

Théoréme 1.2.4. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))i=0 sur X qui satisfait ||T(t)||zx) < Me™

si et seulement si

1. A est un opérateur fermé et D(A) = X

2. p(A) contient I'ensemble |w;+o0[ et pour tout A €lw;+o0[ on a

I = Al < _ Vne N,

M
(A —w)
1.2.4 Semi-groupes différentiables

Définition 1.2.6. Un Cy-semi -groupe (T'(t));=0 dans X est dit différentiable si
Uapplication t €]0, +o0] — T'(t)x €X est différentiable Vo € X

Remarque 1.2.4. Si (T'(t))=0 est différentiable alors D(A) = X et A est nécessai-

rement un opérateur borné.

Théoréeme 1.2.5. Soient (T(t))=0 est un Cy semi-groupe qui satisfait ||T(t)||zx) <
Me*t et A son générateur infinitésimal. Les affirmations suivantes sont équiva-

lentes :
1. (T'(t))t=0 est un Cy-semi-groupe différentiable
2. Im(T(t)) C D(A), Vt>O0.

14
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Proposition 1.2.5. Soient (T'(t))=0 est un Cy semi-groupe différentiable qui satis-
fait ||T(t)||zx) < Me™ . Alors Uapplication :

t €]0, +oo[ — T(t)z € L(X)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 1.2.6. Soient (T'(t))i=o est un Cy semi-groupe différentiable qui satisfait

T ()||cx) < Me™ et A son générateur infinitésimal. Alors :

1.YneN etVazeX, ona T(t)s € D(A") et AT (t)z = [AT(L)]" z,vt > 0.
2. pour tout n € N* Uapplication : t €]0,4+oo[— T'(t) : X — D(A"™) est n fois
différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :
d?’L

T(t)=A"T(t) € L(X),Vt > 0.

3. pour tout n € N* Uapplication : t €)0,4+o0[— T(t)" € L(X) est continue

pour la topologie de la convergence uniforme.

Remarque 1.2.5. Si (T'(t))0 est un Cy semi-groupe différentiable qui satisfait
| T(t)||zx) < Me™t. Alors Uapplication : t €]0, +oo[— T'(t) € L(X) est de classe

& r

1.2.5 Semi-groupes analytiques

Soit X un espace de Banach complexe.

Définition 1.2.7. Soit le secteur S, := {z € C* : |argz|< a}. Une famille d’opé-
rateurs (T'(z)).es, C L(X) est appelée semi-groupe analytique d’angle « telle que

0 < a<mdans X si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. L’application z — T(2) est analytique dans S,
2. T(0) =1
3. T(z1 + 22) =T(21)T(22), V21,22 € S
4. ¥e>0, lim T(z)z=zVreX

2—0,2€S4—¢

Si en plus

Ve >0, sup [|T(2)|| < +oo, i.e on dit que (T(2)),es,_. est uniformément borné

dans So—e alors (T'(z)).es., est appelé semi-groupe analytique borné de type a dans
X.
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Définition 1.2.8. Soient A: Dy C X — X un opérateur linéaire fermé a domaine

D, dense dans X et « €]0,mw[. On définit la famille d’opérateurs linéaires T((t))i=o,

notée (e'1)=o par

T(0) = I

2w

1
Vee X, V>0, T(t)r = — / M — A)lxd) = e,
gl

ot 7y est un contour de S, orienté de +ooe™™ a + ooe™ telle que v C p(A).

Théoreme 1.2.7. Soit A: Dy C X — X un opérateur linéaire vérifiant :
1. A est fermé
2. Dy est dense dans X
3. p(A) D{A € C*/ReX > 0} = VU il existe C' > 0 tel que VA € ¥

_ C
| (M —A)7! 2 < W
Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément

borné (T(t))i=0. On note en général (T(t))i=0 par (e)iso.

Théoréme 1.2.8. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T(2)),c5-
uniformément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. 1l existe o €]0, 7| tel que (T'(t))s=0 soit prolongeable en (T'(z)),c5- semi-groupe

sur X, analytique dans S, uniformément borné dans S,.

2. Il existe 0 < 0 < 5 et C' >0 tel que
S§+6 - p(A),

et
C

YA€ Sais, [|(M —A)Hlex) < o

3. (T(t))i=0 est un Cy semi-groupe différentiable et il existe une constante positive

C tel que pour tout t >0 :
C

||AT(t)||L(X) < | |

1.2.6 Semi-groupes analytiques généralisés

Définition 1.2.9. Soient A un opérateur linéaire fermé dans X de domaine non

dense, w € R et 0 €]0, 7]
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S(s,w C p(A)
sup [|(A — w)(M — A) 7| £x) < +o0,

655’w
ot S5 = {)\ € C\w : Jarg(A —w)| < g+(5}.
On dira dans ce cas que (e*4),>¢ est un semi-groupe analytique généralisé de A et
dans ce cas (e%4),s¢ n'est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir A.
Lunardi [32], E. Sinestrari [10] ).

Remarque 1.2.6. Soient A un opérateur linéaire fermé sur X, w € R et dy €]0, d].
En fizant r > 0, alors (e*"),>0 est défini par
1
%/6)\1<)\I —A)tdN six >0,
A — ) 2im Jy

1 : st x =0,

ou vy est le bord de Ss, ., \B(0,r) orienté négativement.

1.3 Espaces UMD

Afin d’utiliser certains résultats sur les opérateurs, les espaces de Banach sont
insuffisants. On utilisera les espaces UM D (Unconditional Martingale Differences)
construis a partir de la théorie des martingales a valeurs vectorielles. On donne dans
cette section plusieurs définitions équivalentes a la notion d’espaces UM D qui ca-
ractérisent les propriétés géométriques de ces espaces. Celle-ci utilise la transformée
de Hilbert. L’équivalence entre les deux définitions est démontrée dans Burkholder
([5]) et Bourgain ([4]).

Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe.

Définition 1.3.1. Soite €]0, 1] et p €]1, 00[. On définit l'opérateur H. € L(LP(R, X))

par

v fe IR, X), (Hf)(z) = — /e<s|<1 F&=9) b ppr eR

T s

soit f € LP(R, X). si lir%+ H.f ezicte dans LP(R, X), alors cette limite est notée
E—>

Hf et est appelée la transformée de Hilbert de f sur LP(R, X).

Définition 1.3.2. On dit que X est un espace UMD si

dpell,o0),V f e LP(R,X), lir%+ H.f exicte dans LP(R, X)
e—s

Dan ce cas
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H: PR, X) — LP(R,X)
f —s Hf = lim H.f

e—07t
est dans L(LP(R, X)), d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus, et est appelée la
transformée de Hilbert sur LP(R, X).

Proposition 1.3.1. On suppose que X est un espace UMD. Alors
Vpell,oof, V fe LP(R,X), hnng H.f existe dans LP(R, X).
e—

Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, a cette

fin on introduit la notion de (-converité
Définition 1.3.3. On dit que X est (-convexe si et seulement s’ il existe une fonc-
tion ( : X x X — R, vérifiant

1. €(0,0) > 0 et pour tout x,y de X,

2. ((x,.) et {(.,y) sont convexes sur X.V z,y € X,

3. Clz,y) <z +yll sillzf =yl =1. V 2,y € X.
Le résultat fondamental de D.L. Burkholder (voir [5] et []]) est le suivant :
Théoréme 1.3.1. X est un espace UMD si et seulement si X est (-conveze.
Exemple 1.3.1. [l est possible de donner de nombreuzr exemples d’espaces de Ba-
nach classiques qui ont la propriété UMD, ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est un espace UM D.

2. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

3. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.
4. Tous les espaces construits sur LP, sont UMD si 1 < p < oo.
5

. Siles espaces X etY sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (X, Y)G,p
ou compleze [X,Y], ) sont UMD si1 < p < oo.

1.4 La théorie des sommes d’opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaine respectifs
D(A) et D(B). On s’intéresse alors a 1’équation

Au+ Bu = g, (1.1)
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ou g est un vecteur donné de X.

L’opérateur somme L = A + B est défini par

D(L) = D(A)N D(B)
Lu = Au+ Busiue D(L),

et (1.1) s’écrit encore
Lu=yg. (1.2)

Remarque 1.4.1. On note que le domaine D(L) peut étre trivial méme quand A

et B sont auto-adjoint (voir exemple dans ([20])

Une solution stricte de (1.1) est un élément u € D(L) satisfaisant (1.1). L’idéal
est de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas
toujours possible; on introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.1) si et seulement si, il existe (u,), .y une suite
dans D(L) telle que

nl—lgloou” =u et ngrmeun =g. (1.3)

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1). La
notion de solution forte est donc plus faible (mais le terme de solution faible ne sera
pas utilisé ici, il est en général réservé aux solutions variationnelles, la notion de
solution forte correspond plutdt & une solution distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont
équivalentes, mais la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement
fermée.

D’autre part si 'on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e.

L est la plus petite extension fermée de L) alors (1.3) équivaut a :
uw € D(L) et Lu = g.

Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout ¢ de X, il existe une solution forte de (1.1).

2. 0€p(L).
Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout g de X il existe une solution stricte de (1.1).

2. 0ep(L).
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Dans ce contexte, on comprend I'importance de trouver des conditions raison-
nables sur les opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voire fermé) et
que 0 € p(L).

Les deux théoremes de G. Da Prato et P. Grisvard, énoncés plus loin, répondent
positivement a ce probleme sur les sommes d’opérateurs sous des conditions adé-

quates.

1.4.1 La théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et

Grisvard

notation 1.4.1. On suppose qu’il existe v > 0 et un angle 0 €]0,7|. On note le

secteur Sy par

Sg={z2€C\{0}:|z| =ret |arg(z)| <7 —0}.

Les hypothéses sur A et B

On suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypotheses de base (dites de
Da Prato et Grisvard [21]) suivantes :
Parabolicité-ellipticité :
dr,Cy,Cp > 0,04,0p € ]0,7‘(‘[ :
i) p(A) D Sy, ={z:]z| = |arg(2)] < 7T — 04},
-1
Vz € Sy, ||(A = 20) HL(E) < Ca/l2.
(DP.1) { i) p(B) D Sy, ={2: 2] = r, |arg (2)] < 7 — 0B},
-1
Vz € Sy, (B — 21 HL(E) < Cs/lel.
iii) Oa+0p <
iv) D(A)+ D (B)=E.

Commutativité au sens des résolvantes :
VA€ p(—A),Yu e p(—B
(DP2) p(—A),Vu € p(—B)
(A+ XY B+pul) ' =(B+ul) YA+ M),
et
(DP.3) o (A)No(—B) =0,
ou o (A) (resp o (—B) ) désigne le spectre de A (resp de (—B) ) et p(A), p(—B)
leurs ensembles résolvants.
La premiere hypothese est dite d’ellipticité-parabolicité, la deuxieme indique le

cadre commutatif.
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Théoréme de Da Prato et Grisvard

L’opérateur linéaire continu défini par I'intégrale de Dunford suivant :

. 1 -1 -1
S:u— 2i7r/r<B+Z]) (A—2zI)" gdz,
provenant naturellement de I'extension de la formule de Cauchy dans le cadre
opérationnel, vérifie les propriétés :
1. Vue D(A)N D (B) on a S (Au + Bu) = u,
2.Yve D(A)+D(B)on a:
S(v)e D(A)NnD(B),
et

A(S () +B(S(v) =,
3. Pour v € D4 (0,p) + D (0,p),0 €10,1[,p € [1,400], on a :

SveD(L) et L(Sv)=w,
4. L est fermable et (f)il = S (L est la fermeture de A + B), de plus :

(D(L); E)y, = (D(A);E),,N(D(B); E)

P 0,p°

I est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (—B) et demeurant

dans p (A) N p(—B) (voir Da Prato-Grisvard [9]).

La fonction u est alors 'unique solution forte de (1.1).

Théoréme 1.4.1. Sous les hypothéses (DP1) ~ (DP3) et pour 6 €]0,1], p €

[1,400], on a :
1. Sig € Dgp(0,q) alorsu € D(L) et Au, Bu € Dg(0,p).
2. Sige€ Du(0,q) alorsuw € D(L) et Au, Bu € D4(0,p).

1.4.2 La théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni

Théoréme de Dore-Venni

Position du probleme Il s’agit, comme dans la théorie des sommes de G.

Da Prato et P. Grisvard de résoudre 1’équation
Au+ Bu =g,

ou g € X et A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X. On suppose entre
autre que X est un espace UM D. Le Théoréme de Dore-Venni (voir [11] ) montre

que, sous de bonnes hypotheses sur les opérateurs, A+ B est fermé, a inverse borné.
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Les hypothéses sur A et B On suppose cette fois-ci que les opérateurs A et B

vérifient

i)p (A) D ]—00,0] et IM4 > 0:

A0 A4+ /\)’1HL(E) < Ma/(1+)),
(DV.1) 4 di)p(B) D ]—00,0] et IMp >0

YA >0, (B+A)*1HL(E) < Mg/ (14 )),
D(A) = D(B) = X.

<

~

(V) { V) € p(;A) i eif(—B) B B
(A+X)  (B+p) —(B+p) (A4+XN =0

iWs €R, A® € L(F) et IK > 0,04 >0:
Vs € R, [|A®]| g < Kel*Pa,

(DV.3)S ii)Vs €R, B* € L(E) et 3K > 0,05 >0 :
Vs € R, || B*[| ) < Kellf7,

i11)04 + 0p < .

On note par Bip(FE,0) (Bounded imaginary power), l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur F, vérifiant (DV.1) et (DV.3). On a alors le Théoréme remarquable

suivant di a Dore et Venni.

Théoréme 1.4.2. Si X est un espace UMD et sous les hypothéses (DV.1),(DV.2)
et (DV.3) lopérateur
L—A+B,

est fermé et
L' e £(X).

L’opérateur inverse de L est défini explicitement par l'intégrale :

A—sz—l
pro (A,
v

sin 7wz

ol 7 est une courbe verticale contenue dans la bande
{z€C:0< Rez < 1},

s s
et orientée de coe "2 vers ooe’2.
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1.5 Espaces d’interpolation

1.5.1 Espaces de Moyenne

On rappelle ici la notion d’espace d’interpolation développée par J. L. Lions et
J. Peetre [31]

Définition 1.5.1. Soit X un espace de Banach compleze, et pour p € [0,400[. On
définit l’espace LP(Ry, X) par :

+
PRy, X) = {f Ry — X fortement mesumble,/ || f(t )Hp— < oo}
0

pour f € LP(Ry, X), on note

1£(2)

o= i )

et si p=4o00. On a

LP (R, X) = {f 'R, — X fortement mesurable t.q. sup ess||f(t)|] < oo} :
t

€R,

pour f € LX(R,, X), on note

|1 (t)

e ) = Sup ess||f (1]

€R,

Soient (Xo, ||.||x,) et (X1, |]-||x,) deux espaces de Banach s’injectant continiment

dans un méme espace topologique séparé K.

Proposition 1.5.1. (XN Xy, |||lxonx,) et (Xo+ X1, ||-||xo+x,) sont des espaces
de Banach
12| xorx, = max{[|z[|x,, [|2]|x,} st 2 € Xon Xy

||l‘||X0+X1 - xo€X07x1€II)1(f1‘,xo+x1=x {||x0||XO T ||l‘1||X1} S XO + Xl

Et de plus
XomX1CX0,X1CX0+X1 ,

(avec injections continues).

Définition 1.5.2. Pour p € [1,+0o0] et 6 €]0,1[. On appelle espace d’interpolation
entre Xo et Xq Uespace (Xo, X1)gp,p défini par :

z € (Xo,X1)oyp si et seulement si :
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W)Vt > 0,3ug(t) € Xo, Jui(t) € Xy tels que v = up(t) + ui (1),
i)t %uy € L2(R, Xo), t " %u; € LP(R,, X1).

Proposition 1.5.2. soient p € [1,4+00] et 0 €]0,1]. Posons :

Il = it o ([0

ui: Ry —X;, i=0,1:
Vt>0,uo(t)+u1 (t)=x

St T € (Xo, X1)97p .

) T Htl_eul

Lg(Rﬁ—vXO Lg(R-HXl)) ’

Alors ((Xo, X1)op, ||-|lop) est un espace de Banach vérifiant
XoNX; C (Xo, Xl)@,p C Xo+ Xl,

avec injections continues.
Notons que (Xo, X1)op = (X1, Xo0)1-0,p-

Définition 1.5.3. Soientp € [1,+00] , 6 €]0, 1] et soit A un opérateur linéaire fermé
de domaine D(A) C X muni de la norme du graphe : ||z||p)y = ||z]|x + ||Az||x.
On définit alors

Da(0,p) = (X, D(A))op = (D(A), X)1-0,-

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisa-

tions explicites de D4(6, p) pour p € [1,400] et 0 €]0, 1] ainsi :

Théoréme 1.5.1. Soient p € [1,+00], 0 €]0, 1] et soit A un opérateur linéaire fermé
de domaine D(A) C X

1. Supposons que R C p(A) et 3C > 0 telle que :

YA > 0,[[(A = AD) 7o) <

S

Alors
DA(0,p) ={x € X :t°A(A—tI)"'x € [F(Ry, X)},

(voir Grisvard [21]).

2. Supposons que A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X
Da(6.p) = {z € X : (e — D)z € LI(R., X))},

(voir Lions [70]).

3. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X. Alors :
Da(0,p) ={zr e X :t' Az € LP(R,, X)},

(voir Butzer — Berens [0])
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1.5.2 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces D4(0;p). Ceux-ci
peuvent étre par exemple, des espaces de Holder, des espaces de sobolev, .... ou encore

des espaces de Besov. On trouve dans Grisvard [21], [20] les définitions suivantes.

Définition 1.5.4. Soient n € N*,s > 0 et 1 < p < 400. On définit ['espace de

Besov

o) +ply) — 2;@(%‘”)
|z —y|"

B(R") = {90 e LP(R"), (z,y) —> € LP(R" x R”)} ;

puts pour s > 1 entier
By(R") = {p € W*'P(R"), D% € B(R"), || = s — 1},

et enfin pour s non entier
By (R™) = W*P(R").
Définition 1.5.5. Soient n € N*,s > 0, 1 < p < +oo et Q un ouvert de R". On
définit
By(Q) = {p = tho : ¥ € Bj(R")} .
Définition 1.5.6. Soient n,m € N*, s > 0, 1 < p,q < +00. On définit les espaces

de Besov

Bl (R") = {gp e ’(R"): Y (/O+O° o (/R lo(z + tex) + oz — tey) — 2<p(:c)|pdx>z C?) < +oo}

k=1

et pour 0 <s <1

B (R") = {90 70 ( [T (et + ten) - so<x>|pdx)’q’ ‘ff) < +oo} 7

k=1

puLs
By, (R") = {p € W"THP(R"), D% € B} (R"), |a| = m — 1},

et enfin pour m < s<m+1,
B; ,(R") = {p € W™P(R"), D°p € By ;™ (R"),|a =m},

ot (eq,...,e,) est la base canonique de R™.
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Définition 1.5.7. Soient n € N*,s > 0, 1 < p,q < 400 et Q un ouwvert de R™. On
définit
B; () = {o=1ja: ¥ € By (R}
Dans le cas particulier p = ¢, on a le résultat suivant.

Proposition 1.5.3. Soient n € N*,s > 0, 1 < p,q < +00 et Q un ouvert de R™.
On a :
B, (R") = B}(R"),
B, () = B;(Q).

p

Théoréme 1.5.2. ([2]]) pour 1 <p< +oo et 1 <qg< +o0, ona:

(WP (R"); L*(R™))o,, = Byy' ™" (R").

1.6 Calcul fonctionnel

Dans le cadre des opérateurs non bornés, on pourra consulter le livre de N.
Dunford et J. Schwartz [13] pour I’étude des premiers développements du calcul

fonctionnel. Ici, on s’est inspiré du livre de M. Haase [22].

1.6.1 Calcul fonctionnel pour les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.6.1. (Formule de Cauchy) Soient U un ouvert de C, on note H(U)
l’ensemble des fonctions holomorphes sur U et K un compact de U a bord orienté
positivement vy. On pose alors pour f € H(U) on a :

1O
f(Ao)—mAA_AOdA,

pour tout point Ay a l’intérieur de K.

On cherche a construire f(A) avec A un opérateur linéaire borné et f une fonction
holomorphe sur un ouvert contenant o(A), le spectre de A. Pour cela, on définit

I'intégrale de Dunford-Riesz sur le modele de la formule de Cauchy.

Définition 1.6.2. (Intégrale de Dunford-Riesz) Soient A € L(X), on note
H(U) l’ensemble des fonctions holomorphes sur U et K un compact de U contenant
a(A) (le spectre de A). Alors pour f € H(U) on a :

1
A) = 5= [ FOVA = 4)
F) = 51 [ PO = A
ot 7y le bord de K orienté positivement (v une courbe finie entourant o(A)).
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Remarque 1.6.1. Dans la définition précédente, puisque la fonction A\ — (A —
A)7 est analytique sur p(A), alors f(A) ne dépend que de la fonction f et non de

Uouvert U.

1.6.2 Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Définition 1.6.3. Soient ¢,w € 10, 7] et A € Sect(w).
1. DR(S,) est espace des fonctions f de H(S,) qui sont bornées sur S, et
vérifiant

IC >0, 35> 0, ¥z € S, [f(2)] < Cmin {|2]*, |2[~*}.

2. DRy(S,) est lespace des fonctions f de H(S,) qui sont bornées sur Sy, qui

admettent un prolongement holomorphe sur un voisinage de O et qui vérifiant
ds >0, |f(2)] < O(]z]7%) (quand |z| — 400).

La notation DR est mise pour Dunford-Riesz.
Définition 1.6.4. Soient f € DR(S,) U DRy(S,), ¢ €lw,m[,w €]0,7[ et A €
Sect(w). On pose alors

F(4) = —— [ rar =),

i
ot la courbe v est définie comme suit.

1. Si f € DR(S,), on fize W' €]w, [ et on prend pour vy, le bord orienté positi-

vement de S,

2. 81 f € DRy(S,), on fize w €lw, @[ et on prend pour vy, le bord orienté po-
sitivement de S,, U B(0,7),r > 0 tel que f est holomorphe au voisinage de
B(0,r)

f(A) ainsi défini ne dépend pas du choiz de W' ou r.

Définition 1.6.5. Soient A € Sect(w) et p,w € ]0,7[. Si f € DR(S,) + DRo(S,)
alors il existe g € DR(S,), h € DRy(S,) tels que f = g+ h. On pose alors

f(A) = g(A) + h(A).

Proposition 1.6.1. soient f,g € DR(S,) + DRy(S,) et a,b e C
1. f(A) € L(X),
2. (af +bg)(A) = a(f(A)) + b(g(A)).
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1.6.3 Extension du calcul fonctionnel

Définition 1.6.6. Soient A € Sect(w) et ¢, w € |0,w[. On pose

/()
(14 2)"

On note que K(S,) contient DR(S,) + DRo(S,) et aussi toutes les fonctions ra-

tionnelles dont les poles sont hors de S, et en particulier les constantes.

K(S,) = {f € H(S,)/3n € N, € DR(S,) + DRO(S¢)} .

Définition 1.6.7. Soient A € Sect(w) et w € |0,w[. Pour tout f € K(S,) ou
@ €lw, [, on définit f(A) comme suit

s = aear (L2 )

(14 2)n

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.6.2. Soient A € Sect(w) et w € ]0,7[. Si f,g € K(S,) avec ¢ €
|w, w[. Alors :

1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est borné alors f(A) est borné.

5. F(A)+ F(9) € (F +9)(A) et F(A)g(4) C (fg)(A).

4. 1(A) =1,(z")(A) = A" oun € N*,

50 ¢ 5 (LEL) () = o - )

Dans le cas particulier ou A est injectif et dans ['optique de définir A%, pour tout
a € C, on s’intéresse a une nouvelle classe de fonctions.
Définition 1.6.8. Soient A € Sect(w) et w € ]0,7].

1. Pour tout ¢ € |0, w[. On définit

_ 2" f(2)
M(S,) = {f € H(S,)/3n € N, (R € DR(S@}.

2. 81 A est injectif, pour tout f € M(S,),p €lw,w[. On définit

) = (e apa) (150 ),

(1+z)2m
Proposition 1.6.3. Soient A € Sect(w) etw € |0, w[. Si f € M(S,) avec p €]w, .
Alors :
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. St A est un opérateur borné et inversible alors f(A) est borné.

Notons enfin que si f € K(S,) N M(S,). Alors f(A) admet deux formules de défi-

nition et ces formules coincident.
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1.6.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels,
en particulier les puissances 1/2. On renvoie a M. Haase [22], H. Komatsu [25] et
A.V Balakrishnan [3].

Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X, tel que

3C > 0/]0, +o00[C p(A) et pour X >0,
(A =AD" |20 < 1550

alors pour 0 < a < 3 —(—A)* défini précédemment génere un semi-groupe analy-
tique G, (t) défini par :

GJﬂ:AwM—AD”ﬂxuww,

ot g(A,t, ) = Lsin(tA” sin )~ 5™ et analytique.

Remarque 1.6.2. Pour a = % ona
1 o]
Ggﬂ:—/(A—MY%mmﬁﬁ.
T Jo

Puissances fractionnaires a parties réelles positives

Soient A € Sect(w), w €]0, [ et o € C. Il s’agit alors, sous certaines conditions,
d’activer la formule
A% = (2)(A). (1.4)

Ici 2* désigne la détermination principale de la fonction "puissance ' caractérisée
par
2% = M) i = e r > 0et B €] — 7, 7. (1.5)
Proposition 1.6.4. Soient A € Sect(w), w €]0,n[. Pour tous o, 3 € C, tels que
Re(a) > 0 et Re() > 0, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. A% est un opérateur linéaire fermé dans D(A%).
Si Ae L(X), alors A € L(X).
AP = A2 AB = AP A°,
Si0 € p(A), alors 0 € p(A%).
Si Re(a) < Re(f), alors D(AP) C D(A®).
Si A est injectif alors A* Uest aussi et (A1) = (A*)~1.

S G e e
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7. St a €]0, m/w[, alors A* existe et A* € Sect(aw).
8. Sia €]0,7/wl, alors (A%)F = AP,

On note que A.V Balakrishnan [3] fournit une représentation intégrale de A®

pour 0 < Re(a) < 1.

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Soient A € Sect(w), ot w €]0,7[ et a € C, 2% est donnée par (1.5) et si A est

injectif, alors on définit encore A% par la formule (1.4)
Proposition 1.6.5. Soient A un opérateur injectif, w €]0,n[ et A € Sect(w). Pour
tous a, B € C, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X.

2. At C A“AP avec D(AP) N D(A*P) = D(A*AP).

3. Sia€R et|a] <7m/w, alors A% € Sect(|ajw) et (A%)P = (A%¥).

4. A% est injectif et (A7H)* = (A%t = A,

On note que H. Komatsu [25] fournit une représentation intégrale de A* pour
0 < |Re(a)| < 1.

1.6.5 Opérateurs BIP

Les définitions et les propriétés de cette section se réferent a J. Pruss [12] et J.
Priiss H. Sohr [1]
Définition 1.6.9. soit a € [0, 7[. On dit que A € BIP(X, ) si

1. ] —00,0[C p(A) et IC > 0/[[(A = M) ]zx) < 155, YA = 0.

2. A est injectif.

3. D(A) =1Im(A) = X.

4. Vs eR, A® € L(X).

5.3C >0, Vs € R, ||A¥||zx) < Celsle,

En disant que A a des puissances imaginaires bornées (Bounded Imaginary Powers).

Proposition 1.6.6. Soient « € [0, w[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. A€ BIP(X,q), injectif < A™' € BIP(X, ).

2. Ae BIP(X,a), 0<0< g — A® € BIP(X, 0a).
3. A€ BIP(X,a), ¢>0=>cAc BIP(X,a).

J. A€ BIP(X,a), ¢ >0 => A+cl € BIP(X,q).
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1.7 Espaces fonctionnels

Soient {2 un intervalle quelconque de R et (X, ||.||) un espace de Banach Com-
plexe. Les définitions et résultats énoncés ici sont issus de W. Arendt, C. J. K. Batty,
M. Hieber et F. Neubrander [2].

1.7.1 Espaces de holder

Soient 2 un intervalle quelconque de R, X un espace de Banach complexe et

C(€; X) l'espace de Banach des fonctions continues.

Définition 1.7.1. Les espaces de Hélder des fonctions continues C*(€2; X) de Q
dans X avec a € |0, 1] est défini par

C’O‘(Q;X):{fEC'(Q;X)/ sup |"}C(LE)_‘IC(y)Hx<—|—oo},

z,yeQxty |z — y|*

muni de la norme

flx) = fly
[ fllca@x) = [fllc@x) + sup 1/ () (Q)HX
T,y€Q,xF£Y |.T — y|

Proposition 1.7.1. Soient Q un intervalle quelconque de R et o € 10, 1[. Alors
C*(; X) C C( X).

Définition 1.7.2. Le petit espace de Hélder des fonctions continues h®(€2; X) de 2
dans X avec a € 10,1[ et k € N est défini par :

h*(Q; X) = {f € CY(Q; X)/ lim sup 17(2) = J(v)llx = O} :

70 yeQaty le—y|<o |z —yl|*
et
e X) = {f € CHIX)/f® € (@ X)

L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées et de

dérivée k-éme le petit espace de Holder de € dans X.

Proposition 1.7.2. Soient Q un intervalle quelconque de R et o, 5 € 0, 1] tels que
a > (. Alors
C*(Q; X) C hP(; X).
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1.7.2 Intégrales de Bochner
Soit X un espace de Banach complexe muni de la norme ||.||x.

Définition 1.7.3. Une fonction f : Q@ C R — X est dite étagée s’il exviste une

famille finie (£2;)ic; C Q d’ensembles mesurables vérifiant

LNQ=0oVijelitj
Q:UQZ )

i€l
et des nombres a; € X

f(l') - Zalﬂﬂl )

iel
ot g, est la fonction caractéristique de €;
Définition 1.7.4. Une fonction f: Q C R — X est dite fortement mesurable au

sens de Bochner (ou Bochner-mesurable) s’il existe une suite de fonctions étagées
fn: QCR— X telles que

fulz) — f(z) quand n — 400 p.p x € Q) .

Définition 1.7.5. Une fonction f : QQ C R — X est dit Bochner-intégrable, s’il

existe une suite de fonctions étagées (fn)nen telle que

1. f, — f quand n — o0 p.p x € (),
2. dim [ Ifuf@) = f@)lldz = 0.

n—-4oo
Proposition 1.7.3. Soit f : Q2 C R — X un fonction Bochner-mesurable . Alors f
Bochner-intégrable si et seulement si l'application © € Q — || f(x)||x est intégrable

au sens de Lebesgue.

Proposition 1.7.4. Soit f : Q2 C R — X un fonction Bochner-mesurable . Alors,
pour tout x € ). Ona :

| [ f@s]| < [ s @llda.

1.7.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev étant construits a partir des espaces LP, dont on donne

ici la définition.

Définition 1.7.6. Soient f : Q — X, Q un intervalle quelconque de R et k € N*,
avec 1 < p < 400

32



CHAPITRE 1 RAPPELS

1. Pour 1 < p < 400 on définit
LP(Q; X) = {f : Q — X Bochner-mesurable telleque/Q || f ()] dz < —i—oo} :
et pour p = 400
L>®(Q; X) = {f : Q — X Bochner-mesurable telleque 81618 ess || f(x)||P dz < oo} ,

2. On définit l’espace de Sobolev
WhP(Q; X) = {f € L7 X), [f]Y) € L9 X),j = 0,1....,k},

ot pour j = 0,1..... k, [f]V) est la dérivée j-éme au sens des distributions de f

et [f]V) € LP(Q; X) signifie qu’il existe g; € LP(Q; X) tel que [f]V) = [g;].

Définition 1.7.7. Soient A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A), p €
[1,+00] et Q un intervalle quelconque de R. On définit :

LP(Q;D(A)) ={p e LP(%X)/p(x) € D(A) ppreQet z— Ap(x) € LP(2;X)}.

Proposition 1.7.5. Soient f : Q — X, Q un intervalle quelconque de R et k € N*,
avec 1 < p < +00

1. LP(2; X) est un espace de Banach muni de la norme || . ||r.x) définie par

(/Q | f ()| d:ic)l/p sip € [1, 400,

I f e sx)=
sup ess||f(x)||dz  sip=+4o0,
z€Q
2. WkP(Q; X) est un espace de Banach muni de la norme || . |lwrs.x) définie

par
< 1/p )
(S5 A9 Baony) © sip € [1,400],

() ||P L
jhax, I 1Y e 0.x) st p = +00,

1w =
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Chapitre 2

Résolution d'une équation différentielle

abstraite dans un espace holdérien

2.1 Introduction et hypotheses

On s’intéresse dans ce chapitre & 1’équation différentielle abstraite du second

ordre :
u'(z) + Au(z) = f(x), z€0,1] (2.1)

avec les conditions aux limites suivantes :
u(0) = up, u'(1) =/(0). (2.2)

ou A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécéssairement dense

dans un espace de Banach complexe X vérifiant I’hypothese d’ellipticité suivante :

C

VA= 0,3(A—=A)""e LX) : | (A= M) Y|z < TN

(2.3)

et ug est un élément donné dans l'espace X, f € C([0,1]; X) avec o €]0, 1[.
Dans ce chapitre, on étudie le probléeme (2.1)-(2.2) sous I'unique hypothese (2.3).
On cherche les conditions nécéssaires et suffisantes sur les données pour avoir une
solution stricte u du probleéme (2.1)-(2.2), i.e une fonction telle que

u € C*([0,1];.X) N C([0,1]; D(A)),

vérifiant la propriété de régularité maximale :

u”, Au e C*([0.1]; X).
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2.2 Quelques résultats

Lemme 2.2.1. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D4 non nécessaire-
ment dense alors :
Dy=D .
AT e

Preuve 2.2.1. On rappelle que :
Dy C .D(iA)l/27

donc
D7A C D(iA)1/27

cette inclusion est évidente.

Soit x € D(iA)l/z, alors

r= lim x,,
n—>-—+00
o
T, = (—A>_1/2 Un € D(—A)l/Q’
et .
L= (—A)V? nzi/ 1204~ )7y d
T, = (=A4) "y oin .7 (A—2)"" yndz,

alors x, = (—A)fl/2 Yn € D4 vu que Uintégrale existe et dont les éléments a l'inté-
rieur sont dans D 4.
D’ou :

r= lim xz, € Dy.
n—-+o0o

Définition 2.2.1. On dit que (eIQ) . est un semigroupe analytique généralisé si
x

Q est un opérateur linéaire X, avec domaine non dense et vérifiant :

p(Q) D Sus={NeC\{w} / larg(A—w)| < § + 3} et

sup [|(A —w) (A — Q)_lua(x) < +0o0,
AES, s

ouw € Retd € }0, g[ Dans ce cas (ech) - n’est pas supposé semi-groupe fortement
continu (voir E. Sinestrari [|0], A. Lunardi [77]).

Remarque 2.2.1. En posant r > 0, § € ]0,6[, alors (er) » est défini par
1 Ax —1 .
w0 ) k€T M =Q) drsiz >0,
I six=0,

ot v est la courbe de limite sectorielle de S, s,\B(w,r) orienté positivement. Les
résultats suivants sont valables pour tous les opérateurs ) générateur infinitésimal

de semi-groupe analytique généralisé.
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Proposition 2.2.1.

1. Soit p € X. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) eQp € C([0,1]; X).

(b) ¢ € D(Q).

2. Soit 0 €10,1[,g9 € C%([0,1]; X), o € X. Posons

W 0,0,Q) =+ [N (s)ds, € 0,1
0
Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes

(a) v e CY([0,1]; X) N C([0,1]; D(Q)).
(b) ¢ € D(Q) et g(0) + Qv € D(Q).
Preuve 2.2.2. (voir H. Triebel [/8] p. 25 et 76).

On a aussi le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1.

1. Soit 0 € 10, 1[. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) e@p € C7([0,1]; X).
(b) ¢ € (D(Q), X)1_p o -

2. Soit pe X, 0€]0,1] et g€ C?[0,1]; X). Posons

o) = [ eI g(s) — g(0)] ds, = € [0.1],

alors
v e CY([0,1]; X) N C?([0,1]; D(Q)).

3. Soit g € C([0,1]; X) et p € X. Posons
w(z) = e @p + /Oz e®*9(s)ds, x € 0,1].
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(a) w e C([0,1];.X) N C*([0,1]; D(Q)).
(b) g € C°([0,1];X), p € D(Q) et g(0) + Qp € (D(Q), X); g -

4. Soit g € C?([0,1]; X). Alors
Q [ 9 (gls) ~ 9(0)) ds € (D(Q)), X), g
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Preuve 2.2.3. La deuzieme assertion est obtenue en utilisant la théorie des sommes
de Da Prato-Grisvard [9]. L’assertion 3. découle immédiatement de la 'assertion 2.

grice a E. Sinestrari [/0], voir aussi G. Da Prato [5].
Proposition 2.2.2. Soit h € C?([0,1]; X), ¢ € D(Q) et posons
w(z) = e + /0 "I (s)ds, € [0,1];
alors
Qu(-) =9 € (Qp + h(0)).

Preuve 2.2.4. On a

Qu(z) = Qe +Q /0 " =R [(s) — h (0)] ds + Q /O " ee=IQp (0) ds
— Qe 1 Q /0 "9 h(s) — b (0)] ds — (h(0) — " (0))
= Qe+ h(0)+Q [ I N(s) — h (0] ds — h(0).

En utilisant le Théoréme (2.2.1) et la proposition 1.2, assertion (ii) dans Sinestrari

[/0] on obtient le résultat.

Théoréme 2.2.2. Suppose que f € C*([0,T]; E), (resp.h* ([0,T}; E)),z € D(A)
et, Az + f(0) € Da(ar,0), (resp.Da(cr)) . Soit u(t) la solution du probléme :

Ensuite, les propriétés suivantes sont vérifiant :
iu', Aue C* ([0, T]; E), (resp.h® ([0,T]; E)), et il existe une constante
C =C(T,K,«a) ne dépendant que de T, K et « tel que
[ cooirrny + 1 Aulon o e < C(TL K@) (|42 + FO)o + | flea o)

)

it Au(t) + f(t) € Da(a, 0)(respDa(a)),Vt € [0,T]
Preuve 2.2.5. (voir G.Da Prato [/5] page 361)

Proposition 2.2.3. Supposer (2.3). L’opérateur (I — Z) a un inverse borné donné
par
(I—2)" = 1/ I+ Byt 1
'Y# ] J— 622 ’

- omi

ou v* est une courbe appropriée dans le plan compleze.
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Preuve 2.2.6. Voir Lunardi [32].

On pose dans tout ce qui suit
B=+V—-AetZ=e?

Remarque 2.2.2. L’hypothése (2.3) implique que opérateur (—v/—A) est le gé-
nérateur infinitésimal d’un semi groupe analytique noté (e_m”");@o sur X, voir
Balakrishnan [7].

2.3 Lemmes techniques

Pour ug € X, on considere la fonction abstraite suivante :

QO : ]O, 1] — X
x —  Qo(x, B)ug

telle que
Qo(z, B)ug = (I — Z) I — e B)2e By,

On a le résultat suivant

Lemme 2.3.1. On a :
1. Qo+, BJug € C>(]0,1]; D(AY)), k € N

2. Vx €]0,1], 9y (x, B)ug + AQq(z, B)ug = 0,

3. 3C > O,VI' S ]07 1} ) ”Qo(.f,B)U()”X <C HUOHX
Preuve 2.3.1. 1. Soit x > 0,ug € X. Il est facile de vérifier que
(I . Z)fl(] . 673)7267390 — efBgc(I o Z)fl(l . 673)727

alors
Qo(z, B)ug = e_xB(I — Z)_l(] — e_B)_QuO,

donc en utilisant (i) de la proposition 1.1 dans Sinestrari [/0] page 20, on

déduit la premiére assertion du lemme(2.3.1).
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2. On a, pour z €]0,1],

Qi Byug = —(I = 2)™ (I = )2~ Buy

Alors

0z, By = +(I—2)" I —eP)2e BBy,

et

0(z, B)ug + AQo(z, Byug = —(I —2)" (I —e B)2e "8 Auy
—A(l — Z)*l([ _ 673)7267933%
= —(I- Z)*l(I _ 673)72671314110
—(I = Z)™MI — e7B) 2B Ay,
= 0.
3. On sait qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x > 0, up € X,

on a

e #uo] < M Truol
voir Tanabe [/7], page 66, formule (3.27). Alors, 3C' > 0 :

1Qo(e. Byuolly = [[(1=2) (I — e P) e uy

< Clluollx -

X

Maintenant, on étudie le comportement de Qq(., B) en 0.

Lemme 2.3.2. 1. Soit ug € X. Alors

Qo(-,V—A)ug € C([0,1]; X) si et seulement si ug € D(A).
2. Soit uy € D(A). Alors

Qo(-, V—A)ug € C([0,1]; D(A)) si et seulement si Aug € D(A).

Preuve 2.3.2. C’est une conséquence de la commutativité entre
(I—2)"(I—eB)2 et A sur D(A) d'une part et Sinestrari [/0], Proposition 1.2,

(ii), page 20, d’une autre part. On utilise aussi le fait que

voir Haase [23], Corollaire 3.1.11. Page 59.

39



RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN
CHAPITRE2 ESPACE HOLDERIEN

Pour ug € X, on considere la fonction abstraite suivante :

Qll [0,1[ — X
T —  Qi(x, B)ug

telle que
Qi(z,B)ug = —(I — Z) "I — e7B) e~ 170y,

On a le résultat suivant

Lemme 2.3.3. On a :
1. Ql('u \% _A)UO € OOO([Ov 1[7D<Ak))7k € N.

2. Vr € [0,1], Q(x,V/—A)ug + AQi(x,v/—A)ug = 0.

3. 3C > 0,Vx € [0,1],

Qi (xz, v —A)UOHX < Cluol|x -

Preuve 2.3.3. [l n’est pas difficile de montrer ce lemme, il suffit de remplacer x

par 1l —x :

Lemme 2.3.4. 1. Soit ug € X. Alors

Q1(,V—A)uy € C([0,1]; X) si et seulement si ug € D(A).
2. Soit ug € D(A). Alors

Q1(-,V—A)ug € C([0,1]; D(A)) si et seulement si Aug € D(A).

Preuve 2.3.4. On montre ce lemme de la méme maniéere que le lemme (2.3.2).
pour la suite du travail ,nous avons besoin des résultas suivants qui sont en fait

valables pour tout opérateur () générateur d’un semi groupe analytique généralisé.

2.4 Formule de représentation de la solution
Dans cette section, nous supposons que (2.3) nous fixons :
u(l) = uy.

Supposons que le probléme (2.1)-(2.2) admet une solution stricte u. Soit u est la

solution stricte du probleme suivant :
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u'(z) — B*u(z) = f(x)
u(l) = uy.

Donc la solution u est représentée par :

u<x)_exB€0_|_€ lm)Bf—lB / xSBf()S—*B / stf()
telle que

o=1T—-2)" (uo - e_Bu1>+;(I—Z)_1B_1 (/1 e B f(s)ds — /1 6_(2_S)Bf(s)ds>

0 0

G=UT-2)" (—e’Buo + u1>+;([—Z)1Bl (/01 e U798 f(5)ds — /01 e(HS)Bf(s)ds)
(see[10])

par dérivation on obtient :

u'(z) = —Be *P¢, + Be~(—2)B¢, +2/ C SBf( )ds—;/le(sx)Bf(s)ds

En utilisant que «/(0) = /(1) on obtient

£(0) = /(1) = —Bo+Be P&~ / e P+ B+ / (=98 f(5)ds

_§< o Z)—l (/01 6—(1+s)Bf(8)dS . e—(B—S)Bf s

/ (5)ds)
+B(I - 2)" (=e Pa+u(1))
_|_1([ _ 7 (/01 e~ (=98 () ds — /01 e(1+s)Bf(5)ds>

alors
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—BI-2)'I-eBYI-ePu(l) = +BUI-2)'I - B)YI -eP)a
(- 2) /0 =B f(s)ds
(- 2) /01 e~ =B (5)ds

—~(I-2)" /01 e I f(s)ds

1
(I - 2) / e~ (=98 f(5)ds.
0
Alors on en déduit

Uy = —U

_B—l(] _ 6_3)_2 /1 G_SBf(S)dS + B—l(] _ e—B)—Q /1 6_(2_S)Bf(s)d8
0 0

+B Y1 —eB) 2 /1 e IH)B f(s)ds — B~H(I — e P)72 /1 e =98 f(s)ds.
0

0
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Donc la solution u est formellement donnée par

u(z) = +(I—-2)* —e®
~(I -2y I —-e"?
+(I—-2)" (I —e"
+(I—-2)* I —e "
+;(1— Z) M1 —e B
—;< 2N I — e P

;(1 A
=2~
(I—2)'(1 -
+(I —2)" Y1 -
(I =27 (1 -
-2
—;(1 Z)"NI -
+;(1 — 7)1 -
—;B / —(z— st

20=7B — (I -2y Y- ) o~ (1-2)B,,
20-(-2)By, —(I—-2) 1(] e~ B) 2p-(242)By,
2p=(3+2)By, (I-2)"Y(I- B) 2,~(1+2)B
2p-(2=2)By, +( —Z)Y(I - B) 2,~(3-)B

2B / 7(2+:Jc+s)Bf( )ds

QB/

QB / —(4+z— s)Bf( )dS

—(2+4z—s) )dS

2B / ~(=2+9)B () g (2.5)
2B / —(3— x+s)Bf (5)ds
2Bt / ~(@-st9)B f(g) (s

By-2p-1 / e~ (=o49B £ (5)ds
2B / —(2—z— S)Bf( )dS
QB / —(4—x— s)B )dS

bs-t5 [

(s— x)Bf

2.5 Existence, unicité et régularité maximale

Théoréme 2.5.1. Soit f € C*([0,1]; X);0 < o < 1, et sous U’hypothése (2.3). Alors

les assertion suivantes sont équivalentes.

1. Le probléeme (2.1)-(2.2) admet une unique solution stricte u, telle que

u € C*([0,1];

(i.e satisfaisant (2.1)-(2.2)).

X)nC([0,1]; D(A)),

uy € D(A) et Aug — f(0) € D(A).
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Preuve 2.5.1. On suppose 2 de la théoréme (2.5.1) i.e
up € D(A) et Aug — f(0) € D(A).

On a u(x) souloution de probleme (2.1)-(2.2) donner par (2.5) d’ou

u/(:p) = —(]— Z)_le_mBBa — (] _ Z)—le—(l—x)BBa
—(I—-2Z) lo—(+2)B g (I—2)" 1,-(2-2)Bg,
1 1
—§(I—Z) 2/ e~ (z+s) Bf
0
L -2 ! (2+z+s)B
+5(I=2)7( /e £(s)ds
0
! —2 ! (24x—s)B
—5I=2)7Y /e F(s)ds
0
! —2 ! (44+x—s)B
+§(I—Z) /e F(s)ds
0

—(I—-2)"'1 —eB)? /O1 e UmmH9B £(5)ds

+(I—Z)_1(]—6 B)—Q/l —(3— x+s)Bf( )ds

(T =2) =Py [ e treB p)as
—;(1 z)™! 2/016 (A= t9B £(5)ds
=2y =Py [ n gy
+;(I—Z) 2/016 Ume=IB £ (s)ds
by [P ss)as — [ I p(s)as,
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W(x) = —(I—2) I —eB)2eBAug+ (I - 2)" (I — e B)2e (1798 Ay
(1= 2) N — e B) 2 DB Ay 4 (1 — 7)" 1([ =By "2~ C+0)B Ay
)T = e BY 2 GH0B Ay 4 (T — 2)" (I — e~ B) 26~ (008 gy
)T = e BY2em@0B Ay — ([ — Z)7 (1 — e B) 2~ G-9B gy,
(I-2)YI—-e? )_23/0 e @B f(5)ds

(I -2 NI —eP) 2B /01 e~ CHo9B £(6) s
+-(I -2 I —e BB /01 e_(2+x_s)Bf(s)ds
I-2)'1—-e?)?B /1 e~ =B £(5)ds
(I —2)7! 2B/ ~(=2+9)B () s

(- 2)7 23/ ~(B=s+9)B f(5)ds

=21 =) 2B [ e () ds

1
—;([ —Z) I —eP) _QB/ e~ WmmtIB £(5)ds

—;(I Z) QB/ QIS)B][' )S
+;<I—Z> =) [ 0P ()

_,B/ —(a— S)Bf 5_73/ szBf
+f(x

on écrit donc u”"(x) de la fourme

45



RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

CHAPITRE2 ESPACE HOLDERIEN
uW'(x) = —(I—2) "I —eB)2eBAug+ (I — 2)" NI — e ) 2e~ 1708 4y,
—I—([ — Z)_l(] _ e—B)—Qe—(4—x)BAuO + (I _ Z) 1(] B) -2 —(2-‘,—95 BAU
_([_ Z)_l([ _ e—B)—Qe—(S-i-x)BAuO + ([_ Z) 1([ B) —2,—(1+2) BAU
_([ _ Z)fl([ _ 673)7267(2790)314160 _ ([ _ Z) 1([ B) 2 —(3— x)BAu
1 1
53U =2) (I =e )28 | e (f(s) = f(0))ds
1 1
—5 U= 2) I — e P) e HIBf(0) + S(1 = 2)7 (I = e7F) e B £(0)
_;(I_ Z)* QB/ —(24x+s) Bf )
—l—;(I—Z) QB/ —@+e=9)B £ () ds
_1 A 2B —(44x—s) s)ds
SI-2)"

~(I=2) (I —e" >-2e-<1-$>BB /0 e~ (f(s) — 1(0))ds
+<I—Z>-1<z—e-3>-2 SEIIER(0) — (1= 2)7 (1 = )2 I f(0)

(- 2)" M~ 2B/ (=498 £ () ds

+;(1— Z)Y I — e B) 2B / e~ C=+9)B ()]s
;(I Z)! 2B/ —(U=s+9)B £ () ds

—i(f—zr (1 =) 20798 10985 () — f(1))ds

(I = 270 = By 208 (1) (1 = 2)7 (1 = e P) e )
(T =2) (=P [ 0P ()

3B [ I (f(s) = fa)ds + e (@)

3B [ eI () — fads + Lo 0P ().
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W'(z) = —(I—-2)""I—eB)2eBAa+ (I —2) (I —eB)2e 1708 4q

—|—(I Z) 1([ B) 2 f(1+xBAa (I Z) 1([ B) 2 (Qf:rBAa
—i—([ Z) 1(1 B) -2 —(2+z BAa ([ Z) 1(1 B) -2 (3+3:)BAa
+(] Z) 1(]_6—B> -2 _—(4-2x) BACL— (] Z) 1(] B) -2 (3—;z)BAa
(1= 2) 1 =) 2B [ e P(f(s) — £(0)ds
+(I —2)” ( e’B) 2e*P £(0)

;(I Z 2B/ —(24+x+s) Bf

;<[ Z QB/ —(24z— s)Bf

;(I Z 2B/ —(44z—s) ds

(- 2)MI - (0= ‘”’“‘BB/ £(0))ds
HI-2) 1<J—e B> e B f(0) <z Z) Y1 — e B) 2 08 ()
+(I Z —1 ]’ 2B/ —(3—z+s Bf

;(I Z)- ZB/ ~2=+9)B () s

;(I Z)" QB/ —(4—z+s)B ds
—;(I—Z)‘ (I—e a “’CBB/ £(1))ds

;<[ Z QB/ —(4—x— s)Bf
2= 27 (1 = )R 0B () - ;u 2y = ) 2 ()
g OB — (T - 2)7 (T - e Py e P p()
+(I = 2)7 NI — e P) e P p(1)
5 BHO) — ST~ 2)7 (1 — e P) e B ()
—|—(I . Z)_l([ o e—B)—Ze—(S—i-x)Bf(O)

1

Finalement, on obtient :

—5B [ e () -
3B [ eI -

Fl))ds + 5o f(o)
Fla))ds + e 0P ()
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u'(@) = —(I=2)7" (= e P) (Aug = f(0) e 4 (I = 2)7H (I = ™) (Aug — f(0)) 770"
+(I = 2) M = e P) 2 (Aug + f(1) e P 4 (1 - 2)° 1(1 e~B) "2~ (2+0B gy
(I =2) (I =) (Aug — f(0) e 9P 4 (I = Z)7H (1 — 7 F) 2”0 Ay
_([ o Z)il([ . 673)72 (Auo o f(O)) —(2—z)B ([ Z) ( B) 2 —(3—x BAu
T (emBB/ ~B(f(s) — £(0))ds — B/ e EHEI ()
+;(I—Z)‘1([—e‘3)‘2 (B/O e Crr=B f(5)d B/ B f (g )ds>
+(] . Z)—l(] . G_B)_2 <B /01 6—(3—a:+s)Bf( _ —(1-x) BB/ —sB 8 . f(O))dS)
;(1 2) NI — e By (B/O1 (e B p( g ds—B/ ~(1-)B )ds>
(T =2) (I~ Py (B [ e 92 ps)ds — e 0- x>BB/ (1))
_;(I o Z)fl(I B 67B>72€*(27I)Bf(1) . 5(1 B Z) (I e ) e —(5—x Bf( )
_;<[_ Z)fl([_ e B) 267(4+z Bf( )_ §(I Z) ([ e B) 2 f(1+x Bf( )
B[t Nds = 3B [ e CIB((s) ~ fla))ds
by (F@) = FO) ™ + ; (&) = (1)) =072,

On a les deuz terme premier sont dans C ([0,1]; X) d’apres les lemme (2.3.2) et
(2.5.4), et les autre sont continus car f € C*([0,1]; X) d’ot on déduit que u" €
C([0,1]; X)

on a écrit Au(z) de la forme
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Au(z)= +(I = Z)7 M1 — e P) e P Aug — (I = Z)7H (I — e P) 2”798 Aug
—(I—Z)_l([—e_B) 26 (4— x)BAuO_(I Z) 1( B) 2 2+acBAu0
_|_(] o Z)—l(] o €_B) -2 —(3+x)BAu0 . (I Z) 1([ B) 2 —(1+x) BAU
+(I = 2Z2)" I — e B) 72~ ’?BAUO—I—(] Z) NI — e B)72e=B3=2)8 Ay,
—;(I - Z) NI - e‘B)_QB/ e~ @B f(5)ds
0
T 1
-1—5(.7— Zy NI —eB)?B e 2+at)B £ (5)ds
1 1
—5([ —Z)y" Y1 —-eB)72B ; e~ Fe=9B f(5)ds
1 1
+§(I - Z)" Y1 —-eB8)2B ; e =98 £(5)ds
1
+(I = 2Z) M I —eB) 2B | e Uet9)B f(5)ds
0
1
—(I=2)" (I —eB) 2B | e G 2t9IB f(5)ds
0
1 1
_5(] - Z)"Y I —-eB)2B ; e_(z_“s)Bf(s)ds
T 1
+§([— Zy Y I —eB)?2B e “=et)B £ (5)ds
1 1
—1—5(1 - Z)" Y1 —-eB)2B ; e~ 2mm=9B £ (5)ds
1 1
—5([ —Z)'(I—-eB)B ; e~ We=9B £(5)ds
1 x 1
+=B | e @ 9B f(s)ds+ =B [ e 9B f(s)ds
. s (s
0 x

D’ot donc méme méthode comme faire calcule u”(z) on obtient donc Au(z) de la

forme suivent
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Au(z)= +(I - 2)" "I — e B) 2 (Aug — f(0)e™™B — (I — Z2)"(I — e B)"2 (Aug — f(0)) e~ (0—2)B
—(I—=2Z) I — e B)2 (Aug + f(1)) e B — (I — Z)71 (I — e P)2e~(T2)B Ay,
(I 2)7MT = e B) 2 (Aug — £(0)) 9B — (I — 2)7 (I — e B) 2~ 08 Ay
+(I = Z) I — e B)2 (Aug — f(0)) e~ @05 + (1 Z) M I — e P) 2378 Ay,
_%(I_Z)—I(I_Q—B —2 (e—wBB/ —sB ( dS—B/ —(24x+s) Bf )
_§<[_ Z)—l([_e—B)—Q (34 *(2+I s)Bf(S ds — B/ —(44z— st ) )

(1= 271 =) 2 (B [ 098 ps)ds — 078 [ B(5(s) — f(0))ds)
—%(1 — Z)" (I — e B)? (B /01 e CTtIB £(5)ds — B/ ~(-ata)B )ds)

(T = 21 =) (B [ 98 p(s)ds — =00 / OB (f(s) — f(1))d
+%<I 2L - Py R I (1) 4 (1 = Z) (1 - e )20 p(1)

+%(I — Z)7M I — e B) 2~ WHDB £(0) + U =27 (I —e ) ~(F0B £(0)

38 [ B (1) = fads + 3B [ e IB(f(s) - f())ds

5 (F@) = FO) ™ — 2 (F(z) — F(1)) 0"

/(@)

alors aussi Au(z) € C ([0,1]; X) car on a les deux terme premier sont dans C ([0, 1]; X)
d’aprés les lemme (2.3.2) et (2.3.]), et les autre sont continus car f € C*([0,1]; X)
d’ou Au(x) € C([0,1]; X)
Inversement on Suppose que 1., alors
up = u(0) € D(A),
et
Aug — f(0) = —u"(0) € D(A)

finalement donc I’équation :

u'(x) + A(r) = f(2)

elle vérifiant pour la solution u(x) du la propléme (2.1)-(2.2) d’ou théoréme de

réqularité maximal exit.
Théoréme 2.5.2. Soit f € C*([0,1];X),0 < a < 1, sous U’hypothése (2.3) . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’unique solution stricte u du probleme (2.1)-(2.2) a la propriété de régularité
mazimale :

u", Au € C*([0,1]; X).
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2.

o € D(A), Aug — £(0) € (D (A), X)

1-5,+00 "

Preuve 2.5.2.

Supposons qu’il existe une solution stricte w du probleme (2.1)-(2.2) ayant la

propriété de régularité maximale. D’apres le théoréme précédent, on a
Uy € D(A)

Aussi le premier et le second termes dans la formule (u”) sont dans C*([0,1]; X)

alors
eV (Aug — £(0)) € C*([0,1]; X),
eI (Aug — £(0)) € C*([0,1]; X),
et appliquant la remarque, (f), page 39.dans [1(], on obtient :

Aug — f(0) € (D(B), X)

l—a,00 *

On conclut en notant que

(D(B), X)

l—a,00 —

Inversement, supposons que
ug € D(A), Aug — f(0) € (D (A), X);_2 4o -
Utilisant le théoreme 1.4. Page 361 de [3] on a :

eV (Aug — f(0)) € C([0,1]; X)

eIV (Aug — £(0)) € C([0,1]; X)

[ B2 (4(5) — F(0))ds € C*(0,1]; )

[ Be(-95(4(5) - f(1))ds € C*(0, 1) X)

D’ou
u”, Au e C*([0,1]; X).
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Chapitre 3

Résolution d'une équation différentielle

abstraite dans un espace UM D

3.1 Le probleme

On considere un espace de Banach complexe X . On cherche a rérésoudre, I’équa-

tion différentielle abstraite du second ordre
u'(z) + Au(z) = f(z), x€]0,1] (3.1)
avec les conditions aux limites suivantes :
u(0) = ug, u'(1) = uj. (3.2)

Ici A est un opérateur linéaire fermé du domaine D(A) non nécéssairement dense
dans X, et up, u) sont des éléments donnés dans X

On cherche pour
fell0,1;X), 1<p<oo

une solution stricte de (3.1)-(3.2) c’est-a-dire une fonction u vérifier :
uw € WP(0,1; X) N LP(0,1; Dy).
Notons que si u € W*P(0,1; X) alors d’aprés J. L. Lions ( théoréme des traces),
u € C*H([0,1]; X),

d’ott u(0),%'(1) sont bien définis.
On note par (A € Bip(a, X)) [Bounded Imaginary power| I’ensemble des opérateurs

sectoriels sur X, voir, pour plus de details Priiss-Sohr [13]).
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3.2 Les hypotheéses

Notons que si X est un espace de Banach quelconque, plus de régularité est

exigée sur f, pour obtenir une solution strict, c¢’est pourquoi on exige que
X est un espace UMD (3.3)

Les hypothéses sur un opérateur A sont les suivantes. Satisfaisant I’hypothese d’él-

lipticité
p(A) [0, +00[and IC > 0: VA > 0,: [(A= 2D < @ (3.4)
’ - LX) — 14+ )\
et vérifiant I’hypothese suivante
Vs e R, (—A)* € L(X) and 3C > 1, a €]0, 7[: -
|(-a)* < Ceolsl, (3:5)
L(X)

On rappelle qu'un espace de Banach X est UMD si et seulement §’il existe p > 1
(et alors pour tout p), tel que la transformée de Hilbert est continue de LP(RR; X)

dans lui-méme (voir Bourgain [1], Burkholder [5] ).

Remarque 3.2.1. 1. L’hypothése (3.3) implique que X est réflexif, et alors D(A)
est dense dans X ( wvoir Haase [27], Proposition 1.1, p. 18 ).

2. L’hypothese (3.4) implique que l'opérateur (—\/—_A) est le générateur infinité-

simal d’un semi-groupe analytique noté (e‘mx) sur X ,voir Balakrishnan

] -

3. L’hypothése (3.5) est équivalente d

30 > Laelo,a]:Vs e R, |(V=A)"| < Cel)H,

( voir Haase [27], Proposition 2.18. p. 64 ).

On pose dans tout ce qui suit

B=+v—A.

3.3 Lemmes techniques
Lemme 3.3.1. Soit K : {1 x Q5 — R mesurable telle que

da >0 / Vag € Qs / |K (z1,x9)| dzy < a,
Q1
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3b>0/Vx1€(21,/Q|K(:p1,x2)|dx2<b,

2

alors opérateur

F(f)(l‘g) = / K ($1,ZI}2) f(il)l)dl’l, To € Qz,

1971
vérifie
F e E(Lp(Ql>,Lp(QQ)), 1 ép < +00.

Preuve 3.3.1. (see [/5]).

Théoréme 3.3.1. (Mihlin [70]). Soit k un nombre entier naturel supérieur a n/2
et m une fonction CF définie sur R™. Supposons qu’il existe une fonction c, telle

que pour tout o = (v, ..., o) multi-indices satisfaisant
la| = |oa| + ... + |an| < K,

on a :
[A*10%m(A)/OA] < co.
Alors il existe une constante c, dépendant seulement de n et p telle que l'opérateur
défini par :
Tof = F~H(mF(f)),
vérifie :
T fll rny < cpcol [ fllze@n),

ot on a désigné par F' la transformation de Fourier définie par

F(N)©) = [ e (@),

n

et F~1 la transformation inverse de Fourier.

On en déduit un résultat de régularité sur les dérivées secondes croisées d’une

fonction a partir de celle des dérivées pures.

corollaire 3.3.1. Soient p €]1, 00| et v : (z1, ..., z,) — v(21, ..., T,) une fonction

donnée dans LP(R™), telle que pour tout i € {1,..,n},

0*v .
9.2 € LP(R™).

Alors, pour tout i,j € {1,..,n},
0%v
axiaxj

€ LP(R).
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3.4 Formule de représentation de la solution

Nous supposons ici que les hypotheses (3.3), (3.4) et (3.5) sont vérifiées. L’hypo-
these (3.4) implique qu’il existe 0y € |0, g et rg > 0 tels que :

0(A) DSy, ={z€C":]arg(2)] <Oy} UB(0,19),

et l'estimation dans (3.4) reste vraie dans Sp,. Soit v le contour de Sy, orienté de
ooe’® 3 coe™™ . La racine carrée de —\ est la détermination analytique définie sur
C par Reyv/—X\ > 0. L’étude du probléme (3.1)-(3.2) est basée sur une construction
du solution sous la forme d’intégrale de Dunford (voir [9] et [28] ) et sur la réduction
de l'ordre de ’équation par la transformation du Krein’s voir ( [27]) Maintenant,
considérons le probleme

V() + Mo(x) = f(a),

v(0) = uy. (3.6)

V(1) = uj.

ou A € C—R,. Un calcul simple prouve que la solution du probléme (3.6) est donnée

par
sinhv -z
u(z) = + uy
v/ —=Acoshv—A\
coshv/—=A(1 —x)
+ Ug
coshv/—A\
1
— [ Kaw,9) £ (s)ds,
0
ou

sinh v/=As cosh v/ =\ (1 — ) _
V=Xcosh /=X ’
K, (x,s) = (3.7)
sinh =Xz coshv/—=X(1—s)
vV=Xcosh /=X ’

si0< s <o,

sirx <s<1,
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D’on, la solution du probleme (3.1)-(3.2) est donnée par la formule suivante

1 sinh v —A\x 1
= +— A— A Ld\
uz) +2i7r A v —Acoshv—A\ ( )
1/ cosh v —=\(1 — x) (A= N upd)
207 Jy cosh v—\
(3.8)
1

A/Ol Ky (2,8) (A—X)"1f (s)dsd\

 un

- S

=1
3.5 Existence, unicité et régularité maximale

3.5.1 Probleme avec conditions aux limites homogenes

Dans cette section on obtient 1’ existence, unicité et régularité maximal du pro-
bleme (3.1)-(3.2) .

On considere le probleme
u'(z) + Au(z) = f(z), = € (0,1), (3.9)
avec les conditions aux limites homogenes
u(0) =0, /(1) =0, (3.10)

sous les hypotheses (3.3), (3.4) et (3.5). On écrit (3.9)-(3.10) sous la forme d’une

somme de deux opérateurs :

Su=Bu+ Au=f
ue D(A)ND(B)

ou B est défini par :

Dp={uel?(0,1;E)/u,u" € LP(0,1; E) et u(0) =u (1) =0}
Bu ="

Proposition 3.5.1. Lopérateur linéaire fermé B satisfait :

1 p(B) DRy et IK >0/ |[(B— A7 YA 20

K
ST
LE) 14+ A
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RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN
CHAPITRE 3 ESPACE UMD

Preuve 3.5.1. Cette proposition signifie que l'opérateur B satisfait les hypothéses
(DV1) et (DV3) de Dore-Venni [11].

On résoud explicitement le probleme suivant :

{ V' (z)+ (@) =g(z) , g€LP(0,1:X) ,A>0 }

On obtient une solution unique v € Dg tel que {(B -\ g} () =v(x) ou :
1
v(z) = —/ Ky (z,s)g(s)ds, et Ky (z,s) est donné par (3.7).
0

Pour montrer la premiére affirmation dans la proposition (3.5.1). On appliquer le
lemme (3.3.1).
Vérifions les hypothéses du lemme (3.5.1)

1
Va:,/ K (2, 8)| ds < C/ (14 A),¥A =0
0

et
1
‘v’s,/ 1Ky (2, 8)| de < O/ (1+ A),¥A = 0.
0
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RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

CHAPITRE 3 ESPACE UMD
[ las= o+ [ [V AL Do/
° /\’ 0 v/ —Acosh v/ —
+/ sinh v/—A\ SL’COSh\/l — 5
z v/ —Acoshv/—

o cosh Rey/—A(1 — x)
= Rey/—Xcosh Rey/—X Jo

sinh Rev/—\
Re\/ —Acosh Rev/—

’ sinh Rev —\ sds

cosh Rev—X\(1 — s)ds

< cosh Re\Q/—/\(l — ) (cosh Rev/—X & — 1)
(Re\/—)\) cosh Rev/—\

inh Rev/—A
+ o 26 ’ (sinh Rev/—X\(1 — x))
(Re\/—)\) cosh Rev/ —A\
cosh Rey/— A\ _cosh Rev/—=A(1 — )

s (Re\/—_/\)2 cosh Rev/—\ (Re\/—_)\)2 cosh Rev/—\

o 1 ~ cosh Reyv/=\(1 — )
h (Re\/—_)\)z (Re\/—_)\)z cosh Rev/—\

(e )

—_

< —,VA> 0.

>

De la méme maniére. On montre que

1 C
/ [ (2, 8)] da < <, ¥A > 0.
0

En utilisant le lemme (3.3.1), on obtient alors :

/]K,\:Us |ds<§V)\>O

De plus, on montre que est B inversible

(B 9)w) =~ [ Ko (e, ) g(s)ds
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RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

CHAPITRE 3 ESPACE UMD
e Ko (2, 5) = s,s10<s<zx
oA e = r,stxr<s<1
1/p
1570 0 = ([ 1B 9) @ dw)
l87%]0 = [ B 9@ o
= /Ko x,s) ds dx.
X

Soit € [0,1]

1
/ | Ko (x,8)|ds=2— — < x <1,
0

T
2
et soit s € [0,1],

2

1
/ |K0(x,s)|dx:s—%<s<1.
0

Aprés avoir utilisé le lemme (3.5.1), on en déduit que :

191l x

H/ |Ko(z,$)g(s)|ds| <

doi :
L

p
S 1]

alors B est inversible et la premiére assertion de la proposition (3.5.1) est prouvée.
On a donc besoin de vérifier l'assertion 2. Pour cela, on wutilise la représentation
intégrale suivante pour la puissance complexe d’un opérateur linéaire fermé pour

O<Rez<§, on a:

. 1 o0 2 ~1
(B0 =rr—gre ) VBN 0n

e b A s

'l—=z
1 o0 _. { [ sinh /=Xt cosh /=X (1 — s)
iy (1—-2)T(2) /o (=4 </t v/ —=Xcosh /=) g(s)ds) A
=J+J2
B 1 00 _.( [tsinhy/=Xscosh /=X (1 —t)
1= '1—-2)r(z) /o (=) </0 vV=Xcosh V=X g(s)ds) a\

29



RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ABSTRAITE DANS UN

CHAPITRE 3 ESPACE UMD
Comme :
sinhv/—Ascoshv—=A(1—t) N e~V A=)
v —Acoshv/—A\ B 2v/—A
+€—\/T,\(t—s) '6—2\/3(1—0 _ 6—2\/33
2v—=\ | 1+e VA
+€—\/T/\(t—s) '_e—QJjA(l—t+s) _ 6—2\/3
2v—=X\ | 1+e2vV=2
alors :
5
Jl = Z KZ 5
i=1
ol :

00 t o=V =A(t—s)
K= 5 —1Z)F(Z)/0 <_A)_Z<o \/—_Ag(s>d8> A

1 t 00 . e~V =A(t—s)
- 2F(1—2)F(z)/0 (/0 A== dA>g(S>d8’

En posant : 0 =/—=\(t —s) on a :

K, = I‘(l—lz)F(z) /Ot (t—s)>! (/OOO a‘zze_ada> g(s)ds

_ ['(1-2z) t 22—1
T T—2)T() /0 (t=s)" " gls)ds

Tl -22) .

avec .

(I)z(t) = t22_1X[0,+oo[(t>
G(s) = f(s) sur [0,1] et nulle ailleurs,

0t X[o,400[ €St la fonction caractéristique sur [0, +oo[. Soit Fla transformée de Fou-

rier :
F(®,)(¢) = T(22)[2in&+0]7>
= T (22) ’27-[-5‘—% [h(f)emz + h(_g)efiﬂ'z} :
tel que :
- 1 st £€>0
h(f)—{ 0 s c<n
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On pose :

m. (§) =

on peut donc écrire :
K, =F(m.,.F(Q))(t),
en utilisant les propriétés de la fonction I'. On a :

1 1

cosSTZ (27r§)2z

w|[Imz|

(&

sup [m.(§)] <
£eR

et
1 1

cosmz (27r§')2z

d’ot on déduit par application du théoréme de Mikhlin ( [70]) et du méme travail

w|Imz|

sup [m’(€)| < [2z]
£ER

pour les autres termes K; , aprés les avoir mis sous forme de produit de convolution,

lezistence d’une constante C, positive telle que :
|=B)

En posant : z =n —1is, et en passant a la limite quand n — 0, on obtient :

1
< C(1+|z|) ———emHm=l,
|cos mz|

L(LP(0,1;X))

s

‘(_B>—is e

< C(1+]s))

L(LP(0,1;X))

chr |s|
< Celsl,

Par ailleurs les deux opérateurs A et B commutent au sens des résolvantes donc A

et B sont Bip et on peut appliquer le résultat suivant :
Théoreme 3.5.1. Soit E un espace de Banach UMD. Si
A€ Bip(E,04) et B € Bip(E,0p) avec 04 # 0p
et leurs résolvantes commutent alors il existe € > 0 tel que la somme
(A+ B) € Bip(E,0) ou 0 = max(fa4,60p) + <.

Preuve 3.5.2. Ce théoréme est démontré dans Dore-Venni ([11]). De plus, il y a

un résultat amélioré dans Pruss-Sohr ([/3]) avec § = max(04 + 0p).

Le probléeme (3.9)-(3.10) admet alors une unique solution stricte .
On a montré que sous les hypotheses (3.3), (3.4) et (3.5), le probleme (3.9)-(3.10)

admet une unique solution stricte

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D).
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3.5.2 Probleme avec conditions aux limites non homogeénes

Maintenant, considérons le probléme (3.1)-(3.2). La représentation de la solution

est donnée par (3.8). Prouvons le résultat suivant :
Théoréme 3.5.2. Sous hypothéses (3.3), (3.4) et (3.5), si f € L*(0,1; X),

Uy € (D(A),X)l

2p'P

et uy € (D (A); X)

Stap
alors le probléme (3.1)-(3.2) admet une unique solution stricte :

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D).

Preuve 3.5.3. I suffit de montrer que Au € L?(0,1; X)

1 sinh v/—A\x 1
A = 4+ A(A= X 1d\
(@) 2im Jy /—Acosh v/ —A ( )

+1/ coshv/—\(1 —x)
201 Jy cosh v/ —A\

A(A =N ugd

1
20T

L/; Ky (x,5) A(A = X) 7' f (s) dsd)

Théoréme 3.5.2 implique que hs est dans LF(0,1; D 4), montrons que hy et hy appar-

tiennent a LP(0,1; D) sous les conditions :

up € (D(A); X)1 et u) € (D(A);X)

3p°P %+ﬁ,p ’
on a :
1 inh v/ —
H, = 7/ i A A(A =N uld
2im Jy /=X cosh v/ —M\
alors
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p
/HHal dz /| sinh v -2 A= N dN| de
27 Jy /=X cosh v/— X
p
! h Reyv/—X
c/ /COS he xH (A= Ny dA | de
0

T IA

cosh v/—X\ ‘

1 Re\/—kx 4+ e~ Rev/ =Mz
<c/ / A =N a| dlA | de
0 ‘)\’2 eRevV=X ’1_,_6 2Rev/—A ‘ X

1 oo 1 P
cgo/ / : AN do
0 0 |\? X
<Cy [ /m1d|\pu [t d
X u
o \Jo NE S oWy, 4,

A(A =N

P

p
1
/P
<Co, | (/0 T dlAl) 4 Epcay, o

1
/| |P
< Cy, HU1H%+%,P/O de

<Co Il 1,

et alors Hy € LP (0,1; E). De la méme maniére on montre que Hy € LP (0,1; F) .
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Chapitre I

Exemples d’application

4.1 Applications dans le cas ou f est dans un

espace holdérien

Soient X = L?(R) et f € C([0, 1], L*(R)),0 < a < 1. Considérons le probléme :
0*u 0*u
@(x,y) + Tyg(x?y) = f(x,y) (ZE,y) S [07 1] xR

u(0,y) =uo(y) , y € R (4.1)

ou ou

On définie l'opérateur A comme suit :

{D(A) — H2(R)

Au =u"

Comme X est un espace de Hilbert, D(A) est dense dans X, de plus (—A) est un

opérateur auto-adjoint, alors

D(V=A) = (D(A), X), , = (H*(R), L*(R)), = H'(R),

3 12
voir [31]. En utilisant la transformation de Fourier, on montre que A vérifie (2.3).

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme 2.5.2

Proposition 4.1.1. Le probléme (4.1) admet une unique solution stricte u, telle
que :

u e C2([0,1]; L2(R)) N C([0, 1]; HA(R)),

satisfaisant
u” € C([0,1]; L*(R))
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CHAPITRE 4 EXEMPLES D’APPLICATION

st seulement si,
ug € H*(R) et Aug — f(0) € (H2(R),LZ(R))1,%,OO = By (R),

(I’espace de Besov B (R) est completement décrit dans Grisvard [21] ).

4.2 Applications dans le cas ou f est dans L?(0, 1; X)

Soient X = LP(R) et f € LP(0.1; L*(R)),1 < p < oo. Considérons le probléme :

82 82

52 (09 + 55 () = S 0), (2, y) €10, 1[xR,

u(0,y) = w(y) , y € R, (42)
Ju

On définie 'opérateur A comme suit :

{D(A) — W2(R)

Au ="
de plus
D(V—A) = (W*P(R), LP(R))  , = W*(R),
voir [31]. On obtient le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Le probléeme (4.2) admet une unique solution stricte u, telle
que :
u € W*P(0,1; LP(R)) N LP(0, 1; W*P(R))

st seulement si :

[NIES

{Uo € (W2(R), L' (R)) 1 4y, = W' #(R),
w, € (W2P(R), L*(R)) . , = W rP(R).

2p P
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