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Résumé. — Dans ce deuxiéme papier concernant les lignes géodésiques
du tore, nous donnons en détail les expressions des intégrales définissant
la longueur de la ligne géodésique du tore s = s(¢) et de la longitude
A = A(¢) d’un point appartenant & la géodésique en question.

Abstract. — In this second paper about the geodesic lines of the torus,

we calculate in detail the integrals giving the length s = s(¢) and the
longitude A = A(p) of a point on the geodesic lines of the torus.

Table des matiéres

[L_Tntroductionl........... ... o i 1
2. Calcul de PIntégrale (I)f..........ccoooiiiii it 2
3. Calcul de I'Intégrale (2)f.........ccooii il 4
[REFETENCES. « .+ v v v 6

1. Introduction

Dans un article précédent [1], nous avons écrit les équations des
géodésiques d'un tore et nous avons obtenu les intégrales suivantes :

R(a + Rcost)dt

1 s =
(1) \/a+Rcost — (C?
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FiGURE 1. Le Tore T

avec s(p =0) =0, et :

C.Rdt

@ A= /o (a + Rcost)+/(a + Reost)? — C?

Rappelant qu'un tore T" est défini par les équations suivantes :

x = (a + Rcosp)cosA
(3) M(p,A) =< y=(a+ Recosp)sin\
z = Rsiny

ol a, R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,27] x [0, 27].

2. Calcul de I'Intégrale ((1))

Ecrivons 'intégrale concernée :

/ R(a + Rcost)dt
g —
V/(a+ Rcost)? — C?
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avec la constante C' > 0. Soit le changement de variables suivant : 6§ =

cost = dt = T choisissant que ¢ € [0, +7/2] = sing > 0.

L’équation devient :
1

1
4 s = ————dVR?0% + 2aR0 + a> — C?
( ) cosp V 11— 92

Pour calculer numériquement l'intégrale ci-dessus, on écrit un développement

limité de (1 — #%)~'/2. Pour les premiers termes, on a :

1 62 30

— =10V =14 — 4 6>
Nig ( ) ot gt e(0?)
On obtient donc les 3 intégrales :
s=1+ 1L+ 13
1 1
I = / dVR20% + 2aR0 + a2 — C? = [\/R292 +2aR0 + a® — 02]
cosp cosp

1 1
I, = 3 / 0%dv/ R262 + 2a R0 + a2 — C?

0P
3 rl
(5) Iy =3 0*dv R20% + 2a RO + a2 — C?
cosp
Calculons les intégrales I7,l5 et I3, on utilise l'intégration par parties,
d’ou :
(6) I, = /(a+ R)?2—C?— \/(a+ Rcosp)? — C?

(7)

_ 11 1

A e / VPP § 2RI+ @ = C2.0.d0
L d cosyp cosp

(8)
'3 11 3 1

I; = §04.\/R202 +20R0 +a” = C?| =3 VR0 4 2aR0 + a® — C2.0°.d0
L d cosp cosp

Le second terme de I sans le signe, qu’on note [y peut s’écrire apres un
autre changement de variables comme suit :
1 a+R

a+R
9)  Inp=— / V2 = C25.d5 — % / V&2~ C2.ds
a+Rcosp a

R +Rcosp
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Pour calculer I, on utilise les formules suivantes :

2
/\/xQ —r2dx = gvx? —r2 — 7éLog(m + Va2 —r?)

1
/x\/x2 —r2dx = —g(r2 — o) Va2? —r?
Ce qui donne :

1 a+R a a+R
122 - —2/ V (52 - C2§d(5 - —2/ V 52 - C2d(5
R a+Rcosy R a+Rcosp

a+R

_ at+R 2
In=— [(02 — 8282 — 02} - 0 57— — L Log(s + V= 0?)
3R a+Rcosp R 2 2 a+Recosp

3 1
Pour calculer une approximation du terme — VR202 + 2aRO + a? — C2.6°.d6,

cosp
on utilise la formule connue :

(10) /b f@)dz = (a—)f(c), cclbal

Pour faciliter les calculs, on prendra c le milieu de I'intervalle d’intégration,
soit ¢ = (1 + cosp)/2 = 2cos*(p/2)/2 = cos*(¢/2). On obtient aprées
calculs :
3 fl
3 VR20? + 2aR0 + a® — C2.0°.d0 =

cosp

3
(11) ZSi”2¢0032§ <4RQCOS4§ + 7aR.cos2§ +3a% — 3C2>

Enfin, on laisse a titre d’exercice pour le lecteur, d’écrire la formule don-
nant la longueur de l'arc de la ligne géodésique du tore s = s(p) en
fonction de ¢ et des constantes a, R et C' a partir des calculs précédents.

3. Calcul de I'Intégrale (|2))

Elle est donnée par I'expression :

v C.Rdt
)\ - )\0 -
o (a+ Rcost)y/(a+ Rcost)? — C?

Telle qu’elle est écrite ci-dessus, le calcul de 'intégrale ne peut pas se

ramener aux intégrales classiques. On va approximer son calcul comme
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dans le calcul de la section précédente. Faisons le changement de va-
. o _ —do .. . , e
riables cost = 0§ = dt = Tiogr N choisissant la racine carrée positive.

L’expression de l'intégrale en question devient :
! 1 do
A—X=CR /
qu’on écrit comme suit :
! 20 a?—C2\\ *do
12) A== 1—0%)712 (1 —
( ) 0=0C COS(’D( ) + R@ T R26)2 0

2 2 ?
Posonsﬁ:R—Cé—kaRTozet:

/ 02 04
A=(1-6*"12= 1+5+%+ e(6?)

2a a®—C?\\ 2
b= (H(Re 262 )) = HTE =

\ B_1—§+3—62+ e(6%)

Développons le terme B en fonction de #, nous obtenons :

2 2 2 2 2\ 2
le_é_i_%:l_l(Qa a C)+§<2_a+u) —

2 8 RO R26? 8 \ R0 R26?
B_1_% _ a’—C? N 3 ( 4a* 4da(a®—C?%)  (a*— C?)?
RO 2R*¢> 8\ R R3¢3 R9*
a  2a®*+C* 3a(a®—C?%  3(a* - C?)?
W) B=1=mt e T ome SR

Ecrivons 1’équation (|12 . sous la forme :

1
(14) A—X=C [ D.dd
cosyp

1
(15) avec: D = é'A'B

Calculons alors D :

1 1 6 36
(16) D=5ADB= (5+§+?) B
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On trouve :
a(a®* —8R* — C?%)  8R%+ 6a* + 3C* 3a ., 3 .
D = 6 + 612 .9—@.9 +§'9 +
- 2a* + C? N 9(a* = C?)\ 1 N a[3(a® —C?) —4R? 1 N
4R? 64 R4 '

6 4R3 62
(2a2+02 3(@2—02)2) 1 3a(a® - C?) 1+3(a2—02)2 1

srr T 16RF ) 2mp o SRt

On constate que 'intégrale est devenue facilement calculable puisque
on va intégrer des fonctions simples. On laisse au lecteur le soin de
déterminer I'expression mathématique de A — Ay en fonction de cosyp

et des constantes a, R et C.
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