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RESUME :

Pour A un ensemble infini dénombrable contenant une infinité d’entiers naturels
distincts et B un ensemble infini dénombrable contenant une infinité d’entiers naturels
distincts, tels que Vn € A;n € B et Ym € B,m € A, nous démontrons qu’il est
possible que A # B en exposant une infinité de contre-exemples dans lesquels, pour
chaque contre-exemple, A et B sont respectivement deux univers de deux espaces de
probabilité disposant de probabilités différentes pour des événements similaires. Nous
démontrons ainsi que 'axiome d’extensionnalité est faux pour les ensembles infinis
dénombrables.

ABSTRACT :

For A an infinite countable set containing infinitely many distinct natural integers
and B an infinite countable set containing infinitely many distinct natural integers
such that Vn € A,n € B and Ym € B,m € A, we demonstrate that it is possible
that A # B by exposing infinitely many counter-examples in which, for each counter-
exemple, A and B are respectively two sample spaces of two probability spaces having
different probabilities for similar events. We thus prove that the axiom of extensiona-
lity is false for infinite countable sets.
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Dans la théorie élémentaire des ensembles, il est classiquement admis — et
systématiquement enseigné — que si A, un ensemble infini dénombrable donné, et B,
un ensemble infini dénombrable donné, tels que Vn € A,n € Bet Vm € B,m € A
alors nécessairement A=Benceque A=B& (ACB)N(BCA) & (VneAne
B)N(Vn € B,n € A) (soit 'axiome d’extensionnalité).

Dans cet article nous démontrons que cela n’est pas nécessairement le cas en expo-
sant une infinité de contre-exemples dans lesquels, pour chaque contre-exemple, A est
un ensemble définit comme suit A = (J,cny{n:}, tel que Vi € N,n; € N et Vi, i' € N,
i # 1, n; # ny et B est un ensemble définit comme suit B = (J;,cn{mi}, tel que
Vie N,m; € Net Vi,i' € N, ¢ #4', m; # m;. En effet, en incorporant pour chaque
contre-exemple exposé A et B dans deux espaces de probabilité ayant respectivement
A et B comme univers, nous montrons que les probabilités d’événements similaires
different d’un espace de probabilité & ’autre et conséquemment que A # B bien que
Vne A,ne BetVme B,me A.

Lemme 1. — Si nous considérons une infinitité d’espaces de probabilité définis par :
Vi €N, (Q; = w; Uy, Fi = {0,w;,w;, Q}, P« Fi — [0,1]), avec Pi(w;) = a,a € [0,1],
P,(w;) =1—a, w; et w; étant deuzr ensembles non vides dénombrables tandis que 'un
ou les deux pouvant étre possiblement infini, est l’espace de probabilité uniquement
indexé par i € N.

SiQu = Ujen i et Vi,i' € Nyi 4, Q;NQy =0 et Vi € N, Pi(w;) = a, alors
sur lespace de probabilité (Qy = ey wi U ey @is Fu = {0, U en wis Ujen @i, Qut,
Py : Fy — [0,1]) nous avons :

PU(UieN wi) = Pz(wl) = a

Preuve
Soit ¢ € Qp un résultat quelconque de Qg alors par définition : ¢ € J,cywi < 3
un unique i € N tel que ¢ € wyr.

C’est pour dire que pour un résultat donné ¢ € Q, 'événement J, yw; € Fu
n’a eu lieu que ssi pour ce méme résultat ¢ € Qpy, 3 un unique 7/ € N tel que
Pévénement w; € Fy a eu lieu. Etant donné que Vi € N, P;(w;) = a, il vient que
PU(UiEN wi) = Pi/ (wi/) = a.

Par suite en considérant I’événement complémentaire de UieN w; € Fy nous avons :
Py(Uien®i) = Pr(@ir) =1 —aet Pu(Q) = Pu(U;enwi) + Pu(U;en@i) = 1.

Lemme 2. — Pour un entier naturel quelconque n tiré au hasard dans N, il est
équiprobable que soit n € {2k + 1 : k € N} ou soit n € {2k : k € N}. C’est pour dire
qu’en considérant l'espace de probabilité (Qy = N, Fy = {0,{2k + 1 : k € N}, {2k :
ke N}, Qn}, Py : Fy — [0,1]), alors :

Pn({2k+1:keN}) = Py({2k: ke N}) = L.

Preuve
Considérons I'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un entier naturel
quelconque n dans N pour noter comme résultat sin € {2k +1: k € N} oun €
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{2k : k € N}. L’espace de probabilité associé & cette derniere expérience aléatoire est :
<QN =N, Fy = {(Z), {2]€ +1:ke€ N}7{2k ke N},QN},PN Fn — [0, 1])

Vm € N considérons désormais ’expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un
entier naturel quelconque n dans l’ensemble {2m, 2m + 1} pour noter comme résultat
sine€{2k+1:k € N}oun € {2k : k € N}. L’espace de probabilité associé &
cette derniere expérience aléatoire est : (2, = {2m,2m + 1}, F, = {0, {2m}, {2m +
1}, Qm}, Py Frn — [0,1]). Etant donné que I’ensemble {2m,2m+1} ne posséde
que 2 éléments qui ont la méme possibilité d’étre tirés, il est des lors évident
que tirer au hasard un entier naturel quelconque n dans 'ensemble {2m, 2m+1} alors :
Pp({2m}) = P({2m+1}) = § et Py (Q) = Pu({2m}u{2m+1}) =3+ 1 =1

En notant que N = {J,, .y Qm et que Vm,m’ € Nym # m/, Qp, N Qe = 0 et que
vm € N, Pp,({2m + 1}) = 1, en appliquant le Lemme 1 nous avons : Py ({2k + 1 :
ke N}) = P,({2m+1}) = %, Py({2k : k € N}) = Po({2m}) = % et Py(Qn) =
Pv({2k+1:keN}U{2k:keN}) =L14+1=1

Lemme 3. — Soit A un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité
d’entiers naturels distincts. Dit autrement : A = J,cy{ni}, tel que Vi € Nyn; € N et
Vi,i' €N, 1 £ 1, n; £ ny.

De méme soit B un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité
d’entiers naturels distincts. Dit autrement : B = |J;cn{m}, tel que Vi € Nym; € N
et Vi,i' €N, i £ 4, m; #my.

En considérant lespace de probabilité (04 = A, Fa ={0,{n€ A:ne{2k+1:
EeN,{ne A:ne{2k:keN}},Qa},Pa:Fa—1[0,1]) et lespace de probabilité
Qp=B,Fg={0,{neB:ne{2k+1:keN}},{ne B:ne{2:kc¢€
N}}, Qp}, Pe: Fg — [0,1]), et en supposant de plus que Ja € [0,1], Pa({n€ A:n €
{2k4+1:keN}})=aet queIbe[0,1], Ps{neB:ne{2k+1:keN}})=0b, il
vient que :

Si Pa{n€eA:ne{2k+1:keN}})#Pg{neB:ne{2k+1:keN}})
alors A #+ B.

Dit autrement :
Pi{n€eA:ne{2k+1:keN}})#Pg{neB:nec{2k+1:keN}})
= A# B.

Preuve

Par définition nous avons :
A=B

= (Qu=A4Fs={0,{ncAd:ne{2k+1:keN}},{ne A:ne{2k:keN}}
Qa},Pa:Fa—0,1)=(Qp=B,Fg={0,{ne B:ne{2k+1:kecN}},
{neB:ne{2k:keN}},Qp}, Ps: Fp —[0,1])

= Ps({neAd:ne{2k+1:keN}})=Pg({neB:ne{2k+1:keN}}) (I)
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Dit autrement : si A = B alors par définition I’espace de probabilité (24 = A, Fa =
P {neA:nec{2k+1:keN},{ncA:nec{2k:keN}},Qa},Pa:Fa—[0,1])
est égale & l'espace de probabilité (U = B,Fp ={0,{n € B:ne {2k+1:k €
N}},{ne B:ne{2k:keN}},Qp}, Pg: Fp — [0,1]), ce qui implique deés lors que
Py({n€eA:ne{2k+1:keN}})=Pg{neB:nec{2k+1:keN}}).

Effectivement : si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d en remplacant
la lettre majuscule " A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons immédiatement
Py({n€eA:ne{2k+1:keN}})=Pg{neB:nec{2k+1:keN}}).

En prenant la contraposée de (I) :

“(Pa({n€A:ne{2k+1:keN}})=Pg({neB:ne{2k+1:keN}}))
= ((Qu=A4Fas={0,{ncA:nec{2k+1:keN}},{nc A:nec{2k:keN}}
Qu}, Py Fa—10,1])=(Qp=B,Fg={0,{neB:ne{2k+1:keN}}

{neB:ne{2k:keN}},Qp}, Pg: Fp —[0,1]))
= —(A=B)

Dit autrement : si Ps({n € A:n € {2k +1: k € N}}) n’est pas égale & Pg({n €
B:n€{2k+1:keN}}) alors par définition 'espace de probabilité (4 = A, F4 =
D, {necA:ne{2k+1:keN}},{n€eA:ne{2k:keN}},Qu},Pa:Fa—1[0,1])
n’est pas égale & l'espace de probabilité (Qp = B, Fp = {0,{ne€ B:ne€ {2k+1:
keN},{neB:nec{2k:keN}},Qp}, Pg: Fp — [0,1]), ce qui implique des lors
que A # B. Conséquemment le Lemme 3 est établit.

Effectivement : sachant que Pa4({n € A:n € {2k+1: k€ N}})# Pg{n€ B:n¢c
{2k+1:k € N}}) si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d en remplagant
la lettre majuscule " A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons immédiatement
Pg({neB:ne{2k+1:keN}})#Pg({neB:ne{2k+1:keN}}). Cequiest
une contradiction. Dans la mesure ol substituer symboliquement c-a-d remplacer la
lettre majuscule ” A” par la lettre majuscule ” B” implique une contradiction, il vient
que nécessairement A # B.

Théoréme 1. — Soient A et B deux ensembles infinis dénombrables donnés tels
que Vx € A,z € B)N (Vx € B,z € A). Il vient que :

11 est possible que A # B

Dit autrement :
(VeeAzxeB)Nn(Vxe B,x€ A) # A=B

Preuve

Soit A un ensemble infini dénombrable donné tel que A = N = (J, n{n} =
Ureni2k,2k 4+ 1}, N étant 'ensemble des entiers naturels.

Remarquons que A = N = {J, .y{n} = U,en{2k, 2k + 1} est bien lensemble des
entiers naturels tel que pour chaque entier pair 2k, k € N, correspond un unique entier
impair 2k + 1 en ce que par définition originelle A = N = {0,0 + 1,0+ 1+ 1,0 +
1+41+1,0414+14+1+1,04+1+141+1+1,...} & linfini = {2k,2k+1: k =
0} U{2k,2k+1:k=1}U{2k,2k+1:k=2}U... alinfini
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Notons que la sequence de la définition originelle de N donnée par ’ensemble
Unenin} en considérant n € N par ordre strictement croissant est effectivement
égale a la sequence donnée par 'ensemble  J, {2k, 2k 41} en considérant k € N par
ordre strictement croissant. Ce qui nous garantit que I’ensemble A = N est bien égal
a I'ensemble J, {2k, 2k + 1}

D’apres le Lemme 2 il vient que l'espace de probabilité associé a 1’expérience
aléatoire consistant a tirer au hasard un entier naturel quelconque n dans A pour
noter comme résultat sin € {2k +1: k € N} ousin € {2k : k € N} est (Q4q =
A Fa={0,{neA:ne{2k+1:keN}},{n€A:ne{2k:keN}},Qa},Pa({n €
Aine{2k+1:keN}}) =1).

Soit B un ensemble infini dénombrable donné tel que B = |J; {44, 4i +2,2i + 1}.

Comme par définition Vk € N, 2k + 1 € A, il suffit de considérer le cas on i = k
pour pouvoir déduire que 2 + 1 = 2k + 1 € B. Conséquemment Vn € A tel que
JkeN,n=2k+1, alorsn € B.

De plus par définition de la division euclidienne Vk € N, 3 qu’un unique quotient
¢ € N et qu'un unique reste r’ € {0,1} donnés tels que k = 2¢' + ' et tels que
2k =2(2¢ + ') = 4¢' + 2r".

Des lors, comme par définition Vk € N, 2k € A, soit ' = 0, 2k = 2(2¢' + ') =
4q' + 2r'" = 44’ et il suffit de considérer le cas oll ¢ = ¢’ pour pouvoir déduire que
4i = 4q' € B, soit ' =1, 2k = 2(2¢' +1') = 4¢'+2r' = 44’ +2 et il suffit de considérer
le cas oll ¢ = ¢’ pour pouvoir déduire que 4i+2 = 4¢’ +2 € B. Conséquemment Vn € A
tel que 3k € N,n = 2k, alors n € B.

Il vient donc que Vn € A, n € B.

Vice-versa, comme par définition Vi € N, 4i € B, il suffit de considérer le cas ou
k = 2i pour pouvoir déduire que 4i = 2k € A. Conséquemment Vn € B tel que
Ji € N,n =44, alors n € A.

De méme, comme par définition Vi € N, 4i + 2 € B, il suffit de considérer le cas
ou k = 2i + 1 pour pouvoir déduire que 47 + 2 = 2k € A. Conséquemment Vn € B tel
que 3i € Nyn =4i+ 2, alors n € A.

De méme, comme par définition Vi € N, 2i 4+ 1 € B, il suffit de considérer le cas ou
k = i pour pouvoir déduire que 2i +1 = 2k +1 € A. Conséquemment Vn € B tel que
JieN,n=2i+1, alorsn € A.

Il vient donc que Vn € B, n € A.

Ainsi nous avons bien : (Yn € A,n € B)N(Vn € B,n € A).

Considérons 'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un entier naturel
quelconque n dans B pour noter comme résultat si n € {2k +1 : k € N} ou si
n € {2k : k € N}. L’espace de probabilité associé & cette derniere expérience aléatoire
est Qg =B, Fg={0,{neB:ne{2k+1:keN}},{neB:nec{2k:k¢€
N}}, QB}, Pg:Fp— [0, 1]>

* ok %

Vi € N notons par b; ensemble tel que b; = {44,4i + 2,2 + 1}. Ainsi B =

Usen {44, 4 + 2,20 + 1} = U, oy bi-
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Vi € N considérons désormais ’expérience aléatoire consistant a tirer au hasard
un entier naturel quelconque n dans I’ensemble b; pour noter comme résultat si n €
{2k+1:k € N} ousin € {2k : k € N}. L’espace de probabilité associé & cette derniere
expérience aléatoire est (Q; = b;, F; = {0, {2i+1}, {44, 4i+ 2}, Q}, Py« F; — [0,1]) =
(Q=0b,Fi={0,{ne€b:ne{2k+1:keN}},{neb :nec{2k: ke N},},P:
Fi — [0,1]). Etant donné que l’ensemble b; ne posséde que 3 éléments qui ont
la méme possibilité d’étre tirés, il est des lors évident que tirer au hasard un
entier naturel quelconque n dans ensemble b; alors : P;({2i+1}) = P,({n€b; :n €
{2k+1:keN}}) =1, P({4i,4i+2}) = P({ne€b:nec {2k : k e N}}) = 2 et
P(Qy) =P({2i+1}U{4i,4i+2}) =P({neb:ne{2k+1: ke N}U{neb:
ne{2k:keN}}) =14+2=1

* % %

Par ailleurs Vi,7 € N, donnés tels que ¢ > ¢’ nous avons :

sin € {4i,4i+ 2} alors n ¢ {4i',4i’ + 2} dans la mesure ou 47’ + 2 < 47 ;

sin € {4i,4i + 2} alors n ¢ {2i’ + 1} par définition;

sin € {2i + 1} alors n ¢ {44,4i’ 4+ 2} par définition;

sin € {2i+ 1} alors n ¢ {2i’ + 1} dans la mesure ot 2 + 1 > 2¢' + 1.

De méme Vi,i’ € N, donnés tels que i < 7’ nous avons :

sin € {4i,4i + 2} alors n ¢ {4i’,4¢' + 2} dans la mesure on 4i + 2 < 4i’;

sin € {4i,4i+ 2} alors n ¢ {2i’ 4+ 1} par définition;;

sin € {2i+ 1} alors n ¢ {4i’,4i’ + 2} par définition;

sin € {2i+ 1} alors n ¢ {2¢’ + 1} dans la mesure ou 2i + 1 < 2¢' + 1.

I1 vient donc que Vi,7 € N, ¢ £ 4', b; N by = (.

* % %

En notant que B = (J;cy bi et que Vi,i" € N, i # i/, b Nby = () et que Vi € N,
Pi({2i+1}) = Pi({n € bi: n € {2k+1:k € N}}) = % , et en appliquant le Lemme 1
il vient que Pg({n€ B:ne{2k+1:keN}}) =P ({ne€b;:ne{2k+1:keN}})

=4 Ps{neB:ne{2k:keN}}) =P({neb :nec{2k:keN}}) =2et

Ps(Qg) = Pg{ne B:ne{2k+1:keN}}U{ne B:nec{2:keN}}
=:+2=1

Comme Ps({n € A:ne{2k+1:keN}}) =3 #Pg({fneB:ne{2k+1:
k € N}}) = %, en appliquant le Lemme 3, il vient que A = N = J,o{27,2i + 1}
# B = J;en{44,44 + 2,2i 4 1}. Conséquemment le Théoreme 1 est établi.
* K K

Il est communément compris que ”’axiome d’extensionnalité” est la proposition
selon laquelle (entre autres : E. Zermelo, 1907, [1] et P. Halmos, 1960, [2]), indistinc-
tement du fait que A et B soient des ensembles dénombrables infinis ou finis :

(Ve AzeB)Nn(Vxe B,x€ A)=A=B
ou de maniere équivalente :
(ACB)N(BCA)=A=8B

Si a I’évidence nous avons :
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A=B=VzeAzeB)N(VxeBxecA)

En ce que : si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d remplacer la
lettre majuscule ” A” par la lettre majuscule ” B” alors nous obtenons immédiatement
(Ve € A,z € B)n (Vz € B,x € A).

Quant au Théoreme 1, il énonce que lorsque A et B sont deux ensembles infinis
dénombrables alors :

(Vee A, zxe B)n(Vx e B,x€ A) # A=B

Dit autrement le Théoreme 1 stipule catégoriquement que ’axiome d’extension-
nalité est faux lorsque A et B sont deux ensembles infinis dénombrables en ce qu’il
énonce qu’il est possible que A # B bien que (Vx € A,z € B)N (Vax € B,z € A)
lorsque A et B sont deux ensembles infinis dénombrables.

Le cas de A =N = (J, {2k, 2k + 1} et B = [J;cn{44,47 + 2,20 + 1} constitue un
contre-exemple constatable audit axiome d’extensionnalité.

kX %k ok

Il est tres intéressant de noter que 'opération usuelle de partition d’un ensemble
infini dénombrable nous permet de considérer que :
"A=N=Upcni2k,2k + 1} = Upen({2k} U {26+ 1}) =
Uren{2k} UUgen{2k + 1}
et de méme que :
"B = Upeni4k, 4k + 2,2k + 1} = U, en({4F, 48 + 2} U {2k + 1}) =

Uren{2k}t UUgen{2k + 137

Notons que la séquence donnée par l'ensemble | J, o{4k,4k + 2} en considérant
k € N par ordre strictement croissant est effectivement égale a la sequence donnée
par 'ensemble | J, {2k} en considérant k& € N par ordre strictement croissant. Ce qui
nous garantit que I'ensemble | J, {4k, 4k + 2} est bien egal a I'ensemble (J, {2k}

Le fait que " A = [, cn {25 UUpend2k+1}7 et que " B = J, oy {2k UU e 126 +1}7
peut paraitre contradictoire étant donné que A # B en ce que Ps({n € A : n €

{2k+1:keN}}) =1 #Pg({neB:ne{2k+1:keN}}) =1

Ceci s’explique par le fait que I'expression " J, cy{2k} UU,eni2k + 1} n’est que
partiellement correcte et en soi incompleéte.

En effet le formalisme de I'expression " J;cn{2i} U U,;cn{2¢ + 1} ne précise pas
et passe sous silence les probabilités Pa({n € A:ne€ {2k+1:keN}}) =3 (a
fortiori Pp({2m +1}) = 3,Vm € N) et Pg({n € B:n € {2k+1:k € N}}) =%
(a fortiori Pi({n € b; : n € {2k+ 1 : k € N}}) = £,Vi € N) qui caractérisent
respectivement les ensembles A et B.

Pour pallier a cette incomplétude inhérente du formalisme de ’expression
"Uieni2i} U U;en{2i + 137, il serait nécessaire d’introduire une nouvelle notation
pour signifier les probabilités qui caractérisent 1’union d’ensembles infinis
dénombrables. Par exemple, nous pourrions écrire :

"A= Ui}, U [Uiend2i +13]

et :
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"B = [UiEN{2iH% U [Usen{2i + 1}] %”
auquel cas le fait que "A = [J, o {2k, 2k + 1} = [U;en{2i}] + U [Usen{2i + 1}] 4
# B = Upen{dk, 4k + 2,2k + 1} = [U,en{2i}] 2 U [U;en{2i + 1}] .7 est signifié en
3

1
5
toute évidence. Lequel fait est omis par I’'incomplétude inhérente de ’expression
"Uieni2i} U Ujend2i + 137,
Il est univoque pour qui a compris stricto sensu ce qui est écrit ci-dessus que nous
disons simplement que si nous symbolisons (écrivons) par un formalisme spécifique,

a savoir l’expression ” [UieN{QiH% U [Usen{2i + 1}]%”, pour signifier le fait que
cest A =N = [J,cn12k, 2k + 1} qui a été partitionné et de méme si nous symboli-
sons (écrivons) par un formalisme spécifique, a savoir ’expression ” [Uz‘eN{%}]g U
[U,en{2i +1}] %”, pour signifier le fait que c’est B = |, 14k, 4k + 2,2k + 1} qui a
été partitionné, alors le fait que A # B est signifié en toute évidence.

Lexpression ” [, cn{2i}] %U [U,en{2i +1}] .7 ainsi que I'expression ” [,y {24} %U

1
3
[Uen{2i +1}].7 n'ont été introduites que pour mieux illustrer 'incomplétude
3
inhérente de l'expression " J;cn{12i} U U;eni2i + 1}7, laquelle incomplétude est
explicitée par la présence de fractions. L’usage du conditionnel doit avoir rendu
univoque l'intention d’illustration de la part de l'auteur dans le cadre de cette

remarque.

En particulier la question de savoir pour un ensemble infini dénombrable C' donné
sile fait que (Vn € A,n € C)N(Vn € C,n € A) et le fait que Pa({n € A:n € {2k+1:
ke€N}}) =Po({neC:ne{2k+1:keN}}) =1 constituent deux conditions
suffisantes pour pouvoir établir que A = C n’est en aucune maniere abordée ici mais
fera ’objet d’un prochain article du présent auteur.

De maniere générale la question de savoir pour un ensemble infini dénombrable C
donné quelles sont les conditions suffisantes pour pouvoir établir que A = C n’est en
aucune maniere abordée ici.

De méme nous pourrions écrire dans le cas ou les probabilités concernées ne sont
pas explicitées ou ne sont pas déterminées :

TA = UieN{%} U UieN{2i +1} = [UieN{%H 2 U [UieN{Qi + 1}]7”
et :
"B =Uenf{2i} UUien{2i + 1} = [Uien{23}], U [Uien{2i + 131,

Dans le cas ou les probabilités concernées ne sont pas explicitées ou ne sont pas
déterminées, ’appartenance d’un élément n aux ensembles A et B peut étre établie,
mais I'égalité entre les ensembles A et B ne peut pas étre établie.

Dit autrement I'expression " J;cn{2i} U, oy {20 +1}7 doit étre interprétée et com-
prise par ’expression plus complete ” [, o {2i}], U [U;en{2i + 1},

Il est univoque pour qui a compris stricto sensu ce qui est écrit ci-dessus que nous
disons simplement que si nous symbolisons (écrivons) par un formalisme spécifique, a
savoir 'expression ” [|J; e {2i}],U [U;en{2i + 1}],”, pour signifier que les probabilités
propres & A, PA({n€ A:ne{2k+1:keN}}) =1 et P({2m+1}) = 5, Vm €N,
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ne sont pas déterminées et de méme si nous symbolisons (écrivons) par un formalisme
spécifique, & savoir Pexpression ” [;en{2i}], U [U;en{2i + 1}],”, pour signifier que
les probabilités propres & B, Pg({n € B:n € {2k+1:k € N}}) = % et P;({n €
bi:n € {2k+1:k € N}}) =1 VieN, nesont pas déterminées, alors le fait
que A = B ou A # B ne peut pas étre établi pareillement au fait que 1’expression
"Uieni2i} U U;en{2i + 137 ne permet pas d’établir le fait que A = B ou A # B.

Lexpression ” [;en{2i}], U [U;en{2i +1}],” n’a été introduite que pour mieux
illustrer 'incomplétude inhérente de 'expression ”J; {20} U U;en{2i + 1}7, la-
quelle incomplétude est explicitée par la présence de points d’interrogation. L’usage du
conditionnel doit avoir rendu univoque I'intention d’illustration de la part de I'auteur
dans le cadre de cette remarque.

De maniere générale la question de savoir pour un ensemble infini dénombrable C'
donné quelles sont les conditions suffisantes pour pouvoir établir que A = C n’est en
aucune maniere abordée ici.

Remarquons qu’en ’absence du Théoréme 1, I’application de ’axiome d’exten-
sionnalité a l'ensemble " J; {21} U U;en12i + 1}7 aurait induit a considérer que

"A = Upen{2h, 2k + 1} = [Uien{2i}], U [Uien{2i + 13], = B = Upen{4k, 4k +
2,2k +1} = [UieN{Zi}]% U [Ujen{2i +1}].7.

1
3

Corollaire 1. — Soit A un ensemble infini dénombrable et f : A — f(A), f(A) étant
limage de A par f, une bijection de A vers f(A) telle que (Vn € A,n € f(A))N(Vn €
f(A),n € A). Il vient que :

1l est possible que A # f(A).

Dit autrement :
f:A— f(A), une bijection de A vers f(A) telle que
(VneAne flA)N(Wne f(A),ne A) # A= f(A)

Preuve
Soit A un ensemble infini dénombrable donné tel que A = N = J, n{n} =
Uren{2k, 2k + 1}, N étant 'ensemble des entiers naturels.

Soit f: A — f(A), une bijection de A vers f(A), définie comme suit :

n+k, sidk € Nyn =3k
VvneN, f(n)=<n+(k+1), sidkeN,n=3k+1
n—(k+1), sidkeNn=3k+ 2
Ainsi nous avons : f(0) =0, f(1) =2, f(2) =1, f(3) =4, f(4) =6, f(5) = 3,
f(6) =38, f(7) =10, f(8) =5, etc.
* ¥ %

Par définition de la division euclidienne ¥n € N, 3 qu’un unique quotient ¢ € N et
qu'un unique reste r € {0, 1,2} donnés tels que n = 3¢ + r. Conséquemment Vn € N,
n posseéde bien une image par f telle que f(n) € f(A) dans la mesure ou :

Vn € N, si 3¢ € N tel que n = 3¢ alors f(n) = (n+q) est bien défini et (n+q) € N;
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Vn € N, si 3¢ € N tel que n = 3¢+ 1 alors f(n) = [n+ (¢ + 1)] est bien défini et
[n+(qg+1)] €N;

Vn € N, si 3¢ € N tel que n = 3¢+ 2 alors f(n) = [n — (¢ + 1)] est bien défini et
[n—(¢g+1)]eN

* K %

Par ailleurs notons que :

3q,¢ € N,q # ¢ tels que 3q+q = 3¢’ +¢' étant donné que 3¢+q =3¢ +¢ < q=¢
et que ¢ = ¢ est une contradiction ; (a)

3q,q € N,q # ¢ tels que 3¢+ q = 3¢’ + 1 + (¢’ + 1) étant donné que 3q + ¢
3 +1+ (¢ +1)=2(q—¢)=1et que 2(¢ — ¢') = 1 est une contradiction ; (b)

Pq,¢ € N,q # ¢ tels que 3¢+ q = 3¢’ +2 — (¢’ + 1) étant donné que 3q + ¢ =
3¢ +2— (¢ +1) < 49— 2¢' =1 et que 4g — 2¢' = 1 est une contradiction ; (c)

3q,q € N,qg # ¢ tels que 3¢ + 1+ (¢ + 1) = 3¢ + 1 + (¢’ + 1) étant donné que
3g+14+(q+1)=3¢ +1+ (¢ +1) & q=¢ et que ¢ = ¢ est une contradiction ; (d)

3q,q € N,qg # ¢ tels que 3¢ + 1+ (¢ + 1) = 3¢ +2 — (¢’ + 1) étant donné que
3g+1+(¢+1)=3¢+2-(¢+1) < 49— 2¢ = —1 et que 49 — 2¢' = —1 est une
contradiction; (e)

Pq,q € N,q # ¢ tels que 3¢ +2 — (¢ + 1) = 3¢’ + 2 — (¢’ + 1) étant donné que
3g+2—(g+1)=3¢+2— (¢ +1) < q=4 et que ¢ = ¢ est une contradiction. (f)

De plus notons que :

Bq € Ntel que 3g+q = 3¢+ 1+ (¢+1) étant donné que 3g+q =3¢+1+(¢+1) &
2(q —q) =1 et que 2(q — q) = 1 est une contradiction; (g)

3¢ € Ntel que 3¢+q = 3¢+2— (¢+1) étant donné que 3¢+q =3¢+2—(¢+1) &
2g = 1 et que 2¢g = 1 est une contradiction ; (h)

Pq e Ntel que 3¢g+1+(¢+1) =3¢+2—(¢+1) étant donné que 3¢+ 1+ (¢+1) =
3¢+2—(g+1) < 2¢=—1 et que 2¢ = —1 est une contradiction. (i)

Les propositions (a), (b), (c), (d), (e) et (f) signifient que Vq,¢' € N, ¢ # ¢,
{8¢+a,3¢+1+(¢+1),3¢+2—(¢+ 1)} N{3¢' +¢",3¢' +1+(¢' +1),3¢' +2—(¢'+ 1)}

Et les propositions (g), (h) et (i) signifient que Vg € N, 3¢+ ¢ # 3¢+ 1+ (¢+1) #
3¢g+2—(qg+1).
Comme Vn € N, il n’existe qu'un unique quotient ¢ € N et qu'un unique reste
r € {0,1,2} tels que n = 3¢+, il vient donc que Vn,m € A, n #m, f(n) # f(m) et
f(n), f(m) € f(A). Conséquemment f est bien une bijection de A vers f(A).
* % %

Ensuite notons que :
Vg € N,3q +q = 4g,
VgeN,3¢g+1+(¢+1) =4¢+2,
VgeN,3¢+2—(g+1)=2¢+1.

* ok ok
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Par ailleurs : A = N = [, {2k, 2k + 1} = Uj_zp, pen ({20, 20+ 1U{2(0+ 1), 2(1+ 1)
+1U{2(0+2),2(0+2) +1}) = Ujmgp pen20 20+ 1,20+ 2,20 + 3,20 + 4,20 + 5} =
Ui pen{ 30,30 + 1,30 + 2,30 + 3,30 +4,3i + 5} = U,y {34, 3¢+ 1,3¢ + 2}

Notons que la sequence de la définition originelle de N donnée par ’ensemble
Uren{2k,2k + 1} en considérant & € N par ordre strictement croissant est effec-
tivement égale a la sequence donnée par 1’ensemble U(IGN{Sq,?)q + 1,3¢ + 2} en
considérant ¢ € N par ordre strictement croissant. Ce qui nous garantit que A =
N = Upen{2k, 2k + 1} est bien égal & I'ensemble J, n{3¢, 3¢ + 1,3¢ + 2}

Il vient que f(A) = U en{f(30), f(3q+ 1), f(3q+ 2)} = U en{4q, 40 + 2,29 + 1}

En reprenant le contre-exemple exposé précédemment ott B = J; {44, 41 42,2i +
1} = f(A) nous pouvons déduire que (¥n € A,n € f(A)) N (Vn € f(A),n € A).
Conséquemment f est bien une bijection de A vers f(A) telle que (Vn € A,n €
fA)N(Vn e f(A),n € A).

* ok %

f:A— f(A) est une bijection de A vers f(A) telle que (Vn € A,n € f(A))N(Vn €

f(A),n € A), dont la bijection réciproque f=1: f(A) — A est définie comme suit :

m—k, sidke Nm=f(3k) =3k+k
vm e f(A), f'(m)={m—(k+1), sidkeNm=fBk+1)=3k+1+ (k+1)
m+(k+1), sidkeNm=fB8k+2)=3k+2—(k+1)

En effet :
n=Bk+k)—k, siIkeNn=3k

vneA fH(fn)=<n=3Bk+1+(k+1)]—(k+1), si IkeN,n=3k+1
n=0Bk+2—-(k+1)]+(k+1), sidkeN,n=3k+2

Ainsi nous avons : f71(0) =0, f~1(2) =1, f11) =2, f714) =3, f1(6) = 4,
f7H3) =5, f71(8) =6, fT1(10) =7, f7(5) =8, etc.

* %k Xk

En reprenant le contre-exemple exposé précédemment o A = N et B =
Uieni4i, 40 4+ 2,20 + 1} = f(A), nous pouvons des lors déduire que A # f(A).
Conséquemment le Corollaire 1 est établi.

Le cas de f : A — f(A) constitue un contre-exemple constatable au fait que
f A= f(A), une bijection de A vers f(A) telle que (Vn € A,n € f(A)) N (Vn €
f(A),n € A), n”’implique pas nécessairement que A = f(A).
* %k

Remarquons qu’en ’absence du Théoréme 1, I'application de ’axiome d’exten-
sionnalité aux ensembles A et f(A) aurait induit & considérer la bijection f comme
étant une bijection de A vers A et d’employer expression ”f : A — A” dans la me-
sure ou f : A — f(A) est une bijection de A vers f(A) et (Yn € A,n € f(A))N(Vn €
f(A4),n € A).
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Corollaire 2. — Il existe une infinité de couples d’ensembles infinis dénombrables
A et B tels que (Vx € A,z € B)N (Vz € B,x € A) pour lesquels :
A#+B
Preuve

Soit A un ensemble infini dénombrable donné tel que A = N = (J, nyin} =
Ureni2k,2k + 1}, N étant 'ensemble des entiers naturels.

D’apres le Lemme 2 il vient que l’espace de probabilité associé a l’expérience
aléatoire consistant a tirer au hasard un entier naturel quelconque n dans A pour
noter comme résultat sin € {2k +1: k € N} ousin € {2k : k € N} est (Q4q =
A Fa={0,{neA:ne{2k+1:keN}},{n€A:ne{2k:keN}},Qa},Pa({n €
A:ine{2k+1:keN}}) =1).

Soit [ € N, [ > 2, un entier naturel non nul donné.

Soit B; un ensemble infini dénombrable donné tel que B; = |J;n{204,20i +
2,052l + 24, ,2li+2(1—1),2i + 1}, j €N, j€[0,1—1].

Comme par définition Vk € N, 2k + 1 € A, il suffit de considérer le cas on i = k
pour pouvoir déduire que 2i + 1 = 2k + 1 € B;. Conséquemment Vn € A tel que
dk e Nyn=2k+1, alors n € B;.

De plus par définition de la division euclidienne Yk € N, 3 qu’un unique quotient
¢ € N et quun unique reste ' € N, v/ € [0, — 1] donnés tels que k = lq¢’ + 1’ et tels
que 2k = 2(1¢" + ') = 2l¢’ + 2r'.

Des lors, comme par définition Vk € N, 2k € A, quelle que soit la valeur du reste
unique donné r’ € [0,1 — 1], il suffit de considerer le cas ol li + j = k pour pouvoir
déduire que 2k = 2(l¢’ + ') = 2li + 2j € B;. Conséquemment Vn € A tel que
dk € N,n = 2k, alors n € B;.

Il vient donc que Vn € A, n € By.

Vice-versa, comme par définition Vi € N et Vj € N,j € [0,] — 1], 2li + 25 € By, il
suffit de considérer le cas ou k = li + j pour pouvoir déduire que 2li + 25 = 2k € A.
Conséquemment Vn € B; tel que 3i € N,j € N, j € [0,1—1], n = 2li+ 27, alors n € A.

De méme, comme par définition Vi € N, 2i + 1 € By, il suffit de considérer le cas
ou k = i pour pouvoir déduire que 27 + 1 = 2k + 1 € A. Consequemment Vn € B; tel
que 3i € N, n =2i+ 1, alors n € A.

11 vient donc que Vn € B, n € A.

Ainsi nous avons bien : (Vn € A,n € B;) N (Vn € B;,n € A).

Considérons I'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un entier naturel
quelconque n dans B; pour noter comme résultat si n € {2k +1 : k € N} ou si
n € {2k : k € N}. L’espace de probabilité associé & cette derniére expérience aléatoire
est (U, = B, Fp, ={0,{ne B :ne{2k+1:keN}},{neB :ne{2k: k€
N}}3QBL}7PBL : fBz - [0’ 1]>

* ok %

Vi € N notons par by, ’ensemble tel que b;, = {21i,2li+2,...,2li4+2j,...,2li+2(l—

1),2i+1}. Ainsi By = ;e {200, 2042, ..., 21425, ..., 20i+2(1—1), 2i+1} = U, br, -
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Vi € N considérons désormais ’expérience aléatoire consistant a tirer au hasard
un entier naturel quelconque n dans l’ensemble b;, pour noter comme résultat si
n€{2k+1:keN}ousin e {2k: k € N}. L'espace de probabilité associé a cette
derniere expérience aléatoire est (Q; = by, F; = {0,{2i + 1}, {203, 2li + 2,...,2li +
2]7,2l2+2(l — 1)}791}7Pz : \/T'.l — [O,lD = <Qz = blu‘/_'.i = {@,{n S bli tn e
{2k+1:keN}} {neb, :ne{2k: ke N}, O}, P F; — [0,1]). Etant donné que
l’ensemble b;, ne posséde que l + 1 éléments qui ont la méme possibilité
d’étre tirés, il est des lors évident que tirer au hasard un entier naturel quelconque
n dans Uensemble b, alors : P;({2i+1}) = Pi({n€b, :ne€ {2k+1: ke N}}) = l_%l
CP({2li, 21+ 2, 26+ 2. 21+ 20— 1)}) = P({n € by, :n € {2k : k € N}})
= oLy et P() = Pi({20+ 1} U{200, 2 +2, ..., 20i+2j,...,20i+2(1-1)}) = P,({n €
byine{2k+1:keN}U{neb, ine{2k:keN}}) =7+ 5 =1

* ok %

Par ailleurs Vi,i € N, donnés tels que 7 > i’ nous avons :

sin € {20i,2li+2,...,2li+2j,...,2li+2(1—1)} alors n & {2l¢,2li' +2,...,2li' +
27,...,2li" +2(1 — 1)} dans la mesure ou 23’ +2(I — 1) < 2li;

sin e {20i,20i+2,...,2li4+24,...,2li+2(l—1)} alors n ¢ {203’ +1} par définition;

sin € {2li+1} alors n ¢ {20i/, 211’ +2, ..., 21’ +27,...,2li' +2(I—1)} par définition ;

sin € {2li + 1} alors n ¢ {20i' + 1} dans la mesure ou 21i + 1 > 21’ + 1.

De méme Vi, € N, donnés tels que 7 < 7' nous avons :

sin € {20i,2li+2,...,2li+25,...,2li+2(1— 1)} alors n & {2l¢',2li' +2,...,2li' +
24,...,2li" +2(1 — 1)} dans la mesure ou 2li + 2(l — 1) < 2l7’;

sin € {20i,2li+2,...,2li4+2j,...,2li+2(l—1)} alors n ¢ {2li' + 1} par définition ;

sin € {2li4+1} alorsn ¢ {20¢',21i'+2,...,2li'+24,...,2li'+2(I—1)} par définition ;

sin € {2li + 1} alors n ¢ {20¢' + 1} dans la mesure ou 20i + 1 < 217 + 1.

1l vient donc que Vi,i" € N, i # i, b, Nby, = 0.

X ok ok

En notant que B; = J;cn bi, et que Vi, i € N, i # ', b, Ny, = 0 et que Vi € N,
P({2i+1}) =P,({ne€b, :ne{2k+1:keN}}) = H—Ll , et en appliquant le Lemme
1il vient que Pg,({n € Bi:ne{2k+1:keN}}) =P ({neb,:nec{2k+1:k¢
N}}) = 25 Pe,({n € Bi:n € {2k : k e N}}) = Pi({n € by, : n € {2k : k € N}})
= g et Pp,(Qp) = Pe({fneB:ne{2k+1:keN}}U{neB :ne{2k:ke
N}}) = lJ%l + H% =1.

Comme Py({n€ A:ne{2k+1:keN}})=1#Pg({neB:ne{2k+1:ke
N}}) = “%1, [ > 2, en appliquant le Lemme 3, il vient que A = N = J, .y{2k,2k+1}
% By = U200, 20+ 2, ., 20 +2j, ..., 26 +2(1 — 1), 2i + 1}.

* ok *

Comme nous avons démontré que ¥l € N, | > 2, Ps({fn € A :n € {2k + 1 :
keNy}) =2 #Pg({fneB :ne{2k+1:keN}} = H%l’ HOUS pouvons
déduire qu’il existe une infinité de couples d’ensembles infinis dénombrables A = N
ot By = Uend 200,200 + 2, 28+ 2j,..., 2l +2(1 — 1),2i + 1}, 1 € N, 1 > 2, tels
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que (Vn € A,n € B;)N(¥Yn € B;,n € A) pour lesquels A # B;. Conséquemment le
Corollaire 2 est établi.

k) %k X%

Notons que le contre-exemple exposé pour la preuve du Théoréme 1 n’est qu’un
cas particulier des exemples exposés ci-dessus pour lequel [ = 2.

Remarquons qu’en ’absence du Théoreme 1, I'application de ’axiome d’exten-
sionnalité & I'ensemble " J; . {2i}UU,; {2041} aurait induit & considérer Vi € N, [ >
2que” A = U en{2k, 2k4+1} = [U,en{24}] %U[UieN{Qi + 1}]% = By = U, en{20i, 2li+
2,20+ 27,2+ 2(1—1),2i + 1} = [Ujen{2}] 0 U [Uien{2i + 1}

9
L 1
T+1 T+1

Lemme 4. — Soit A un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité
de nombres rationnels positifs distincts, défini comme suit A = J;cy.{(n:) "2} tel que
Vie N* n; € N*, Vi,i' € N*, i £/, n; #£ny et (n;)~2# (ny) 2.

De méme soit B un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité de
nombres rationnels positifs distincts, défini comme suit B = |J,cn.{(mq) 72} tel que
Vie N*,m; € N, Vi, i € N*, i £ i, my # ma et (mg)~2 # (ma) 2.

En considérant espace de probabilité (04 = A, Fa={0,{n"2 € A:ne{2k+1:
ke N, {n?2eA:ne {2 :keN}},Qa},Pa: Fa — [0,1]) et Uespace de
probabilité (Qp = B,Fp ={0,{n" 2 € B:ne{2k+1:keN}},{n2e€B:nc
{2k : k € N*}},Qp},Pp : Fp — [0,1]), et en supposant de plus que Ja € [0,1],
Pi({n?€eA:ne{2k+1:keN}})=aetquedbe[0,1], Ps({n € B:n¢c
{2k +1:k € N}}) =0, il vient que :

Si Pa({n 2 € A:ne{2k+1:keN}})
#Pg({n"? € B:ne€{2k+1:k € N}}) alors A # B.

Dit autrement :

Py({n?2€A:ne{2k+1:keN}}) #Pg({n2€B:ne{2k+1:keN}})
= A# B.

Preuve
Par définition nous avons :
A=B
= Qa=AFa={0,{n?cA:nc{2k+1:keN}},{n?cA:nc{2: ke
N3}, Qa},Pa:Fa—[0,1)=(Qp=B,Fp={0,{n*cB:nec{2k+1:kc
N}L{n?€B:n€{2k:kecN*}},Qp}, Pg: Fg — [0,1])
=Ps({n?cA:ne{2k+1:keN}})=Pg({n?eB:nec{2k+1:kcN}}
(II)
Dit autrement : si A = B alors par définition I’espace de probabilité (24 = A, F4 =
0, {n2eAne{2k+1:keN}},{n2€Ad:ne{2k: ke N}},Qu}, Pa: Fa—

[0,1]) est égale & Pespace de probabilité (g = B,Fp={0,{n"2€ B:ne {2k +1:
keN}},{n?2€B:nec{2k:keN*}},Qp}, Pg: Fp — [0,1]), ce qui implique des



UN THEOREME FONDAMENTAL SUR LES ENSEMBLES INFINIS DENOMBRABLES 15

lors que PA({n 2 € A:ne{2k+1:keN}})=Pg({n?2eB:ne{2k+1:kc
N}

Effectivement : si A = B alors en substituant symboliquement c-a-d en remplacant
la lettre majuscule " A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons immédiatement
Py({n2€A:ne{2k+1:keN}})=Pg({n?2€B:ne{2k+1:keN}}).

En prenant la contraposée de (II) :

~(Ps({n?cA:ne{2k+1:kecN}})=Pg({n?cB:nec{2k+1:kc
N}}))

= -((Qu=AFs={0,{n?cA:nec{2k+1:keN},{n2cA:nec{2k:
ke NI Qu, Py Fa—[0,1))=(Qp=B,Fp={0,{n"?€B:ne{2k+1:
EeN}, {n2eB:nc{2k:keN}},Qp}, Ps: Fs —[0,1])

= (A =DB)

Dit autrement : si Pa({n™2 € A :n € {2k + 1 : k € N}}) n’est pas égale a
Pg({n=2 € B:n € {2k + 1 : k € N}}) alors par définition 1’espace de probabilité
Qa=AFs={0,{n2cA:ne{2k+1:keN}},{n?2€cA:ne{2k:ke
N*}},Q4}, Pa: Fa — [0,1]) n'est pas égale a l'espace de probabilité (Qp = B, Fp =
{0,{n2€eB:ne{2k+1:keN}},{n2e€B:ne{2k:keN}},Qp},Ps: Fp —
[0,1]), ce qui implique deés lors que A # B. Conséquemment le Lemme 4 est établit.

Effectivement : sachant que Pa({n 2 € A:n € {2k+1:k e N}}) # Pg({n2 €
B:ne {2k+1:k e N}})si A= B alors en substituant symboliquement c-a-d
en remplagant la lettre majuscule ”A” par la lettre majuscule ” B” nous obtenons
immédiatement Pg({n=2 € B:n € {2k+1:k € N}}) # Pg({n™2 € B : n €
{2k +1 : k € N}}). Ce qui est une contradiction. Dans la mesure ou substituer
symboliquement c-a-d remplacer la lettre majuscule ” A” par la lettre majuscule ” B”
implique une contradiction, il vient que nécessairement A # B.

Corollaire 3. — Soit A un ensemble infini dénombrable donné contenant une infi-
nité de nombres rationnels positifs distincts tel que A = J;en{ou}, Vi € N*, a; =072,
Donc A =Uen-{ai} = Upen-{n72} = Upen{ 2k +1)72, (2k +2)2}.

Soit g : N* — g(N*), g(N*) étant I'image de N* par g, une bijection de N* wvers
g(N*) telle que (Vn € N*,n € g(N*)) N (Vn € g(N*),n € N*).

Soit B un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité de nombres
rationnels positifs distincts tel que B = J;cn.{B;}, Vi € N*, B; = ay()-

1l vient qu’il est possible que :

A+B

Preuve

Soit A un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité de nombres
rationnels positifs distincts tel que A = (J;cn.{ai}, Vi € N, oy = i2. Donc A =

Uien-{@i} = Unen-{n72} = Upen{(2k +1)72, (2k +2) 7%}
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Notons que la sequence d’une infinité de nombres rationnels positifs distincts
donnée par I’ensemble | J,, oy {n=2} en considérant n € N* par ordre strictement
croissant est effectivement égale a la sequence donnée par I'ensemble |J,n{(2k +
1)72,(2k + 2) 72} en considérant k € N par ordre strictement croissant. Ce qui nous
garantit que A = | J {n=2} est bien égal & 'ensemble | J, cy{(2k+1)2, (2k+2) 2}

* ok ok

neN*
Soit g : N* — ¢g(N*), une bijection de N* vers g(N*), définie comme suit :

n—(k+1), si 3k e N*,n =3k
Vne N, gn)=qn+(k+1),sidkeNn=3k+1
n+(k+2), sidk e N,n=3k+ 2

Ainsi nous avons : g(1) = 2, g(2) = 4, ¢(3) = 1, g(4) = 6, g(5) = 8, ¢g(6) = 3,

g(7) =10, ¢g(8) = 12, g(9) = 5, etc.
* % ok

Par définition de la division euclidienne ¥Yn € N*, 3 qu'un unique quotient ¢ € N
et qu'un unique reste r € {0,1,2} donnés par la division euclidienne de n par 3 tels
que n = 3q + r. Conséquemment ¥n € N*, n possede bien une image par g telle que
g(n) € g(N*) dans la mesure ou :

Vn € N*  si 3¢ € N* tel que n = 3¢ alors g(n) = [n — (¢ + 1)] est bien défini et
[n—(¢+1)] € N";

Vn € N*, si 3¢ € N tel que n = 3¢ + 1 alors g(n) = [n + (¢ + 1)] est bien défini et
[n+(qg+1)] € N*;

Vn € N*, si 3¢ € N tel que n = 3¢ + 2 alors g(n) = [n+ (¢ + 2)] est bien défini et
[n+ (¢ +2)] € N*.

* % %

Par ailleurs notons que :

3q,q €N,q # ¢ tels que 3¢— (¢+1) = 3¢’ — (¢’ +1) étant donné que 3q¢— (g+1) =
3¢ — (¢ +1) < q=q et que g = ¢ est une contradiction; (a’)

3¢, € N,q # ¢ tels que 3¢ — (¢ +1) = 3¢ +1+ (¢ + 1) étant donné que
3g—(g+1) =3¢ +1+ (¢ +1) & 2¢—4¢ = 3 et que 2q — 4¢' = 3 est une
contradiction ; (b”)

3q,q € N,q # ¢ tels que 3¢ — (¢ + 1) = 3¢ +2 + (¢’ + 2) étant donné que
3g—(g+1) =3¢ +2+ (¢ +2) & 2¢—4¢ = 5 et que 2¢ — 4¢' = 5 est une
contradiction; (c”)

3q,q € N,q # ¢ tels que 3¢ + 1+ (¢ + 1) = 3¢ + 1 + (¢’ + 1) étant donné que
3g+1+(¢+1)=3¢+1+(¢ +1) < q=¢ et que g = ¢ est une contradiction ; (d’)

Pq,q € N,q # ¢ tels que 3¢ + 1+ (¢ + 1) = 3¢ + 2 + (¢’ + 2) étant donné que
3g+14+(q+1) =3¢ +2+(¢d+2) < 2(gq—¢) =1cet que 2(¢g —¢') =1 est une
contradiction ; (e’)

3q,q € N,q # ¢ tels que 3¢ +2 + (¢ +2) = 3¢’ + 2 + (¢’ + 2) étant donné que
3¢+2+(¢+2) =3¢ +2+ (¢ +2) & qg=¢ et que g = ¢ est une contradiction. (f?)
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De plus notons que :

Bq € Ntel que 3¢ — (¢ + 1) = 3¢+ 1+ (¢ + 1) étant donné que 3¢ — (¢ + 1) =
3¢+1+4+(qg+1) < 2¢—4g =3 et que 2qg — 4qg = 3 est une contradiction; (g’)

Bg € N tel que 3¢ — (¢ + 1) = 3¢ + 2 + (¢ + 2) étant donné que 3¢ — (¢ + 1) =
3¢+2+(q+2) < 2¢—4g =5 et que 2g — 4qg = 5 est une contradiction ; (h’)

Bq € Ntel que 3¢+ 1+ (g+1) = 3¢ +2+ (¢ +2) étant donné que 3¢ +1+ (g+1) =
3¢+2+4+(qg+2) < 2(qg—q) =1 et que 2(¢ — q) = 1 est une contradiction. (i’)

Les propositions (a’), (b’), (c’), (d’), (e’) et (f*) signifient que Vq,¢’ € N, ¢ # ¢/,
{3¢—(¢+1),3¢+1+(¢+1),3¢+2+(¢+2)}N{3¢ = (¢’ +1),3¢' +1+ (¢’ +1),3¢ +
2+ (¢ +2)} =0.

Et les propositions (g’), (h’) et (i’) signifient que Vg € N, 3¢ — (¢+1) # 3¢+ 1+
(q+1)#3¢+2+ (¢ +2).

Comme Vn € N*| il n’existe qu'un unique quotient ¢ € N et qu’un unique reste
r € {0,1,2} tels que n = 3¢ + r, il vient donc que Vn,m € N*, n £ m, g(n) # g(m)
et g(n), g(m) € g(N*). Conséquemment g est bien une bijection de N* vers g(N*).

* %k

Ensuite notons que :

VgeN3¢g+1+(g+1) =49+ 2,
VgeN3¢g+2+ (¢g+2) =4+ 4.

* ok ok

Par ailleurs : N* = (J; {2k + 1,2k + 2} = U;_gp, pen({20+ 1,20+ 23 U{2(0+ 1) +
1, 2(141)+2 U{2(l1+2)+1, 2(I1+2)+2}) = Ul:%,keN{QH-l, 2042, 2143, 21+4, 21+5, 21+
6} = UZ.:QMGN{SZ'—I—L3i+273i+3,3i+4,3i+573i+6} = quN{3q+ 1,3¢+2,3q+3}.

Notons que la sequence de la définition originelle de N* donnée par ’ensemble
Ureni2k + 1,2k + 2} en considérant k € N par ordre strictement croissant est effec-
tivement égale & la sequence donnée par ’ensemble quN{Sq +1,3¢ + 2,3q + 3}
en considérant ¢ € N par ordre strictement croissant. Ce qui nous garantit que
N* = Upen{2k + 1,2k + 2} est bien égal a 'ensemble |J,{3¢ + 1,3¢ + 2, 3¢ + 3}.

1l vient que g(N*) = U,en{9(3a +1),9B¢ + 2),9(3¢ + 3)} = Uyen{dq + 2,4¢ +
4,2(q+1) —1}.

Par définition Vk € N, 2k + 1 € N*, il suffit de considérer les cas ol ¢ = k pour
pouvoir déduire que 2g+1 = 2k+1 € g(N*). Conséquemment Vn € N* tel que 3k € N,
n =2k + 1, alors n € g(N*).

De plus par définition de la division euclidienne Vk € N*, 3 qu’un unique quotient
¢ € N et qu'un unique reste r’ € {0,1} donnés tels que k = 2¢' + r' et tels que
2k =2(2¢' + 1) =4¢ +2r'.

Des lors, comme par définition Vk € N, 2k € N* soit v/ = 0, 2k = 2(2¢' + 1) =
4q' + 21" = 4¢ et il suffit de considérer le cas ot ¢ + 1 = ¢’ pour pouvoir déduire que
49+ 4 = 4q¢' € g(N*), soit ' = 1,2k = 2(2¢' +v') = 4¢' + 2r' = 4¢’ + 2 et il suffit
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de considérer le cas ou ¢ = ¢’ pour pouvoir déduire que 4q + 2 = 4¢' + 2 € g(N*).
Conséquemment Vn € N* tel que 3k € N, n = 2k, alors n € g(N*).

11 vient donc que Vn € N*, n € g(N*).

Vice-versa, comme par définition Vg € N, 4¢q + 4 € g(N*), il suffit de considérer
le cas ou k = 2¢q + 2 pour pouvoir déduire que 4q + 4 = 2k € N*. Conséquemment
Vn € g(N*) tel que 3¢ € N;n = 4q + 4, alors n € N*.

De méme, comme par définition Vg € N, 4¢ + 2 € ¢g(N*), il suffit de considérer
le cas ou k = 2¢q + 1 pour pouvoir déduire que 4q + 2 = 2k € N*. Conséquemment
Vn € g(N*) tel que dg € N, n = 4q + 2, alors n € N*.

De méme, comme par définition Vg € N, 2¢+1 € g(N*), il suffit de considérer le cas
ou k = g pour pouvoir déduire que 2¢+ 1 = 2k+1 € N*. Conséquemment Vn € g(N*)
tel que 3¢ € N,n =2¢g + 1, alors n € N*.

11 vient donc que Vn € g(N*), n € N*.

Ainsi nous avons bien : (Vn € N* n € g(N*)) N (Vn € g(N*),n € N*).

Conséquemment g est bien une bijection de N* vers g(N*) telle que (Vn € N*,n €
g(N*)) N (Vn € g(N*),n € N*).

X ok ok

g : N* — g(N*) est une bijection de N* vers g(N*) telle que (Vn € N* n € g(N*)) N
(Vn € g(N*),n € N*), dont la bijection réciproque g=* : g(N*) — N* est définie
comme suit :

m+ (k+1), si Ik e N* m =g(3k) =3k — (k+1)
Vm e g(N*), g7 (m) ={m—(k+1), siIdkeNm=gBk+1)=3k+1+ (k+1)
m— (k+2), si 3k e Nym =g(3k+2) =3k + 2 + (k+2)

En effet :
n=[3B8k—(k+1)]+(k+1), si Ik e N*,n=3k
vneN* g (gn) =< n=3Bk+1+(k+1)]—(k+1), siTkecN,n=3k+1
n=[3k+2+(k+2)]—(k+2), si Ik € N,;n=23k+2

Ainsi nous avons : g71(2) =1, g71(4) =2, g7 (1) = 3, g71(6) = 4, g7 1(8) = 5,
g 13)=6,¢7510)=7,971(12) =8, g7 1(5) = 9, etc.
* ok %

Soit B un ensemble infini dénombrable donné contenant une infinité de nombres
rationnels positifs distinets défini comme suit : B = ;o {85}, Vi € N*, B; = ay;)
c-a-d que Vj € N*, §; = [9(i)] 2

Ainsi nous avons : 31 = (2) 2 =ag, fo = 4) 2 =y, 3= ()2 =y, B =
(6)2 =as, f5 =(8) 2 =as, B = (3)"2 =as, Br = (10)72 = aqq, fs = (12)7% =
o192, 69 = (5)_2 = a5, ete.

De plus remarquons que B = quN{ﬁ3q+1, B3g+2, B3g+3}t = quN{ag(qu), Qg(3g+2)5
agqrs)t = Ugeni(dg +2)72,(4¢ +4)72,2(¢ + 1) - 117} = Ugen{a@gr2): ¢aga)s
f2(g+1)-1]}-
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k) %k X%

Considérons 'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un nombre rationnel
positif quelconque ¢t dans A pour noter comme résultat sit € {o; € A:i€ {2k+1:
keN}}oute{a; € A:ie€ {2k:k e N*}}. L'espace de probabilité associé & cette
derniere expérience aléatoire est : (U4 = A, Fa = {0, {as € A:ie€ {2k+1:k €
N}}, {ai cA:i¢e {Qk ke N*}},QA},PA Fq — [O, 1]>

Vv € N considérons désormais I'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard
un nombre rationnel positif quelconque ¢ dans ’ensemble {9,411, @2,42} pour noter
comme résultat sit € {a; € A:i € {2k+1: ke N}}out e {ay € A:i €
{2k : k € N*}}. L’espace de probabilité associé & cette derniere expérience aléatoire
est : <QU = {042v+17042v+2}>]:v = {@,{0421,4,1}, {a2v+2},ﬂv},Pv Fy — [0, 1}> Etant
donné que l’ensemble {a2y+41, A2042} ne posséde que 2 éléments qui ont la
méme possibilité d’étre tirés, il est des lors évident que tirer au hasard un nombre
rationnel positif quelconque ¢ dans ensemble {agy41, agyr2} alors : Py({agy41}) =
P,({azut2}) = % et Py(2) = Py({aapt1} U {aapi2}) = % + % =1

En notant que A = [J,cn Q0o et que Vo,v" € Nyv # 0/, Q, NQy = 0 et que Vv € N,
P,({a2y4+1}) = 3, en appliquant le Lemme 1 nous avons : Pa({o; € A:i € {2k+1:
k€ N} = P,({o2u1}) = &, Pal{oi € Avi € {2k : k € N*}}) = Py({azv42}) = 3
et PA(QA) :PA({Ozi cA:1¢€ {2]€+15/€€N}}U{0¢i cA:1¢€ {Qkk‘EN*}}) =
i+l=1

* ok %

Considérons I'expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un nombre rationnel
positif quelconque ¢ dans B pour noter comme résultat si ¢t € {o; € B:i € {2k +1:
ke N}tousite {a; € B:ie {2k:k € N*}}. L’espace de probabilité associé a
cette derniere expérience aléatoire est (g = B, Fp ={0,{a; € B:i€ {2k+1:k €
N}}{a; € B:ie{2k: ke N*}},Qp}, Pg: Fp — [0,1]).

* ok K

Vw € N notons par b, I'ensemble tel que by, = {Q(4w42), ¥ (4w+4), V2(w+1)—1]}-
Ansi B = U en@w+2), @awta): Aa(w1)-11} = Uen bu-

Vw € N considérons désormais I’expérience aléatoire consistant a tirer au hasard un
nombre rationnel positif quelconque ¢ dans I’ensemble b,, pour noter comme résultat
site€{a; € B:i€e€{2k+1:keN}}ousite{a; € B:i€{2k:FkEe
N*}}. L’espace de probabilité associé & cette derniére expérience aléatoire est (€, =
by, Fuy = {(Z)a {a2(w+1)71}, {a4w+27a4w+4}aﬂw}apw o [Oa 1]> = <Qw = by, Fu =
{0,{a; €by:i€{2k+1: ke N}},{a; €by i€ {2k: ke N}} QL Py Fy —
[0,1]). Etant donné que l’ensemble b,, ne posséde que 3 éléments qui ont la
méme possibilité d’étre tirés, il est des lors évident que tirer au hasard un nombre
rationnel positif quelconque ¢ dans I'ensemble by, alors : Py, ({aaw+1)-1}) = Pu({u €
by i €{2k+1:keN}}) =1, Po({ouws2, dauwta}) = Po({os € by i € {2k
ke N*}}) = % et Pw(Qw) = Pw({ag(w+1),1} U {a4w+2,a4w+4}) = Pw({Oéi S bw S
{2k+1:keN}U{oeb,ie{2k:keN}}) =2 +2=1

* ok ok
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Par ailleurs Vw,w’ € N, donnés tels que w > w’ nous avons :

site {(4w+2)72, (dw+4)"2} alors t ¢ {(4w' +2)72, (4w’ +4)~2} dans la mesure
ott (dw+4)"2 < (4w +2)72 < (4w’ +4)72 < (4w’ +2)72

site {(dw+2)72, (4w +4)~2} alors t ¢ {[(2(w’ + 1) — 1]} par définition

site{[2(w+1)—1]"} alors ¢ ¢ {(4w’ +2)~2, (4w’ +4)~2} par définition ;

sit e {2w+1)—172} alors t ¢ {[2(w +1)—1]"?} dans la mesure ou
[2(w+1) =17 < [2(w' +1) = 1]

De méme Vw,w’ € N, donnés tels que w < w’ nous avons :

site {(dw+2)72, (4w+4)"2} alors t ¢ {(4w’' +2)72, (4w’ +4)~2} dans la mesure
ol (dw+2)"2> (dw+4)"2> (4w’ +2)72 > (4w’ +4)72

site {(4w+2)"2, (4w +4)"2} alors t ¢ {[2(w’ + 1) — 1]~} par définition ;

site{[2(w+1)—1]"%} alors ¢ ¢ {(4w' + 2)~2, (4w’ + 4)~2} par définition

sit € {2w+1)—1]"} alors t ¢ {[2(w'+1)—1]"°} dans la mesure ou
[2(w+1) =172 > [2(w +1) —1] >

11 vient donc que Yw,w’ € N, w # w', by N by = 0.

* ok ok

En notant que B = [J,cnbw et que Yw,w' € N, w # w', by Nby = 0 e
Vw € N, Py({az@ws1)-1}) = Pu({ai € by 1 i € {2k+1: k € N}}) = % ,
en appliquant le Lemme 1 il vient que Pg({a; € B : i € {2k +1 : k € N}})
=P,({oi €by:i€{2k+1:keN}}) =1 Pg({a; € B:ic€ {2k:keN}}
=Py({oi €by i€ {2k: ke N'}}) =2 et PB(QB) Pp({a; € B:i€ {2k+1:
keNp}U{meB:ie{2k:keN}})=2+2=1

En appliquant le Lemme 4 il vient que A # B dans la mesure oit P4 ({co; € A: i €

{2k +1:keN}}) =1 #Ps({a; € B:i€{2k+1:keN}}) =1 Conséquemment
le Corollaire 3 est établi.

k) %k X%

Remarquons qu’en ’absence du Théoreme 1, I’application de ’axiome d’exten-
sionnalité aux ensembles N* et g(N*) aurait induit & considérer la bijection g comme
étant une bijection de N* vers N* et d’employer I'expression "g : N* — N*” dans
la mesure ot g : N* — g(N*) est une bijection de N* vers g(N*) et (Vn € N*,n €
g(N*)) N (¥n € g(N*),n € N*).

De sorte que I’ensemble B = UjeN*{ﬁj}, Vj € N*, Bj = ay(;) aurait été considéré
comme étant une permutation de 'ensemble A = | J; . {i} dans la mesure ot (Vo €
A, o; € BN (Vp; € B,p; € A).

k) %k X%

Remarquons de plus que Z o = Zn 1n "% = ((2) ou ( est la fonction zéta
de Riemann (B. Riemann, 1859, [3]). Comme ((s )7 s €C, 8?( ) > 1 est absolument
convergent et non nul, il vient que >+ a; = =32 = ¢(2).
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Il est alors intéressant de noter que bien qu’effectivement S a; = ;;ch B; du
fait de la convergence absolue de la série de terme général «;, nous avons néanmoins

A+ B.
* ok ok ok ok

En conclusion, nous pouvons faire remarquer aux lecteurs attentifs que dans la
mesure ou dans ce présent article, nous énongons et prouvons que ’axiome d’exten-
sionnalité est faux pour les ensembles infinis dénombrables, soit le Théoréme 1,
nous avons pris bien soin a ce qu’a aucun moment il n’a été fait usage dudit
axiome d’extensionnalité.

* ok ok ok ok

Par ailleurs, nous pouvons considérer une illustration du Théoréme 1.

Soit une corne d’abondance A = N = | J; . {2k, 2k + 1} qui contient une infinité de
pommes dénotées chacune par un entier naturel impair unique et d’oranges dénotées
chacune par un entier naturel pair unique. Ainsi la corne d’abondance A est une corne
d’abondance telle qu’a I'infini pour chaque pomme il y a une orange. Par ailleurs nous
savons que si nous devons tirer au hasard un fruit de cette corne d’abondance A, la

probabilié d’obtenir une pomme est de % et la probabilité d’obtenir une orange est de
1

5
L’espace de probabilité associé a cette dernieére expérience aléatoire est donc :
Qa=AFas={0{neAd:ne{2k+1:keN}},{neAd:ne{2k:kc¢€

N}LQat, Pa({n€eAine{2k+1:keN}}) =3).

Soit une corne d’abondance B = J; c{4k, 4k+2, 2k+1} qui contient une infinité de
pommes dénotées chacune par un entier naturel impair unique et d’oranges dénotées
chacune par un entier naturel pair unique. Ainsi la corne d’abondance B est une corne
d’abondance telle qu’a l'infini pour chaque pomme il y a deux oranges. Par ailleurs
nous savons que si nous devons tirer au hasard un fruit de cette corne d’abondance
B, la probabilié d’obtenir une pomme est de % et la probabilité d’obtenir une orange
est de %

L’espace de probabilité associé a cette derniere expérience aléatoire est donc :

Qp=B,Fp={0,{neB:ne{2k+1:keN},{neB:ne{2:kce€
N}}L Q) Ps({fne B:ne {2k+1:keN}}) =1).

11 est clair que Vg € N,2g + 1 € {2k + 1 : k € N} il existe une pomme dénotée par
72q + 1”7 dans la corne d’abondance A tout comme il existe une pomme dénotée par
”2q + 1”7 dans la corne d’abondance B.

De méme il est clair que Vg € N,2¢ € {2k : k € N} il existe une orange dénotée
par ”2q” dans la corne d’abondance A tout comme il existe une orange dénotée par
72q” dans la corne d’abondance B.

Ainsi Vn € N il existe un fruit dénoté par "n” dans la corne d’abondance A tout
comme il existe un fruit dénoté par "n” dans la corne d’abondance B.
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Sachant que Pa({fn€ A:ne{2k+1:keN}}) =1 #Pg({neB:ne{2k+1:
k € N}}) = %, en appliquant le Lemme 3 il vient que A # B.

Remarquons qu'’il y a pour ainsi dire ”une évidence physique” au fait que la corne
d’abondance A ne peut pas étre égale a la corne d’abondance B bien que chacune
contient une infinité de pommes dénotées chacune par un nombre impair unique et
une infinité d’oranges dénotées chacune par un nombre pair unique, dans la mesure
ol la probabilité de tirer au hasard une pomme dans la corne d’abondance A est de
% alors que la probabilité de tirer au hasard une pomme dans la corne d’abondance
B n’est que de %
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