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ПОБУДОВА КОСПЕКТРАЛЬНИХ ГРАФIВ ВIДНОСНО
УЗАГАЛЬНЕНОЇ МАТРИЦI СУМIЖНОСТI

Спектральна теорiя графiв використовує власнi значення матриць, асоцiйованих iз графом, для

визначення структурних властивостей графа. У статтi розглянуто спектр узагальненої матрицi су-

мiжностi. Графи з однаковим спектром називаються коспектральними. Розглянуто побудову за до-

помогою GM-комутацiї коспектральних графiв, якi утворенi iз циклу парної довжини C2n та однiєї

точки v, яка сполучена рiвно з половиною вершин циклу. Для таких графiв при невеликих n визначено

пари коспектральних графiв.

Ключовi слова: узагальнена матриця сумiжностi, коспектральнi графи, GM-комутацiя.

Вступ

Спектральна теорiя графiв — напрям у теорiї
графiв, що вивчає спектральнi властивостi матриць
(наприклад, власних значень та власних векторiв),
асоцiйованих iз графами. Спектр графа мiстить
комбiнаторну iнформацiю про граф, тому є кори-
сним iнструментом для розв’язання багатьох про-
блем у теорiї графiв.

Простим неорiєнтованим графом G будемо на-
зивати впорядковану пару (V,E), у якiй V — де-
яка непорожня множина (множина вершин) i E —
множина, що складається з невпорядкованих пар
рiзних елементiв V (множина ребер).

З графом G однозначно пов’язана матриця су-
мiжностi A(G) = (aij)

n
i,j=1, елементи якої визна-

чаються як:

aij =

{
1, якщо вершини i та j сумiжнi,

0, iнакше.

Вершини графа називаються сумiжними, якщо во-
ни з’єднанi ребром. Множина всiх власних зна-
чень матрицi A(G) називається спектром гра-

фа G i позначається σ(A). Характеристичним

полiномом графа G називають полiном PG(λ) =
= det(A(G) − λI). Графи, що мають однаковий
спектр, називаються коспектральними.
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Рис. 1. Вперше представлена пара
коспектральних дерев

Питання «Якi графи визначаються своїм спек-
тром?» розглядали у 1956 роцi Гюнхард i Прiмас [1]
у статтi, яка пов’язана з теорiєю Гюккеля з хi-
мiї. До того часу вважали, що граф однозначно
визначається своїм спектром, але Колатц i Сино-
говiц [2] у 1957 роцi представили пару коспек-
тральних дерев (див. рис. 1), чим спростували це
твердження.

Доведено, що графи, у яких менше, нiж
п’ять вершин, однозначно визначаються сво-
їм спектром (будемо називати їх DS — вiд
англiйського «determined by its spectrum») вiд-
носно звичайної матрицi сумiжностi. Розгляне-
мо два графи з їхнiми матрицями сумiжностi
(рис. 2).

Це приклад неiзоморфних коспектральних гра-
фiв, якi вперше запропонував Цвєтковiч [3]. Для
зручностi цю пару називають «Saltire pair».
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Рис. 2. Пара коспектральних графiв
на 5 вершинах вiдносно A

Для графiв на шiстьох вершинах iснує п’ять пар
коспектральних графiв, зображених на рис. 3.

Проте жоден iз графiв, побудованих на шести
i менше вершинах, не має коспектральної пари
вiдносно узагальненої матрицi сумiжностi. У на-
ступному роздiлi введено означення узагальненої
матрицi сумiжностi та розглянуто умови, за яких
два графи будуть коспектральними вiдносно такої
матрицi.

За останнi 60 рокiв з’явилося багато конструк-
цiй коспектральних графiв, серед яких найбiльшу
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Рис. 3. Пари коспектральних графiв
на 6 вершинах вiдносно A

їх кiлькiсть дозволяє побудувати метод GM-
комутацiї, який ми розглядаємо далi. Проте до-
вести DS графiв набагато важче, нiж побудувати
коспектральнi пари. Швенк [4] навiв метод, який
доводить, що майже всi дерева є не DS графами.
У загальному для всiх графiв гiпотеза про те, що
майже всi графи є DS графами, залишається не до-
веденою.

Узагальнена матриця сумiжностi

У вступi ми розглядали коспектральнiсть гра-
фiв вiдносно звичайної матрицi сумiжностi. Звiсно,
вiдповiдь на запитання «Якi графи однозначно ви-
значаються своїм спектром?» залежить вiд вибору
матрицi, яка асоцiйована з графом.

У цьому роздiлi ми будемо розглядати узагаль-
нену матрицю сумiжностi та коспектральнiсть гра-
фiв вiдносно неї.
Означення 1. Для графа G з матрицею сумiжно-
стi A будь-яка матриця вигляду M = xI+yJ+zA,
де x, y, z ∈ R, z 6= 0, називається узагальненою
матрицею сумiжностi графа G (J — це матриця,
кожен елемент якої дорiвнює одиницi, а I — оди-
нична матриця).

Наступнi матрицi, якi ми будемо розглядати, є
узагальненими матрицями:
1. Матриця сумiжностi A (x = y = 0, z = 1).
2. Матриця сумiжностi доповнення A = −I+J−A

(x = −1, y = 1, z = −1).
3. Матриця Зейделя S = A − A = −I + J − 2A

(x = −1, y = 1, z = −2).
Ми можемо обмежити узагальненi матрицi су-

мiжностi виглядом A + αJ , де α ∈ R, без втрати
загальностi. Для таких матриць справедлива така
теорема Джонсона та Ньюмана [5]:

Теорема 1. Для матрицi сумiжностi A визначи-

мо множину узагальнених матриць сумiжностi як

A = {A+ αJ |α ∈ R}. Якщо G i Ĝ коспектраль-

нi вiдносно двох матриць iз A , тодi вони коспек-

тральнi вiдносно всiх матриць A .

Зазначимо, що −A− I ∈ A та − 1
2 (S+ I) ∈ A .

Отже, маємо:
Наслiдок 2. Якщо два графи коспектральнi вiдно-

сно однiєї з пар матриць:A та A; A та S; A та S,

тодi вони коспектральнi вiдносно всiх узагальнених

матриць сумiжностi.

Найменша пара коспектральних графiв вiдно-
сно узагальненої матрицi сумiжностi з’являється
для графiв на семи вершинах, зображених на рис. 4.

Побудова коспектральних графiв

Метод Швенка для дерев. Швенк розглянув ви-
падок з’єднання двох графiв, якi не мають спiльних
вершин, за допомогою «склеювання» фiксованої
вершини з одного графа iз фiксованою вершиною
iншого графа.
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Рис. 4. Пара коспектральних графiв вiдносно A
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Означення 2. Для графа G зафiксуємо вершину v.
Для графа G′, який не має з графом G спiльних
вершин, зафiксуємо вершину v′. Коалесценцiєю
графiв G та G′ вiдносно фiксованих вершин на-
зивається граф G · G′, утворений iдентифiкацiєю
вершин v ≡ v′.

Спектр коалесценцiї графiв визначається такою
теоремою:
Теорема 3. Характеристичний многочлен коале-

сценцiї двох графiв визначається за формулою:

PG·G′(λ) = PG(λ)PG′−v′(λ) +

+ PG′(λ)PG−v(λ)− λPG−v(λ)PG′−v′(λ),

де G − v (G′ − v′) — пiдграф графа G (G′), отри-

маний видаленням вершини v (v′).
Цей факт дозволяє Швенку довести таке твер-

дження [6]:
Наслiдок 4. Нехай G та G′, G − v та G′ − v′ —

пари коспектральних графiв. Нехай H — довiльний

граф iз фiксованою точкою u. Тодi коалесценцiї

графiв G ·H та G′ ·H вiдносно точок v, u та v′, u
вiдповiдно коспектральнi.

Розглянемо приклад, коли G = G′ граф iз
фiксованими вершинами v та v′.

Характеристичнi многочлени графiв G − v та
G′ − v′ рiвнi

PG−v(λ) = PG′−v′(λ) = λ8 − 6λ6 + 10λ4 − 4λ2.

Отже, графи G − v та G′ − v′ коспектральнi. Тодi
для довiльного графа H коалесценцiї графiв G ·H
та G′ ·H , зображенi на рис. 5, теж коспектральнi.

За допомогою твердження у наслiдку Швенк до-
вiв вiдому теорему:
Теорема 5. Майже всi дерева є не DS-графи вiд-

носно матрицi сумiжностi.
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Рис. 5. Приклад коспектральних коалесценцiй графiв
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Рис. 6. Пара коспектральних графiв (C8, v)

Зауваження 1. Пiсля Швенка Годзiл та МакКей [7]
довели, що майже всi дерева є не DS-графи вiдно-
сно матрицi сумiжностi доповнення. Отже, за тео-
ремою 1 майже всi дерева є не DS-графи вiдносно
узагальненої матрицi сумiжностi.

Також Годзiл та МакКей розглянули перетво-
рення матриць сумiжностi, яке не змiнює спектр
матрицi. Такий метод побудови коспектральних
графiв називається GM-комутацiєю.

GM-комутацiя. GM-комутацiя дає змогу побу-
дувати коспектральнi графи вiдносно матрицi су-
мiжностi [8]
Теорема 6. Нехай N — (0,1)-матриця розмiру

b × c, сума елементiв у стовпчиках якої дорiвнює

0, b або b
2 . Нехай матриця Ñ отримана з матри-

цi N замiною кожного елемента стовпчика v iз

сумою b
2 на доповнення 1− v. Симетрична матри-

ця B розмiру b × b, сума елементiв у стовпчиках

(та рядках) якої стала, C — симетрична матрицi

розмiру c× c.
Розглянемо матрицi

M =

(
B N
NT C

)
, M̃ =

(
B Ñ

ÑT C

)
.

Тодi M та M̃ коспектральнi.
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Рис. 7. Пара коспектральних графiв (C10, v)
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Зауваження 2. Якщо матрицi M та M̃ є матрицями
сумiжностi графiв, то GM-комутацiя дозволяє по-
будувати коспектральнi доповнення. Отже, за тео-
ремою 1 цей метод продукує коспектральнi графи
вiдносно узагальненої матрицi сумiжностi.

Розглянемо приклад GM-комутацiї для гра-
фiв G, якi утворенi з циклу парної довжини C2n та
однiєї точки v, яка сполучена рiвно з половиною
вершин циклу. Для цього випадку b = 2n, c = 1,

матрицi B та C є матрицями сумiжностi циклу та
точки вiдповiдно. У матрицi N сума елементiв кож-
ного стовпчика дорiвнює n.

При n ≤ 3 не iснує пар коспектральних для
таких графiв.

При n = 4 з’являється пара коспектральних
графiв, зображених на рис. 6.

При n = 5 з’являються три пари коспектраль-
них графiв, зображених на рис. 7.

Роботу виконано в рамках науково-дослiдного проекту «Матричнi методи у теорiях груп, напiвгруп,

графiв i метричних просторiв».
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D. Grushka, V. Lebid

THE CONSTRUCTION OF COSPECTRAL GRAPHS WITH
RESPECT TO THE GENERALIZED ADJACENCY MATRIX

Spectral graph theory uses the eigenvalues of matrices associated with a graph to determine the structural
properties of the graph. The spectrum of the generalized adjacency matrix is considered in the paper. Graphs
with the same spectrum are called cospectral. Is every graph uniquely determined by its spectrum (DS for short)?

This question goes back for about half a century, and originates from chemistry. In 1956 Gunthard and
Primas raised the question in a paper that related the theory of graph spectra to Huckel’s theory. At that time it
was believed that every graph is determined by the spectrum, until in 1957 Collatz and Sinogowitz presented
a pair of cospectral trees. In 1967 Schwenk proved that for almost all trees there is another tree with the
same spectrum. Such a statement is neither proved nor refuted for the class of graphs in general. Till now,
computational experiments were done on the set of all graphs on up to 12 vertices by Haemers. Computer
enumerations for small n show that up to 10 vertices the fraction of graphs that are DS decreases, but for
n = 11 and n = 12 it increases again.

We consider the construction of the cospectral graphs called GM-switching for graph G taking the cycle
C2n and adjoining a vertex v adjacent to half the vertices of C2n. For these graphs we determine the pairs
of cospectral nonisomorphic graphs for small n. It is an operation on graphs that leaves the spectrum of the
generalized adjacency matrix invariant. It turns out that for the enumerated cases a large part of all cospectral
graphs comes from GM switching, and that the fraction of graphs on n vertices with a cospectral mate starts
to decrease at some value of n < 11 (depending on the matrix). Since the fraction of cospectral graphs on
n vertices constructible by GM switching tends to 0 if n → ∞, the present data give some indication that
possibly almost no graph has a cospectral mate.

Haemers and Spence derived asymptotic lower bounds for the number of graphs with a cospectral mate
from GM switching.

Keywords: generalized adjacency matrix, cospectral graphs, GM-switching.
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